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Yiiksek Basamaktan tek adim Yontemleri

@ Bu boliimde Tek adim Yamuk, Diizeltilmis Euler(veya
Runge-Kutta-1l), Runge-Kutta-1V yéntemlerini inceleyerek
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Yiiksek Basamaktan tek adim Yontemleri

e Bu boliimde Tek adim Yamuk, Diizeltilmis Euler(veya
Runge-Kutta-11), Runge-Kutta-IV yéntemlerini inceleyerek

@ her bir yontemin nasil elde edildigini,

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Béliim 10 Ekim, 2016 2/



Yiiksek Basamaktan tek adim Yontemleri

e Bu boliimde Tek adim Yamuk, Diizeltilmis Euler(veya
Runge-Kutta-11), Runge-Kutta-IV yéntemlerini inceleyerek

@ her bir yontemin nasil elde edildigini,

@ pratik problemlere nasil uygulandigini ,
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Yiiksek Basamaktan tek adim Yontemleri

Bu boliimde Tek adim Yamuk, Diizeltilmis Euler(veya
Runge-Kutta-11), Runge-Kutta-IV yéntemlerini inceleyerek

her bir yontemin nasil elde edildigini,

pratik problemlere nasil uygulandigini ,

hata analizlerini ve
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Yiiksek Basamaktan tek adim Yontemleri

Bu boliimde Tek adim Yamuk, Diizeltilmis Euler(veya
Runge-Kutta-11), Runge-Kutta-IV yéntemlerini inceleyerek

@ her bir yontemin nasil elde edildigini,
@ pratik problemlere nasil uygulandigini ,
@ hata analizlerini ve
°

birbirlerine gére avantaj veya dezavantajlarini inceliyoruz .
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yl = f(t,y), t € (ab) (1)
y(@ = »n

baslangi¢c deger problemini géz 6niine alalim .

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 10 Ekim, 2016 3/



yl = f(ty).t€(ab) (1)
y(@ = »n

baslangi¢c deger problemini géz 6niine alalim .

@ [a, b] araligini h = (b — a)/n uzunluklu n adet alt araliga bélelim ve
elde edilen araliklarin uc¢ noktalarini

ti=ath=a+h,....tpy1 =a+nh=a+nlb—a)/n=0>b

ile gbsterim.
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@ (1) ile verilen denklemin [t;, t;+1] arali§inda integralini alarak

71)//(t)dt = 71f(t,y(t))dt

veya
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@ (1) ile verilen denklemin [t;, t;+1] arali§inda integralini alarak

tit1 tiy1

/y/(t)dt: /f(t,y(t))dt

ti ti

veya

tiv1

y(tin) = y(t) + [ Fley(e)e @

tj

denklemini elde ederiz.
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@ (2) deki integral icin sol diktértgen kurali, yani

b
= /f(x)dx icin Lot (F) = (b — a)f(a)

‘3
kuralini uygulayarak
y(tiv1) = y(6i) + h(f(ti, y (1))

veya
Yis1 = Yi+ hf(t, Vi)

ileri Euler yaklasimini elde ederiz.
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@ (2) deki integral icin sag diktdrtgen kurali, yani

b
= /f(x)dx icin lsoz (F) = (b— a)f(b)

kuralini uygulayarak

y(tiv1) = y(ti) + h(f(tiz1, y(tiv1))

veya
Yis1 = Y+ hf(tiz1, Yis1)

geri Euler yaklasimini elde ederiz.
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Yamuk ydntemi(sayisal integralden)

e integraller icin yamuk yontemi

b
I:!/f(x)dxigin hamuk(F) = =2 (F(a) + (b)) (3)

olarak tanimlanir.
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Yamuk ydntemi(sayisal integralden)

e integraller icin yamuk yontemi

b
I = /f(x)dx icin Lamuk (F) = (bga) (f(a) +f(b)) (3)

olarak tanimlanir.
@ (2) deki integral icin (3) ile verilen Integraller icin Yamuk Yéntemini
uygulayarak
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Yamuk ydntemi(sayisal integralden)

e integraller icin yamuk yontemi

b
I = /f(x)dx icin Lamuk (F) = (b;a) (f(a) +f(b)) (3)

olarak tanimlanir.

e (2) deki integral icin (3) ile verilen Integraller icin Yamuk Yéntemini
uygulayarak

°

y(tiv1) 2 y(ti) +h/2(f(ti, y(t:)) + f(tiv1, y(tir1)) (4)

elde ederiz .
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Yamuk ydntemi(sayisal integralden)

e integraller icin yamuk yontemi

b
I = /f(x)dx icin Lamuk (F) = (b;a) (f(a) +f(b)) (3)

olarak tanimlanir.

e (2) deki integral icin (3) ile verilen Integraller icin Yamuk Yéntemini
uygulayarak

°

y(tiv) = y(ti) +h/2(F(ti, y(t:)) + f(tiv1, y(tiv1)) (4)
elde ederiz .
@ (4) de esitligi saglayan yaklasimlar Y; = y(t;) ile gosterelim.
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Yamuk ydntemi(sayisal integralden)

o integraller icin yamuk yontemi

b
I = /f(x)dx icin Lamuk (F) = (b;a) (f(a) +f(b)) (3)

olarak tanimlanir.

e (2) deki integral icin (3) ile verilen Integraller icin Yamuk Yéntemini
uygulayarak

°

y(tiv) = y(ti) +h/2(F(ti, y(t:)) + f(tiv1, y(tiv1)) (4)

elde ederiz .

o (4) de esitligi saglayan yaklasimlar Y; = y(t;) ile gosterelim.

o Boylece

Yis1 = Yi‘f‘h/2(f(l’,’, Y,')—i-f(tH_l, Y,'+1)), Y1 = y(a), =12 ...

ile tanimlanan Yamuk ydntemini elde ederiz.
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Yamuk yontemi(geometrik yaklasim)

o Geometrik olarak ise, ileri Euler yontemindeki f(t;, Y;) egimi ve geri
Euler yontemindeki f(tj41, Yi+1) egimleri ile hareket etmek yerine bu
iki egimin ortalamasi olan

m = (f(t;, Vi) + f(tit1, Yis1))/2 (6)

egimi ile h kadar ilerleyerek
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Yamuk ydntemi(geometrik yaklasim)

o Geometrik olarak ise, ileri Euler yontemindeki f(t;, Y;) egimi ve geri

Euler yontemindeki f(tj4+1, Yi+1) egimleri ile hareket etmek yerine bu
iki egimin ortalamasi olan

m = (f(t;, ;) + f(tis1, Yis1))/2 (6)
egimi ile h kadar ilerleyerek

@ Y1 = Y;+ hm yaklasiminin elde edildigini goriiyoruz.
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Yamuk ydntemi(6rnek)

@ Yontemi asagidaki drnek iizerinde inceleyelim:
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Yamuk ydntemi(6rnek)

@ Yontemi asagidaki drnek iizerinde inceleyelim:

yl = y+t
y(0) = 0

baslangic deger problemi icin [0, 1] araliginda h = 1/4 adim uzunlugu ile
gerekli yaklasimlari Yamuk yontemi ile hesaplayiniz.
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o (Coziim
(5) fark denklemini f(t,y) = y + t icin uygulayarak

Yie1 = Yi+h/2(ti + Yi+ tiy1 + Yiq)
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o Coziim
(5) fark denklemini f(t,y) = y + t icin uygulayarak
Yier = Yi+h/2(ti + Yi 4 tin + Yig)
@ veya
(1+h/2)Yi+h/2(t; + ti11)
1—h/2

Yiqy1 =

elde ederiz.
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o Coziim
(5) fark denklemini f(t,y) = y + t icin uygulayarak

Yier = Yi+h/2(ti + Yi 4 tin + Yig)

@ veya
(1+h/2)Yi+ h/2(t; + ti1)
Yit1 =
1—h/2
elde ederiz.
e h=1/4icin

t1=0,t=1/4,t3=1/2,t4 =3/4,t5 =1
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o Coziim
(5) fark denklemini f(t,y) = y + t icin uygulayarak

Yier = Yi+h/2(ti + Yi 4 tin + Yig)

@ veya
(1+h/2)Yi+ h/2(t; + ti1)
Yit1 =
1—h/2
elde ederiz.
@ h=1/4icin

t1=0,t=1/4t=1/2,t4 =3/4,t5 =1
e ve Y7 = y(0) = 0 olmak iizere

(1+1/8)x0+1/8x (0+1/4)

Y2 = 1-1/8
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Yamuk ydntemi(uygulama)

o
(1 + 1/8)Y2 + 1/8(t2 + 1.'3)
1-1/8
(14+1/8) X 3 +1/8x (1/4+1/2)
1-1/8

15

98
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Yamuk ydntemi(uygulama)

o
(141/8)Y2+1/8(t2 + t3)
1-1/8
(14+1/8) x 55 +1/8x (1/4+1/2)
1-1/8

15
98
@ Benzer bicimde Y, = 0.3754, Y5 = 0.7326 degerlerini elde ederiz.
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Yamuk ydntemi(uygulama)

o
(141/8)Y2+1/8(t2 + t3)
1-1/8
(14+1/8) x 55 +1/8x (1/4+1/2)
1-1/8

15
98
@ Benzer bicimde Y, = 0.3754, Y5 = 0.7326 degerlerini elde ederiz.
@ Ayrica gercek ¢oziimiin

y(t) = —t — 1+ exp(t)

olduguna dikkat ederek
E(ti) = [Yi—y(t)]

kiimiilatif hatalarini hesaplayabiliriz.
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Yamuk ydntemi(uygulama)

(141/8)Y2+1/8(t2 + t3)
1-1/8
(14+1/8) x 55 +1/8x (1/4+1/2)
1-1/8

15
98
@ Benzer bicimde Y, = 0.3754, Y5 = 0.7326 degerlerini elde ederiz.
@ Ayrica gercek ¢oziimiin
y(t) = —t — 1+ exp(t)
olduguna dikkat ederek

E(t) = [Yi—y(ti)
kiimilatif hatalarini hesaplayabiliriz.
@ Yamuk yaklasimlari ve kiimiilatif hatalar asagidaki Tabloda
sunulmaktadir.
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Yamuk yontemi(kiimiilatif hata)

@ Yamuk yaklasimlari ve kiimiilatif hata

t; Yi y(t) E(t;)
0 0 0 0
0.2500 | 0.0357 | 0.0340 | 0.0017
0.5000 | 0.1531 | 0.1487 | 0.0043
0.7500 | 0.3754 | 0.3670 | 0.0084
1.0000 | 0.7326 | 0.7183 | 0.0143

Gl DW= =

Tablo 1: Ornek 1 ait yaklasimlar ve kiimiilatif hata
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

@ Yontemin kesme hatasi

ile verilir.
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Yamuk yontemi( Kesme hatasi)

@ Yontemin kesme hatasi

Teorem 1

(Yéntemin hatasi)

y € C3[a, b], t;, tir1 € (a, b) olmak iizere (5) ile verilen yontemin t;
noktasindaki kesme hatasi:

E(tih) = (y(tit1) —y(t:))/h—=1/2(f(ti, y(t;)) + f(tit1, y(ti+1))

= —K/12y"(c), c € (a, b)

ile verilir.
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

e ispat: Taylor acilimi yardimiyla
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

e lispat: Taylor acilimi yardimiyla

f(tivr, y(tivn)) = y/(tisa)
y!(ti) + hy" (t:) + h*/2y""(c1), a1 € (ti, tig1)
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

e lispat: Taylor acilimi yardimiyla

f(tiv1, y(tiv1)) = y/(tit1)
= yI(t;) + hy"(t;) + h*/2y""(cl), c1 € (L, tir1)
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

e lispat: Taylor acilimi yardimiyla

o
f(tivr, y(tivn)) = y/(tisa)
= yI(t;) + hy"(t;) + h*/2y""(cl), c1 € (L, tir1)
@ ve
(]

y(tir) = y(t) + hy' (&) + 02 /2y" (&) + B /6y ()

acilimlari yerine yazilarak
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Yamuk yontemi( Kesme hatasi)

Ek(t,', h)

(v(tiv1) —y (i) /h=1/2(f(t;, y(t;)) + f (tiv1, ¥ (ti1))
(y(tis1) = y(t)/h—=1/2(y'(t:) + ¥/ (ti41))

(y(t:) + hy! (1) + B /2y" (t;) + h*/6y"" (c1) — y (i) / h
—1/2(y'(t:) + /(&) + hy" (1) + B /2y (2))
h2/6ym(C1) . h2/4ym(C2)

—1/12%y" (c), c1, &, ¢ € (8, tis1)

ec (Karadeniz Teknik Universitesi‘) olim Ekim, 2016 15 / 49



Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

Ex(ti, h) = —1/12h%y"'(c), ¢ € (t;, ti11)
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

Ek(t,', h) = —1/12h2ym(C), Cc € (t,', ti+1)

@ O halde yamuk yontemi kesme hatasi O(h?), h — 0 dir.
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

Ek(t,', h) = —1/12h2ym(C), Cc € (t,', ti+1)

e O halde yamuk yontemi kesme hatasi O(h?), h — 0 dir.
@ Buradan yerel hatanin O(h®), h — 0 ve
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Yamuk ydntemi( Kesme hatasi)

Ek(t,', h) = —1/12h2ym(C), Cc € (t,', ti+1)

O halde yamuk yontemi kesme hatasi O(h?), h — 0 dir.
Buradan yerel hatanin O(h®), h — 0 ve
kiimiilatif hatanin da O(h?), h — 0 oldugu hemen goriiliir(Odev).
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Nonlineer problemlere yontemi dogrudan uygulayamayiz. Ciinkii

Yiq1 = Y,‘—i-h/Z(f(t,', Y,')—i-f(t,'H, \/i+1)>), Y = y(a), i=1,2,...
(7)
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Nonlineer problemlere yontemi dogrudan uygulayamayiz. Ciinkii

Yij1 = Y,-+h/2(f(t,-, Y,')-i-f(t,url, Y,'+1))), Y = y(a), i=1,2,...
(7)

o ifadesinden Y1 degerini Y; cinsiden acik¢a ¢6zemeyiz.
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Nonlineer problemlere yontemi dogrudan uygulayamayiz. Ciinkii

Yiiz1i =Y —|—h/2(f(t,', Y,) + f(t,url, Y,'+1))), Y = y(a), i=1,2,...
(7)
o ifadesinden Y;.; degerini Y; cinsiden acik¢ca ¢dzemeyiz.

@ Bu durumda
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Nonlineer problemlere yéntemi dogrudan uygulayamayiz. Ciinkii

Yij1 = Y,-+h/2(f(t,-, Y,')-i-f(t,url, Y,'+1))), Y = y(a), i=1,2,...
(7)

ifadesinden Y1 degerini Y; cinsiden acik¢ca ¢6zemeyiz.

Bu durumda

Y11 degerini, bilinen Y}, h, t; sabitleri ve f fonksiyonuyla
gly) = Yi+h/2(f(t;, Vi) + f(tiy1,y))

ile tanimh g fonksiyonunun sabit noktasi olarak diisiinebiliriz.
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Sabit nokta iterasyonu: g : [a, b] — |a, b] siirekli fonksiyon
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Sabit nokta iterasyonu: g : [a, b] — |a, b] siirekli fonksiyon

e ve xo € (a, b) keyfi bir nokta olsun.
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Sabit nokta iterasyonu: g : [a, b] — |a, b] siirekli fonksiyon
e ve xg € (a, b) keyfi bir nokta olsun.
o

Xp+1 = &(xn),n=0,1,2, ...

ile tanimlanan {x,} dizisi igin eger

lim x, = p
n—oo

ise, bu taktirde p noktasi g nin bir sabit noktasidir:
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

@ Sabit nokta iterasyonu: g : [a, b] — |a, b] siirekli fonksiyon

@ ve xp € (a, b) keyfi bir nokta olsun.

°
Xn41 = &(Xn),n=10,1,2, ...
ile tanimlanan {x,} dizisi icin eger
lim x, = p
n—oo
ise, bu taktirde p noktasi g nin bir sabit noktasidir:
°

p= nleoo Xn+1 = nleoog(Xn) = g(nleoo xp) = g(p)
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Sabit nokta iterasyon 6rnegi

g(x) =x/2+2/x

fonsiyonunun p = 2 sabit noktasi icin xg = 1 baslangic noktasi ile x1, xo, X3
yaklasimlarini hesaplayiniz.

Coziim:
x1 = g(x)=g(l)=5/2=25
x, = g(x1)=g(3/2)=5/4+4/5=41/20=2.05
3281
X3 = g(xz) = g(41/20) =41/40440/41 = 1640 =2.00006

olup,elde edilen dizinin 2 sabit noktasina yakinsadigini gézlemliyoruz.
Asagida verilen sabit nokta iterasyon programini inceleyelim:
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function xl=sabiter (x0)

S —
%Sabit nokta iterasyon Ornegi
S —
test=1;sayac=0;Max_sayac=20;eps=0.001;
while test
x1=g(x0) ;
fark=abs(x1-x0) ; sayac=sayac+1;
test=(fark> eps) & (sayac< Max_sayac);
x0=x1;
end
if fark >eps disp(’iterasyon yakinsamadi’);
x1=[1;
end

function y=g(x)
y=x/2+2/%;
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Yiiqi=Yi+ h/Q(f(t,', Y,) + f(t,'+1, Y,'+1))), Y1 = y(a), =12 ...

ile tanimlanan yamuk yénteminde
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Yie1 = Yi+h/2(Ff(t, Y;) + f(tiv1, Yier))), Yi=y(a), i =1,2,...

ile tanimlanan yamuk yénteminde

° Yl(ﬂ = Y, baslangi¢ noktasi ve
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Yamuk ydntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Yie1 = Yi+h/2(Ff(t, Y;) + f(tiv1, Yier))), Yi=y(a), i =1,2,...

ile tanimlanan yamuk yénteminde
° Yl(ﬂ = Y, baslangi¢ noktasi ve

YUY = Y b/ 2(F (4, Y 4+ (1, YY) k=0,1,2, i = 1,2, ..
(8)
ile tanimlanan iterasyonunun yakinsadigi nokta Y dir.
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Yamuk ydntemi(nonlineer problem 6rnegi)

y! = y?cos(t),y(0) = —7/8,7/8

baslangic deger probleminin bazi baslangic degerleri icin yamuk ydntemi ile
¢coziim egrilerini elde ediniz.
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S ——
% Ornek 3 verileri ile Sabit nokta
% iterasyonlu Yamuk Yontemi
.
function yamuksabit(h,Tmax)
y=7/8; n=ceil(Tmax/h) ;eps=0.0001;
t=0;Y=y;T=t; yll=y;
for j=1:n
fark=2x*eps;
while fark>eps
y12=y+h/2* (£ (t,y)+f (t+h,y11));
fark=abs(y12-y11);
yll=y12;
end
y=y12; t=t+h;T=[T;t];Y=[Y;y];
end
plot(T,Y);
function yp=f(t,y)
yp=y*y*cos (t) ;
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Yamuk ydntemi(nonlineer problem 6rnegi)

y! = y? cos(t)

denkleminin Maxima ile elde edilen ¢6ziim egrileri ve yon alanlari asagida
verilmektedir:
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Sekil 1: Ornek 3 icin yon alanlari ile sayisal(-.) ve gercek ¢oziim(-) egrileri.
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Yamuk yontemi(lineer problem &rnegi)

Ornek 4

(Yamuk ybntemi pratik olarak Il. basamaktandir)
y' =y + cos(t) —sin(t),y(0) =0

baslangic deger problemi verilsin. [0, 2] araliginda h = 0.2 ve h = 0.1 adim
uzunluklari icin yaklasik ¢o6ziimleri Yamuk yontemi yardimiyla elde ediniz.
Kiimiilatif hatanin O(h?) oldugunu gézlemleyiniz. Artan t degerleri icin
kiimiilatif hatanin degisimini grafiksel olarak gozlemleyiniz.
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o (5) yontemine gore
Yiei =VYi+ h/Q(Y,' +Yiq1+ COS(t,') — sin(t;) + COS(t;+1) — sin(t,-+1))
iterasyonu elde ederiz. Bu denklem Yj;; e gbre ¢ozerek

Yi 4+ h/2(Y; + cos(t;) — sin(t;) + cos(tir1) — sin(ti+1) 9
1—h/2 )

Yi+1 -

elde ederiz.
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Yamuk yontemi(lineer problem &rnegi)

@ Ornek 4 icin (9) ile h=0.2 ve h = 0.1 adim uzunluklari ile elde edilen
yaklasimlar Tablo 2 de verilmektedir.

t |h=02|h=0.1| y(gercek) | E(h=0.2) | E(h=0.1)
0.4 | 0.3878 | 0.3890 0.3894 0.0016 0.0004
0.8 | 0.7136 | 0.7164 0.7174 0.0038 0.0009
1.2 ] 0.9255 | 0.9304 0.9320 0.0065 0.0016
1.6 | 0.9895 | 0.9971 0.9996 0.0100 0.0025

2 | 0.8947 | 0.9057 0.9093 0.0146 0.0036

Tablo 2: Yamuk Yontemi ile Ornek 4 e ait yaklasimlar ve Kiimiilatif Hata
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Yamuk yontemi(lineer problem &rnegi)

@ h= 0.1 adim uzunlugu ile elde edilen kiimiilatif hatalarin h = 0.2
adim uzunlugu ile elde edilen hatalarin yaklasik dértte biri kadar
olduguna dikkat edelim:

0.0146/4 0.0037 = 0.0036,
0.01/4 = 0.0025,
0.0065/4 = 0.016.
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Yamuk yontemi(lineer problem &rnegi)

@ h= 0.1 adim uzunlugu ile elde edilen kiimiilatif hatalarin h = 0.2
adim uzunlugu ile elde edilen hatalarin yaklasik dértte biri kadar
olduguna dikkat edelim:

0.0146/4 0.0037 = 0.0036,
0.01/4 = 0.0025,
0.0065/4 = 0.016.

@ Bu sonug yukarida ifade edildigi iizere kiimiilatif hatanin O(h?)
oldugunu dogrulamaktadir. Yani adim uzunlugu ikiye boliinmek
suretiyle kiimiilatif hata yaklasik olarak dort kat azalmaktadir.
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Yamuk yontemi(lineer problem &rnegi)

@ h=0.1icin elde edilen gercek ¢oziim(o) ve yaklasik ¢éziim(*) ise
Sekil 2 de verilmektedir.

Vi
2/ A A
I R A
RV Y A
VNN A
EE NN -
NNy N -
T T T T
Y NN NN
I NENRR I NN

Sekil 2: Ornek 4 icin yamuk yaklasimlari(o) ve gercek ¢6ziim(-), h = 0.1

Sekil 2 den artan t degerleri icin istenilen gercek
¢dziimden(y = sin(t)) uzaklasan komsu ¢oziim egrilerinin, yontem ile
elde edilen yaklasimlari da olumsuz olarak etkiledigi goriilmektedir.
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Diizeltilmis Euler( Heun veya Runge-Kutta-1l) yontemi

e (5) te yer alan Y1 bilinmeyeni icin Ileri Euler yontemine gore elde
edilen yaklasim kullanilarak

m* = [f(t,', Y,) + f(t,‘+1, Y: + hf(t',', Y,)>]/2
egimi ile Duizeltilmis Euler veya Heun ydntemi olarak ta adlandirilan

Yis1 = Yi+ hm* (10)
= Yi+h/2[f(t;,Y;) + f(tip1, i+ hf(t;, Y))), i =1,2,---

yontemi elde edilir. Islem kolayhg agisindan (10) yéntemini

p = Yi+hf(t,V;) (11)
Yiiz1i = Y,‘—|-h/2[f(t,',Y,')—Ff(t,'+1,p)},l':1,2,---

olarak ifade etmek daha uygundur.
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Diizeltilmis Euler(veya Runge-Kutta-Il) yontemi

e Alternatif olarak (11) yontemi

m = f(t,', Y,) (12)
my = f(tiy1, Yi+ hm)
Yisi = Yi+hmi=12...

olarak ifade edilebilir. Burada m = (my + my)/2 ile tanimlanan
egimler ortalamasidir.(12) biciminde yazilan sekliyle yéntem
Runge-Kutta-11(RKII) olarak bilinir ve gercektende ikinci
basamaktandir.
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Diizeltilmis Euler(veya Runge-Kutta-1l) yontemi

e Y7 = y(t1) baslangi¢ degerinden hareketle Y, yaklasiminin nasil elde
edildigi geometrik olarak Sekil 3 te sunulmaktadir.
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Diizeltilmis Euler(veya Runge-Kutta-1l) yontemi

egim=m=(m 1+mZ)IZ

Sekil 3: Diizeltilmis Euler(veya Runge-Kutta Il) yontemi ile Y, yaklasimi
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Runge-Kutta-Il yéntemi

y! = —y+sin(t) + cos(t)
y(0) = 0
problemi verilsin.

@ h=1/4 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki yaklagim tablosunu RKII
yontemi yardimiyla hesaplayiniz.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

y! = —y+sin(t) + cos(t)
y(0) = 0
problemi verilsin.
e h=1/4 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki yaklagim tablosunu RKII

yéntemi yardimiyla hesaplayiniz.

© h= 0.1 adim uzunlugu ile y0 = —3 :1: 2 baslangi¢c degerlerine
karsilik gelen ¢6ziim egrilerini RKII yéntemi ile [0, 7] araliginda elde
ediniz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 10 Ekim, 2016 33 /49



Runge-Kutta-Il yéntemi

t1=0,tpb=1/4,t3 =1/2,t, =3/4,t5s = 1, Y1 = y(0) = 0 olmak

Coziim:
@ h=1/4icin
lizere
my
my
m
Y>

f(t1,Y1) =1(0,0) =1

f(ta, Y1+ hmy) = £(1/4,1/4)
—1/4+4sin(1/4) + cos(1/4)
0.9663

(my+my)/2

1.9663/2

0.9831

Y1 + hm = 0.2458

elde ederiz. Diger degerler Tablo 3 de verilmektedir
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Runge-Kutta-Il yéntemi

T & [ Vi [y(t)=sin(t) | E@®) =% —y(t)]
1 0 0 0 0

o 21 1/4 | 0.2458 0.2474 0.0016
311/2 | 0.4757 0.4794 0.0037
4| 3/4 | 0.6755 0.6816 0.0061
5 1 0.8330 0.8415 0.0085

Tablo 3: Ornek 5 icin Runge-Kutta yaklasimlari ve kiimiilatif hata.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

@ Ornek 5 iin ¢coziim egrilerinin birlikte hareket eden veya daha teknik
bir ifadeyle “es siirekli” bir aile olusturdugu goriilmektedir. Bu
durumda komsu ¢éziim egrilerinin egimlerini referans alan yontemlerin
iyi sonu¢ vermesi beklenmektedir.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

@ Sekil 4 de yO = —3:1: 2 baslangic degerleri icin gercek coziimleri;
RKII yéntemi ile elde edilen ¢dziim egrileri(o) h = 0.1 adim uzunlugu
icin [0, 7] araliginda verilmektedir. Elde edilen sayisal sonuglarin
gercek coziim egrileri ile uyumlu oldugu goériilmektedir.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

-3

| ——sr—aa

Tl T S N

S T

|

T T ™S N

P

/
/

& T e e

S & T T

VS T e =T

/

/
/

|

Tma T NN

T T e W

0

1

2

3

4

5

6

7

Sekil 4: Ornek 5 icin yon alanlari ve yg = —3: 1: 2 baslangic degerleri ile ¢éziim
egrileri, (-); yo = 0 a karsilik gelen y = sin(t) ¢6ziim egrisi ve RK2 yaklasimi(o).
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Runge-Kutta-Il yéntemi

Ornek 4 e ait yaklasimlari RK-11 yéntemiyle ve h = 0.1,0.05, 0.025,0.0125
adim uzunlugu ile hesaplayiniz.

Coziim

Ornek 4 icin sirasiyla h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 ve h = 0.0125 adim
uzunluklari ile elde edilen Runge-Kutta yaklasimlari $Sekil 5 (a),(b),(c) ve
(d) de sirasiyla sunulmaktadir.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

Sekil 5: Ornek 6 icin farkli adim uzunluklari ile RKII yaklasimlari(o) ve gercek

¢bziim(-)
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Runge-Kutta-Il yéntemi

e Ornek 4 e ait komsu ¢éziim egrileri Sekil 6 de sunulmaktadir.
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Runge-Kutta-Il yéntemi

e Ornek 4 e ait komsu ¢éziim egrileri Sekil 6 de sunulmaktadir.
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Sekil 6: Ornek 3 icin komsu ¢éziim egrileri, y(0) = 0 icin RKII
yaklasimi(kirmizi -0) ve gercek ¢oziim(mavi ¢izgi)
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Runge-Kutta-Il yéntemi

@ h adim uzunlugunun kiiciiltiilmesi ile daha iyi yaklasimlar elde edildigi
goriilmektedir, ancak komsu ¢oziim egrilerinin farkli kalitatif
davranislari artan zaman degerleri icin kabul edilebilir yaklasimlar elde
edilmesini engellemektedir.

Ekim, 2016 42 / 49
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Runge-Kutta-Il vy

Not: Sekil 6 den y(0) = 0 noktasi komsulugundaki baslangi¢c degerlerle
baslayan ¢éziimlerin bu baslangi¢ sartini saglayan y = sin(t) ¢6ziim
egrisinden artan t degerleri icin hizla uzaklastiklar gériilmektedir.

y(0) # 0 icin problemin gercek ¢oziimii

y = sin(t) + y(0)e’

olarak elde edilir. Sifir noktasinin cok kiiciik komsulugunda bile olsa
y(0) > 0 sartini saglayan ¢dziimlerin t — oo i¢in co’a ve y(0) < 0 sartini
saglayan coziimlerin ise t — oo icin —oo'a yaklasacagi gercek céziimden
goriilmektedir.
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

@ Bu yontem, t; noktasinda ve ileri Euler yontemi ile ulasilan
ti+ h/2,tix1 = t; + h noktalarinda hesaplanan dort egimin agirlikli
ortalamasi ile h adim uzunlugu kadar ileri Euler yontemiyle ilerlemek
suretiyle Yjy1 noktasini belirler:

m = f(t,',Y,'>
h
my = f(t/+h/2,Y/+§m1)
h
my = f(ti+h/2,Y;+5m)
my = f(t;+h, Y+ hms)
m = (my+2my+2m3+my)/6
Yivi = Yi+hm (13)
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yo

@ Yukarida tanimlanan my, my, ms ve my egimlerinin

{w1, wy, ..., wy }

agirhklariyla olusturulan ve

1
ile tanimlanan agirlikl ortalamasi(egimi) ile elde edilen Yji; ileri Euler
yontemi yaklasimi sematik olarak Sekil 7 de gosterilmektedir:
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta y

Sekil 7: Runge-Kutta IV yontemi ile Yj, 1 yaklasimi
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

o |V. basamaktan Runge-Kutta yéntemi ile
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

o |V. basamaktan Runge-Kutta yéntemi ile
@ (t;, Y;) noktasinda hesaplanan m; egimi,
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

o |V. basamaktan Runge-Kutta yéntemi ile

@ (t;, Y;) noktasinda hesaplanan m; egimi,

e my egimiile (t;, Y;) noktasindan h/2 kadar ilerleyerek elde edilen
noktada my egimi,
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

o |V. basamaktan Runge-Kutta yéntemi ile

@ (t;, Y;) noktasinda hesaplanan m; egimi,

e my egimi ile (t;, Y;) noktasindan h/2 kadar ilerleyerek elde edilen
noktada my egimi,

e my egimi ile (t;, Y;) noktasindan h/2 kadar ilerlemek suretiyle elde
edilen noktada hesaplanan ms3 egimi,
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemi

o |V. basamaktan Runge-Kutta yéntemi ile

@ (t;, Y;) noktasinda hesaplanan m; egimi,

e my egimi ile (t;, Y;) noktasindan h/2 kadar ilerleyerek elde edilen
noktada my egimi,

my egimi ile (t;, Y;) noktasindan h/2 kadar ilerlemek suretiyle elde
edilen noktada hesaplanan m3 egimi,

ms3 egimi ile (t;, Y;) noktasindan h kadar ilerlemek suretiyle ulasilan
noktada hesaplanan my egimlerinin

m = (my +2my +2m3 + my) /6

agirhkh ortalamasini hesaplar. Elde edilen bu agirlikli ortalama ile
(t;, Y;) noktasindan ileri Euler ydntemiyle h kadar ilerlemek suretiyle

Yiq1=Yi+hm

yaklasimi hesaplanir.
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Runge-Kutta-1V yontemi

Farkh adim uzunluklari ile Ornek 4 e ait yaklasimlar

h=0.1 h=0.05

3 3

2 2

1 1

0 o

1 1

0 5 10 15 20 25 o 5 10 15 2 25
h=0.025 h=0.0125

3 3

2 2

1 1

0 o

1 1

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Sekil 8: Farkh adim uzunluklar ile RKIV yaklasimlari
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