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Yüksek Basamaktan tek adım Yöntemleri

Bu bölümde Tek adım Yamuk, Düzeltilmiş Euler(veya
Runge-Kutta-II), Runge-Kutta-IV yöntemlerini inceleyerek

her bir yöntemin nasıl elde edildiğini,

pratik problemlere nasıl uygulandı̆gını,

hata analizlerini ve

birbirlerine göre avantaj veya dezavantajlarınıinceliyoruz .
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Yamuk yöntemi

y ′ = f (t, y), t ∈ (a, b) (1)

y(a) = y1

başlangıç değer problemini göz önüne alalım .

[a, b] aralı̆gınıh = (b− a)/n uzunluklu n adet alt aralı̆ga bölelim ve
elde edilen aralıkların uç noktalarını

t1 = a, t2 = a+ h, . . . , tn+1 = a+ nh = a+ n(b− a)/n = b

ile gösterim.
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Yamuk yöntemi

(1) ile verilen denklemin [ti , ti+1] aralı̆gında integralini alarak

ti+1∫
ti

y ′(t)dt =
ti+1∫
ti

f (t, y(t))dt

veya

y(ti+1) = y(ti ) +

ti+1∫
ti

f (t, y(t))dt (2)

denklemini elde ederiz.
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Yamuk yöntemi

(2) deki integral için sol diktörtgen kuralı, yani

I =

b∫
a

f (x)dx için Isol (f ) = (b− a)f (a)

kuralınıuygulayarak

y(ti+1) ∼= y(ti ) + h(f (ti , y(ti ))

veya
Yi+1 = Yi + hf (ti ,Yi )

ileri Euler yaklaşımınıelde ederiz.
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Yamuk yöntemi

(2) deki integral için sağ diktörtgen kuralı, yani

I =

b∫
a

f (x)dx için Isağ (f ) = (b− a)f (b)

kuralınıuygulayarak

y(ti+1) ∼= y(ti ) + h(f (ti+1, y(ti+1))

veya
Yi+1 = Yi + hf (ti+1,Yi+1)

geri Euler yaklaşımınıelde ederiz.
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Yamuk yöntemi(sayısal integralden)

İntegraller için yamuk yöntemi

I =

b∫
a

f (x)dx için Iyamuk (f ) =
(b− a)
2

(f (a) + f (b)) (3)

olarak tanımlanır.

(2) deki integral için (3) ile verilen İntegraller için Yamuk Yöntemini
uygulayarak

y(ti+1) ∼= y(ti ) + h/2(f (ti , y(ti )) + f (ti+1, y(ti+1)) (4)

elde ederiz .
(4) de eşitliği sağlayan yaklaşımlarıYi ∼= y(ti ) ile gösterelim.
Böylece

Yi+1 = Yi +h/2(f (ti ,Yi )+ f (ti+1,Yi+1)),Y1 = y(a), i = 1, 2, . . .
(5)

ile tanımlanan Yamuk yöntemini elde ederiz.
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Yamuk yöntemi(geometrik yaklaşım)

Geometrik olarak ise, ileri Euler yöntemindeki f (ti ,Yi ) eğimi ve geri
Euler yöntemindeki f (ti+1,Yi+1) eğimleri ile hareket etmek yerine bu
iki eğimin ortalamasıolan

m = (f (ti ,Yi ) + f (ti+1,Yi+1))/2 (6)

eğimi ile h kadar ilerleyerek

Yi+1 = Yi + hm yaklaşımının elde edildiğini görüyoruz.
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Yamuk yöntemi(örnek)

Yöntemi aşağıdaki örnek üzerinde inceleyelim:

Örnek 1

y ′ = y + t

y(0) = 0

başlangıç dĕger problemi için [0, 1] aralı̆gında h = 1/4 adım uzunlŭgu ile
gerekli yaklaşımlarıYamuk yöntemi ile hesaplayınız.
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Yamuk yöntemi

Çözüm
(5) fark denklemini f (t, y) = y + t için uygulayarak

Yi+1 = Yi + h/2(ti + Yi + ti+1 + Yi+1)

veya

Yi+1 =
(1+ h/2)Yi + h/2(ti + ti+1)

1− h/2
elde ederiz.
h = 1/4 için

t1 = 0, t2 = 1/4, t3 = 1/2, t4 = 3/4, t5 = 1

ve Y1 = y(0) = 0 olmak üzere

Y2 =
(1+ 1/8)× 0+ 1/8× (0+ 1/4)

1− 1/8

=
1
28
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Yamuk yöntemi(uygulama)

Y3 =
(1+ 1/8)Y2 + 1/8(t2 + t3)

1− 1/8

=
(1+ 1/8)× 1

28 + 1/8× (1/4+ 1/2)
1− 1/8

=
15
98

Benzer biçimde Y4 = 0.3754, Y5 = 0.7326 değerlerini elde ederiz.
Ayrıca gerçek çözümün

y(t) = −t − 1+ exp(t)
olduğuna dikkat ederek

E (ti ) = |Yi − y(ti )|
kümülatif hatalarınıhesaplayabiliriz.
Yamuk yaklaşımlarıve kümülatif hatalar aşağıdaki Tabloda
sunulmaktadır.
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Yamuk yöntemi(kümülatif hata)

Yamuk yaklaşımlarıve kümülatif hata

i ti Yi y(ti ) E (ti )
1 0 0 0 0
2 0.2500 0.0357 0.0340 0.0017
3 0.5000 0.1531 0.1487 0.0043
4 0.7500 0.3754 0.3670 0.0084
5 1.0000 0.7326 0.7183 0.0143

Tablo 1: Örnek 1 ait yaklaşımlar ve kümülatif hata
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Yamuk yöntemi( Kesme hatası)

Yöntemin kesme hatası

Teorem 1
(Yöntemin hatası)
y ∈ C 3[a, b], ti , ti+1 ∈ (a, b) olmak üzere (5) ile verilen yöntemin ti
noktasındaki kesme hatası:

Ek (ti , h) = (y(ti+1)− y(ti ))/h− 1/2(f (ti , y(ti )) + f (ti+1, y(ti+1))
= −h2/12y ′′′(c), c ∈ (a, b)

ile verilir.
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Yamuk yöntemi( Kesme hatası)

İspat: Taylor açılımıyardımıyla

f (ti+1, y(ti+1)) = y ′(ti+1)
= y ′(ti ) + hy ′′(ti ) + h2/2y ′′′(c1), c1 ∈ (ti , ti+1)

ve

y(ti+1) = y(ti ) + hy ′(ti ) + h2/2y ′′(ti ) + h3/6y
′′′
(c2)

açılımlarıyerine yazılarak
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Yamuk yöntemi( Kesme hatası)

Ek (ti , h) = (y(ti+1)− y(ti ))/h− 1/2(f (ti , y(ti )) + f (ti+1, y(ti+1))
= (y(ti+1)− y(ti ))/h− 1/2(y ′(ti ) + y ′(ti+1))
= (y(ti ) + hy ′(ti ) + h2/2y ′′(ti ) + h3/6y ′′′(c1)− y(ti ))/h
−1/2(y ′(ti ) + y ′(ti ) + hy ′′(ti ) + h2/2y ′′′(c2))

= h2/6y ′′′(c1)− h2/4y ′′′(c2)
= −1/12h2y ′′′(c), c1, c2, c ∈ (ti , ti+1)
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Yamuk yöntemi( Kesme hatası)

Ek (ti , h) = −1/12h2y ′′′(c), c ∈ (ti , ti+1)

O halde yamuk yöntemi kesme hatasıO(h2), h→ 0 dır.

Buradan yerel hatanın O(h3), h→ 0 ve

kümülatif hatanın da O(h2), h→ 0 olduğu hemen görülür(Ödev).

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 10 Ekim, 2016 16 / 49



Yamuk yöntemi( Kesme hatası)

Ek (ti , h) = −1/12h2y ′′′(c), c ∈ (ti , ti+1)

O halde yamuk yöntemi kesme hatasıO(h2), h→ 0 dır.

Buradan yerel hatanın O(h3), h→ 0 ve

kümülatif hatanın da O(h2), h→ 0 olduğu hemen görülür(Ödev).
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Yamuk yöntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Nonlineer problemlere yöntemi doğrudan uygulayamayız. Çünkü

Yi+1 = Yi +h/2(f (ti ,Yi )+ f (ti+1,Yi+1))),Y1 = y(a), i = 1, 2, . . .
(7)

ifadesinden Yi+1 değerini Yi cinsiden açıkça çözemeyiz.

Bu durumda

Yi+1 değerini, bilinen Yi , h, ti sabitleri ve f fonksiyonuyla

g(y) = Yi + h/2(f (ti ,Yi ) + f (ti+1, y))

ile tanımlıg fonksiyonunun sabit noktasıolarak düşünebiliriz.
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Yamuk yöntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Sabit nokta iterasyonu: g : [a, b]→ [a, b] sürekli fonksiyon

ve x0 ∈ (a, b) keyfi bir nokta olsun.

xn+1 = g(xn), n = 0, 1, 2, ...

ile tanımlanan {xn} dizisi için eğer

lim
n→∞

xn = p

ise, bu taktirde p noktasıg nin bir sabit noktasıdır:

p = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

g(xn) = g( lim
n→∞

xn) = g(p)
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Sabit nokta iterasyon örneği

Örnek 2

g(x) = x/2+ 2/x

fonsiyonunun p = 2 sabit noktasıiçin x0 = 1 başlangıç noktasıile x1, x2, x3
yaklaşımlarınıhesaplayınız.

Çözüm:

x1 = g(x0) = g(1) = 5/2 = 2.5;
x2 = g(x1) = g(3/2) = 5/4+ 4/5 = 41/20 = 2.05

x3 = g(x2) = g(41/20) = 41/40+ 40/41 =
3281
1640

= 2. 000 6

olup,elde edilen dizinin 2 sabit noktasına yakınsadı̆gınıgözlemliyoruz.
Aşağıda verilen sabit nokta iterasyon programınıinceleyelim:
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function x1=sabiter(x0)
%---------------------------------------------
%Sabit nokta iterasyon örneği
%---------------------------------------------
test=1;sayac=0;Max_sayac=20;eps=0.001;
while test

x1=g(x0);
fark=abs(x1-x0);sayac=sayac+1;
test=(fark> eps) & (sayac< Max_sayac);
x0=x1;

end
if fark >eps disp(’iterasyon yakinsamadi’);

x1=[];
end
function y=g(x)
y=x/2+2/x;

%---------------------------------------------
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Yamuk yöntemi(sabit nokta iterasyonu ile)

Yi+1 = Yi + h/2(f (ti ,Yi ) + f (ti+1,Yi+1))),Y1 = y(a), i = 1, 2, . . .

ile tanımlanan yamuk yönteminde

Y (0)i+1 = Yi başlangıç noktasıve

Y (k+1)i+1 = Yi +h/2(f (ti ,Yi )+ f (ti+1,Y
(k )
i+1)), k = 0, 1, 2, ..; i = 1, 2, ...

(8)
ile tanımlanan iterasyonunun yakınsadı̆gınokta Yi+1 dir.
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Yamuk yöntemi(nonlineer problem örneği)

Örnek 3

y ′ = y2 cos(t), y(0) = −7/8, 7/8

başlangıç dĕger probleminin bazıbaşlangıç dĕgerleri için yamuk yöntemi ile
çözüm ĕgrilerini elde ediniz.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 10 Ekim, 2016 21 / 49



%---------------------------------------------
% Örnek 3 verileri ile Sabit nokta
% iterasyonlu Yamuk Yontemi
%---------------------------------------------
function yamuksabit(h,Tmax)
y=7/8; n=ceil(Tmax/h);eps=0.0001;
t=0;Y=y;T=t; y11=y;
for j=1:n
fark=2*eps;
while fark>eps
y12=y+h/2*(f(t,y)+f(t+h,y11));
fark=abs(y12-y11);
y11=y12;

end
y=y12; t=t+h;T=[T;t];Y=[Y;y];
end
plot(T,Y);
function yp=f(t,y)
yp=y*y*cos(t);

%---------------------------------------------
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Yamuk yöntemi(nonlineer problem örneği)

y ′ = y2 cos(t)
denkleminin Maxima ile elde edilen çözüm eğrileri ve yön alanlarıaşağıda
verilmektedir:

0 2 4 6 8 1 0

­ 5

0

5

y

x
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Yamuk yöntemi(nonlineer problem örneği)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Şekil 1: Örnek 3 için yön alanlarıile sayısal(-.) ve gerçek çözüm(-) eğrileri.
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Yamuk yöntemi(lineer problem örneği)

Örnek 4

(Yamuk yöntemi pratik olarak II. basamaktandır)

y ′ = y + cos(t)− sin(t), y(0) = 0

başlangıç dĕger problemi verilsin. [0, 2] aralı̆gında h = 0.2 ve h = 0.1 adım
uzunluklarıiçin yaklaşık çözümleri Yamuk yöntemi yardımıyla elde ediniz.
Kümülatif hatanın O(h2) oldŭgunu gözlemleyiniz. Artan t dĕgerleri için
kümülatif hatanın dĕgişimini grafiksel olarak gözlemleyiniz.
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(5) yöntemine göre

Yi+1 = Yi +h/2(Yi +Yi+1+ cos(ti )− sin(ti )+ cos(ti+1)− sin(ti+1))

iterasyonu elde ederiz. Bu denklem Yi+1 e göre çözerek

Yi+1 =
Yi + h/2(Yi + cos(ti )− sin(ti ) + cos(ti+1)− sin(ti+1)

1− h/2
(9)

elde ederiz.
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Yamuk yöntemi(lineer problem örneği)

Örnek 4 için (9) ile h = 0.2 ve h = 0.1 adım uzunluklarıile elde edilen
yaklaşımlar Tablo 2 de verilmektedir.

t h = 0.2 h = 0.1 y(gerçek) E (h = 0.2) E (h = 0.1)
0.4 0.3878 0.3890 0.3894 0.0016 0.0004
0.8 0.7136 0.7164 0.7174 0.0038 0.0009
1.2 0.9255 0.9304 0.9320 0.0065 0.0016
1.6 0.9895 0.9971 0.9996 0.0100 0.0025
2 0.8947 0.9057 0.9093 0.0146 0.0036

Tablo 2: Yamuk Yöntemi ile Örnek 4 e ait yaklaşımlar ve Kümülatif Hata
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Yamuk yöntemi(lineer problem örneği)

h = 0.1 adım uzunluğu ile elde edilen kümülatif hataların h = 0.2
adım uzunluğu ile elde edilen hataların yaklaşık dörtte biri kadar
olduğuna dikkat edelim:

0.0146/4 = 0.0037 ∼= 0.0036,
0.01/4 = 0.0025,

0.0065/4 ∼= 0.016.

Bu sonuç yukarıda ifade edildiği üzere kümülatif hatanın O(h2)
olduğunu doğrulamaktadır. Yani adım uzunluğu ikiye bölünmek
suretiyle kümülatif hata yaklaşık olarak dört kat azalmaktadır.
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h = 0.1 adım uzunluğu ile elde edilen kümülatif hataların h = 0.2
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Yamuk yöntemi(lineer problem örneği)

h = 0.1 için elde edilen gerçek çözüm(o) ve yaklaşık çözüm(*) ise
Şekil 2 de verilmektedir.
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­1

0
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Şekil 2: Örnek 4 için yamuk yaklaşımları(o) ve gerçek çözüm(-), h = 0.1

Şekil 2 den artan t değerleri için istenilen gerçek
çözümden(y = sin(t)) uzaklaşan komşu çözüm eğrilerinin, yöntem ile
elde edilen yaklaşımlarıda olumsuz olarak etkilediği görülmektedir.
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Düzeltilmiş Euler( Heun veya Runge-Kutta-II) yöntemi

(5) te yer alan Yi+1 bilinmeyeni için İleri Euler yöntemine göre elde
edilen yaklaşım kullanılarak

m∗ = [f (ti ,Yi ) + f (ti+1,Yi + hf (ti ,Yi ))]/2

eğimi ile Düzeltilmiş Euler veya Heun yöntemi olarak ta adlandırılan

Yi+1 = Yi + hm∗ (10)

= Yi + h/2[f (ti ,Yi ) + f (ti+1,Yi + hf (ti ,Yi ))], i = 1, 2, · · ·

yöntemi elde edilir. İşlem kolaylı̆gıaçısından (10) yöntemini

p = Yi + hf (ti ,Yi ) (11)

Yi+1 = Yi + h/2[f (ti ,Yi ) + f (ti+1, p)], i = 1, 2, · · ·

olarak ifade etmek daha uygundur.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 10 Ekim, 2016 29 / 49



Düzeltilmiş Euler(veya Runge-Kutta-II) yöntemi

Alternatif olarak (11) yöntemi

m1 = f (ti ,Yi ) (12)

m2 = f (ti+1,Yi + hm1)

Yi+1 = Yi + hm, i = 1, 2, . . .

olarak ifade edilebilir. Burada m = (m1 +m2)/2 ile tanımlanan
eğimler ortalamasıdır.(12) biçiminde yazılan şekliyle yöntem
Runge-Kutta-II(RKII) olarak bilinir ve gerçektende ikinci
basamaktandır.
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Düzeltilmiş Euler(veya Runge-Kutta-II) yöntemi

Y1 = y(t1) başlangıç değerinden hareketle Y2 yaklaşımının nasıl elde
edildiği geometrik olarak Şekil 3 te sunulmaktadır.
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Düzeltilmiş Euler(veya Runge-Kutta-II) yöntemi

t1
t2

egim=m2

egim=m1

Y1

Y2

egim=m=(m 1+m2)/2

Şekil 3: Düzeltilmiş Euler(veya Runge-Kutta II) yöntemi ile Y2 yaklaşımı
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Runge-Kutta-II yöntemi

Örnek 5

y ′ = −y + sin(t) + cos(t)
y(0) = 0

problemi verilsin.

h = 1/4 adım uzunlŭgu ile [0, 1] aralı̆gındaki yaklaşım tablosunu RKII
yöntemi yardımıyla hesaplayınız.

h = 0.1 adım uzunlŭgu ile y0 = −3 : 1 : 2 başlangıç dĕgerlerine
karşılık gelen çözüm ĕgrilerini RKII yöntemi ile [0, 7] aralı̆gında elde
ediniz.
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Runge-Kutta-II yöntemi

Çözüm:

h = 1/4 için
t1 = 0, t2 = 1/4, t3 = 1/2, t4 = 3/4, t5 = 1;Y1 = y(0) = 0 olmak
üzere

m1 = f (t1,Y1) = f (0, 0) = 1

m2 = f (t2,Y1 + hm1) = f (1/4, 1/4)
= −1/4+ sin(1/4) + cos(1/4)
= 0.9663

m = (m1 +m2)/2
= 1.9663/2
= 0.9831

Y2 = Y1 + hm = 0.2458

elde ederiz. Diğer değerler Tablo 3 de verilmektedir
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Runge-Kutta-II yöntemi

i ti Yi y(ti ) = sin(ti ) E (ti ) = |Yi − y(ti )|
1 0 0 0 0
2 1/4 0.2458 0.2474 0.0016
3 1/2 0.4757 0.4794 0.0037
4 3/4 0.6755 0.6816 0.0061
5 1 0.8330 0.8415 0.0085

Tablo 3: Örnek 5 için Runge-Kutta yaklaşımlarıve kümülatif hata.
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Runge-Kutta-II yöntemi

Örnek 5 ün çözüm eğrilerinin birlikte hareket eden veya daha teknik
bir ifadeyle “eş şürekli” bir aile oluşturduğu görülmektedir. Bu
durumda komşu çözüm eğrilerinin eğimlerini referans alan yöntemlerin
iyi sonuç vermesi beklenmektedir.
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Runge-Kutta-II yöntemi

Şekil 4 de y0 = −3 : 1 : 2 başlangıç değerleri için gerçek çözümleri;
RKII yöntemi ile elde edilen çözüm eğrileri(o) h = 0.1 adım uzunluğu
için [0, 7] aralı̆gında verilmektedir. Elde edilen sayısal sonuçların
gerçek çözüm eğrileri ile uyumlu olduğu görülmektedir.
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Runge-Kutta-II yöntemi
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Şekil 4: Örnek 5 için yön alanlarıve y0 = −3 : 1 : 2 başlangıç değerleri ile çözüm
eğrileri, (-); y0 = 0 a karşılık gelen y = sin(t) çözüm eğrisi ve RK2 yaklaşımı(o).
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Runge-Kutta-II yöntemi

Örnek 6

Örnek 4 e ait yaklaşımlarıRK-II yöntemiyle ve h = 0.1,0.05, 0.025,0.0125
adım uzunlŭgu ile hesaplayınız.

Çözüm

Örnek 4 için sırasıyla h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 ve h = 0.0125 adım
uzunluklarıile elde edilen Runge-Kutta yaklaşımlarıŞekil 5 (a),(b),(c) ve
(d) de sırasıyla sunulmaktadır.
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Runge-Kutta-II yöntemi
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Şekil 5: Örnek 6 için farklıadım uzunluklarıile RKII yaklaşımları(o) ve gerçek
çözüm(-)
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Runge-Kutta-II yöntemi

Örnek 4 e ait komşu çözüm eğrileri Şekil 6 de sunulmaktadır.
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Şekil 6: Örnek 3 için komşu çözüm eğrileri, y(0) = 0 için RKII
yaklaşımı(kırmızı-o) ve gerçek çözüm(mavi çizgi)
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Runge-Kutta-II yöntemi
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Şekil 6: Örnek 3 için komşu çözüm eğrileri, y(0) = 0 için RKII
yaklaşımı(kırmızı-o) ve gerçek çözüm(mavi çizgi)
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Runge-Kutta-II yöntemi

h adım uzunluğunun küçültülmesi ile daha iyi yaklaşımlar elde edildiği
görülmektedir, ancak komşu çözüm eğrilerinin farklıkalitatif
davranı̧slarıartan zaman değerleri için kabul edilebilir yaklaşımlar elde
edilmesini engellemektedir.
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Runge-Kutta-II yöntemi

Not: Şekil 6 den y(0) = 0 noktasıkomşuluğundaki başlangıç değerlerle
başlayan çözümlerin bu başlangıç şartınısağlayan y = sin(t) çözüm
eğrisinden artan t değerleri için hızla uzaklaştıklarıgörülmektedir.
y(0) 6= 0 için problemin gerçek çözümü

y = sin(t) + y(0)et

olarak elde edilir. Sıfır noktasının çok küçük komşuluğunda bile olsa
y(0) > 0 şartınısağlayan çözümlerin t → ∞ için ∞’a ve y(0) < 0 şartını
sağlayan çözümlerin ise t → ∞ için −∞’a yaklaşacağıgerçek çözümden
görülmektedir.
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yöntemi

Bu yöntem, ti noktasında ve ileri Euler yöntemi ile ulaşılan
ti + h/2,ti+1 = ti + h noktalarında hesaplanan dört eğimin ăgırlıklı
ortalaması ile h adım uzunluğu kadar ileri Euler yöntemiyle ilerlemek
suretiyle Yi+1 noktasınıbelirler:

m1 = f (ti ,Yi )

m2 = f (ti + h/2,Yi +
h
2
m1)

m3 = f (ti + h/2,Yi +
h
2
m2)

m4 = f (ti + h,Yi + hm3)

m = (m1 + 2m2 + 2m3 +m4)/6
Yi+1 = Yi + hm (13)
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yöntemi

Yukarıda tanımlanan m1,m2,m3 ve m4 eğimlerinin

{w1,w2, ...,wk}

ağırlıklarıyla oluşturulan ve

m =

k

∑
i=1
wimi

k

∑
i=1
wi

ile tanımlanan ağırlıklıortalaması(eğimi) ile elde edilen Yi+1 ileri Euler
yöntemi yaklaşımışematik olarak Şekil 7 de gösterilmektedir:
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yöntemi

ti+1 =ti+ht
i
 +h/2t

i

(ti,Y i)

(t
i+1

,Y
i+1

)

egim=m
3

egim=m

egim=m 4

egim=m
2

egim=m
1

Şekil 7: Runge-Kutta IV yöntemi ile Yi+1 yaklaşımı
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RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yöntemi

IV. basamaktan Runge-Kutta yöntemi ile

(ti ,Yi ) noktasında hesaplanan m1 eğimi,
m1 eğimi ile (ti ,Yi ) noktasından h/2 kadar ilerleyerek elde edilen
noktada m2 eğimi,
m2 eğimi ile (ti ,Yi ) noktasından h/2 kadar ilerlemek suretiyle elde
edilen noktada hesaplanan m3 eğimi,
m3 eğimi ile (ti ,Yi ) noktasından h kadar ilerlemek suretiyle ulaşılan
noktada hesaplanan m4 eğimlerinin

m = (m1 + 2m2 + 2m3 +m4)/6

ağırlıklıortalamasınıhesaplar. Elde edilen bu ağırlıklıortalama ile
(ti ,Yi ) noktasından ileri Euler yöntemiyle h kadar ilerlemek suretiyle

Yi+1 = Yi + hm

yaklaşımıhesaplanır.
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m2 eğimi ile (ti ,Yi ) noktasından h/2 kadar ilerlemek suretiyle elde
edilen noktada hesaplanan m3 eğimi,
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noktada hesaplanan m4 eğimlerinin
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m3 eğimi ile (ti ,Yi ) noktasından h kadar ilerlemek suretiyle ulaşılan
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Runge-Kutta-IV yöntemi

Farklıadım uzunluklarıile Örnek 4 e ait yaklaşımlar
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Şekil 8: Farklıadım uzunluklarıile RKIV yaklaşımları
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