Bolim

Euler Yontemleri ve Hata Analizi

Bu boliimde basglangi¢ deger problemleri icin

e ileri ve geri Euler yontemlerini inceleyerek,

e Hata analizi icin gerekli olan yerel kesme hatasi, yerel hata, kiimiilatif
hata ve kararlilik gibi kavramlar1 tanitiyor ve Euler yontemlerindeki
kargiliklarini belirliyoruz. Ayrica

e Geri Euler yonteminin nonlineer problemlere nasil uygulanabilecegini
inceliyor ve

e Komsu ¢oziim egrilerinin davraniginin bir sayisal yontemin performan-
sin1 nasil etkiledigini inceliyoruz.

2.1 Ileri Euler yontemi
y = fty).t e (a,b) (2.1)

yla) = o

baglangi¢ deger problemini goz oniine alalim.[a,b] araliginmi h uzunluklu n
adet alt araliga bolelim ve elde edilen araliklarin ug noktalarini

ti=a,ts=a+h,...,tpyg=a+nh=a+nb—a)/n=">
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2 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

ile gosterelim. (2.1) baglangi¢ deger probleminin ¢;,7 = 2,..., (n + 1) nokta-
larindaki gercek coziimiinii y(t;) ile gosterelim. Ileri Euler yontemi ti¢ farkh
yontemle tiiretilebilir:

1. (2.1) denklemindeki y/'(¢;) tiirevi i¢in O(h) hatas: ile ileri fark yak-
lagiminmi kullanarak

y!(ti) = (y(tipa) — y(t))/h + O(h) = f(ti,y(t:)), h — 0 (2.2)

elde ederiz. Bu bagintidan yeterince kiigiik A adim uzunlugu i¢in O(h)
terimini ihmal ederek Y; = y(t;) yaklagimlar igin

Yi —Y)/h = ft.Y),i=1,....n (2.3)
i = yla)

ile tanimlanan ileri Euler fark denklemini elde ederiz.

(2.3) bigiminde ifade edilen sayisal yonteme standart bigimde yazilmis
yontem adi verilmektedir. Standart bigimde yazilan bir sayisal yak-
lagimda, yaklagimin sol ve sag tarafindaki terimler, sirasiyla ilgili dife-
rensiyel denklemin sol ve sag tarafinda yer alan terimleri temsil ederler.
(2.3) yaklagiminda (Y;1—Y;)/h terimi diferensiyel denklemin solundaki
y'(t;) igin bir yaklagim iken, f(¢;,Y;) ise f(¢;, y(t;)) igin bir yaklagimdir.

(2.3) ile tamimlanan Euler yaklagimlari, hesaplamalar i¢in daha uygun
olan

Vi = Yi+hf(t,Y:),i=1,2,... (2.4)
Vi = y(a)

formatinda yazilabilir.

(2.4) ile tanimlanan ileri Euler yaklagimlarini geometrik olarak inceleye-
lim: Sekil 2.1 de t; noktasindaki egimle ulagilan Y5 yaklagiminin, bu
noktadan itibaren egri boyunca degisen f(¢,y) egimiyle ulagilan y(ts)
noktasindan dogal olarak farkli oldugu goriilmektedir.

Ote yandan ¢, ilk nokta oldugu icin bu nokta hesaplanan egim olan
f(t1,Y1) gergek egimdir. Diger ¢;,i = 1,2,3,--- ,n noktalarinda hata
olusumuna neden olan iki faktor ise sirasiyla, ¢oziim egrisinin
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Sekil 2.1: Yo = Y] + hf(t1, Y1) yaklagimimin Yjdegerinden elde edilisi

e (¢;,y(t;)) noktasinda hesaplanmasi gereken v/ (t;) = f(t;, y(t;) gergek
egimi yerine, (t;,Y;) noktasindan gegen komsu ¢oziim egrisine ait
f(t;,Y;) egimine sahip oldugunun kabul edilmesi ve ayrica

e ¢Oziim egrisinin [¢;,¢;,1] arah@ boyunca f(t;,Y;) yaklagik egimi
ile dogrusal olarak hareket ettigini kabul edilmesidir.

2. Yukarida tiirev terimi i¢in uygun bir yaklagimla elde edilen ileri Euler
yontemi, integral i¢in uygun yaklasim yardimiyla da tiiretilebilir: Bunun
icin (2.1) in her iki yaninn [¢;,¢;4,] araliginda integralini alarak

tit1 , tit1
/ y'(t)dt = y(ti1) —y(t;) = fty(t))di (2.5)
t

i ti

elde ederiz. (2.5) in sag tarafindaki integrale sol dikddrtgen kurah ile
yaklagarak,

y(tiv1) —y(t:) = hf(ts,y(ts))
veya Y; & y(t;) igin

)/i-i-l = )/;, + hf(t27}/z)7l = 1727

ileri Euler yaklagimlarini elde ederiz.
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4 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

3. Son olarak ileri Euler yontemi Taylor teoremi yardimiyla da elde edilebilir:
y(tivr) = y(t:) + hy'(t:) + O(h*),h — 0

agithminda, (2.1) den v/(t;) = f(t;,y(t;)) yazarak

y(tiv1) = y(t;) +hf(ti,yt;)) +O(h*),h—0
= y(t) + hf(t,y(t:))

veya Y; = y(t;), f(ti, y(t;)) = f(t;,Y:) i¢in yukandaki ilk iki yontemle
de elde edilen ve (2.4) ile verilen ileri Euler yaklagimlarii elde ederiz.

Adim uzunlugunun yeterince kiiciik segilmemesi ve komsu
¢oziim egrilerinin benzer davramslar gostermemeleri durumunda ileri FEuler
yontemi ile kabul edilemeyecek biiyiikliikte hatalar beklenmelidir. Clinki
advm uzunlugunun yeterince kigik se¢ilmemesi durumunda (2.2) de tiirev
icin ileri fark ve benzer bigimde (2.5) deki integral igin sol dikdortgen yak-
lastme 1yi sonug¢ vermez. Komsu ¢oziim egrilerinin benzer davranig goster-
memesi durumunda ise

ftiy(t) = f(t:,Y5)

yaklagima 1yi bir yaklasim olarak degerlendirilemez(Bakiniz Gozlem 2.3). Bu
konu ézellikle bir sonraki boliimde inceleyecegimiz ve hassas(stiff) problem
olarak adlandirilan ve komsu ¢ozim egrilerinin birbirinden farkl davranig
gosterdigi problemlerde daha ¢ok géze carpar.

y = 2t—3y
y(0) = 0.5

baslangic deger problemi verilsin.

e Problemin gercek ¢éziimiinii belirleyiniz.

e h=1/5 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki yaklasik ¢oziimleri ileri Euler
yoéntemi ile belirleyiniz.
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2.1 leri Euler yontemi 5

e Her noktada yaklasik ¢6ziim, gercek ¢éziim ve hata degerlerinden olusan
yaklasim tablosunu belirleyiniz.

o Gercek ¢coziim ile ileri Euler yaklasimlarini y6n alanlari icerisinde grafiksel
olarak gostererek, yaklasimlarin komsu ¢6ziim egrilerini nasil takip ettigini
goézlemleyiniz.

o lleri Euler yéntemi yaklasim tablosu uygun MATLAB/Octave programi yar-
dimiyla da elde ediniz.

e Verilen lineer denklemin keyfi y(0) = yo baglangig degeri icin gergek
¢oziimiinii diferensiyel denklem derslerinden

y=2/3t—2/9 + e ¥ (yo — 2/9) (2.6)
olarak elde ederiz. y(0) = 1/2 igin ise verilen problemin ¢tziimiinii
y=2/3t—2/9+13/18¢
olarak elde ederiz.

Ornek 2.1 de verilen lineer diferensiyel denklem gibi
bircok denklemin analitik ¢ozimii sembolik cebir programlar, yardimayla
elde edilebilir. Maxima ticretsiz bir sembolik cebir programadir. Mate-
matiksel ozelliklerinin tamitima [?] de yer almaktadir. Yukarida verilen
problemin Maxima ortamanda analitik ¢6zimi asagida yer almaktadr:

e h =1/5 igin elde edilen alt araliklarin u¢ noktalar agagida verilmekte-
dir:

th = Ota=ti+h=1/5=02t3=1ts+h=2/5=0.4,
ty = 3/5=06,t;=4/5=08,15= 1.

Bu noktalarindaki yaklasik ¢oziimler ise sirasiyla,
Y1 =y(t1) = y(0) =0.5
olmak tizere

Yo=Yy +hf(t,Y1) =05+02x (2x0—3x 0.5) =0.2
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Yy = Yo+ hf(ts,Ys) =024 0.2 x (2% 0.2 -3 x0.2) =0.16

ve benzer bicimde
Y, = 0.2240, Y5 = 0.3296 ve Yg = 0.4518
olarak elde edilir.

Yukarida elde edilen yaklagimlar ile belirtilen ¢; noktalarindaki gercek
¢oziim ve agagida kiimiilatif hata olarak tamimlayacagimz E; = y(t;) —
Y; hata degerleri Tablo 2.1 de verilmektedir.

h = 0.2 adim uzunlugu icin Fuler yaklagimlar ve gercek ¢oziimiin
grafigi ile [0,1] x [0,1] bolgesindeki egim alanlar1 Sekil 2.2 de veril-
mektedir.

Ornek 2.1 verileri ile fleri Euler Yontemi uygulamasi Program 2.1 (indisli
versiyon) ve Program 2.2(indis kullanmayan versiyon)

ile verilmektedir. Daha sonraki uygulamalarimizda indis kullanmaya-
cagiz.
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2.1 leri Euler yontemi 7

t; Y; y(t:) | E|
0 0.5 0.5 0
0.2 0.2 0.3075 | 0.1075
04| 0.16 | 0.2620 | 0.1020
0.6 | 0.2240 | 0.2970 | 0.0732
0.8 1 0.3296 | 0.3766 | 0.0470
1.0 | 0.4518 | 0.4804 | 0.0286

Tablo 2.1: Ornek 2.1 icin Euler yaklagimlari, gercek degerler ve kiimiilatif
hata
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Sekil 2.2: h = 0.2 adim uzunlugu ile Euler yaklagimlari(o), gergek
¢oziim(gizgi) ve yon alanlary

Ornek 2.1 icin OCTAVE quiver komutu yardimiyla elde edillen yon alan-
lar1 ile bazi ¢oziim egrileri ve ileri Euler yaklagimlar: Sekil 2.3 de sunulmak-
tadir.

Ornek 2.1 icin farkl y(0) = yo degerleri ile elde edilen
y=2/3t —2/9 + e (yo — 2/9)

¢oziim ailesini inceledigimizde, herbirinint — oo i¢in yo = 2/9 dzel baglangig
degeri igin elde edilen y = 2/3t — 2/9 dogrusuna asimtot olduklar, yani
t — oo i¢iny — 2/3 ortak egimiyle birlikte hareket ettikleri gorilmektedir.
Bu durumda komsu ¢ézim egrileri tuzerinden hesaplanan f(t;,Y;) egimiyle
hareket eden ileri FEuler yontemi 1yt sonug vermektedir.
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8 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

function euler(a,b,n,yl)
% Ornek 2.1 verileri ile ileri Euler Ydntemi(indisli versiyon)
h=(b-a)/n; %h: adi m uzunlugu
T=a:h:b;Y(1)=y1;
for i=1:n
Y(i+1)=Y (i) +h*£f (T(1),Y(i));
end
plot(T,Y,’*-k’,’linewidth’,2); hold on;
Yg=gc(T,y1);
plot(T,Yg, ’linewidth’,2);
function yp=f(t,y)
yp=2%t-3*y;
function yg=gc(t,y1)
yg=exp (-3*t) * (y1+2/9)+(2%t) /3-2/9;

Program 2.1: ileri Euler Yoéntemi Uygulamasi(indis kullanan versiyon)

y = —2t+3y
y(0) = 0.5

baslangi¢c deger problemi verilsin.

e Problemin gercek ¢éziimiinii belirleyiniz.

o h=1/5 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki yaklasik ¢6ziimleri ileri Euler
yontemi ile belirleyiniz. Her noktada yaklasik ¢6ziim, gercek ¢6ziim ve hata
degerlerinden olusan yaklasim tablosunu belirleyiniz.

e h =3/40 adim uzunluklari icin Euler yaklasimlari ve
y(0) = —-0.2,0,1/9,1.7/9,2/9,2.1/9

icin gercek ¢6ziim grafiklerini ayni eksende grafiksel olarak gostererek, ileri
Euler yaklasimlarinin komsu ¢6ziim egrilerini nasil takip ettiklerini gézlem-
leyiniz.
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function euler(a,b,n,yl)
% Ornek 2.1 verileri ile ileri Euler Ydntemi(indis kullanmayan versiyon)
h=(b-a)/n; %h: adi m uzunlugu
t=a;y=y1;
T=t1;Y=y1;
for i=1:n
y=y+h*f (t,y); % ileri Euler adi m1

t=t+h; % Glincel zaman degeri
T=[T;t];Y=[Y;y]; %T ve Y zincirleri i¢in yeni halka ilavesi
end

plot(T,Y,’*-k’,’linewidth’,2); hold on;
Yg=gc(T,y1);
plot(T,Yg,’linewidth’,2);
function yp=£f(t,y)
yp=2%t-3%*y;
function yg=gc(t,y1l)
yg=exp (-3*t) *(y1+2/9)+(2xt) /3-2/9;

Program 2.2: ileri Euler Yéntemi Uygulamasi(indis kullanmayan versiyon)

e Problemin analitik ¢oziimii
y = e (y(0) —2/9) + (2t)/3 +2/9
olarak elde edilir.

e h =1/5 i¢in elde edilen yaklagim tablosu Tablo 2.2 de verilmektedir.

ti Y; y(ti) | Ei]

0 0.5 0.5 0

0.2 | 0.8000 | 0.8617 | 0.0617
0.4 | 1.2000 | 1.4111 | 0.2111
0.6 | 1.7600 | 2.3027 | 0.5427
0.8 | 2.5760 | 3.8175 | 1.2415
1.0 | 3.8016 | 6.4682 | 2.6666

Tablo 2.2: Ornek 2.2 icin yaklasim tablosu

Artan t; degerleri igin Ornek 2.1 in tersine bu defa |E;| = |Y; — y(t;)|
hatalarinin arttigina dikkat ediniz.
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Sekil 2.3: Ornek 2.1 i¢in yon alanlar ile bazi ¢oziim egrileri(cizgi) ve ileri
Euler yaklagimlari(o).
e h = 3/40 adim uzunluklar i¢gin Euler yaklagimlari ve
y = M (y(0) — 2/9) + (26)/3 +2/9
olarak elde edilen gercek c¢oziimiin grafigi
y(0) = —0.2,0,1/9,1.7/9,2/9,2.1/9
baglangic degerleri i¢in Sekil 2.4 de verilmektedir.
Ornek 2.2 i¢in farkh y(0) = yo degerleri ile elde edilen
y =2/3t —2/9 4 e*(yo — 2/9)

¢oziim ailesini inceledigimizde, herbirinint — oo i¢in yo = 2/9 ozel baglangi¢
degeri igin elde edilen y = 2/3t—2/9 dogrusundan uzaklagtiklar:, yanit — oo
icin farkly 1 egimiyle birlikte hareket ettikleri gorilmektedir. Bu durumda
komsu ¢ozim egrileri tzerinden hesaplanan f(t;,Y;) egimiyle hareket eden
ilert Buler yontemi iyt sonug¢ vermemektedir.

2.2 Bir yontemin hata analizi

Bir sayisal yontemin verilen bir diferensiyel denklem ic¢in uygun bir yontem
olup olmadigin belirlerken yerel kesme hatas: ad1 verilen bir hata ol¢iitii kul-
lanilmaktadir. Benzer bigimde uygun olarak secilen bir sayisal yontem ile elde
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Sekil 2.4: Ornek 2.2 icin yon alanlari, ¢oziim egrileri(-) ve ileri Euler yak-
lagimlar:

edilen yaklagimlarin problemin gercek ¢oziime yaklagim diizeyini 6lcerken de
yerel hata ve kiimdlatif hata gibi birbiri ile ilgili hata olgiitleri kullanilmak-
tadir. Simdi bu kavramlar inceleyerek Ornek 9.1 de verilen baslangic deger
problemi icin hesaplamaya calisalim. Oncelikle yerel kesme hatasini ince-
leyim:

(Yerel kesme hatasi) (2.1) ile verilen baslangic deger probleminin
h >0 adim uzunlugu ile , t; € (a,b) noktasinda olusan yerel kesme hatasi,
problemin y = y(t) gercek ¢éziimiiniin standart bi¢imde ifade edilen sonlu fark
yaklagimina saglamadige miktar olarak tanimlanir ve Ey(t;; h) ile gosterilir.

(2.1) ile tammlanan baslangig deger probleminin ¢ozimiiniin
la,b] arabginda ikinci basamaktan tirevi mevcut ve sirekli oldugunu kabul
edelim. Bu durumda ileri Euler yonteminin yerel kesme hatasinan Ey(t;; h) =
O(h),h — 0 oldugunu gésteriniz.

Ileri Euler yonteminin (2.3) ile verilen standardart biciminde, y(t) ¢ozii-
miinii yerine yazarak

Ei(ti; h) = ((y(t: + h) — y(8:)))/h = f(ti, y(t:)) (2.7)

yerel kesme hatasini elde ederiz. t; € (a,b), h > 0 i¢in Taylor teoreminden
y(t; +h) = y(t;) + hy'(t;) + h*/2y"(c), ¢ € (ti, tir1) (2.8)
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12 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

elde ederiz. (2.8) i (2.7) de yerine yazarak

Ep(tish) = ((y(ti +h) —y(t:)))/h — f(ti,y(t:)) = (2.9)
= h/2y"(c)
— O(h),h—0 (2.10)

elde ederiz.

(2.1) baglangi¢ deger probleminin ¢oziminin varhge i¢in
f(t,y) fonksiyonunun baslangi¢ noktasin iceren bir dikdortgende strekli ol-
masu yeterli iken, (2.9) ile verilen hata tahmininde y(t) nin ikinci basamaktan
stirekli tiireve sahip olmast gerektigine dikkat ediniz.

(Diferensiyel denklemle uyumlu yéntem) Adim uzunlugu sifira
yaklasirken, yerel kesme hatasi da sifira yaklasan sayisal yonteme diferensiyel
denklemle uyumlu yéntem adi verilmektedir.

(2.9) ile verilen yerel kesme hatas1 geregince, ileri Euler yontemi uyumlu
bir yontemdir.

Yerel kesme hatasi ile yakindan iligkili olan bir diger hata kavrami ise
yerel hatadir.

(Yerel Hata) t; noktasinda gercek y(t;) degerinin kullanildigi kabul
edilerek, t;11 = t; + h noktasindaki deger hesaplanirken olusan hataya(gercek
¢oziim ve ilgili yaklasim arasindaki farka) sayisal yontemin t; noktasindaki yerel
hatasi adi verilir ve Eye,(t;, h) ile gosterilir.

Bu tanmimda yerel sozciigii, sadece tek bir adimda olusan hata kavramini
vurgulamaktadir.

lleri Buler yéntemi i¢in Eyeq(ti, h) = O(h?),h — 0 oldugunu
gosteriniz.

Yukarida verilen yerel hata tanim ve Ileri Euler yonteminden
Eyerei(ti,h) = y(tizn) — [y(ti) + hf(ti, y(t:)] (2.11)

elde ederiz.
y(t;+1) in t; noktasindaki Taylor agilimim, yani,
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2.2 Bir yontemin hata analizi 13

yY(tiv1) = y(t;) + hy(t;) + 1°/2y" (¢:), ¢; € (i, tisr)

ifadesini (2.11) de yerine yazarak

Eyerel(ti7 h) - y(tz—H) - {y(tZ) + hf(tlﬂ y(tl>]
= n?/2y"(c;)
= O(h?*),h—0 (2.12)

elde ederiz.

(2.12) ifadesinde kégeli parantez igerisinde FEuler yonteminde kul-
lanilan Y; yaklasime yerine y(t;) gercek degerinin kullanildigina dikkat ede-
lim. Dolaysiyla yerel hata hesaplanirken, t; noktasina kadar hata yapilmadig
kabul edilerek sadece t; noktasindan t;1,1 noktasina geciste tek adimda olusan
hata dikkate alinmaktadar.

Ornek 2.1 deki baglangi¢ deger problemi i¢in A = 1/10 ile [0, 1] araligin-
daki sonlu sayida noktada olugan ve (2.12) ile tanimlanan yerel hata Tablo
2.1 in dordiincii siitununda gosterilmektedir.

Eyerei(ti, h) = hEg(ti; h) olduguna dikkat edelim.
Bir diger hata ol¢iim kavram ise kdimdilatif hatadar:

(Kiimiilatif hata) t; noktasindaki kiimiilatif hata, to noktasindan
baslayarak t; noktasina kadar yapilan yerel hatalarin toplami olarak tanimlanir ve
E(ti;h) =Y, —y(t;) ile gosterilir.

(2.1) baslangi¢ deger probleminin y = y(t) ¢éziminin [a, D]
aralginda ikinct basamaktan tirevi mevcut ve sirekli oldugunu kabul edelim,
t; € (a,b),h > 0 olmak dizere Ileri Euler yontemi i¢in E(t;;h) = O(h),h — 0
oldugunu gosteriniz.

Ileri Euler yontemi icin ¢; noktasinda olusan kiimiilatif hatay1 hesaplay-
alim. [t1,¢;] arahgim h = (t; — t1)/(i — 1) uzunluklu (z — 1) adet alt arahiga

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



14 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

bolelim. Kiimiilatif hata tanimi geregince

E(ti;h) = Y, —y(t:)

= iEyeTel(y,tj,h)

= ;;ij”( 2) + 1% /2y" (¢ )+ R 2y"(e;)
= Rh/2(t; — t)(1/(i — 1)) Z (ti1,ts)
— B2t — 1)y (c) = O(h):, h—0,c€ (a,b)

elde ederiz. Yukaridaki son esitlikte sirekli fonksiyonlar i¢in ara deger
teoreminden

y'(c) = (1/(i = 1)) Zy”(ci% ¢ € (a,b)

saglanacak bigimde en az bir ¢ € (a,b) noktasinin var oldugu gercegini kul-
landik.

(Bir yéntemin basamagi) Kiimiilatif hatasi O(h™) ile verilen yén-
teme m — inct basamaktan yéntem adi verilir.

Ileri Euler yontemi birinci basamaktan bir yontemdir.

Ornek 2.1 i¢in [0,1] arahinda h = 1/10 adim uzunlugu ve
y(0) = 0.5 baslangic degeri ile Ileri Buler Yaklasim Tablosunu(Saysal yak-
lagimlar, Yerel hata ve Kimiilatif hata degerleri) hesaplayiniz.

Program 2.3 ile elde edilen yaklagimlar Tablo 2.3 de verilmistir.

Ileri Buler yontemi icin yerel hata ve kiimiilatif hata terimle-
ringn her birinin ger¢ek ¢ozimin tkinci tirevi ile, yani y" ile orantily oldugu
gorilmektedir. Ornek 2.1 i¢in
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Y e

% Ornek 2.1 verileri ile ileri Euler

% yontemi hata analizi

function sonuc=eulerh(h,T)
y=0.5; t=0;
yg=gc (t);
yerelH=abs (yg-y) ;
kumH=yerelH;
sonuc=[t y yg yerelH kumH ];
while t<T
y=y+h*f (t,y);
yerelH=gc (t+h) - (gc (t)+h*f (t,gc(t)));
kumH=gc (t+h) -y;
t=t+h;
sonuc=[sonuc;t y gc(t) yerelH kumH ];
end
function yp=£f(t,y)
yP=2*t-3%y;
function yp=gc(t)
yp=2/3%t-2/9+13/18%exp(-3*t) ;

Program 2.3: ileri Euler ile hata Analizi

olup bu fonksiyon t nin artan degerleri i¢in tstel olarak sifira yaklasmaktadar.
Bu nedenle Tablo 2.3 de belirtilen hata degerleri de benzer kalitatif davranige
gostermektedir. Ancak Ornek 2.2 i¢in

y' (1) = 9y(0)e

olup, bu fonksiyon t nin artan degerleri i¢in mutlak degerce artmaktadr.
Bu durumda olusan yaklasim hata degerlerinin de mutlak degerce artmasi
beklenmektedir.

Ornek 2.1 igin [0,2] arabgnda h = 0.1 adim uzunlugu ile
baslayarak her defasinda bir énceki adim uzunlugunun yarisini almak suretiyle
ilert Euler yontemi ile elde edilen yaklasimlarin T = 2 noktasindaki kiimiilatif
hata tablosunu yedi farkly h degeri i¢in elde ediniz. FElde ettiginiz sonuglar
kimdilatif hatanin O(h),h — 0 oldugunu dogruluyor mu?

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr
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T Y (Euler) | Y(Gergek) | Yerel H. | KiimH
0 0.5000 0.5000 0 0

0.1 0.3500 0.3795 0.0295 0.0295
0.2000 | 0.2650 0.3075 0.0218 0.0425
0.3000 | 0.2255 0.2714 0.0162 0.0459
0.4000 | 0.2179 0.2620 0.0120 0.0441
0.5000 | 0.2325 0.2723 0.0089 | 0.0398
0.6000 | 0.2627 0.2972 0.0066 0.0344
0.7000 | 0.3039 0.3329 0.0049 0.0290
0.8000 | 0.3527 0.3766 0.0036 0.0239
0.9000 | 0.4069 0.4263 0.0027 0.0194
1.000 | 0.4648 0.4804 0.0020 0.0156

Tablo 2.3: Ornek 2.1 e ait yaklagimlar ve olusan hatalar

Kiimiilatif hata degerleri Tablo 2.4 de verilmektedir.

Adim Uzunlugu | Kiimiilatif Hata O(h)
0.1000000 0.00121393242655
0.0500000 0.00070521455823
0.0250000 0.00037764157130
0.0125000 0.00018903275714
0.0062500 0.00009912595315
0.0031250 0.00004995630144
0.0015625 0.00002497857900

Tablo 2.4: Adim uzunluguna gore Kiimiilatif Hata

Kiimiilatif hatalar adim uzunluguna bagl olarak, bir énceki adim uzun-
luguna karsilik gelen hatanin yaklasik olarak yarisina esit oldugu goriilmek-
tedir. Bu sonug, sayisal verilerin de teorik olarak elde edilen O(h) kiimiilatif
hatasi ile uyumlu oldugunu gostermektedir.

y = f(t,y) = =100y, y(0) = 1

baslangic deger problemsi verilsin. Problemin gercek ¢ozimiiniin

y(t) — 67100t
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2.2 Bir yontemin hata analizi 17

ile verildigine ve t — oo i¢iny(t) — 0 olduguna dikkat ediniz. Herhangih > 0
adim uzunlugu ve ileri Euler yontemi ile elde edilen {Y;} dizisinin de gercek
coziimle uyumlu bir benzer davranis gostermesi, Y; — 0 ;i — oo 6zelliginin
saglanabilmesi i¢in h adim uzunlugu tzerindeki kisitlamayr belirleyiniz.

Verilen problem icin Ileri Euler yaklasimlarin
Y1 =Y+ h(—100Y;) = (1 — 100R)Y;,i = 1,2, ...
olarak tamimlayalim. Bu yaklagimlardan

Yiy1 = (1—100R)Y;
= (1-100R)*Y;_,

= (1-100R)'Y;
elde ederiz. i — oo igin Y; — 0(ve dolayisiyla Y1 — 0) igin
|1 —100A| < 1
olmalidir. Bu son esitsizlikten ise
—1<1-100h <1

veya
—2 < —100h <0

ve h > 0 oldugundan, h < 1/50 kisitlamasinin saglanmasi gerektigini goriiriiz.

Genelde 3y’ = ay,a < 0 problemi i¢in yukaridaki iglemleri tekrar ederek
ah € (—2,0) elde ederiz. (—2,0) araligina ileri Euler yonteminin mutlak
kararhilik bolgesi adi verilir. Mutlak kararlilik bolgesi ¢ — oo iken sayisal
yontemle sinirh ¢oziimler elde edilebilmesi icin adim uzunlugunun saglamasi
gereken kriteri belirler. Farkli yontemlerin mutlak kararlilik bolgeleri Boliim
10 da incelenecektir.

Yukaridaki ornekte ileri Euler yontemi icin elde edilen kisitlama, uzun
zaman araliklarinda pratik bazi problemlerin coziimiinde asiri hesaplama
yiikiine neden olmaktadir. Bu durumda daha biiyiik adim uzunluklar ile
gercek ¢oziimle benzer davranig gosteren sayisal yaklagim yontemlerinin ku-
lanilmasi1 zorunlu olmaktadir. Bu baglamda akla gelen ilk yontem agagida
incelenen Geri Euler yontemidir.
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18 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

2.3 Geri Euler yontemi

[leri Euler yontemine benzer olarak (2.1) denklemindeki 3’ tiirevi icin t;,
noktasinda O(h) hatas ile bu defa geri fark yaklagimi kullamilmak suretiyle

Y/(tiv) = (Y(tiv1) — y(t))/h+ O(h) = (Yigr = Yi) /b = f(tis1, Yisr)
veya
(Yier —Y)/h = Flti,Yier)i=1,....m (2.13)
Vi = yla)

ile tanimlanan geri Euler fark denklemi veya iterasyonu elde edilir. 2.13
iterasyonu

Yisi, = Yi+hf(tip1,Yim),i=1,...,n (2.14)
i = yla)

olarak da ifade edilebilir.

Ancak ileri Euler yonteminden farkl olarak, (2.14) ile tamimlanan iteras-
yon ile genelde Y; ; degerini i — inci adimdaki (¢;,Y;) verileri ile elde etmek
miimkiin degildir. Bu tiir yontemlere kapali yontemler adi verilmektedir.

Ornek 2.1 e ait baslangic deger problemi icin Yy = 0.5 baslangic
degeri ve h = 1/5 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki geri Euler yaklasimlarini
belirleyiniz.

y = 2t—3y
y(0) = 0.5

Baslangi¢ deger problemine geri Euler yontemi uygulanirsa,
Yisi =Yi+ hf(tiyr,Yigr) =Y + h(2ti41 — 3Yiq1)
veya
Yiei = (Y;+2hti1)/(14+3h),i=1,2,...
Y, = 05
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2.3 Geri Euler yontemi 19

elde edilir.
t1 =0,t =1/5,t3=04,t4 = 0.6,t5 = 0.8, = 1
olup,
Yo = (Y1 +2hty)/(14+3h) = (0.5 +2x1/5x1/5)/(1+3/5) = 0.3625
elde edilir. Benzer bigimde
Ys; = 0.3266, Yy = 0.3541,Y; = 0.4213, Y5 = 0.5133
yaklagimlar: elde edilir.

Ornek (2.8) de wverilen problemin geri Buler yontemi ile
elde edilen {Y;} yaklagimlar dizisinin analitik ¢ézimle uyumlu, yani Y; —
0,72 — o0, olmasi i¢in h > 0 adim uzunlugu tzerinde bir kisitlama olmadigina
gosteriniz.

Verilen problem icin geri Euler yaklagimlarin
Yipr = Yi 4 A(=100Y41),0 = 1,2, ..
olarak tanimlayalim. Bu yaklasimlardan

Y,

1+ 100h
Yi g

(1 + 100h)2

Yita

Y
(1 + 100h)!
elde ederiz. h > 0 adim uzunlugu iizerinde hi¢ bir kisitlama olmaksizin

i — o0 i¢in Y;,; — 0(ve dolaysiyla Y; — 0) elde ederiz.

2.3.1 Nonlineer Problemler icin sabit nokta iterasyo-
nuyla Geri Euler yontemi

Verilen problemin nonlineer olmasi durumunda (2.14) denklemi Y;,; e gore
¢oziilemez. Bu durumda Y;,; in belirlenme problemi g(y) = Y; + hf(ti11,v)
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20 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

fonksiyonunun sabit noktasini belirleme problemi olarak diisiiniilebilir ve her
7 icin

Yn+1 = g(yn) = sz + hf<ti+17 yn)7 n= 07 17 2 (215)

iterasyonunun uygun yo (6rnegin yo = Y;) ile yakinsadig1 nokta Y;,; olarak
elde edilebilir.

Geri Euler yontemi de ileri Euler ile ayni1 basamaktandir, yani kiimiilatif
hatas1t O(h) dir. Ancak avantaji, gergek ¢oziim ile benzer davraniglar: gosteren
¢oziimler icin adim uzunlugunun ileri Euler yontemine gére cok kiiciik secilme
zorunlulugunun olmamasidir. Bu konu béliim 9.4 te incelenmektedir. Her
adimda sabit nokta iterasyonu ile Y; ;1 noktasini Program 2.4 ile elde edilmigtir.

% Sabit Nokta iterasyonu ile Geri Euler
% yontemi uygulamasi
% Ornek: y’=1+y~2,y(0)=1,[0,1/2]
A ——
function geuler(n)
a=0;b=1/2;y(1)=1;epsilon=0.001;
h=(b-a)/n;
t=a:h:b;
for i=1:n
fark=1;yl=y(i);
while fark>epsilon
y2=y (i)+h*f(t(i)+h,y1);
fark=abs (y2-y1);

yi=y2;
end
y(i+1)=y2;

end

yg=tan(t+pi/4);

sonuc=[t’ y’ yg’ abs(y-yg)’]l;
plot(t,y,’-0’,’linewidth’,2) ;hold on;
plot(t,yg,’.-r’,’linewidth’,2) ;hold on;
function yp=£f(t,y)

yp=1+y~2;

Program 2.4: Geri Euler Yontemi Uygulamasi(Sabit Nokta)
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v =1+ y% y(0) = 1 baslangic deger probleminin ¢éziimii
y(t) = tan(t + 7/4)
olarak elde edilir. Problemin
h =0.1,0.05,0.025,0.0125,0.00625

adim uzunluklari ile t = 0.5 noktasindaki yaklasimlarini sabit nokta iterasy-
onlu Geri Euler yéntemi yardimiyla belirleyiniz. t = 0.5 noktasinda farkli h
adim uzunluklari ile kiimiilatif hatalari hesaplayarak, yontemin kiimiilatif hatasinin
basamagini tahmin etmeye calisiniz.

Verilen baslangi¢ deger probleminin ¢ = 0 baglangi¢c noktasiyla c¢oziimii
[0,7/4) arahginda tanimhdir. h = 0.1 i¢in elde edilen yaklagimlar agagidaki
tabloda verilmektedir. Tablodan goriilecegi tizere t = 0.5 noktasinda analitik

t y Vg hata

0 1.0000 | 1.0000 0
0.1000 | 1.2581 | 1.2230 | 0.0351
0.2000 | 1.6205 | 1.5085 | 0.1120
0.3000 | 2.2073 | 1.8958 | 0.3115
0.4000 | 3.6096 | 2.4650 | 1.1447
0.5000 | wnf | 3.4082 | inf

Tablo 2.5: Ornek 2.11 e ait yaklagim tablosu

¢oziim mevcut olmasina ragmen sayisal ¢oziim hesaplanamamigtir. Bunun
nedeni ¢ = 0.4 noktasinda Y; = 3.6096 baslangi¢ degeri ile olugturulan (2.15)
iterasyonunun ¢t = pi/4 noktasi komgulugundaki ¢ok biiyiik egimli komgu
coziim egrileri dolayisiyla raksamis olmasidir. Ote yandan diger h degerleri
i¢in ise ¢ = 0.5 noktasinda sirasiyla Tablo 2.6 de verilen yaklagik ¢oziim ve
hata degerlerini elde ederiz.

Bu tablodan da h adim uzunlugunun ikiye boliinmesiyle kiimiilatif hatanin
da yaklagik olarak iki kat kiiciildiigiinii goriiyoruz. Bu sonug ise geri Euler
yonteminin kiimiilatif hatasinin da pratik olarak O(h) oldugunu ifade eder.

Oteyandan

Y =1+9*y(0) =y
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h y vg hata hata oranlar
0.05 | 4.4179 | 3.4082 | 1.0097
0.025 | 3.7685 | 3.4082 | 0.3603 | 1.0097/0.3603 = 2.8024

0.0125 | 3.5671 | 3.4082 | 0.1588 | 0.3603/0.1588 = 2.2689
0.00625 | 3.4827 | 3.4082 | 0.0745 | 0.1588/0.0745 = 2.1315

Tablo 2.6: Farkli adim uzunluklar ile ¢ = 0.5 noktasindaki yaklagimlar

baglangic deger probleminin ¢oziimii

y = tan(t + atan(yo))
dir. A = 0.05 adim uzunlugu ve

Yo = 0.2,0.4,0.6,0.8, 1

baslangi¢ degerleri icin [0, 0.5] araliginda elde edilen geri Euler ¢oziimleri ve
gergek ¢oziim egrileriyle yon alanlar1 Sekil 2.5 te verilmektedir.

3

ST T T T
AV A AV AV AV VY e
S A s sy 4

25

0 L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Sekil 2.5: Geri Euler ¢oziimleri, gergek ¢oziim egrileri ve yon alanlar:

Tablo 2.7 da yo = 0.2 ve yo = 0.8 i¢cin 3”(¢) nin belirtilen ¢ noktalarindaki
degerleri verilmektedir.

Tablo 2.7 degerleri ve Sekil 2.5 incelendiginde y”(¢;) degerlerinin biiyiik
oldugu noktalarda kiimiilatif hatalarin da biiyiik oldugu gozlemlenmektedir.
Bu sonug ise pratik olarak ta kiimiilatif hatanin y”(t) ile orantili oldugunu
ifade eder.
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ti | y"(t), (y0 =0.2) | y"(t:), (yO = 0.8)
0 [042 2.6

0.1 | 0.67 3.8

0.2 [ 0.99 5.8

0.3 | 1.406 9.4

0.4 [ 1.99 16.3

0.5 | 2.852 32.14

Tablo 2.7: Ornek 2.11 icin farklibaslangic degerleri ile yaklasim tablosu

2.3.2 Nonlineer problemler icin Newton iterasyonuyla
Geri Euler yontemi

Alternatif olarak (2.14) problemi
F(tip1,4:Y:) =y =Y = hf(tiy1,v) (2.16)
fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemi olarak diisiiniilerek, her ¢ icin
Ynt1 = Yn — F(tiv1, Yn; Yi) [ Fy(tiv1, yn; Yi),m = 0,1,2, ... (2.17)

ile tanimlanan Newton iterasyonu uygulanabilir. Bu sekilde tanimlanan ite-
rasyon igin yo = Y; uygun bir secenek olarak diigiiniilebilir.

Ornek 2.11 icin Newton yontemi ile Geri Euler uygulamas: Program 2.5
ile gerceklestirilmektedir.

Program 2.5 ile Geri Euler yonteminin Newton yontemi ile birlikte gercek-
lestirilen uygulamasini Ornek 2.11 igin gerceklestiriniz(Algtirma 14).

2.4 Uyumluluk, Kararhlik ve Yakinsaklik

Onceki boliimde inceledigimiz hata kavramlari, sonlu fark yaklagimimin ilgili
diferensiyel denklemi hangi diizeyde temsil edebileceginin birer olgiisii idiler.
Basamag yiiksek olan bir sonlu fark yaklagimi, ilgili diferensiyel denklem
icin bu anlamda tercih sebebidir. Ancak hesaplamalarin bilgisayar say: sis-
temi {izerinde gercgeklestirilmis olmasi, her aritmetik iglem sonucunda olug-
mas1 beklenen ve kesme hatas1 kaynakli hataya ilaveten yuvarlama hatasi adi
verilen hataya neden olmaktadir(Bknz Boliim 2). Sonlu fark yontemlerinin
bir kismi her adimda olugmas1 muhtemel yuvarlama hatalarini ¢oziim bolgesi

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



24 Euler Yontemleri ve Hata Analizi

tizerinde kontrollii olarak biriktirirken, diger bir kisminda s6z konusu birikim
ancak adim uzunlugunun belirli bir degerden kiigiik secilmesi durumunda
saglanabilmektedir. En kotii ihtimalle, adim uzunlugu ne olursa olsun, yu-
varlama hatalarinin kontrolsiiz olarak artmasina engel olunamayan ve pratik
olarak kullanilamayan fark yontemleri de mevcuttur. Bu yontemler sirasiyla
sartsiz olarak sayisal kararli, sarth sayisal kararhh ve sayisal kararsiz olarak
adlandirilmaktadirlar.

Bu amacla teknik olarak asagida verilen tanimiyla yontemin sayisal ola-
rak kararli olmasi yani yuvarlama hatalarini kontrollii olarak biriktirebilmesi
gerekmektedir.

(Bir yontemin sayisal kararliligi) Tanim kiimesinde keyfi olarak
segilen bir t, = nh = sabit noktasindaki yerel kesme hatasi, h — 0(dolayisiyla
n — oo ) i¢in sifira yaklasirken ayni noktadaki kiimiilatif hata da sifira yaklasiy-
orsa, ilgili yonteme sayisal kararh yontem adi verilmektedir.

Yukaridaki tanima gore, secilen sabit noktada fark denklemi diferensiyel
denklemi daha iyi temsil ederken sayisal ¢oziimle elde edilen yaklagimlarin da
problemin gercek ¢oziimiine yakinsamasi arzu edilmektedir. Diger deyimle,
diferensiyel denklemle uyumlu olan yontem sayisal olarak ta kararli olmasi
durumunda iyi sonuclar iiretebilmektedir.

Asagidaki Teorem ile Ileri Euler yonteminin sayisal olarak kararli oldugu
ifade edilmektedir.

(Ileri Euler yonteminin sayisal kararblik kriteri)(2.1) ile
tamimlanan baslangic deger probleminde f fonksiyonu ve Of /Oy kismi tiirevinin
(t1,11) baslangic noktasini iceren bir D = [a,b] X [c,d] dikddrtgeninde siirekli
oldugunu ve ayrica

M = maz {|0f/0y|, (t,y) € D}

oldugunu kabul edelim. lleri Euler yéntemi (2.1) problemi icin sayisal kararlidir.

h adim uzunlugu ve D dikdortgeni igerisinde kalan t;,i = 1,2,--- . n
noktalari ile (2.1) problemi igin D bolgesi icerisinde kalan ve

Y;,+1:}/;+hf<t17§/;)7@:1727 y (218)
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ile tanimlanan Euler yaklagimlarini gz éniine alahim. y(t) gergek ¢oziimiiniin
her t; noktasinda Fy(t;, h) ile gosterilen kesme hatasi ile

Y(tipa) = y(t:) + hf(ti, y(t:) + hEg(t;, h) (2.19)
bagintisini sagladigimi biliyoruz. ¢; noktasindaki kiimiilatif hatay: ise kisaca
e; = y(ti) — Y;

notasyonu ile gosterelim. (2.18) y1 (2.19) den taraf tarafa gikararak,
eiv1 = e+ h(f(ti,y(t:i)) — f(t;,Y3)) + hE(ti, h) (2.20)

bagintisini elde ederiz. f fonksiyonu y degiskenine gore tiirevlenebilir ve
tiirevi siirekli oldugundan tiirevler i¢in Ortalama Deger Teoremine gore

f(ti,Yi) — f(ti,y(ts)) = 0f [Oy(ci)ei (2.21)

saglanacak bicimde Y; ve y(¢;) noktalar1 arasinda bir ¢; noktas1 mevcuttur.
(2.21) bagmtisi (2.20) da yazarak

eir1 = (L+hdf/0y(ti, c;))e; + hEg(ti, h)

elde ederiz. Ileri Euler yontemi icin yerel kesme hatasi tanimi geregi

h
| Eklloo = mazi=1,2,.. )| Ex(ts, h)| = maz;i=1,.., n)|§y"(c,-)| < Bh

77777

esitsizligini saglayan B > 0 sabiti mevcuttur. Buradan

leiv1] < (1 +hM)e; + Bh*i=1,2,...,n

esitsizligi saglanir.

61:0

oldugundan(ilk adimda Y; = y(t1))

es = hE(t1, h) < h||Exl|eo < Bh?
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les| < (14 Mh)|es| + Bh?

< (14 Mh)Bh* + Bh? = (1 + (1 + Mh))Bh?
len1] < (L4 (L4 Mh)+ (1+ Mh)*+ -+ (1+ Mh)" V) Bh?

= ((1+Mh)"=1)/((1+ Mh) —1)Bh?
= [((1+ Mh)" —1)/M]Bh
< %(th” —1)h
= %<€M(tn+ltl) —1)Bh
= %(GMU’_“) —1)Bh

Son esitsizlik n + 1 — inci adimdaki kiimiilatif hatanin, kesme hatasinin iist
siir ile siirlandign gostermektedir. Yukarida son satirda 1 + Mh < eMh
esitsizligini kullandik. Bu durumda sabit ¢, = nh noktasinda h — 0(ve
dolayisiyla n — 00) igin kesme hatasi sifira yaklagirken, kiimiilatif hata da
sifira yaklagir. O halde yontem kararhdir.

Yy = ay,a > 0,y(0) = 1 probleminin [0,1] araliginda h > 0
adim uzunlugu ile elde edilen ileri Euler yaklagimlar: ile sag u¢ noktada olugan
kiimdlatif hatanin € > 0 degerinden kii¢iik olmast i¢in segilebilecek en biyiik
h adim uzunlugu ne olmalidir?

[0,1] aralgine h = 1/n uzunluklu alt araliklara bolelim.ty = 0,ty =
hy..,ths1 = 1 olmak tizere yukaridaki teoreme gore t,.1 = 1 noktasinda
olusan hata,

1
lent] < M(GM(b_“) —1)Bh <e
icin
Me

h R
S @ —DB

elde ederiz. Ornegimiz icin gercek coziim y = e®,y"(t) = a?e* ve

M = a, B = max(|y"(c)/2|) = a®e”

0<c<1
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olup,
ae

a’e(e* — 1)
saglanmalidir. @ = 1 i¢in h < 0.2141¢,a = 2 i¢in h < 0.0106¢ elde ederiz.

Buradan a nin artan degerleri icin daha kiiciik adim uzunluklar: kullanmamiz
gerektigi sonucunu elde ederiz.

h <

(Bir yéntemin Yakinsakligi) Sabit bir t; = ih € [a,b] noktasinda
i — oo (ve dolayisiyla t; noktasini sabit kilacak bicimde h — 0) icin e; =
(y(t;) — Y;) — 0 ise sayisal yénteme t; noktasinda yakinsak yontem adi verilir.
Eger yéntem Vt; € [a,b] noktasinda yakinsak ise bu taktirde yénteme belirtilen
aralikta yakinsak yontem adi verilir.

(Lax Denklik Teoremi) Sabit katsayili bir baslangic deger
problemi icin uyumluluk ve kararlilik, yakinsakliga denktir.

Ciinkii uyumlu bir yéntemde adim uzunlugu sifira yaklagirken kesme
hatasinin da sifira yaklastigini biliyoruz. Kararh yontemde ise kesme hatasiin
sifira yaklagmasi hatanin sifira yaklagsmasini saglamaktadir. O halde uyumlu
ve kararli bir yontemde adim uzunlugu sifira yaklagirken hata da sifira yak-
lasmahdir. Dolayisiyla yontem yakinsak olmalidir. Bu sonucun tersi de
dogrudur.

Euler yontemi, Teorem 2.1 den kararl bir yontemdir. Ayrica
yontemin uyumlu oldugunu biliyoruz. O halde yontem yakinsaktor.

Geri Euler yonteminin kararlbligr Teorem 2.1 e benzer bi¢imde
gosterilebilir(Alistirma 15). Ayrica yontem uyumlu bir yontemdir(Alsgtirma
10). O halde, Lax denklik teoremi geregince Geri Euler yontemi de yakinsak
bir yontemdir.

1. yr =t + 3y,y(0) = 1 baslangic deger problemi verilmis olsun.

(a) Problemin gercek ¢éziimiiniin

ile verildigini kontrol ediniz.
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(b) Y1 =y(0) =1 ve h = 1/4 adim uzunlugu ile [0, 1] araligindaki ileri
Euler yaklasimlarini hesaplayiniz.

(¢c) t; = ih,i = 1,2,...,5 noktalarinda y(t;) gercek ¢éziim degerlerini
hesaplayiniz.

(d) e; =y(t;) — Yi, i =1,2,....5 kiimiilatif hatalarini belirleyiniz.

(e) Elde ettiginiz sonuglari, siitunlarinda sirasiyla (t;,Y;,y(t;) ,e;) degerleri
yer alan bir yaklasim tablosuyla ifade ediniz.

. Soru 1 (b-d) siklarini geri Euler ybntemi icin gerceklestiriniz.

. Soru 1 iyl =t—3y,y(0) =1 baslangic deger problemi icin ve ileri Euler

yéntemi ile tekrarlayiniz.(Gercek ¢éziimiin

olarak verildigini kontrol ediniz)

. Soru 1iy =1t—3y,y(0) =1 baslangic deger problemi icin ve Geri Euler

yoéntemi ile tekrarlayiniz.

. Soru 1 ve Soru 3 icin ileri Euler yontemi ile elde ettiginiz kiimiilatif hatalari

karsilastiriniz. Artan t degerleri icin kiimiilatif hatalar nasil degisiyor?

. Soru 2 ve Soru 4 icin geri Euler yontemi ile elde ettiginiz kiimiilatif hatalari

karsilastiriniz. Artan t degerleri icin kiimiilatif hatalar nasil degisiyor?

. Soru 1 ve Soru 3 te tanimlanan denklemlere ait komsu ¢éziim egrileri ve

yén alanlari asagida verilmektedir. Oncelikle hangi seklin hangi denkleme
ait oldugunu belirleyerek, Soru 5 te elde ettiginiz sonuglari, ilgili sekle ait
komsu ¢oziim egrileri cinsinden yorumlayiniz.
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8.

10.

11.
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lleri Euler yontemi icin verilen programi asagidaki baslangic deger problem-
lerinin belirtilen araliklarda, belirtilen adim uzunluklan ile calistirarak, her
bir problem icin yéntem yaklasim tablosunu(Tablo 9.2) elde ediniz.

(a) y' =y(4 —y),y(0) = 1,(0,10,,h = 0.1

(b) yr =y(4 —vy),y(0) =5,[0,10],h = 0.1

(c) yr=y(4—y),y(0) = —1,[0,2/5],h = 0.01

(d) c) sikkinda verilen baslangic deger probleminin t* = In(5)/4 nok-
tasinda sinirli olmadigini gosteriniz.

(Adim uzunluguna gore kiimiilatif hata) Soru 1 deki baslangi¢ deger prob-
lemini h = 0.1,h = 0.05,h = 0.025 adim uzunluklari ile ve ileri Euler
yéntemiyle [0,2] araliginda ¢ézerek, t = 2 noktasindaki kiimiilatif hata-
larini karsilastiralim. Kiimiilatif hatalar nasil degismektedir. Elde ettiginiz
sonuglar teorik olarak elde edilen O(h) hatasini dogruluyor mu?

Soru 9 u Geri Euler yéntemi icin tekrar ediniz. Geri Euler yénteminin
kiimiilatif hatasi hakkinda ne diisiintiyorsunuz?

yl = —ay,y(0) = y1,a > 0, baslangic deger problemi icin (h < 1/|a|)
icin ileri Euler iterasyonlarinin y = 0 denge noktasina monoton yakinsak,
(1/la] < h < 2/|al) igin ise salimmli yakinsak, yani ardisik yaklasimlarin
denge noktasinin saginda ve solunda yer aldigini gésteriniz.(Not:p, g(t) nin
bir sabit noktasi ve t; baslangic noktasi p ye yeterince yakin olmak iizere,
tiv1 = g(t;),1 = 1,2, ... iterasyonu verilmis olsun. Eger 0 < ¢'(p) < 1 ise
iterasyon monoton yakinsak, —1 < g/(p) < 0 ise iterasyon salinimli olarak
yakinsaktir.)
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12. yr =t +y,y(0) = 1 baslangic deger problemi verilmis olsun ve ileri Euler
yontemiyle elde edilecek olan yaklasimlar icin adim uzunlugunun h > 0
oldugunu kabul edelim.

(a) Problemin y(t) ¢oziimiinii belirleyiniz.

(b) t1 = 0,ty = h,t3 = 2h, olmak iizere ty noktasinda olusan

Ejy(ts, h) = M — f(t2, y(t2))

kesme hatasinin h > 0 parametresine bagl olarak
Ey(ta, h) = he” = O(h),h — 0

biciminde ifade edilebilecegini gosteriniz.

(c) ts noktasinda olusan yerel hatanin
Eyerei(ta, h) = hEy(ta, h) = O(h*),h — 0

oldugunu gosteriniz.

(d) Y3,Ys yaklasimlarini h cinsinden belirleyiniz.

18. Soru 12 yi geri Euler yontemi icin tekrar ediniz.

14. Geri Euler Yénteminin yerel Kesme hatasi, Yerel Hata ve Kiimiilatif hata-
larini belirleyerek, ileri Euler yéntemine ait sonuglarla karsilastiriniz.

15. lleri Euler yénteminin kararlilik analizini takip ederek, Geri Euler yénteminin
de kararli oldugunu ispatlayiniz.

16. Sabit nokta iterasyonunu kullanan Geri Euler yéntemi yardimiyla Soru 8-a
da verilen problemin yaklasik ¢6ziimlerini elde ediniz.

17. Newton ydntemini kullanan Geri Euler yéntemi yardimiyla soru 8-a da ve-
rilen problemin yaklasik ¢céziimlerini elde ediniz.

18. Newton ysntemini kullanan Geri Euler yontemi yardimiyla, Ornek2.11 icin
h = 0.1,h = h/2 = 0.05,h = h/4 = 0.025 alarak t = 1 aninda olusan
kiimiilatif hatalarin nasil degistigini gézlemleyiniz. Elde ettiginiz sonuglarin
yéntemin tahmini kiimiilatif hatasi ile uyumlu mudur?
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19. Canli niifus modeli(Verhulst, 1838) olarak bilinen

dN/dt = rN(1 — N/K), N(0) = N

baslangic deger problemini gézéniine alalim. Bu modelde N (t),t anindaki
canli niifusunu, r niifus artis oranini, K ortamin barindirabilecegi maksi-
mum niifusu ve Ny ise baslangic ani olarak kabul edilen t = 0 anindaki
niifusu temsil etmektedir. Bu model icin asagidaki analitik ve sayisal ird-
elemeyi gerceklestirelim:

(a)

(b)
(¢)

(d)

(¢)

(f)

Problemin analitik ¢oziimiiniin
N(t) = (NoKe™)/((K + No(e" — 1))

oldugunu gésteriniz.(Not: Denklemin degiskenlerine ayrilabilen bir
denklem olduguna dikkat ediniz.)

limy_ooN(t) = K oldugunu gésteriniz.

lleri Euler yontemi ile problemin (b) de belirtilen &zelligi saglayan
¢6ziimii icin problem parametreleri cinsinden adim uzunlugu en fa-
zla ne olabilir?(ipucu: N = K asimtotik kararli denge noktasi komsu-
lugunda verilen diferensiyel denkleme karsilik gelen lineer denklemi
belirleyerek, Soru 11 deki analizinden faydalaniniz).

Ny = 400,800, 2000 baslangic degerleri ve r = 0.5, K = 1500 i¢in
0, 10] araligindaki ¢éziim egrilerini uygun adim uzunlugu ve ileri Euler
yontemi ile elde ediniz.

N = K denge noktasinin asimtotik kararli bir denge noktasi oldugunu
gosteriniz.(Not:  Komsu ¢éziim egrileri artan zaman degerleri icin
N = K denge noktasina yakinsiyorlarsa, denge noktasina asimtotik
kararli denge noktasi adi verilmektedir. N, > K icin dN/dt <
0, No < K icin dN/dt > 0 oldugunu gésteriniz. )

Elde ettiginiz Euler yaklasimlari ile gercek ¢éziimiin grafiklerini ayni
eksende cizerek, ¢oziimleri karsilastiriniz. Elde ettiginiz ¢6ziim egrileri
N = K denge noktasinin kararli olmasiyla uyumlu mudur?

20. Proje (Sinirsiz ¢éziimleri ayiklayacak ve kiimiilatif hata kontrolii gercek-
lestirecek bicimde Euler yéntemini gelistirelim).

Soru 7-c de karsilasilan ve sonlu t aninda analitik ¢6ziimiin sinirsiz olmasi
durumu baslangi¢c deger problemlerinde karsilasilan tipik bir durumdur. Bu
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durumda 6nceden belirtilen ve sinirsiz ¢6ziime ulasilan t— noktasini iceren
bir aralikta sayisal ¢éziim belirlemeye calismak anlamli degildir. O halde
kullanilabilecek en kiigciik adim uzunlugu ile de mutlak degerce belirli bir
degerden biiyiik bir yaklasima ulasildiginda ybnteme ait iterasyonlar dur-
maldir. Ikinci nemli bir nokta ise, genelde gercek coziimii bilemeyecegimiz
icin belirtilen aralikta elde edilen sayisal yaklasimin gercek ¢6ziimii hangi
diizeyde temsil edebildigidir. Bu durumda elde edilen yaklasimin iyi bir
yaklasim olup olmadigini kontrol eden bir mekanizma da gelistirilmelidir.
Asagidaki adimlar yukarida belirtilen hususlari dikkate alarak ileri Euler
yénteminin daha esnek bir versiyonunu gelistirmek icin ipuglari olarak kabul
edilebilir. Bu ipuglari dogrultusunda uygun bir algoritma ve algoritmaya
ait program gelistiriniz. Gelistirdiginiz program ile Soru 8 — c yi ¢6zmeye
calisiniz.

(a) Tahmini olarak secilen bir baslangic h adim uzunlugu ile elde ettiginiz
degerler mutlak degerce belirtilen Y., (6rnegin 1x10*) degerinden
kiiciik kaldigi siirece yontemi aralik sag u¢ noktasina ulasana kadar
uygulayiniz.

(b) Eger sag u¢c noktaya ulasmadan degerleriniz mutlak degerce Yiax
a ulasmis ise, h adim uzunlugunu kiigiilterek(6rnegin h yerine h/2
alarak) iterasyon islemini tekrar ediniz. Bu islemi sag uc noktaya
kadar tekrar ediniz. Eger 6nceden belirlediginiz en kiiciik h(6rnegin
1x10™*) degeri ile de sag uc noktaya kadar ulasamadiysaniz, sinirli
coziim olarak elde ettiginiz yaklasimlari grafiksel olarak kullaniciya
sununuz.

(¢) Sag u¢ noktaya ulasmaniz durumunda, énceki adimla sag u¢ nokta icin
elde ettiginiz yaklasim degeri ile yeni adim uzunlugu ile elde ettiginiz
yaklasim degeri arasindaki fark mutlak degerce uygun bir bicimde be-
lirleyeceginiz fark(6rnegin 1x10™*) sabiti’nden kiiciik kaliyorsa islemi
dogru adim uzunlugu ile gerceklestirilmistir. Tanim kiimesinde farkli
adim uzunluklari ile elde ettiginiz sonuglari grafiksel olarak kullaniciya
sununuz.

(d) Degilse adim uzunlugunu tekrar kiiciilterek gerekirse kabul edilebilir
en kiiciik h adim uzunlugu ile de isleme devam ediniz.
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Y
% Newton iterasyonu ile Geri Euler Uygulamasi
% Ornek: y’=1+y~2,y(0)=y0
S —
function sonuc=geulernewt(n)
...(baslangic degerler ve sabitler)
for i=1:n
test=1;yl=y (i) ;sayac=0;
while test
y2=y1-F(t+h,y1,y(i)) /Fy(t+h,y1,y(i));
fark=abs (y2-y1);
yl=y2;
sayac=sayac+1;
test=(fark>tol)&(sayac<Max_sayac) ;
if sayac==Max_sayac
error (’iraksak iterasyon’);
end
end
y(i+1)=y2;t(i+1)=t(i)+h;
end
...(gercek ¢ozim, hata ve grafik cizimleri)
function yp=f(t,y)
yp=1+y~2;
function yp=fy(t,y)
ypP=2*y;
function yp=F(t,y,yi)
yp=y-yi-h*f (t+h,y);
function yp=Fy(t,y,yi)
yp=1-h*fy(t+h,y);

Program 2.5: Geri Euler Yontemi Uygulamasi(Newton)
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