Bolim

Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu
Fark Yontemleri

Bu boliimde, birinci basamaktan baslangi¢ deger problemleri icin

o Tek adim (Yamuk, Diizeltilmis Euler(Heun), Runge-Kutta yontem-
lerinin
— nasil elde edildikleri,

— pratik problemlere nasil uygulandiklari,

— hata analizleri ve diger yontemlere gore avantaj ve dezavantajlarini
kapsamli olarak inceliyoruz.

e Mevcut kaynaklardan farkli olarak, verilen probleme ait yon alanlari
igerisinde sayisal ¢oziimleri degerlendirerek, yontemlerin performansin
komsgu ¢oztim egrilerinin davraniglarini dikkate almak suretiyle inceli-
yoruz.

3.1 Yamuk y6ntemi

y = f(t,y),t € (a,b) (3.1)
yla) = n
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2 Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu Fark Yéntemleri

baglangi¢ deger problemini gtz oniine alalim. [a,b] araligimi h = (b — a)/n
uzunluklu n adet alt araliga bolelim ve elde edilen araliklarin u¢ noktalarim

ti=a,ta=a+h,....tpy1=a+nh=a+nlb—a)/n=">

ile gosterelim. (3.1) ile verilen denklemin [¢;,t;11] araliginda integralini alarak
tir1 tit1
Jwrs= [ ss.uois
t; t;

veya
tit1

y(tin) = y(t) + / £(s.y(s))ds (3.2)

integral denklemini elde ederiz. (3.2) deki integral i¢in farkli sayisal inte-
grasyon yaklagimlar: farkli yontemleri tiretir:

Kural fab f(z)dz (3.2) igin yaklagim

Sol dikdortgen | f(a)(b— a) y(tiv) = y(ts) + hf(ti, y(t))

Sag dikdortgen | f(b)(b— a) y(tit1) = y(zi) +)hf(tz+1), y(tit1))
- (b=a) ( (4 y(tiv1) = y(ts

Yok 2 UOHTOD ] ot (Pt (1) + Fltiar. (101))

Tablodaki esitligi saglayan yaklagimlar1 Y1 = y(t;11) ve Y; = y(t;) ile
gosterelim. Boylece integral icin sol dikdortgen yaklagiminin ileri Euler, sag
dikdortgen yaklagiminin geri Euler yontemlerini tirettigini goriiriiz. Yamuk
yaklagimi ile ise

Yir =Yi+h/2[f(t:, Vi) + f(tis1, Yirr)]. Yi = yla),i = 1,2, .. (3.3)

ile tamimlanan Yamuk iterasyonunu elde ederiz.

Geometrik olarak yonteme baktigimizda ise ileri Euler yontemindeki f(t;, Y;)
egimi ve geri Euler yontemindeki f(¢;,1, Y;11) egimi ile hareket etmek yerine,
bu iki egimin ortalamasi olan

m = [f(t;,Y:) + [(tis1, Yisn)]/2 (3.4)

egimi esas alinmakta ve bu egimle h adim uzunlugu kadar ilerleyerek Y;,;
yaklagiminin elde edildigini gozlemleriz.
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3.1 Yamuk yontemi 3

y = y+t
y(0) = 0

baslangic deger problemi icin [0,1] araliginda h = 1/4 adim uzunlugu ile ilgili
yaklasimlari Yamuk ybntemi ile hesaplayiniz.

(3.3) fark denklemini f(¢,y) = y + ¢ i¢in uygulayarak
Yipr =Y+ /20t + Yi + tiys + Vi)

o Yisi =[(1+h/2)Y:+ (t; + tisa)h/2]/(1 — h/2)

elde ederiz. h = 1/4 i¢in
=0ty = 1/d,ty = 1/2,ts = 3/4,t5 = 1
ve Y1 = y(0) = 0 olmak iizere

Yo = [(1+(1/4)/2) x 0+ (0+1/4) x 1/8]/(1 — (1/4)/2)

B 1
- %
Vi = 04 (/4)/2) % oo+ (1/44+1/2) x 1/8]/(1 — (1/4)/2)
15
= 5%

elde ederiz. Benzer bicimde diger yaklagimlar1 Y, = 0.37536, Y5 = 0.73261
olarak elde ederiz. Ayrica gercek c¢oziimiin de

y(t) = —t—1+¢

olduguna dikkat ederek

|E(t:)| = Y; — y(t)]
kiimiilatif hatalarin1 hesaplayabiliriz. Yamuk yaklagimlar1 ve kiimiilatif hata-
lar Tablo 3.1 de sunulmaktadir.
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4 Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu Fark Yéntemleri

ti Y; |E()]
0 0 0
0.2500 | 1/28 0.00169
0.5000 | 0.15306 | 0.00434
0.7500 | 0.37536 | 0.00836
1.0000 | 0.73261 | 0.01433

o] x| cof po| | =

Tablo 3.1: Ornek 3.1 e ait yaklagimlar ve kiimiilatif hata
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Sekil 3.1: Ornek 3.1 e ait ¢oziim egrileri ve gercek ¢oziim(o)

Komsu ¢oziim egrilerinin davranist ve sayisal yaklasimlarin hassasiyeti
arasinda bir iliski s6z konusudur. Ornek 3.1 e aityg = —1.5: 0.5 : 1 baslangic
degerleri igin ¢ozim egrileri (—+) ve h = 0.2 adim uzunlugu ile [0, 4] aral-
gindaki yaklasik ¢ozimler(—o) Sekil 3.1 de verilmigtir. Artan t degerleri i¢in
¢oziim egrileri birbirinden uzaklagsmaktadir. Bu durumda artan t degerler:
i¢in kimalatif hatanin artmas olmast beklenen bir sonuctur. Ciinki yontem
komsu ¢oziim egrilerinin egimi ile hareket etmektedir.

(Yamuk yonteminin yerel kesme hatasi)
y € C®a,b],t;,ti1 = (t; + h) € (a,b) olmak iizere (3.3) ile verilen Yamuk
yontemin t; noktasindaki kesme hatasi, yani gercek ¢oziimiin standart halde

yazilan fark denklemini saglamadigi miktar,
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3.1 Yamuk yontemi 5

Ei(ti,h) = [y(tiva) —y(t)l/h = 1/2[f (ti, y(t:) + f(tirr, y(tirr)]
= —h*/12y"(c),c € (a,b)

dir.

Taylor agilimi yardimiyla

f(tir1, y(tivn)) = y/(tiva) = y/(t;) + hy" () + B° /29" (1), ¢1 € (i, tiga)
ve
y(tivr) = y(t:) + hy'(t:) + B2 /29" (t;) + B° /6y (c2)

acilimlar yerine yazilarak

Ep(ti,h) = (y(tiv1) —y(ta)/h—1/2(f (ti, y(t:) + f(tiva, y(ti1))
= (y(ts) + hy!(t:) + h*/2y" (t:) + 1° [6y" (1) — y(t:)) /1
—y'(t;) — h/2y" (t:) — h* /4" (c2))
= h2/6y" (c1) — h? /4y (c2)
= h*(1/6y"(c1) — 1/4y" (c2))

. 1
= —Eh2y’”(c), ¢ € (titit1)
elde ederiz. O halde yamuk yonteminin kesme hatast O(h?),h — 0 dir.

Buradan yerel hatanm O(h?) ve kiimiilatif hatanin ise O(h?),h — 0 oldugu
hemen goriiliir. O halde yontem ikinci basamaktandar.

3.1.1 Yontemin nonlineer problemlere uygulanisi

(3.3) ile verilen kapali fark denklemi ile ilgili Y; yaklagimlarini elde edebilmek
icin her adimda genelde ilgili nonlineer denklemin ¢oziimii belirlenmelidir.
Bunun icin degisik pratik yontemler s6z konusudur. Ornegin

YD =V 4 h/20f (4, Y:) + ftien, VD B =0,1,2, i = 1,2,...  (3.5)

ile tanmimlanan iterasyonun birka¢ kez uygulanarak her adimda Y;,; yak-
lagimimin belirlenmesi miimkiindiir. Y;;1(0) baslangi¢ degeri i¢in uygun bir
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6 Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu Fark Yéntemleri

se¢im bir 6nceki noktada elde edilen yaklasml yani Y; dir. Sonuglandirma

kriteri olarak uygun bir € > 0 sabiti igin | ff 1) Y(kll < € esitsizligi kontrol

edilebilir. (3.5) iterasyonunun yakimsamasi i¢in A adim uzunlugunun uygun
bi¢imde secilmesi gerekir.

y! =y cos(t),y(0) = ~7/8,7/8
baslangic deger probleminin belirtilen baslangic degerleri ile ¢6ziim egrilerini
yamuk yéntemi ile elde ediniz. Denklemin [0, 10] araliginda yén alanlarini ve ayni
baslangic degerleri icin gercek ¢6ziim egrilerini elde ediniz.

Verilen problemin analitik ¢oziimii
1
sint — 1/y(0)

olarak ifade edilebilir. [0,10] x [—8, 8] bolgesindeki yon alanlar1 igerisinde
belirtilen baglangic degerleri ve Yamuk yontemi ile elde edilen ¢oziim egrileri(-
.) ve analitik ¢oziim egrileri(-) Sekil 3.2 de sunulmaktadir.

Sayisal ¢oziimler Program 3.1 ile elde edilmigtir. Analitik ve sayisal
¢oziimlerin uyumlu oldugu goriilmektedir.

(Yamuk yéntemi pratik olarak Il. basamaktandir)
y' =y + cos(t) — sin(t),y(0) =0

baslangic deger problemi verilsin. [0,2] araliginda h = 0.2 ve h = 0.1 adim uzun-
luklari icin yaklasik ¢éziimleri Yamuk yéntemi yardimiyla elde ediniz. Kiimiilatif
hatanin O(h?) oldugunu gézlemleyiniz. Artan t degerleri icin kiimiilatif hatanin
degisimini grafiksel olarak gézlemleyiniz.

(3.3) yontemine gore
Yiii =Y+ h/2(Y; + Vi1 + cos(t;) — sin(t;) + cos(tiv1) — sin(tiv1))
iterasyonu elde ederiz. Bu denklem Y;,; e gore ¢ozerek

Yiv1 = (Yi+h/2(Y;+cos(t;) — sin(t;) +cos(tip1) — sin(tita))/(1—h/2) (3.6)
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3.1 Yamuk yontemi 7

—>—> > - > > -

t
i
%

fe— «— « <« « -
Le « «— « « -

1
t ! v
) :
t
% 1 '
i L I I

L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

Sekil 3.2: Ornek 3.2 igin y6n alanlar ile sayisal(-.) ve gercek ¢oziim(-) egrileri.

elde ederiz. (3.6) ile h = 0.2 ve h = 0.1 adim uzunluklar ile elde edilen
yaklagimlar Tablo 3.2 de verilmektedir.

h = 0.1 adim uzunlugu ile elde edilen kiimiilatif hatalarin h = 0.2 adim
uzunlugu ile elde edilen hatalarin yaklagik dortte biri kadar olduguna dikkat
edelim:

0.0146/4 = 0.0037 = 0.0036,
0.01/4 = 0.0025,
0.0065/4 = 0.016.

Bu sonug yukarida ifade edildigi {izere kiimiilatif hatanin O(h?) oldugunu
dogrulamaktadir. Yani adim uzunlugu ikiye boliinmek suretiyle kiimiilatif
hata yaklagik olarak dort kat azalmaktadir.

Ote yandan h = 0.1 i¢in elde edilen gercek ¢oziim(o) ve yaklagik ¢oziim(*)
ise Sekil 3.3 de verilmektedir.

Sekil 3.3 den artan t degerleri igin istenilen gergek ¢oziimden(y = sin(t))
uzaklagan komsu coziim egrilerinin, yontem ile elde edilen yaklagimlar: da
olumsuz olarak etkiledigi goriilmektedir.
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8 Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu Fark Yéntemleri

% Ornek 3.2 verileri ile Sabit nokta
% iterasyonlu Yamuk Yontemi
% sonuc=yamuksabit (h,Tmax)

function yamuksabit (h,Tmax)
y=7/8;
n=ceil (Tmax/h) ;
eps=0.0001;
t=0;Y=y;T=t; yll=y;
for j=1:n
fark=2x*eps;
while fark>eps
y12=y+h/2x (£ (t,y)+f (t+h,y11));
fark=abs(y12-y11);
yli=y12;
end
y=y12;
t=t+h;
T=[T;t];Y=[Y;y];
end
plot(T,Y);
function yp=£f(t,y)
yp=y*y*cos (t) ;

Program 3.1: Sabit Nokta iterasyonlu Yamuk Yontemi

3.2 Diizeltilmis Euler( Heun veya Runge-
Kutta-II) yontemi

Geri Euler yonteminde oldugu gibi Yamuk yonteminin de nonlineer prob-
lemlere uygulanisi her adimda bir sabit nokta iterasyonu gerektirir.

(3.3) te yer alan Y;,; bilinmeyeni icin Ileri Euler yontemine gore elde
edilen yaklagim kullanilarak

m* = [f(t, Vi) + f(tiv, Yi + hf(t:,Y3))]/2
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3.2 Diizeltilmis Euler( Heun veya Runge-Kutta-1l) yontemi 9

t |Y(h=0.2)|Y(h=0.1)| y(gercek) | Hata(h =0.2) | Hata(h = 0.1)
0.4 0.3878 0.3890 0.3894 0.0016 0.0004
0.8 0.7136 0.7164 0.7174 0.0038 0.0009
1.2 0.9255 0.9304 0.9320 0.0065 0.0016
1.6 0.9895 0.9971 0.9996 0.0100 0.0025
2 0.8947 0.9057 0.9093 0.0146 0.0036

Tablo 3.2: Yamuk Yontemi ile Ornek 3.3 e ait yaklagimlar ve Kiimiilatif Hata

-3

4 5 6 7

Sekil 3.3: Ornek 3.3 icin yamuk yaklasimlari(o) ve gercek ¢oziim(-),h = 0.1

egimi ile Diizeltilmis Euler veya Heun yontemi olarak ta adlandirilan

Yisqn, = Yi+hm” (3.7)
yontemi elde edilir. Islem kolayligi agisindan (3.7) yontemini

p = Yi+hf(t,Y:) (3.8)
Y;—‘rl - §/z+h/2[f(tla}/z)+f<tz+17p)]7z:1a2a
olarak ifade etmek daha uygundur. Alternatif olarak (3.8) yontemi
my = f(lit1, Y+ hm)
Yisern, = Yi+hm,o=1,2,...

olarak ifade edilebilir. Burada m = (m; + my)/2 ile tanimlanan egimler
ortalamasidir.(3.9) bigiminde yazilan sekliyle yontem Runge-Kutta-IT(RKIT)
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10 Yiiksek basamaktan tek adim Sonlu Fark Yéntemleri

egim=m=(m Ltm 2)/2

Sekil 3.4: Diizeltilmis Euler(Heun veya Runge-Kutta) yontemi ile Y, yak-
lagimi

olarak bilinir ve gergektende ikinci basamaktandir(bknz Aligtirma 10). Y; =
y(t1) baglangi¢ degerinden hareketle Y5 yaklagiminin nasil elde edildigi geometrik
olarak Sekil 3.4 te sunulmaktadir.

II. basamaktan Runge Kutta yontemi ile (¢;,Y;) noktasinda hesaplanan
my egimi ve ileri Euler yontemi ile 7 adim uzunlugu kadar ilerlemek suretiyle
ulagilan noktada msy egimi hesaplanir ve elde edilen egimlerin ortalamasi ile
h adim uzunlugu kadar ilerleyerek Y; ., noktasi elde edilir.

yl = —y+ sin(t) + cos(t)
y(0) = 0

problemi verilsin.

e h =1/4 adim uzunlugu ile [0,1] arabgndaki yaklagim tablosunu RKII
yontemi yardimayla hesaplayiniz.

e h=0.1 adim uzunlugu ile y0 = —3 : 1 : 2 baslangi¢ degerlerine karsilik
gelen ¢ozim egrilerini RKII yontemi ile [0, 7] araliginda elde ediniz.
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3.2 Diizeltilmis Euler( Heun veya Runge-Kutta-1l) yontemi 11

e h=1/4icint; = 0,ty = 1/4,t3 =1/2,t4 = 3/4,t5 = 1,1 = y(0) =0
olmak {izere

my = f(t1,Y1) = f(0,0) =1

my = f(ts, Y+ hmy) = f(1/4,1/4)
= —1/4+sin(1/4) 4 cos(1/4)
= 0.9663

m = (mq+mg)/2
— 1.9663/2
= 0.9831

Yo = YY)+ hm = 0.2458

elde ederiz. Diger degerler Tablo 3.3 de verilmektedir

it Yi | y(t) =sint;) | E(t:) = [Yi —y(t:)]|
11 0 0 0 0

21 1/4]0.2458 0.2474 0.0016

31 1/20.4757 0.4794 0.0037

41 3/40.6755 0.6816 0.0061

5| 1 | 0.8330 0.8415 0.0085

Tablo 3.3: Ornek 3.4 icin Runge-Kutta yaklasimlar: ve kiimiilatif hata.

e Ornek 3.4 iin ¢oziim egrilerinin birlikte hareket eden veya daha teknik
bir ifadeyle “eg siirekli” bir aile olusturdugu goriilmektedir. Bu du-
rumda komsu ¢oziim egrilerinin egimlerini referans alan yontemlerin
iyl sonug vermesi beklenmektedir.

e Sekil 3.5 de y0 = —3 : 1 : 2 baglangi¢ degerleri icin gercek c¢oziimleri;
RKII yontemi ile elde edilen ¢oziim egrileri(o) A = 0.1 adim uzunlugu
icin [0, 7] arahiginda verilmektedir. Elde edilen sayisal sonuglarin gergek
¢oziim egrileri ile uyumlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.3 e ait yaklasimlan RK-1l yéntemiyle ve h = 0.1,0.05,
0.025,0.0125 adim uzunlugu ile hesaplayiniz.
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I I I
4 5 6 7

I
0 1 2 3

Sekil 3.5: Ornek 3.4 icin yon alanlari ve 1o = —3 : 1 : 2 baglangic degerleri
ile ¢oziim egrileri, (-); yo = 0 a kargilik gelen y = sin(t) ¢dziim egrisi ve RK2
yaklagimi(o).

Ornek 3.3 icin sirasiyla b = 0.1, h = 0.05, h = 0.025 ve h = 0.0125 adim
uzunluklar ile elde edilen Runge-Kutta yaklagimlar1 Sekil 3.6 (a),(b),(c) ve
(d) de sirasiyla sunulmaktadir.

Ornek 3.3 e ait komsu ¢oziim egrileri Sekil 3.7 de sunulmaktadir.

h adim uzunlugunun kiigiiltiilmesi ile daha iyi yaklagimlar elde edildigi go-
riilmektedir, ancak komsu ¢oziim egrilerinin farkl kalitatif davraniglar: artan
zaman degerleri icin kabul edilebilir yaklagimlar elde edilmesini engellemek-
tedir.

Sekil 3.7 den y(0) = 0 noktasi komsulugundaki baslangi¢ degerlerle
baslayan ¢ézimlerin bu baslangig sartine saglayan y = sin(t) ¢ozim egrisin-
den artan t degerleri i¢in hizla uzaklagtiklary gorilmektedir. y(0) # 0 igin
problemin gercek ¢oziimii

y = sin(t) + y(0)e’
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3.2 Diizeltilmis Euler( Heun veya Runge-Kutta-1l) yontemi

15
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Sekil 3.6: Ornek 3.5 icin farkh adim uzunluklar ile RKII yaklagimlari(o) ve

gercek ¢oziim(-)
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Sekil 3.7: Ornek 3.5 i¢in komsu coziim egrileri, y(0)

lagimi (kirmizi -0) ve gercek ¢oziim(mavi ¢izgi)

0 i¢in RKII yak-
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olarak elde edilir. Sifir noktasimn ¢ok kii¢iik komsulugunda bile olsa y(0) > 0
sartine saglayan ¢oziimlerin t — oo ig¢in 0o’a ve y(0) < 0 sartine saglayan
coziimlerin iset — oo i¢in —o0 ’a yaklasacage gercek ¢éziimden gorilmektedir.

Daha yiiksek basamaktan yontemlerin performanslari da 3.3 tiiriindeki
"hassas’ problemler icin merak edilebilir. Pratik olarak giincelligini koruyan
bir diger yontem IV. basamaktan Runge-Kutta yontemidir

3.3 RKIV:IV. Basamaktan Runge-Kutta yon-
temi

Bu yontem, t; noktasinda ve ileri Euler yontemi ile ulagilan ¢; + h/2,t; 1 =
t; + h noktalarinda hesaplanan dort egimin agerlikly ortalamas: ile h adim
uzunlugu kadar ileri Euler yontemiyle ilerlemek suretiyle Y;,; noktasini be-
lirler:

my = f(tuYZ)
h
my = f(t@-—l-h/Q,Y;—i-qu)

h
mg = f(tz'—i‘h/?,YH-Emz)

my = f(t;+h,Y; + hms)
m = (mq+ 2mg+ 2ms +my)/6
Yisi, = Yi+hm
Yukarida tanimlanan my, my, ms ve my4 egimlerinin
{wy, we, ..., wy}
agirliklariyla olusturulan ve

k
g w;my
i=1

m =

- k
> wi
i=1
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egim=m P
-’
P
. ’
. P P
I Y
7 )
tY) Pty o 7z egim=m
’ -, )
., Py egim=m
z S5 ’
D Tk R .
- egim=m
------- an

Sekil 3.8: Runge-Kutta IV yontemi ile Y;;; yaklagimi

ile tanimlanan agirlikli ortalamasi(egimi) ile elde edilen Y;,; ileri Euler yon-
temi yaklagimi sematik olarak Sekil 3.8 de gosterilmektedir:

IV. basamaktan Runge-Kutta yontemi ile

(t;,Y;) noktasinda hesaplanan m; egimi,

e m; egimi ile (¢;,Y;) noktasindan h/2 kadar ilerleyerek elde edilen nok-
tada mey egimi,

e my egimi ile (¢;,Y;) noktasindan h/2 kadar ilerlemek suretiyle elde
edilen noktada hesaplanan ms egimi,

e my egimi ile (¢;,Y;) noktasindan h kadar ilerlemek suretiyle ulagilan
noktada hesaplanan m, egimlerinin

m = (my + 2mgy + 2m3 + my) /6

agirlikll ortalamasii hesaplar. Elde edilen bu agirlikli ortalama ile (¢;,Y;)
noktasindan ileri Euler yontemiyle h kadar ilerlemek suretiyle

Yiii=Y,+hm
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h=0.1 h=0.05
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 1
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
h=0.025 h=0.0125
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Sekil 3.9: Farkli adim uzunluklar: ile RKIV yaklagimlar:

yaklasimi hesaplanir. Ileri Euler yonemiyle ulagsilan egim hesaplama nokta-
lar1, aranan ¢oziim egrisi yerine yaklagim hatalari nedeniyle genelde komsu
¢oziim egrilerine ait egriler iizerinde yer alirlar. O halde yontem, komsu
¢oziim egrileri {izerinden elde edilen egimlerinin aranan ¢oziim egrisi icin uy-
gun olmasi durumunda iyi sonuclar verir.

Sekil 3.9 de Ornek 3.3 e ait yaklagimlar ve gercek coziim egrileri farkh
adim uzunluklar i¢in verilmektedir. Sekil 3.6 ve Sekil 3.9 karsilagtirildiginda
adim uzunlugunun kiiciik secilmesi gereken problemlerde RK-IV iin RKII
ye gore daha iyi sonug verdigi, ancak elde edilen sonuclarin baglangic nok-
tasinin belirli bir komsulugunun 6tesinde tekrar yuvarlama hatalar:1 nedeniyle
komsu coziim egrilerinin davranigindan etkilendigi goriilmektedir. Bu du-
rumda komsu ¢oziim egrilerinin egimini referans alan ileri Euler, Diizeltilmis
Euler(Heun, RKII) veya RKIV yontemlerinin Ornek 3.3 igin iyi sonuclar ver-
mesi beklenmemelidir.
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Runge-Kutta IV, doérdiincii basamaktan bir yontemdir(Aligtirma 14).

yl =t+2y,y(0) =0

baslangic deger problemi verilmis olsun. h = 1/4 alarak [0, 1] araligin-
daki

(a) Y1 =y(0) = 0 igin, Y3 ve Y3 Yamuk yaklasimlarini h > 0 sabit adim
uzunlugu cinsinden hesaplayiniz.

(b) h = 1/4 alarak [0,1] araligindaki Yamuk yaklasimlarini hesaplayarak
asagidaki tabloda bos birakilan degerleri doldurunuz. Sonuglarinizi
virgiilden sonra bes basamak alacak bicimde yuvarlayiniz.

t; Y

0 0

0.25 o,
0.50 0.19444

0.75 o
1 1.1790

(c) Problemin gercek c¢éziimiinii belirleyiniz.

(d) t =1 noktasindaki kiimiilatif hata nedir?

2. Soru 1 de verilen baslangic deger problemi ve h adim uzunlugu icin yine
ayni aralikta

(a) Runge-Kutta(ll) yaklasimlarini hesaplayarak asagidaki tabloda bos birakilan
degerleri doldurunuz.

t Y;

0 0

0.25
0.50 0.16016

0.75
1 0.99323
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(b) t = 1 noktasindaki kiimiilatif hata nedir?

. >> f =inline(/t + 2 x y/, 1t1, 1y!) ile fonksiyonunuzu MATLAB/OCTAVE

ortaminda tanitarak
>> [T,Y] = 0de23(f,[0,1],0)(MATLAB) veya
>>T =0:0.1:1; iginY = lsode(f,0,T)(OCTAVE)

komutu ile yaklasik ¢céziimleri elde ediniz. Elde ettiginiz yaklasimlari Yamuk,
Runge-Kutta yaklasimlari ve gercek degerlerle karsilastiriniz.

. Soru 3 de elde ettiginiz yaklasimlarin grafigini cizdiriniz. Ayrica gercek

¢oziimiin ode23(veya lsode) ile belirlenen T noktalarindaki degerini hesap-
layiniz. Gergek ¢oéziimiin grafigini de ayni eksende ¢iziniz.

. Soru 4 de ode23 ile elde edilen yaklasimlari inceleyerek, T' noktalari ara-

sindaki uzakhgin nasil degistigini gézlemleyiniz. Gercek ¢éziim degerlerinin
degisimi ile ' noktalari arasindaki uzaklik degisimi arasinda bir iliski gériiyor
musunuz?

. Bu béliimde verilen Yamuk ybntemine ait Program 3.1 | Soru 1 de veri-

len baslangic deger problemi icin [0,1] araliginda h = 0.1 ve h = 0.05
adim uzunluklari igcin ¢alistiriniz. Her iki h degeri icin elde edilen kiimiilatif
yaklasim degerlerini hesaplayarak aralarindaki yaklasik iliskiyi gézlemleyiniz.
h = 0.0250 adim uzunlugu igin de ayni islemi tekrarlayiniz. Elde ettiginiz
sonuglar Yamuk yonteminin ikinci basamaktan bir yontem oldugunu dogru-
luyor mu?

. Yamuk yéntemi icin verilen Program 3.1 i diizenleyerek

>> [T,Y] = rk2(f, tanim, y1, h)

komutu ile Runge-Kutta(ll) yaklasimlarini hesaplayacak bigcimde diizen-
leyiniz. Burada tanim verilen problemin tanim araligidir, 6rnegin [0, 1] gibi.

. Soru 7 de gelistirdiginiz programi Soru 1 de verilen baslangic deger problemi

icin calistiriniz. Programla elde ettiginiz degerler hesap makinesi yardimiyla
buldugunuz sonuglari dogruluyor mu?

. Soru 6 y1 Runge-Kutta(ll) yéntemi icin tekrarlayiniz. Elde ettiginiz sonuclar

yontemin ikinci basamaktan bir yéntem oldugunu dogruluyor mu?
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10. Yamuk yéntemi icin ifade edilen sartlar ile Runge-Kutta(ll) yénteminin
kesme hatasinin da O(h?), h— > 0 oldugunu gésteriniz.

11. Soru 7 de gelistirdiginiz rk2 programini diizenleyerek
>> [T,Y] = rkd(f, tanim, y0, h)

komutu ile Runge-Kutta(lV) yaklasimlarini hesaplayacak bicimde diizen-
leyiniz.

12. Yontemleri Karsilastiralm: Yamuk ybntemi ile rk2 ve rk4 programlarini
Soru 1 de verilen problem icin [0, 2] araliginda yaklasik ¢éziimlerini bulmak
icin kullanalim:

(a) Oncelikle h = 0.1 adim uzunlugu ile yamuk yontemi icin elde ettiginiz
yaklasimlarin grafigini ciziniz.

(b) Ayni adim uzunlugu icin Runge-Kutta(ll) yaklasimlarinin farkli bir
grafik ¢izim isaretgisi, 6rnegin >> plot(T,Y, o—") komutu ile grafigini
cizdiriniz.

(c) b) deki islemleri Runge-Kutta(lV) icin tekrarlayarak farkli bir grafik
cizim isaretgisi, 6rnegin >> plot(T, Y, x—") komutu ile grafigini ¢izdiriniz.

(d) T vektérii ile belirtilen noktalarda gercek céziim degerlerini elde ed-
erek, ayni eksende ve farkli renkte (>> plot(T,Y, —k') ) grafigini
cizelim. Neler gézlemliyorsunuz? Runge-Kutta(lV) ile gerceklestir-
ilen ekstra islemler diger yontemlere gére daha iyi bir yaklasim elde
etmenizi sagladi mi?

15.
yl =1y + cos(t) — sin(t),y(0) =0

baslangic deger problemini tekrar gézéniine alalim.

(a) h = 0.2 adim uvzunlugu ile [0,11] araligindaki rk4 yaklasimlarini
hesaplayalim. t = 2 icin kiimiilatif hata nedir?

(b) h = 0.1 adim uzunlugu ile [0,11] araligindaki rk4 yaklasimlarini
hesaplayalim. t = 2 icin kiimiilatif hata nedir?

(c) a) da elde ettiginiz kiimiilatif hatanin b) de elde ettiginiz hataya orani
hesaplayiniz. Dérdiincii basamaktan yéntem icin bulmaniz gereken 16
oranini yaklasik olarak bulabildiniz mi?
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14. Proje: Yeterince diizgiin ¢éziime sahip bir baslangic deger problemi icin
Runge-Kutta(1V) yénteminin yerel kesme hatasinin O(h*), h— > 0 oldugunu
gosteriniz.

Erhan Coskun, Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



