Bolim

Yiiksek basamaktan ¢ok adim Sonlu
Fark Yontemleri

Bu boliimde, birinci basamaktan baslangi¢ deger problemleri icin

e Cok adim (Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Deneme-Diizeltme ve
GeriFark) yontemlerinin

— nasil elde edildiklerini,
— pratik problemlere nasil uygulandiklarini,
— hata analizlerini ve

— diger yontemlere gore avantaj ve dezavantajlarini kapsaml olarak
inceliyoruz.

e Mevcut kaynaklardan farkli olarak, sayisal yontemlerin performanslarini
yon alanlar1 kapsaminda degerlendirerek kapsaml bir analiz gercek-
lestiriyoruz.

4.1 Cok Adim yontemleri
Su ana kadar inceledigimiz yontemlerde Y;,; yaklagiminin belirlenmesi icin

sadece bir onceki yaklagim yani Y; nin kullanilmas1 gerekmekteydi. Bu tiir
yontemlere tek adim yontemi adi verilmektedir. Ancak Y;,; yaklagimi icin
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2 Yiiksek basamaktan cok adim Sonlu Fark Yoéntemleri

oncekim adet Y;,Y; 1, ..., Y1 yaklagimlarim kullanan yontemler de mev-
cuttur.
y = flty),t>a (4.1)
y(a) = i

(4.1) problemi i¢in en genel m-adim yontemi

Y+ oY+ Y1 4+ anYigi-m)/h (4.2)
= Bof(tis1,Yig1) + B f (i, Ys) + - + B f (tig1—m, Yig1-m)

ile verilir.
(4.2) ile verilen m—adim yonteminde

ar=—-l,aa=---=0a, =0

secenegine karsilik gelen yontemlere Adams' yontemleri ad1 verilir.

Adams yontemlerinde 3, # 0 olmasi durumunda Y;,; yaklagimi acik¢a
onceki yaklagimlar cinsinden ifade edilemez, bu durumda bu yontemler kapalz
Adams yontemleri veya Adams-Moulton? yéntemleri olarak adlandirilirlar.
Oteyandan 3, = 0 olmasi durumunda ise Y;;; yaklagim onceki yaklagimlar
cinsinden agikc¢a elde edilebilir. Dolayisiyla bu yontemler a¢ik Adams yon-
temleri veya Adams-Bashforth® yontemleri olarak adlandirilirlar.

4.1.1 Adams-Bashforth yontemleri
(4.1) problemi i¢in m—adim Adams-Bashforth yontemi

Yipr =Yi)/h = B f (i, Vo) + - 4 B f(livrom: Yigrom), (4:3)

ile verilir.
(4.3) yontemin [ katsayilar1 yontemin kesme hatasinin mertebesini mak-
simize edecek bicimde secilir.

!John Couch Adams(1819-1892), ingiliz matematik¢i ve uzaybilimci.
?Forest Ray Moulton(1872-1952) Amerikali uzaybilimci.
3Francis Bashforth(1819-1912) Ingiliz uygulamali matematikci.
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4.1 Cok Adim yontemleri 3

Ornegin m = 1 icin elde edilen

(Yisr = Yi)/h = B, f(t:, Vi) (4.5)

yonteminin yerel kesme hatasi

Ey(ti, h) = (y(tiv1) —y(t:)) /b — B f(ti, y(t:)
olup, y(t;11) in t; noktasindaki Taylor agilimi ve y/(t;) = f(;, y(t;)) oldugu
kullanilarak,

Ey(tih) = [y(ts) + hy!(t:) + h*/2y" (c) — y(t:)]/h — By (t:)
= (1= B)y/(t:) + h/2y"(c)
elde edilir, burada ¢ € (¢;,t;1).

Yontemin diferensiyel denklemle uyumlu olmasi igin 3; = 1 degerini
almalidir. Bu durumda elde edilen (4.5) yontemi ise ¢nceki boliimde in-
celedigimiz Ileri Euler yontemidir. O halde Ileri Euler yéntemi bir adim
Adams-Bashforth yontemaidir.

m = 2 igin elde edilen

(Yier = Y5)/h = By f(t:,Yi) + B f (ti-1, Yio1)
yontemi icin de
J(tic1, Yic1) = yi(tiza) = y/(t:) — by (t:) + h? /24" (c2)
acilimini kullanarak benzer islemler uygulamak suretiyle
Ey(tih) = [y(t) + hy!(ti) + h*/2y"(t:) + h° /6y (c1) — y(t:)]/h
—01y'(t:) = Ba(yr(ts) — hy" (t:) + B2 /2" (c2))
= (1=51 = Ba)y/(ti) + h(1/2 + By)y" (t:)
+R2((Y" (1)) /6 — B2/2y" (c2))
elde edilir.
By =—1/2,8,=3/2
icin kesme hatasi
Ey(tih) = h*[1/6y" (1) +1/4y" (c2)]
5/12h%y" (¢),

1
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4 Yiiksek basamaktan cok adim Sonlu Fark Yoéntemleri

¢ € (t;,ti11) elde edilir. O halde
(Yier = Y5)/h=3/2f(t;,Y:) — 1/2f (ti1, Yio1) (4.6)

Adams-Bashforth yontemi ikinci basamaktan bir yontemdir. Ayrica t;,;
noktasindaki yaklagim icin ¢; ve ¢;_;—inci adimlar gerektigi icin yontem
iki-adiml yontem olarak tanimlanmaktadir ve kisaca Adams-Bashforth(II)
notasyonu ile gosterilir.

Benzer bigimde ¢ ve dort adiml ve sirasiyla iigiincii ve dordiincii basa-
maktan olan Adams-Bashforth yontemlerine ait 5 lar ve kesme hatalar Tablo
4.1 de verilmektedir|?].

m | By | B By B3 B4 Ex(t, h)

110 J1 1/2hy"(c)

2 [0 [3/2 [-1/2 5/12h%y"(c)

3 10 |23/12| —16/12 | 5/12 3/8h3y ) (c)

4 [0 [55/24 ] —59/24 | 37/24 | —9/24 | 251/720h*y")(c)

Tablo 4.1: Adams-Bashforth Yontemi 3 katsayilar1 ve kesme hatalari

Y = fty) =2y — 4™ y(0) = 1
Baslangi¢ Deger Problemi verilmis olsun.
e Problemin gercek ¢oziimiini belirleyiniz.

o Y1 = y(t1) = y(0) = 1 olmak tizere ty = h > 0 noktasindaki Yz yak-
lastmine Runge-Kutta-1I yonteminden elde ediniz.

o t3 =2h > 0 noktasindaki Ys yaklagvmina (4.6) ile tanimlanan Adams-
Bashforth(I1) yontemi yardvmyla elde ediniz.

Verilen problemin genel ¢oziimiinii
y(t) = ce* + e

olarak elde ederiz.
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4.1 Cok Adim yontemleri 5

e y(0) = 1 baslangi¢ sart1 mutlak degerce hizla artan ce* terimini yok
ederek y(t) = e=% 6zel ¢oziimiinii vermektedir.

o
my = f(t, Y1) = f(0,1) = =2,
my = f(ty, Y1+ hmy) = f(h,1—2h) = 2(1 — 2h) — 4e~ "
icin
m = (my +my)/2=—2e"2" —2h
ve

Yo=Y, 4+ hm=—2he 2" —2h% +1

elde ederiz.
e Adams-Bashforth(II) yonteminden

Yz = Yo+ h/2[3 x f(ts,Y2) — f(t1,Y1)]
= Yo+ h/2[3 x (2, — 4e7") — (2Y] — 4)]
= (3h+1)Yy — hY; — 6he " +2n
= —6h% — (1 +3eM)2h% + (1 — 2¢72")4h + 1

yaklagimim elde ederiz.

4.1.2 Adams-Moulton yontemleri

(4.1) problemi igin m—adim Adams-Moulton yontemi

( i+1 — )/h = 50]0( i+1, z+1) + Blf(th Y;) + -+ ﬂmf(tzﬂrlfm? Y;+1£4;;7,)
Yi = yla),i=mm+1,---

ile verilir.
m = 1 i¢in elde edilen

(Y = Yi)/h = Bof (tira, Yier) + B1f (8, Y5)

yonteminde [, ve 3, katsayilar1 da Adams-Bashforth yonteminde de oldugu
gibi yontemin mertebesini maksimize edecek bigimde secilir. Ancak Adams-
Bashforth yonteminde izledigimiz yoldan farkli olarak, £ katsayilarini agagi-
daki argiiman yardimiyla da elde edebiliriz:
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6 Yiiksek basamaktan cok adim Sonlu Fark Yoéntemleri

e Yontem y =t ¢oziimiine sahip olan

baglangi¢c deger problemini hatasiz ¢tzebilmelidir:

Gercgek ¢oziim y = t dir. Bu ¢oziim icin kesme hatasi

(Y(tiva) —y(t:))/h = Bof (tixr, y(tivr)) — B f(t,y(t:) =0 (4.8)

olmalidir. Burada f(¢,y) = 1 oldugu da kullamlarak

50 + 51 =1
elde edilir.

By, # 0 olmasi sartiyla degisik secenekler mevcuttur. Ornegin (3, =
1,8, = 0 secimi ile bilinen Geri-Euler yontemini elde ederiz. Ancak
daha yiiksek basamaktan yontem arayabiliriz:

e Yontem y = t? ¢oziimiine sahip
yl =2t,y(0) =0

baglangi¢c deger problemini hatasiz ¢ozebilmelidir:

y = t? ¢oziimii ve f(t,y) = 2t fonksiyonlar1 (4.8) i her ¢; i¢in sagla-
malidir. Ornegin ¢; = 0 icin

ti+1 — tl + h - h
olup (4.8) dan
h?/h — By2h =0
veya 3, = 1/2 ve dolayisiyla da 5; = 1/2 elde edilir.

Bu durumda elde edilen yontem daha once inceledigimiz Yamuk yon-
temidir. Benzer bigimde diger yiiksek basamaktan Adams-Moulton yontem-
lerine ait $ parametreleri ve kesme hatalar elde edilebilir.
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4.1 Cok Adim yontemleri 7

m | By 51 By B3 Ek(ta h)

1 [1/2 [1/2 —1/12h%y" (c)
2 |5/12|8/12 | —1/12 —1/24h3y") (¢)
3

9/24 | 19/24 | —5/24 | 1/24 | —19/720h*y™)(c)

Tablo 4.2: Adams-Moulton yontemine ait 3 lar ve kesme hatasi

Adams-Moulton yontemine ait 5 lar ve kesme hatasi Tablo 4.2 de belir-
tildigi gibidir[?].

Tablo 4.2 den m-adim Adams-Moulton(kapali) yonteminin(m + 1) — inci
basamaktan oldugu goriilmektedir. Oysa Tablo 4.1 den m adim Adams-
Bashforth(ag¢ik) yonteminin m-inci basamaktan oldugu goriilmektedir. Bu
ozellik kapali yontemlerin tercih edilmesinin nedenlerinden birisidir.

Ornek 4.1 i Adams_Moulton(I) yontemi igin tekrarlayinaz.

[0,2.5] arabginda h = 0.1 advm uzunlugu ile Adams_ Bashforth ve Adams_ Moulton

yaklasimlary ile gercek ¢oziim degerlerini t = 0.5,1,1.5,2,2.5 degerlerinde
olusan hatalar ile birlikte tablo yardimayla listeleyiniz.

o Y, = e72" gercek ¢oziim degeri i¢in Adams-Bashforth(II) yonteminden

Yy + h/2[f(ta, Ya) + f(t3,Y3)]

e B/ (h e ™)+ F(2h Vi)

= e " 4 h/2[2e7" — de 4 2Y5 — de™ ]
— 672h 4 h(YE}, o 672h o 2674h)

Y3

2h _ 2h o—4h olde ederiz.

olup, buradan Y3 = e~ ih

o ¢ =0.5,1,1.5,2.2.5 degerlerine karsilik gelen Adams-Bashforth (Yz.sp),
Adams-Moulton (Y ou) ile gergek ¢oziim degerleri(Ygercer) ve olusan
hatalar, Hatag,s, ve Hatap;,¢ Tablo 4.3 de sunulmaktadir. Tablo 4.3
degerlerinden de anlagilacag iizere her iki yontem de kiimiilatif hata-
lar artan ¢t degerleri icin artis gostermektedir, ancak Adams-Bashforth
yonteminde olugan hatalarin nispeten daha fazla oldugu goriilmektedir.

o Adams-Moulton yontemlerinin kapali olmas ilgili yaklagimlarin elde
edilmesi konusundaki giicliigii, diger bir deyimle dezavantaji da be-
raberinde getirir.
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8 Yiiksek basamaktan cok adim Sonlu Fark Yoéntemleri

t YBash YMoult YGergek HataBash HataMoult
0 1 1 1 1 0

0.5 ] 0.3809 | 0.3682 | 0.3679 | 0.0130 0.0003

1 0.1783 | 0.1363 | 0.1353 | 0.0430 0.0010
1.5 1 0.1678 | 0.0525 | 0.0498 | 0.1180 0.0027

2 0.3355 | 0.0257 | 0.0183 | 0.3172 0.0074
2.5 0.8570 | 0.0269 | 0.0067 | 0.8503 0.0202

Tablo 4.3: Adams-Bashforth ve Adams-Moulton yaklagimlari

e Bu durumda asagidaki boliimde incelenen ve her adimda agik ve kapali
yontem ¢iftini kullanan Deneme-Diizeltme yontemleri kullanilmaktadir.

4.1.3 Deneme-Diizeltme yontemleri

Adams-Moulton gibi kapali yontemlerin tek bagina kullanilmasi her adimda
iteratif bir yontemin kullanilmasini gerektirir. m = 1 i¢in bir Adams-Moulton
yontemi olan Yamuk yonteminde her adimda iteratif yaklagimlar hesapla-
yan program ornegini Ornek 4.2 de inceledik. Alternatif bir yaklagim ise
bir agik yontemi kullanarak elde edilen yaklagimi tahmini bir deger(deneme)
olarak kabul etmek suretiyle, kapali yontem ile ilgili yaklagimi belirlemek-
tir(diizeltme). Boylece kapali yontemin dezavantagi olan yaklagimin belirlen-
mesi problemi ¢oziilerek, yontemin avantajlarindan faydalanma sansi olur.

Ornek 4.2 de incelenen iteratif yontem ile birlikte Yamuk yontemini uygu-
lamak yerine, Yamuk yontemi bir acik yontemle birlikte uygulanabilir.

Ornegin m = 1 i¢in Adams-Moulton yontemi (Yamuk Yontemi), m = 1
icin Adams-Bashforth yontemi ile birlikte kullanmilarak kisaca DD1 olarak
adlandiracagimiz

P = Y, + hf(t;,Y;)(deneme) (4.9)
Yipn = Yi+h/2[f(t:, Vi) + f(tina, P)](diizeltme)
deneme-diizeltme yontemi elde edilir. Elde edilen bu yontemin daha énceden

inceledigimiz Diizeltilmig Fuler veya II. basamaktan Runge-Kutta yontemi
olduguna dikkat ediniz.

Birinci basamaktan olan deneme yonteminin(bu durumda ileri Fuler
yontemi), II. basamaktan yamuk yonteminin sag tarafindan yer alan Y4
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4.1 Cok Adim yontemleri 9

degerinin tahmininde(dizeltilmesinde) kullamilmasinan, yontemin basamagini
degistirmedigine dikkat ediniz.

Bir diger deneme-diizeltme ¢ifti m = 2 i¢in DD2 olarak adlandiracagimiz
Adams-Bashforth ve Adams-Moulton ikilisidir:

P = Y.+ h/23f(t;,Y:) — f(ti—1,Yi—1)](deneme) (4.10)
Y;'+1 == Y; + h/12[5f(t1+1, P) + 8f(tl, Y;) - f(tl;l, Y;,l)](duzeltme)

D2 yontemine ait Program 4.1 agagida verilmektedir.

% II. Basamaktan bir Deneme-Diizeltme yontem uygulamasi
% [T,Y]=dd2(f,tanim,y,h); tanim=[t1,tson]

function [T,Y]=dd2(f,tanim,Y1,h)
ti1=tanim(1) ;tson=tanim(2) ;T=t1;Y=Y1;
t2=t1+h;

tanim=[t1,t2];
[T,Y]=rk2(f,tanim,Y1,h) ;

Y2=Y(2);

while t2 <tson
t3=t2+h;
P=Y2+h* (3/2%f (£2,Y2)-1/2%f (t1,Y1));
Y3=Y2+h/12* (5% f(t3,P)+8*f(t2,Y2)-f(t1,Y1));
Y1=Y2; Y2=Y3;t1=t2;t2=t3;
T=[T;t3];Y=[Y;Y3];

Program 4.1: II. Basamaktan Deneme-Diizeltme Uygulamasi

m = 3 i¢in DD3 olarak adlandiracagimiz

P = Y+ h/12023f(t ) — 16f (b1, Yin) 4 5f (6o, Yio)]  (4.11)
Yiepn = Yi+h/24[9f(tipr, P) +19f(t:,Y:) — 5f (tic1, Yic1) + f(ti—2, Yiea)]
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10 Yiiksek basamaktan ¢ok adim Sonlu Fark Yontemleri

deneme-diizeltme yontemi elde edilir. (4.11) yontemi i¢in uygun program
problemler kisminda verilmektedir.

y =y —sin(t),y(0) = 1/2
baslangic deger problemini gézéniine alalim. h = 0.1 adim uzunlugu ile Runge-

Kutta yontemi, DD2 (4.10) ve DD3(4.11) yéntemi yaklasimlarini elde ederek,
gercek ¢oziim ile birlikte ayni eksende grafiklerini ¢iziniz.

Problemin y(0) degeri cinsinden analitik ¢6ziimii
y = (e"(2y(0) — 1) +sin(t) + cos(t)) /2

olarak elde edilir. y(0) = 1/2 noktas1 komgulugunda ¢oziim egrileri farkh
davranig sergilemektedirler.

Belirtilen yaklagimlar verilen probleme ait yon alanlari igerisinde Sekil 4.1
de verilmektedir.

DD2 ve DDS3 igin gerekli baslangic degerleri RK) yonteminden elde
edilmigtir. Sekil 4.1 den ¢oziim egrilerinin y(0) = 1/2 komsulugunda artan
t degerleri icin birbirlerinden uzaklasan yoriingeler takip ettikleri goriilmek-
tedir. Komsu ¢oziim egrilerinin davraniglarinin sayisal yontemleri belirli bir
t anindan itibaren nasil olumsuz bigimde etkiledikleri Sekil 4.1 den goriil-
mektedir. Her ii¢ yontemin de belirli bir noktadan sonra farkli baglangig
degerlerine ait ¢oziim egrilerini takip ettikleri goriilmektedir.
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Sekil 4.1: Ornek 4.3 i¢in RK2(kare),DD2(0),DD3(*),gercek coziim(+)

1-10 numarali sorularda
y! = ysin(t),y(0) = 0.5 (4.12)
baslangic deger problemini gézéniine alalim. Probleme ait yon alanlari Sekilde
goriildiigii gibidir.
1.
}/73—&-1 = }/z + h’/2[3f(t7,7}/2) - f(ti—17§/i—1)]7i = 27 37 s

Adams-Bashforth(ll) yéntemini gézéniine alahm. Y, = y(t1) = 0.5 olmak
lizere,

(a) Verilen baslangic deger probleminin gercek ¢éziimiiniin

y = y(o)el—cos(t)

olarak verildigini kontrol ediniz.

(b) h = 1/4 alarak hesap makinesi yardimiyla Yy yaklasiminin Runge-
Kutta(ll) yéntemi yardimiyla elde ediniz.

(c) t = 1/2 noktasindaki yaklasimi Adams-Bashforth(ll) yéntemini yardi-
miyla hesaplayiniz.

(d) t = 1/2 noktasinda olusan hatay: belirleyiniz.
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[T,Y] = AdamBashII(f,tanim,y0,h)

yazilmi ile ¢alisan program gelistiriniz. Bunun icin asagidaki program
parcasini kullaniniz.

T=t1;Y=y1
t2=t1+h;
yiki=exp(-2+*h) ;
T=[T;t2];Y=[Y;yiki] ;ni=n-1;
for i=1:nl
fark=1;yucbir=yiki;
while fark>tol
yuciki=yiki+h/12* (5*f (t2+h,yucbir)+. ..
8xf (t2,yiki)-f(t1,ybir));
fark=abs(yuciki-yucbir);
yucbir=yuciki;
end
ybir=yiki;yiki=yuciki; tl1=t2;t2=t2+h;
T=[T;t2];Y=[Y;yikil;
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4.1 Cok Adim yontemleri 13

(a) Gelistirdiginiz kod ile h = 0.2 alarak yukarida verilen problemin [0, 10]
araligindaki yaklasimlari  hesaplayiniz.

(b) h = 0.1 almak suretiyle belirtilen araliktaki yaklasimlari hesaplayiniz.

(c) (a) ve (b) sikkinda elde ettiginiz sonuglardan t = 10 noktasindaki
kiimtilatif hatalari hesaplayiniz.

(d) (c) sikkinda elde ettiginiz hata degerleri yontemin ikinci basamaktan
oldugunu dogruluyor mu?

Yign = Yi+h/12[5f (tir1, Yigr) +8f (i, Vi) — f(ti1, Yio1)]

Adam__ Moulton yéntemini gézéniine alalim.

(a) Yoéntemi 4.12 ile verilen probleme uygulayarak Y; ., yaklasimini'Y; ve
Y;_1 yaklasimlari cinsinden elde ediniz.

(b) h = 1/4 almak suretiyle Soru 1 de elde edilen Ys yaklasimini kulla-
narak t = 1/2 noktasindaki yaklasimi hesaplayiniz.

4. Soru 3 a) da elde ettiginiz yaklasimlari hesaplayan bir kod hazirlayiniz.

(a) hazirladiginiz kodu [0, 10] araliginda h = 0.2 ve h = 0.1 adim uzun-
luklari igin test yapiniz.

(b) Soru 1 a) da elde ettiginiz gercek ¢oziim degerlerini kullanarak yén-
temin pratik olarak ta ligiincii basamaktan oldugunu gézlemleyiniz.

5. Soru 3 de verilen yéntemin kesme hatasini hesaplayiniz. Yol gésterme:
kesme hatasinin

Ex(t,h) = (y(tiv1) — y(t))/h — 1/12(=y (tim1) + 8y'(t:) + 5y/(ti41))

olarak verildigine dikkate ederek, Taylor teoremi yardimiyla y(t;.1),y/(t;_1)
ve y/(t;y1) fonksiyonlarinin t; noktasindaki agilimlarini hesaplayiniz. vy
nin ¢6ziim bolgesinde dordiincii basamaktan siirekli tiireve sahip oldugunu
kabul ediniz.
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6. Adams_Bashforth yontemini deneme ve Adams__Moulton yontemini diizeltme
yéntemi olarak kullanan ve yukarida verilen DD2(4.10) yéntemini kullan-
mak suretiyle (4.12) problemini [0, 10] araliginda ve h = 0.1 adim uzunlugu
ile ¢éziiniiz.

7. h =0.2,0.1.0.05 adim uzunluklari ve DD2(4.10) yéntemi ile t = 10 nok-
tasindaki kiimiilatif hatalari belirleyiniz. Yéntemin gézlemlenen basamagi
hakkinda ne soyleyebilirsiniz.

8. DD2 programini gelistirerek (4.11) ile verilen algoritmayi

[T,Y] = dd3(f,tanim,y, h)
komutuyla calistiran Program 4.2 asagida verilmektedir.

% III. Basamaktan bir deneme-diizeltme
% yontem uygulamasi
% [T,Y]=dd3(f,tanim,y,h)

function [T,Y]=dd3(f,tanim,Y1,h)
ti=tanim(1) ;tson=tanim(2) ;T=t1;Y=Y1;
t2=t1+h;t3=t2+h;

tanim=[t1,t3];

[T,Y]l=rk2(f,tanim,Y1,h) ;%rk2

Y2=Y(2);

Y3=Y(3);

while t3 <tson
t4=t3+h;
P=Y2+h/12% (23%f (t3,Y3)-16%f (t2,Y2)+5% f(t1,Y1));
Y4=Y3+h/12% (5% f(t4,P)+8*f(t3,Y3)-f(t2,Y2));
Y1=Y2; Y2=Y3;Y3=Y4;t1=t2;t2=t3; t3=t4;
T=[T;t4];Y=[Y;Y4];

end

b

Program 4.2: I1I. Basamaktan Deneme-Diizeltme Uygulamasi
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DD3 programini ¢alistirarak (4.12) ile verilen baslangic deger problem-
ini ¢oziiniiz. DD3 ile elde edilen sonuglari DD2, RK(Il) ve RK(IV) ile
karsilastriniz.

9. Soru 8 deki DD3 programinda baslangic degerlerinin elde edildigi iki ¢izgi
arasindaki
[T,Y] = rk2(f, tanim, Y1, h)

satirini daha énceden hazirlamis oldugunuz ve
[T, Y] = ieuler(f, tanim, Y1, h)

komutu ile calisan ileri Euler yéntemiyle yer degistiriniz. Sonuglarinizda
degisiklik oldu mu?

10. (Proje) Cok adim yséntemlerinin baslatiimasinda gerekli olan baslangic deger-
lerinin diisiik basamakli yontemlerden secilmesi durumunda, nasil sonuglar
elde edilebilecegini inceleyen bir proje hazirlayiniz. Bunun icin bu béliimde
calisilan ornekleri test yapmak amaciyla kullanabilirsiniz.

4.1.4 Geri Fark yontemleri

(4.2) ile verilen m—adim yénteminde
Bi=0Fy=-=0,=0
secmek suretiyle elde edilen
(Yigr + Vi +aoYig -+ anYipr-m)/h = Bof (tiy1, Yir1)

yontemine m—adim Geri Fark yontemi adi verilir. aq, ao, . . ., a,, sabitleri
ise kesme hatasinin basamagini maksimize edecek bicimde secilir.

m = 1 i¢in elde edilen yontem daha 6nceden bildigimiz Geri Euler yon-
temidir.

m = 2 i¢in

(Vi1 +aaY; + oY1) /h = By f(tis1, Yis1)

iki adim Geri Fark Yontemini(GeriFarkM?2) elde ederiz. Yontemdeki kat-
sayilar kesme hatasinin basamagini maksimize edecek bigimde secilir:
t; noktasindaki kesme hatasi
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16 Yiiksek basamaktan ¢ok adim Sonlu Fark Yontemleri

Ei(ti, h) = (y(tiv1) + aay(t) + aoy(ti-1))/h — Bof (tiy1, Yir1)

olarak elde edilir. f(t;y1,Yi+1) = y/(t;11) olduguna dikkat ederek, y(t;11) ve
y(t;_1) in t; noktasinda Taylor agilimlar: kullanilarak

Ey(ti,h) = [y(t:) + hyr(t:) + h? /2" (t:) + h* 6y (1) + ary(t:)
+an(y(t:) — hy!(t) + h?/2y" (t;) — B° /6y (c2))] /R
—Bolyr(t:) + hy" (t:) + h*/2y" (c3)]
= (1+oa1+a)y(ts)
+(1 — az — Bo)y!(t:)
+(1/2 +1/2a2 — Bo)y" (t:)
+O(h?)

elde ederiz. Kesme hatasinin basamagini maksimize edebilmek i¢in

1+0&1+042 =0
]._ag_ﬁo - 0
1/2+41/200— 8, = 0

saglanmalidir. Yukaridaki sistem ¢oziilerek 5, = 2/3, a4 = —4/3, a2 = 1/3
elde edilir. Bu durumda hata

Ey(tih) = h*(1/6y"(c1) —1/18y" (c2) — 1/3y" (c2))
>~ —2/9h%y"(c)

olarak elde edilir. Diger bir degimle yontem, yani GeriFarkM2,

Yier = 4/3Y; —1/3Yi1 +2/3hf(tix1, Yier), 0 = 2,3, ...
i = y(a)

olarak ifade edilebilir.

GeriFarkM2 yontemi ile ilgili olarak iki nemli noktay:1 vurgulamak gerek-
mektedir. Birincisi yontem kapali bir yontem olusu, ikincisi ise iki adim
yontemi olmasi nedeniyle tek bagina basglatilamamasidir.

Yontemin kapali olusu her adimda yukarida incelenen Yamuk yon-
teminde oldugu gibi uygun bir iteratif yontemin belirtilen kriter saglanana
kadar uygulanmasini gerektirir.
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Yontemin ¢ok adim yontem olusu ise baglatilabilmesi icin bir tek
adim yontemine ihtiya¢ duyulmasini gerektirir. Ornegin Y; = y(a) baslangic
degerinin bilindigini kabul ederek tanim kiimesi igerisinde hesaplayabilecegimiz
ilk deger Y3 degeridir. Fakat bu ise Y5 degerinin bilinmesini gerektirir. Bu
bakimdan uygun bir tek adim yontemi ile Y5 degerinin hesaplanmasi gerek-
mektedir.

Program 4.3 ile elde edilen yaklagimlarin baslatilabilmesi igin gerekli ilk
yaklagim Ys = y(t2) Geri Euler yontemi yardimiyla hesaplanmaktadir. Yj igin
ilk yaklagimi Y3; = Y5 kabul etmek suretiyle iterasyon degerleri arasindaki
fark epsilondan kii¢iik olana kadar yeni yaklagim degerleri hesaplanmaktadir.
Soz konusu fark epsilondan kiigiik kaldiginda elde edilen en giincel yaklagim
Y3 = Y35 yaklagimi olarak kabul edilmektedir. Elde edilen yaklagimlar( Y; =
Y5, Yo = Y3) ve zaman degisken degerleri(t; = to;ty = t3) giincellenerek
iterasyon iglemine yeni zaman degeri ile devam edilmektedir.

Tablo 4.4 de bazi1 m degerleri i¢in Geri Fark yontemi katsayilar: ve hatalar
verilmektedir.

m | B, o 9 o oy Ex(t, h)
1 [1 —1 O(h)
2 12/3 | -4/3 |1/3 O(h?)
3 [6/11 | —18/11[9/11 | —2/11 O(h3)
4 | 12/25 | —48/25 | 26/25 | —16/25 | 3/25 | O(h*)

Tablo 4.4: Geri Fark Yontemi § katsayilar: ve kesme mertebeleri

1-5 numarali problemlerde
yr=y—2e " y0)=1 (4.13)

Baslangic Deger problemini kullaniniz. Diferensiyel denklemin yén alanlari ve bazi
baslangi¢c degerlerine karsilik gelen ¢6ziim egrileri asagidaki Sekilde verilmektedir.

y(0) = 1 noktasi komsulugundaki ¢éziim egrilerinin artan t degerleri icin
birbirlerinden hizla uzaklastiklar gériilmektedir. O halde problem hassas(stiff)
bir problemdir.

1. (4.13) ile verilen baslangic deger problemini ¢bziiniiz.

2. (4.13) problemini y(0) = 1 baslangic degeri yerine y(0) = ¢ (c sabit) keyfi
baslangic degeri ile ¢éziiniiz. y(0) baslangic degerinin 1 in komsulugundaki
kiiciik degisimlerinin ¢6ziimiin davranisini nasil etkiledigini gézlemleyiniz.
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% Sabit nokta iterasyonu ile II. basamaktan
% Geri-Fark uygulamasi
% [T,Y]=gerifark2(f,tanim,Y1,h)

function [T,Y]=gerifark2(f,tanim,Y1,h)
tl=tanim(1) ;tson=tanim(2) ;
eps=0.0001;
t2=t1+h;t3=t2+h;
tanim=[t1,t2];
[T,Y]=geuler (f,tanim,Y1,h);
Y2=Y(2);Y31=Y2;
while t2 < tson
fark=2*eps;
while fark > eps
Y32=4/3*Y2-1/3%Y1+2/3*h*f (t3,Y31);
fark=abs(Y32-Y31);

Y31=Y32;
end
Y3=Y32;Y1=Y2;Y2=Y3;
t1=t2;t2=t3;
T=[T;t3];Y=[Y;Y3];
t3=t3+h;

end

h

Program 4.3: II. Basamaktan Geri Fark Uygulamasi

3. h = 0.1 alarak (4.13) probleminin [0, 4] araligindaki yaklasik ¢éziimlerini

(a) Geri Euler Yontemi
(b) Yamuk Yéntemi

(c¢) Yukarida verilen gerifark2 yontemi ile cézerek elde ettiginiz sonuglari
gercek ¢oziimle karsilastiriniz.

(d) Gerifark2 programda gerekli Y, degerini programda belirtildigi iizere
geuler(Geri Euler) yontemi yerine Runge-Kutta(ll) ve Runge-Kutta(lV)
yontemleri ile hesaplayarak sonuglarinizi karsilastiriniz.
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(e) Bu defa da Y, degerini gercek ¢oziimden Yo, = y(h) elde ederek
yontemi ¢alistiriniz.

4. IV. basamaktan Geri Fark yontemi icin Program 4.4 de verilen gerifark4
programini inceleyiniz ve yukarida verilen Baslangic Deger Problemini h =
0.1 adim uzunlugu ile ¢calistiriniz.

5. (4.13) ile verilen problemi [0, 8] araliginda

(a) MATLAB ODE coziiciileri(ode23, ode45) ile ¢bziiniiz.

(b) Hassas(Stiff) problemler icin tasarlanan odelbs, ode23s ile ¢éziiniiz.
(c) Diger MATLAB ode ¢éziiciileri de deneyiniz(ode23t, ode23tb,ode113)
(d) Simdi de ayni problemi OCTAVE Isode programi yardimiyla ¢éziiniiz.

(e) Elde ettiginiz sonuglari karsilastiriniz.

yl =1y + cos(t) — sin(t),y(0) =0

Baslangic Deger Problemini tekrar gézéniine alalim. Verilen denkleme ait
yén alanlari ve ¢éziim egrilerini elde ediniz. Soru 5 i [0,15] araliginda bu
baslangic deger problemi icin tekrarlayiniz.

y=y—1y0)=1
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% Sabit nokta iterasyonu ile IV. basamaktan
% Geri-Fark uygulamasi
% [T,Y]l=gerifark4(f,tanim,Y1,h)

function [T,Y]=gerifark4(f,tanim,Y1,h)
tl=tanim(1) ;tson=tanim(2);
eps=0.0001;
t2=t1+h;t3=t2+h;t4=t3+h;t5=t4+h;
[T,Y]=rk4(f, [t1,t4],Y1,h);
Y2=Y(2) ;Y3=Y(3) ;Y4=Y(4) ;Y51=Y4;
while ti<tson
fark=2x*eps;
while fark>eps
Y52=48/25%Y4-36/25%Y3+16/25%xY2-3/25%Y1
+12/25%h*f (t5,Y51) ;
fark=abs(Y52-Y51); Y51=Y52;
end
Y5=Y52;t1=t2;t2=t3;t3=t4;t4=t5;
Y1=Y2;Y2=Y3;Y3=Y4;Y4=Y5;
T=[T;t5];Y=[Y;Y5];
t5=t5+h;
end

T

Program 4.4: IV. Basamaktan Geri Fark Uygulamasi

baslangic deger problemini gbzéniine alalim. Probleme ait yon alanlari ve
coziim egrilerini y = 1 dogrusu komsulugunda kabaca ¢iziniz. Soru 5 i
[0, 5] araliginda bu baslangic deger problemi icin tekrarlayiniz.
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