Bolim

Tek Adim Sonlu Fark Yontemlerinin
Mutlak Kararlilig:

Bir yontemin kararlilig:, 6nceki boliimde incelendigi iizere sabit bir noktada
adim uzunlugu sifira yaklagirken uyumlu bir yéntemle elde edilen sayisal
¢Oziimiin analitik ¢oziime yakinsamasini garanti eden bir kriterdir. Bu boliimde
inceleyecegimiz mutlak kararlihk kriteri ise, 6zellikle hassas problem olarak
adlandirilan ve sinirh ¢oziime sahip problemler icin biiyiik iterasyonlar ile
sayisal yontemin siirh ¢oziimler tiretebilmesi yetenegini test yapan bir kri-
terdir.
Bu boliimde mutlak kararlilik kriterini tanitarak,

e Asimtotik kararli denge noktasina sahip

¥ =fy),y(0)=m €R

skaler problemi ve yine asimtotik kararli denge noktasina sahip

Y'=f(Y),Y(0) =Y, € R"

sistems icin tek adim yontemi olarak bilinen ileri Euler, geri Euler, Ya-
muk, Runge-Kutta—/1, Runge-Kutta—I/V yontemlerinin mutlak karar-
lilik analizlerini, denge noktalar1 komgulugunda elde edilen lineer mod-
eller yardimiyla gerceklestiriyoruz.
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2 Tek Adim Sonlu Fark Yontemlerinin Mutlak Kararlihg

7.1 Skaler problemler icin Mutlak Kararlilik
analizi

Oncelikle

y = fly) (7.1)
y(t1) = ymeR

problemini gozoniine alalim. (7.1) probleminin y = d denge noktasina sahip
oldugunu kabul edelim. (f(d) =0,d € R olsun.)

Bir denge noktasinin komsulugundaki ¢oziim egrilerinin {—nin artan deger-
leri i¢in

e denge noktasi komgulugunda kalmas: durumunda, denge noktasina kararli,
e denge noktasina yaklagmasi durumunda astmtotik kararis ve

e uzaklagmasi durumunda ise kararsiz denge noktasi adi verildigini ha-
tirlayalim.

Asimtotik kararli denge noktasi durumunda ¢oziim egrileri ¢—nin artan
degerleri i¢in denge noktasina yaklagsacagindan, sayisal yontemle elde edilen
yaklagimlarin da benzer davranigi gostermesini bekleriz.

Diferensiyel denklemler derslerinden, bir nonlineer baslangi¢ deger prob-
leminin denge noktas1 komgulugundaki ¢oziim egrilerinin davraniginin, genelde
denge noktasinda lineerlestirmis baglangic deger problemi yardimiyla karak-
terize edildigini hatirlayalim. (7.1) probleminin y = d noktasi komgulugun-
daki lineerlegtirilmisi

yr = f(d) + fr{d)(y — d) = aly — d)
veya u = y — d degiskeni ile
w = au, (7.2)
u(ty) = w

olarak ifade edilir(u; = y; — d).

Denge noktasinin asimtotik kararl olmasi a < 0 olmasini gerektirir. t —
o0 igin 4 — 0 oldugundan n — oo i¢in elde edilen U, sayisal yaklagimlar:
i¢in de U,, — 0 olmas1 beklenir.
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7.1 Skaler problemler icin Mutlak Kararlilik analizi 3

7.1.1 Skaler problemler igin Ileri Euler ydnteminin
Mutlak Kararlhilik analizi

Ileri Euler yontemi (7.2) problemine uygulandiginda
Un+1 = (1 + ah)Un = (1 + ah)”Ul (73)

elde edilir. U,, — 0, n — oo igin ise |1 4+ ah| < 1 olmasi yani ah € (—2,0)
olmasi gerekir.

Asimtotik kararly denge noktasi komsulugundaki sayisal ¢ozimiin
analitik ¢oziimle benzer davranig gosterdigi ve (7.3) deki ah degerlerinin yer
aldigr (—2,0) arabgina ileri Fuler yontemin reel eksen tizerindeki mutlak
kararhilik bolgesi adu verilir.

x = ah i¢in (7.3) de 1 + ah terimine karsilik gelen
Kx)=14z
fonksiyonuna ileri Euler yonteminin mutlak kararlbibk fonksiyonu adu verilir.
z € (—2,0) igin |K(x)| <1 olup, (7.3) iterasyonu (—2,0) araligindaki x = ah
degerleri i¢in yakinsar.
Ote yandan mutlak kararlilhk bolgesi, ilgili sabit nokta iterasyonunun

yakinsaklik kriteri yardimiyla da elde edilebilir. Bunun icin Boliim 4 ten
agsagidaki ozelligi hatirlayalim:

Upy1 = Q(Un) (74)

ile tanwymlanan iterasyonun g nin bir d sabit noktasina yakinsamast i¢in, d
nin yeterince yakin komgulugunda bulunan Uy basglangi¢ degeri ile

lg'(d)] <1

kriteri saglanmalidir. Ayrica 0 < ¢'(d) < 1 i¢in iterasyon monoton ve —1 <
g'(d) < 0 i¢in ise iterasyon salimvmly olarak yakinsaktar.

(7.8) iterasyonu g(y) = (1 + ah)y ile (7.4) bigiminde ifade
edilebilir. O halde ¢'(y) = (1 + ah) olup, 0 < 1+ ah < 1 veya —1 < ah <0,
yani 0 < h < 1/|a| igin iterasyon monoton yakinsaktir. Ote yandan —1 <
1+ ah < 0 veya —2 < ah < —1, yani 1/|a| < h < 2/|a| i¢in iterasyon
salmumly yakinsaktur. Sonug olarak ah € (—2,0) ig¢in (7.4) iterasyonu Uy
degerinden bagimsiz olarak u = 0 denge noktasina yakinsaktar.
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4 Tek Adim Sonlu Fark Yontemlerinin Mutlak Kararlihg

Literatirde mutlak kararhbik analizi lineer model problemler
tizerinden gergeklestirilir.  Ote yandan ileri Euler yontemi dogrudan (7.1)
nonlineer problemine uygulandiginda,

Vi, = Yi+hf(Y),i=12,.. (7.5)
Yio= y(0) (7.6)

elde edilir. Bu iterasyona ait iterasyon fonksiyonu

gy) =y +hfly)

olmak tzere, (7.5) iterasyonun yakinsamast i¢in d ye yeterince yakin Yy ile
9'(d)] =1+ hf'(d)] <1

veya f'(d)h € (—=2,0) se¢ilmelidir. Eger Y, baslangi¢ degeri denge noktasina
yeterince yakin degilse, bu taktirde her advmda |g'(Y;)| < 1 sartine saglayacak
bicimde

hif'(Yi) € (=2,0)

degisken h; adim uzunluklar: segilebilir.

y' =y(1—50y),y(0) =5 (7.7)

baglangic deger problemi i¢in

e y = d = 1/50 nin asimtotik kararli bir denge noktasi oldugunu gos-
teriniz,

e soz konusu denge noktasi komsulugundaki lineer modeli belirleyiniz.
Lineer modele uygulanan ileri Euler yonteminin

— monoton olarak yakinsamasi ve ayrica

— salimiml olarak yakinsamasi i¢in A adim uzunlugu en fazla ne ola-
bilir?
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7.1 Skaler problemler icin Mutlak Kararlilik analizi 5

e 0 <y(0) <1/50igin ¢ > 0 (y artan) ve y(0) > 1/50 i¢in ise ' < O(y
azalan) dir. O halde y(0) > 0 sart1 ile baglayan biitiin basglangi¢ deger-
leri ile elde edilen ¢oziimler y = d = 1/50 denge noktasina yakisamak-
tadir, dolayisiyla denge noktas1 asimtotik kararhdir.

fy) = y(1 —50y)

fonksiyonunun y = d = 1/50 denge noktasi komgulugundaki seri agiliminin
lineer terimi

f(d) + fi(d)(y — d) = —1(y — 1/50)
olup, u = y — d igin (7.7) ya kargilik gelen lineer sistemi

v = —u,u(0) =y(0) —d=>5—1/50 = 249/50 (7.8)
olarak elde ederiz.
e (7.8) igin ileri Euler yontemini uygulayarak,
Uiv1 = U; + h(=U;) (7.9)

elde ederiz. (7.9) yi
g(u) = (1 = h)u

sabit fonksiyonu i¢in U;;; = g(U;) olarak diigiinebiliriz.
gu)=1-nh
ile iterasyonun monoton yakinsaklig: icin
0<l—h<lveyaO<h<l1
saglanmalidir.
e Salimimli yakinsama igin ise
—1<1l—h<Oveyal<h<?2

saglanmalidir, Sekil 7.1.1.
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\ref{leq77} icin h = 1/2 ile monoton yakinsama(sol), h = 3/2 ile

salimmh yakinsama(sag).

7.1.2  Skaler problemler icin Geri Euler yonteminin

Mutlak Kararhlik analizi

Geri Euler yonteminin (7.2) i¢in mutlak kararhilik fonksiyonu ve bolgesini

belirleyelim.
Geri Euler yontemini (7.2) igin uygulayarak

U1 = Ui + haU; 1

veya
1
Uit T—an’
1 i
<1 - ah) Ui
elde ederiz.
() = —
g\ = 1— ahu

(7.10)
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7.1 Skaler problemler icin Mutlak Kararlilik analizi 7

iterasyon fonksiyonu igin

1
/ —
olup, a < 0 ve h > 0 kabulii ile
0<g'(u)<l1

esitsizligi saglanir. O halde h adim uzunlugu iizerinde herhangi bir kisitlama
olmaksizin (7.10) ile tanimlanan iterasyon, u = 0 denge ¢dziimiine monoton
olarak yakinsar.

(7.10) den, yontemin iterasyon fonksiyonu

olarak elde edilir. z = ah < 0 i¢in |K(z)| < 1 dir. O halde yontemin mutlak
kararhilik bolgesi (—oo,0) agik araligidir.

7.1.3 Skaler problemler icin Runge-Kutta-II yontem-
inin Mutlak Kararlilik analizi

Runge-Kutta II yontemini (7.2) igin uygulayarak yontemin reel eksen iize-
rindeki mutlak kararlibk bolgesini belirleyelim.Bu amagla f(t,u) = au ile
Runge-Kutta yontemini uygulayalim:

my = [f(t;,U;) = aU;

my = f(tiy1, Ui + hmi) = a(U; + hma) = aU; + a*hU;
(m1 +my)/2 = aU; + a®hU; /2

Ui + hm = U; + ahU; + a*h*U; /2

(1+ ah + a®h?/2)U;

= (1+ah+ a*h®/2)*U;y

3
I

&

+

AR
Il

= (14 ah+a*h*/2)'U;
elde ederiz. U; — 0,7 — oo igin

11+ ah+a®h?/2] < 1 (7.11)
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Sekil 7.1: Runge-Kutta II yonteminin mutlak kararlilik polinomu

esitsizligi saglanmalidir.
(7.1) den, yontemin iterasyon fonksiyonu
K(x)=1+xz+2%/2

olarak elde edilir. x = ah < 0 i¢in K(x) fonksiyonunun grafigi asagidaki
gibidir.

K (z) polinomu [—2,0] araligimda maksimum degerini = —2 ve x = 0
noktalarinda alir, K(—2) = K(0) = 1 dir. O halde (7.11) esitsizliginin
saglanmasi i¢in z = ah € (—2,0) olmalidir. Bu sonug ileri Euler yontemiyle
elde ettigimiz sonucun aynmsidir.

7.1.4  Skaler problemler i¢cin Yamuk y6nteminin Mut-
lak Kararlilik analizi

Yamuk yontemini (7.2) igin uygulayarak yontemin reel eksen iizerindeki mut-
lak kararlihk bolgesini belirleyelim. Bu amagla f(¢,u) = au ile Yamuk yon-
temini uygulayalim:

Upr = Ui+ h/2(f(t;, Ui) + f(tis1, Uig1))
= Uz + h/Q(GUZ + CLUZ'_H)
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. (1 —ah/2)Uis1 = (1 + ah/2)U;
den

(1+ah/2)
(1—ah/2)""
[(1+ah/2)]”

~ (1 —ah/2) Uiea

Ui+1 =

"(1+ah/2)'i
(1 —ah/2)]

elde ederiz. U; — 0,7 — oo igin

1+ ah/2
— | <
1 —ah/2

esitsizligi saglanmalidir. O halde yontemin mutlak kararlhilik fonksiyonu

_1+a:

K(x) T

dir ve z < 0 bolgesindeki grafigi agsagidaki gibidir(x = ah/2 < 0 olduguna
dikkat edelim).

x < 0 bolgesinde |K ()| < 1 olup, yamuk yonteminin mutlak kararhlik
bolgesi (—o0,0) araligidir.

7.2 Sistemler icin Mutlak Kararlilik bolgesi

Onceki boliimde verilen bir Baglangic Deger Problemi icin Euler yénteminin
mutlak kararligini

u' = au,a <0 (7.12)

bi¢iminde asimtotik kararli denge noktasina(u = 0) sahip bir test problem
iizerinde incelemigtik. (7.12) problemini, y = d asimtotik kararli denge nok-
tasina sahip

v =fy) (7.13)
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1.0

0.0

T-05

—-10

Sekil 7.2: Yamuk yonteminin mutlak kararhilik fonksiyonu

probleminin bu denge noktasi komgulugundaki lineerlestirilmisi olarak deger-
lendirmistik.
Benzer bicimde (z*, y*) asimtotik kararli denge noktasina sahip

dx
dy
% - g(ma y)

nonlineer sistemini goz oniine alarak, sisteme denge noktas1 komsulugunda
kargilik gelen lineer modeli (7.14) icin model problem olarak gozoniine ala-
cagiz. Soz konusu model problemi, f(x,y) ve g(z,y) fonksiyonlarin (z*, y*)
noktas1 komsgulugunda Taylor acilimlarinin lineer kisimlarini alarak olustura-
biliriz:

flryy) = f@"y") + ful@® y") (@ —2%) + f,(2%, y")(y — ¥7) + ..
g(r,y) = g(@"y") + g (2™, y")(x — 2%) + gy (2", 4" ) (v — ¥*) + ..

agithmlarimdan f(z*,y*) = 0, g(z*, y*) = 0 oldugunu dikkate alarak, (7.14) ye
karsilik gelen lineer problemi

Cciz_f = fola" y") @ — ") + [y (2", y") (Y — ") (7.15)
% = g y")(x — ")+ g,(a", y") (y — v*)
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veya
T — dU dx /dt } [ felx*,y*)  f,(z*y)
U= * ve — = ) J = v *, * Y *7 *
{ y—y } dt { dy/dt 9 (2%, y")  gy(z*,y")
olmak iizere
aUu
= _ 1
p JU (7.16)
U = uW

bi¢iminde lineer ve homojen bir denklem sistemi olarak ifade edebiliriz. (z*, y*)
asimtotik kararli denge noktasi oldugu icin J matrisi reel kisimlar: negatif
olan 6zdegerlere sahiptir, dolayisiyla U = [0,0]” noktasi (7.16) siteminin
asimtotik kararh denge noktasidir. Diger bir deyimle t — oo i¢in U(t) — 0
dir.

Mutlak kararhilik kriteri (7.16) i¢in uygulanan sayisal yaklagimlarin
da analitik coziime benzer davranig gostermesini garanti eder:

7.2.1 Sistemler icin Ileri Euler ydnteminin Mutlak
Kararhlik analizi

(7.16) igin ileri Euler yontemi
U =y® 4 hguD = (I + hJ)UD .= AUD i =1,2, ... (7.17)

olarak ifade edilebilir. Burada A matrisine yontemin iterasyon matrisi adi
verilmektedir. (7.17) iterasyonu

U = AWM =12 ..
olarak ifade edilebilir. U® — 0, i — oo icin

lim (A") =0 (7.18)

1—00

saglanmalidir. Hangi durumlarda (7.18) 6zelliginini saglanabilecegini gtrmek
amaciyla agsagidaki tanimi verelim:

i ler J matrisinin 6zdegerleri olmak iizere J nin spektral yaricapi

p(J) =max {|\;],i =1,2,.n}

olarak tanimlanir.
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A matrisinin herhangi bir normu igin
lim (A") =0 <= p(A) < 1

dir.

A matrisinin farkh 6zdegerlere sahip olmasi durumu igin ispati kolaylikla
verebiliriz. Bu durumda lineer cebirden

A= SAS™!

spektral ayrisimi mevcuttur, burada A, A matrisinin 6zdegerlerini igeren
kosegen matris, S ise j—inci siitununda A(j,j) 6zdegerine karsilik gelen
ozvektorii iceren matristir(AS = SA oldugunu gormeye ¢alisiniz). Bu du-
rumda

Al = SAISTE
elde ederiz. Buradan

p(A) < 1<= lim(A") =0 <= lim(A) =0

1—00 1—00
elde ederiz.

(7.17) yonteminin mutlak kararl olmasy igin, (U™ — 0, i — o0)
gerek ve yeter sart h advm uzunlugunun

p(A) <1 (7.19)
egitsizligini saglayacak bicimde secilmis olmasidar.

Eger A\, J matrisinin x ézvektoriine karsilik gelen bir 6zdegeri ise
1+hA\ da A = I+hJ nin ayni 6zvektdre karsilik gelen 6zdegeri oldugunu kontrol
ediniz(Alistirma  8).

Jnxn matrisinin X ozdegerleri karmasgik saiyilar olabileceginden
z = hA olmak tzere (7.19) esitsizligi

K(z)=1+=z
mutlak kararlbilik fonksiyonu olmak tizere
[K(Z)| =lz+1] =z - (1) <1

bolgesi icerisinde saglanar.

Erhan Coskun, Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.2 Sistemler icin Mutlak Kararlilik bolgesi 13

-3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1
Reel(hl )

Sekil 7.3: Ileri Euler yonteminin mutlak kararliik bolgesi

O halde yontemin diferensiyel denklem sistemleri i¢cin mutlak kararl ol-
masin istiyorsak, \; ler J matrisinin 6zdegerleri olmak tizere h adim uzun-
lugunu z; = h\; lerin herbiri, —1 merkezli birim yaricapli cember icerisinde
olacak bicimde se¢meliyiz. Bu durumda

R(z)={z=h e C|,|z—(-1)| < 1}
olarak tanimlanan ve Sekil 7.3 de gosterilen disk ileri Euler yonteminin mutlak

kararlilik bolgesidir.

R(z) diskinini reel eksen tuzerindeki kisma, skaler problemler
wein ileri Euler yonteminin mutlak kararhilik bolgesi yukarida elde edildigr
tizere (—2,0) araligrdur.

! = 18x — 19y
38x — 39y
1,y(0) = 10

<
~
|

z(0)
baslangi¢ degerleri verilmis olsun.
e Verilen baslangic deger probleminin analitik ¢6ziimiinii ve

o lleri Euler yontemini verilen sisteme uygulayarak, XY = AX® olacak
bicimdeki A matrisini belirleyelim.
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Ai ler A nin bzdegerleri olmak iizere, p(A) = max(|\;|,7 = 1,2) < 1 icin
h en fazla ne olabilir?

e h = 0.01 ve h = 0.1 adim uzunluklari ile Euler yaklasimlarinin x — y
diizlemindeki grafigini cizdiriniz. Ne gézlemliyorsunuz? Neden?

e h=0.01 veh = 0.1 adim uzunluklari ve artan k degeleri icin MATLAB/Octave

ortaminda ||A*|| normlarini hesaplayiniz. Hangi h icin limy_..||A|| = 0
dir.
18 —19 Y i
o J = a8 _39 matrisinin 6zdegerleri A\; = —1, A\ = —20 ve karsilik

gelen 6zvektorleri ise sirasiyla

SHESH

dir. O halde verilen problemin genel ¢oziimii

|1 _ 1
RHESHE

dir. z(0) = 1,y(0) = 10 baslangig sartlarini saglayan ¢oziim ise

z(t) = —8e '+ 9e
y(t) = —8e '+ 1872

olarak elde edilir.
e lleri Euler yonteminden

ry = 1,y1 =10

elde ederiz. Vektor-matris notasyonu yardimiyla bu sistem
Yit+1 N 38h 1—39h Yi
1+18h  —19n 17 [
38h  1—39h Yo
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h=0.01 h=0.01

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t t

Sekil 7.4: Ornek 7.2 icin farkl adim uzunluklar ile Ileri Euler yaklagimlar

olarak ifade edilebilir. O halde

1418 —19h

A=I+hl=|"a 1 30

ve
X(iJrl) — Ax(z) — AiJrlx(l)
elde ederiz.

o A= 1+hJoldugundan \(A) = 1+hA(J) dir. O halde A\; =1—h, Ay =
1 — 20A olup,
M| <1=0<h<2

ve
Ao] <1=0<h<1/10

olmasini gerektirir. Dolayisiyla kararli yontem igin her iki kisitlamay:
saglayan h < 1/10 kriteri saglanmahdir.

e h=0.01 ve h = 0.1 adim uzunlugu ile (), y(t) gergek ¢oziimleri(gizgi)
ve Euler yaklagimlari(—o) Sekil 7.4 de sirasiyla iist ve alt satirda goriil-
mektedir.
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h =10.01 h=0.1

A 1.1800 —0.1900 A 2.8000 —1.9000

0.3800 0.6100 3.8000 —2.9000
; 47 147
1 1.3700 6.7000
2 1.6603 1.5700
4 2.0626 2.0317
8 2.4327 2.7086
16 2.4981 3.4441
32 2.1734 3.8970
64 1.5768 3.9965
128 0.8288 4.0000
256 0.2289 4.0000

Tablo 7.1: A matrisleri ve limy ., ||A*|| normlar:

e 1 adim uzunlugunun mutlak kararhlk kriterine uymamasi: durumunda
elde edilen yaklagimlarin gercek coziim etrafinda salinim yaptiklarim
ve artan t degerleri i¢in genliklerinin yuvarlama hatalarindan dolay1
arttigina dikkat edelim.

e A matrisleri ve limy_, || A*|| normlar1 Tablo 7.1 de sunulmaktadir. h =
0.01 igin limg o ||A%|] = 0 iken h = 0.1 igin limy o ||A*|| = 4 # 0
oldugu goriilmektedir.

h adim uzunlugu izerindeki kisitlama belirlerken, \ degerlerini
h cinsiden ifade ederek, |\| < 1 kriterini kullandik. Ancak X\ degerlerini belirlemek
yerine, \ degerlerini iceren araligi tahmin etmek suretiyle de h adim uzunlugu
tizerindeki kisitlama belirlenebilir. )\ degerlerini tahmin etmek icin ise asagida
ifade edilen Gershgorin cember teoremi kulanilabilir.

(Gershgorin Cember Teoremi) A,,x,, matrisinin biitiin 6zdeger-
n

leri, a;; merkezli ve r; = g la;;| yaricapl
j=Li#i

Ci={z€C:|z—ay| <r}

disklerinin birlesimi olan C' = UC};, 1 = 1,2, ...n bdlgesinde yer alir.

Erhan Coskun, Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.2 Sistemler icin Mutlak Kararlilik bolgesi 17

Gershgorin Cember Teoremi yardimiyla reel 6zdegerlere sahip

18 —19
/= [38 —39}

olan

matrisinin ézdegerlerinin yer aldigi araliklari belirleyiniz.

Gershgorin teoremine gore dzdegerler |z — 18| < 19 ve |z — (—39)| < 38
diskleri icersinde yer alirlar. Ancak ¢zdegerler bu ¢rnek igin reel oldugundan
reel sayilar kiimesinin

|z — 18| < 19 ve |z — (—39)| < 38

esitsizlikleri ile belirlenen araliklar: igerisinde yer alirlar. Buradan ézdeger-
lerin

-19<2z-18<19= -1 <2 <37

ve
-3 <r+39<38=-TT<z< -1

araliklarinin birlegimi olan [—77,37] aralig) igerisinde oldugunu tahmin ed-
eriz. Yukaridaki ornekten ozdegerlerin \; = —1, Ay = —20 oldugunu biliyo-
ruz. O halde Gershgorin gember teoremi yardimiyla elde ettigimiz tahmin
dogrudur. Ancak elde edilen araligin 6zdegerleri iceren ve fakat oldukca genis
bir aralik olduguna dikkat edelim.

A =1+ hJ matrisinin ézdegerleri [1 — 77h,1 + 37h] aralijinda
yer alirlar. h > 0 oldugundan p(A) < 1 olmast i¢in bu aralik tahmininden
elde edebilecegimiz kisitlama |1 — 77Th| < 1, yani —1 < 1 — 77h < 1 veya
h < 2/77 = 0.0260 dir.

Gershgorin teoremi yardimayla 6zdegerlerin bulundugu aralign
tahmin etmek suretiyle h adim uzunlugu tzerinde elde ettigimiz bu kisitlama,
gercek ozdegerlerden hareketle yukarida elde ettigimiz h < 1/10 kisitlamase
kadar hassas degildir. Ancak ozdegerleri belirleme zorunlulugu getirmedigi
i¢in pratik bir kisitlamadur, gerek olmasa da bir yeter sarttor.
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Birbiriyle rekabet icerisinde yasayan Lotka-Volterra canli niifus
modelini gézéniine alalim.

dN,

% = CLNl—leNQ
dN.
d_t2 = —¢cNy+ dNi N, (7.20)

N1(0) = Nig, No(0) = Nog
baslangi¢c deger problemini géz éniine alalim.

e Problemin kritik noktalarini belirleyerek, her bir kritik noktanin asimtotik
kararli olup olmadigini arastiriniz.

e a = —1;b=2;c = 3;d =1 parametre degerleri icin r = 2 cemberi (iz-
erinden baslayan ¢6ziim egrilerinin grafigini sistemler icin ileri Euler yontemi
yardimiyla elde ediniz.

e (0,0) denge noktasi komsulugundaki lineer sistemin ileri Euler yéntemi ile
elde edilen ve (0,0) denge noktasina yakinsamasi icin h adim uzunlugu en
fazla ne olabilir?

Sistemin denge noktalar1 denklemin sag tarafi sifira egitlenerek elde edilebilir.
Buna gore

aNl_bN1N2 =
—CN2+dN1N2 =0

denklem sistemi ¢oziilerek (0,0),(c/d,a/b) denge noktalar elde edilir. Sis-
teme ait Jacobien matrisi

CL—bNg —bN1

J = dN2 —C+dN1

olarak elde edilir.

e (N, N2) = (0,0) denge noktast a < 0 ve ¢ > 0 i¢in hem lineerlestirilmis
ve hem de orjinal problemin asimtotik kararli bir noktasidir.
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15

0sF

T

=)

Sekil 7.5: Ornek 7.3 de belirtilen basglangic degerleri ile (x(t),y(t))¢oziim
egrileri

e (N1, Ny) = (¢/d,a/b) noktasinda ise

/= { ac(i)/b _bg/d}

elde edilir. Ozdegerler A? 4 ac = 0 denklemini saglar ve ac > 0 olmasi
durumunda dzdegerler \; = iy/ac,\a = —iy/ac karmagik sayilardir. Bu
durumda denge noktasi lineerlestirilmis problemin merkez noktasidir ve
kargilik gelen nonlineer problem i¢in hicbir bilgi vermez. ac < 0 olmasi
durumunda ise denge noktasi kararsiz eyer noktasidir.

e Iki birim yaricapli cember iizerinde baslayan ¢oziim egrileria = —1 < 0
ve ¢ = 3 > 0 oldugundan (0,0) denge noktasina yakinsarlar. Euler
yontemi ile & = 0.1 i¢in elde edilen sonuglar Sekil 7.5 de sunulmaktadir.

e (0,0) denge noktasinda

a 0
10 %]
olup, a < 0,¢ > 0 igin 6zdegerler \; = a < 0,\y = —c < 0 dir. Bu
durumda lineerlestirilmis problemin iterasyon matrisi A = I + hJ nin

Erhan Coskun, Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



20 Tek Adim Sonlu Fark Yontemlerinin Mutlak Kararlihg

ozdegerleri \y = 14+ha, A\ = 1—he dir. p(A) = max(|1+hal, |1 —hc|) <
1 igin h < min(2/|al,2/c) olmahdur.

7.2.2 Sistemler i¢in Runge-Kutta Il ve IV y6ntemlerinin
Mutlak Kararlilik analizi
Sistemler i¢in RKII yonteminin mutlak kararhlik bolgesi reel kisimlar: negatif

olan 6zdegerlere sahip (7.16) model problemini gozoniine alalim. Model prob-
leme RKII yontemini uygulayarak

dU

— = F({t,U)=JU
dt &) ’
Uuoy = vW

olmak tizere

M1 = F(t;,U9) =Jgu%
M2 = F(t;+h,UD +hM1) = J(UD + hM1) = JUD + hJ2UD
ve
Uit = U@ 4 ph/2(M1+ M2)
= UD 4+ n/2(JUD + JUD 4 hJ2UD)

h2 JQ)U(Z)

elde ederiz.

h2
A= f(J) :J+hJ+5J2
olmak tizere RKII iterasyonlarini
U(H—l) — AU(Z) — AH—lU(l)

olarak yazabiliriz. Genel olarak A\, J matrisinin bir v vektoriine karsilik gelen
oz degeri ve p bir polinom ise, p(A) da A = p(J) matrisinin aym 6zvek-
tore karsilik gelen 6zdegeridir(Aligtirma 8). Buna gore 1 + h\ + %2>\2 de A
matrisinin 6zdegeridir.
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lim A" =0 p(A) <1

1—00

O halde A nin her bir 6zdegerinin mutlak degerce birim disk igerisinde ol-
masini, yani

u+hx+%3%<1 (7.21)
olmasini isteriz. A lar karmagik sayilar olabileceginden (7.21) esitsizligi ise,
K(z)=1+2z+2%/2

yontemin mutlak kararhilik polinomu olmak {izere,

R(z)={z€C:|K(z)| <1}

kiimesi icersinde yer alir ve bu kiimeye de RKII yonteminin mutlak kararlilik
bolgesi ad1 verilir ve bu bolge grafiksel olarak Sekil (7.6) de gosterilmektedir.

RKIV yonteminin de mutlak kararlilik bolgesi benzer bigimde belirlenebilir.
Bu durumda mutlak kararlilik polinomu

K(z)=1+2+2%/2+2°/6

dir(Ahgtirma 12 ).

RKII ve RKIV yontemlerinin mutlak kararlilik bolgeleri sirasiyla |1+ z +
22/2| < 1ve|l+ 2+ 2%/2+ 23/6] < 1 ile tammli olup Sekil 7.6 de grafiksel
olarak goriilmektedir.

(Mutlak kararle yontem) Mutlak kararlilik bolgesi sol yary dii-
zlemi iceren yonteme mutlak kararl sayisal yontem ady verilir.

Yukaridaki tansma gore Geri Euler yontemi ve Yamuk yontemi
mutlak kararli(absolutely stable: A-stable) yontemlerdir, ancak ileri Euler ve
Runge-Kutta yontemleri ise mutlak kararl yontemler degildirler.

Cok adim yontemlerinin mutlak kararlilik bolgelerini belirlemek amaciyla
pratik kriterler mevcuttur(bknz [?]), ancak soz konusu yontemlerin mut-
lak kararlilik analizine bu calismanin hacmini sinirh tutmak amaciyla yer
veremiyoruz.
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RKII RKIV
3 3 —
2 2
1 1r
3 £
Tg 0 TE 0
© [}
n (7]
-1 N
2 2
3 : 3
3 2 1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Reel(hl ) Reel(hl )

Sekil 7.6: RKII ve RKIV yontemlerinin mutlak kararlilik bolgeleri

5 —15

—-15 5 . o e e
A= [ } matrisinin ézdegerlerini ve bzvektérlerini bulunuz.

. Gershgorin teoremi yardimiyla simetrik olan A matrisinin 6zdegerlerini iceren

en kiiciik uzunluklu araligi belirleyiniz.

. Soru 1 de verilen A matrisi icin

U
& - au
dt ’

U) = (10,5)"

denklem sisteminin ¢6ziimiintii belirleyiniz.

. lleri Euler yéntemini Soru 3 de verilen sisteme uygulayarak

U = BU® i =0,1, ...

fark denklemini saglayan B iterasyon matrisini belirleyiniz.

. Soru 3 teki A matrisinin G6zdegerlerini iceren araligi Gershgorin teoremi

yardimiyla belirleyiniz. Soru 3 te verilen iterasyonun mutlak kararli olmasi
icin h tizerindeki kisitlamayi belirleyiniz.

. Soru 3 ve 4 ii RKII yontemi icin tekrarlayiniz.(Not: J nin &zdegerlerinin

reel oldugu dikkate aliniz.)
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7. Soru 3 ve 4 i RKIV yéntemi icin tekrarlayiniz.

8.

10.

11.

12.

15.

Eger \, J matrisinin bir v vektériine karsilik gelen ézdegeri ve
p(t) = ao + art + ...ant"
bir polinom ise, p(\) da
A=p(J)=al +arJ + ...+ a,J"
matrisinin ayni 6zvektore karsilik gelen 6zdegeri oldugunu gosteriniz.

Soru 8 in bir sonucu olarak A = I + h.J matrisi icin p(A) = 1 + hp(J)
oldugunu gosteriniz.

lleri Euler ve RKII ve RKIV yontemleri icin sirasiyla Sekil 77 ve Sekil 7?7 de
verilen mutlak kararlilik bélgelerini karsilastiriniz. Hangi yéntem adim uzun-
lugunun digerlerine gére kismen de olsa biraz daha biiyiik secilebilmesine
izin vermektedir? Goézleminiz Soru 5,6, ve 7 de elde ettiginiz tahminlerle
uyumlu mu?

Yy =ay,y(0) =y € R,a <0

model problemi icin Runge-Kutta IV yénteminin kararliik polinomu ve reel
eksendeki kararlilik bélgesini belirleyiniz.

aUu

—-=JU.U(0) = v e R"

sistemi icin Runge-Kutta IV ybénteminin mutlak kararlilik polinomunu be-
lirleyerek, mutlak kararlilik bolgesinin Sekil (7.6) de belirtildigi gibi oldugunu

kontrol ediniz.

Soru 2 de verilen baslangic deger problemini sistemler icin verilen lleri Euler,
RKII ve RKIV programlari yardimiyla Soru 4,5, ve 6 da elde ettiginiz mak-
simum adim uzunluklariyla [0, 2] araliginda ¢6ziiniiz.

(a) Asagida grafikleri verilen (y +1)> = x+1ve (y+1)? = —z — 1
parabollerinin y* = x ve y* = —x parabollerinden uygun &telemeler
yardimiyla elde edildigini ve (—1, —1) arakesit noktasina sahip olduk-
larini gbsteriniz.
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2__
y |
\ g
4 3 2 1 | 1 2
X
1+
3+
4+
(b) (a) sikki yardimiyla
dx
— = 1)? — 1
= 1Pt
dy 2
— = 1 1
L= )P )
denklem sisteminin (—1, 1) denge noktasina sahip oldugunu gésteriniz.
(c) Verilen sistemin sayisal ¢oziimiinii RK4 yontemi yardimiyla [0, 7] ara-
liginda h = 0.1 adim uzunlugu ile elde ediniz. C6ziim bilesenleri elde
ettiginiz denge noktasina yakinsiyor mu? Neden?
14. (a) Asagida grafikleri verilen —z*+y? = 0, —2* —y?+1/2 = 0 egrilerinin

arakesit noktalarini belirletiniz.
(b) (a) sikki yardimiyla
dx

ar- _ 2 2
7 -ty
dy 2 2
- = —z°— 1/2
= vt =y +1/

denklem sisteminin denge noktarini belirleyiniz.

(c) Sistemin herbir denge noktasindaki Jacobien matrisini bularak, 6zdeger-
lerden hareketle denge noktalarinin karakterlerini belirleyiniz.

(d) Herbir denge noktasi igin (—1,1),(1,1),(1,—1),(—1,—1) baslangic
degerleri ve h = 0.1 adim uzunlugu RK4 yéntemi yardimiyla ¢6ziim-
lerin davranisini inceleyiniz. Hangi baslangic noktasi ile elde edilen
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¢6ziim denge noktasina yakinsamaktadir? Elde ettiginiz sonu¢ denge
noktalarinin karakteri ile uyumlu mu?
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