Bolim

Baslangic-Sinir-Deger Problemleri
Icin Sonlu Fark Yontemleri

Bu boliimde amacimiz verilen bir baslangic-sinir deger problemine ait en
uygun sonlu fark yonteminin segilerek, uygun adim uzunluklar ile uygulana-
bilmesi icin gereki bilgi ve deneyimin kazandirilmasimi saglamaktir.

Bu amagla tipik bazi tek boyutlu baglangi¢-sinir deger problemlerini in-
celeyerek, sozkonusu problemler icin

e bir acik yontemin farkli simir gsartlariyla tiiretilmesi, uygulanmasi ve
hatasi,

e yonteme ait kararlilik kriterinin elde edilisi ve saglanma zorunlulugu,

e acik yontemlere kiyasla daha biiyiik adim uzunlugu kullanimina izin
veren kapali bir yontemin tiiretilmesi ve uygulanmasi ile

e benzer alternatif yontemleri pratik problemler iizerinde MATLAB/Octave
ortaminda "vektor tabanh" kodlar yardimiyla inceliyoruz.

8.1 Giris

Bu boliimde oncelikle tek boyutlu

w = F(z,t,u, Uz, U),0 <z <L, t>0 (8.1)
u(z,0) = f(z),0<z<L
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2 Baslangic-Sinir-Deger Problemleri icin Sonlu Fark Yéntemleri

baglangic deger problemi kapsaminda ifade edilebilen difiizyon veya 1s1 denk-
lemi ve daha sonra ise

wy = F(x,t,u,u, Uy, Uge),0 <z < L, t>0 (8.2)
u(:c,O) = f(flf),
u(z,0) = g(x),0<x <L (8.3)

problemi kapsaminda ifade edilebilen dalga denklemi gibi tipik baz1 modelleri
reel katsayili

allu(oa t) + al?”x(0> t) = a(t)v t>0 (84)
ag1u(L,t) + axnu, (L, t) = p(t),t >0

sinir sartlar: ile birlikte gozoniine alarak, acik ve kapali sonlu fark denklem-
lerini iiretiyor ve ilgili fark yontemleri yardimiyla tipik bazi problemlerin
sayisal ¢oziimlerini elde ediyoruz. Burada a?, + a2, > 0 ve a3, + a3, > 0
oldugunu, diger bir deyimle a; ve a1 katsayilarindan en az birinin ve ben-
zer bicimde as; ve ags katsayillarindan da en az birinin sifirdan farkli oldugunu
kabul ediyoruz.

Oncelikle (8.1) bigiminde yazilabilen bir parabolik problemi inceleyelim.

8.2 Parabolik problemler icin acik bir yon-
tem

Difiizyon denklemi veya yanal yiizeyleri yalitilmig olan L uzunluklu iletken
bir cubuktaki sicaklik dagilimini belirleyen

Up = Clgy + g(2,1) (8.5)
denklemini
Q={(z,t)|0 <z < L, t >0}
tizerinde
w(z,0) = f(2),0<x <L (8.6)
baglangic ve
u(0,8) = a(t), u(L,t) = B(t),t >0 (8.7)
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8.2 Parabolik problemler icin acik bir yéntem 3

Dirichlet sinir degerleri ile birlikte gozoniine alalim. Burada ¢ zaman; x yer
degiskeni ve u(x,t) ise x noktasinda ve t aninda ¢gubugun sicakligini goster-
mektedir. Ayrica g(z,t) ise herhangi bir nedenle(elektrik akimina kars: direng
vb) olugabilen i 151 kaynagini temsil etmekte ve c ise iletkenlik katsayisini da
igeren difiizyon parametresidir.

(8.5)-(8.7) probleminin degiskenlere ayirma yontemi adi verilen yontem
yardimiyla sonsuz seri biciminde ifade edilebilen analitik ¢oziimii genelde
elde edilebilir. Ancak elde edilen seri ¢oziimlerinden de pratik sonuglar elde
edebilmek i¢in sadece sonlu sayida terimin toplami dikkate alinmahidir. Do-
layisiyla elde ettigimiz sonuclar, gercek degerler yerine yine belirli hatalar
iceren yaklagimlar olacaktir.

Bu durumda alternatif bir yaklasim ise problemin sayisal ¢oziimiinii elde
etmektir. Oncelikle zaman degiskenine gore ileri fark ve yer degiskenine gore
merkezi fark ayriklagtirma yontemini uygulayarak olusan ve agik yontem ola-
rak bilinen fark denklemlerini yazalim:

[0, L] araligimi N adet esit uzunluklu alt araliga bolelim ve elde edilen alt
araliklarin ug¢ noktalarini sirasiyla

vy =0,20=Az,- ,ony1 =L

ile gosterelim. Bu durumda araliklarin uzunluklart Az = L/N olur. Her-
hangi 7" > 0 i¢in problemi [0,7] sonlu zaman araliginda inceleyelim. Bu
araligyt M adet At = T/M uzunluklu alt araliga bolelim ve elde edilen alt
araliklarin ug noktalarini sirasiyla

= 07t2 = Ata 7tM+1 =T
ile gosterelim(Sekil 8.1).

e Budurumda (8.5),(8.6) ve (8.7) problemin sinirlar: igeren tanim kiimesi
Q=1[0,L] x [0, 7] dir.

e Bu problem igin olusturulacak fark denkleminin tamim kiimesini ise Q
ile gosterelim. €2, Sekil 8.1 deki yatay ve diisey dogrularin diigiim adi
verilen arakesit noktalarinin kiimesidir:

Kiime notasyonu ile

Q={(rst;) €Q: i=1:N+1;j=1: M+1}
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4 Baslangic-Sinir-Deger Problemleri icin Sonlu Fark Yéntemleri
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Sekil 8.1: Acik yontemde kullanilan diigiim noktalar:

dir. © kiimesinin sinirlarini
Do = {(0,t))| j=2: M + 1}, Ty = {(L,t;)] j=2: M +1}

olmak iizere I' = f‘sol U Fsaf} ile gosterelim.

Sekil 8.1 de belirtilen (z;,t;) € Q\I" noktasinda t zaman degiskenine gore
ileri fark ve x yer degiskenine gore merkezi fark tiirev yaklagimlar: kullanilirsa
verilen problem icin

(u(wi,tje) — ulzi ;) /At + O(At)
= c(u(zion, ty) = 2u(zi ty) + u(@i, 1))/ (Az)?
+O((Ax)?) + g(@i, t5) (8.8)

yaklagimu elde edilir. (z;,%;11) noktasindaki yaklagimi hesaplamak icin Sekil

8.1 de t; satirinda yildizlarla gosterilen diigim noktalarindaki degerlerin
kullamldigina dikkat edelim. (8.8) de O(At) ve O((Ax)?) terimlerinin ihmal
edilmesiyle (z;,t;) € Q noktasinda fark denklemini saglayan sayisal yaklagimi

Ui,j = U(ZCZ‘, tj)

ile gsterelim ve ayrica notasyonel kolaylik acisindan G;; := g(x;,t;) olarak
tanimlayalim.
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8.2 Parabolik problemler icin acik bir yéntem 5

e Q) ayrik bolgesinin indislerinden olusan
Qj=1{(,j):i=1:N+1; j=1:M+1}
kiimesine ag ve
Dy =T UTNy = (L)), (N+1,5): j=2: M+1}
kiimesine ise ag sinir1 adi verelim. Siirlar diginda kalan
(Q\D)ij := Qu\Liy={(i,j) : i =2: N; j=1: M}
indisler kiimesine ise hesaplama ag1 adini verelim.

e u(x,t) analitik ¢oziimii €2 tizerinde; u(w;, ;) degerleri Q iizerinde ve bu
deger i¢in yaklagim olan Uj;; ler ise €2;; tizerinde tamimldir.

e Herhangi (i, j) € (Q\I')y; i¢in
(U1 — Uij) /At = c(Ui—1j — 2U; 5+ Uita ) [(Az)? + Gy (8.9)

elde ederiz. r = cAt/(Ax)? olarak tanimlayarak, (8.9) sistemini U; ;11
e gore ¢ozmek suretiyle her (7, 7) € (\I');; igin

Uijt1 =Uij +1r(Uis1j; — 2U; j + Ui ;) + AtG, (8.10)
fark denklemini elde ederiz.
e u(x,0) = f(z) baslangic sart: ise sirasiyla Q ve ;; iizerinde
u(z;,0) = f(x;) ve Ujp= f(z;),i=1:N+1 (8.11)
olarak ifade edilebilir.
e u(0,t) = a(t) sol smir sart1 ise I'y,; ve I'y; iizerinde sirastyla
uw(0,t;) =at;) ve Urj=oalt));j=2:M+1
ve u(L,t) = B(t) sag smur sart1 ise Fsag ve D ~N+1; Uzerinde sirasiyla
u(L,t;) = B(t;) ve Unyr;j=B@E;);j=2:M+1 (8.12)

olarak ifade edilebilir.
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6 Baslangic-Sinir-Deger Problemleri icin Sonlu Fark Yéntemleri

e (8.10),(8.11) ve (8.12) denklemlerine verilen siirekli problemin, yani
(8.5),(8.6) ve (8.7) probleminin fark veya daha genel bir ifade ile sonlu
sayida fark icerdigi icin sonlu fark denklemleri ad:i verilmektedir.

e Yontemin hatasi: Bayag: diferensiyel denklemler kismindan hatirla-
yacagimiz iizere, yontemin kesme hatasi gercek ¢oziimiin fark denkle-
mini saglamadigl miktardir. (8.8) ve (8.9) karsilagtirldiginda

Eesme(t, At, Ax) = O(At) + O(Ax?), At — 0, Az — 0 (8.13)
oldugu kolayca goriiliir. Benzer bicimde yontemin yerel hatasi

Eyera(t, At, Ax) = O(A?) + O(Az?), At — 0,Ax — 0 (8.14)
ve kiimiilatif hatasinin da

BErum(t, At, Az) = O(At) + O(Az?), At — 0, Az — 0 (8.15)

oldugu bayag: diferensiyel denklemler kismindaki hata analizi yontem-
leri yardimiyla goriilebilir(Aligtirma 3).

(Agik ysntemin Dirichlet Sinir Sartlari ile uygulanisi)

U = 22Uy, 0< <1, t>0
u(z,0) = sin(rx),0 <z <1
u(0,t) = t,u(l,t)=0,t>0

ile @ = {(z,1)|0 < z < 1,t > 0} lizerinde tammlanan baslangig-sinir deger
problemi verilmis olsun.

(a) Az, At adim uzunluklari ile verilen probleme Q) iizerinde acik yéntem ile
karsilik gelen fark denklemlerini ve §);; deki karsiliklarini ifade ediniz.

(b) Ax = 1/2 ve At = 1/16 icin verilen baslangic-sinir deger probleminin
(z,t) = (1/2,1/16) noktasindaki sayisal ¢éziimii bilgisayar kullanmadan
hesaplayiniz.

(c) Problemin analitik ¢c6ziimiiniin

u(z,t) = (—1/7r3 +(1+ 1/#3)672”%) sin(mx)

o0

1

3n3
n:27Tn

_|_

<e_2”2”2t — 1) sin(nmz) +t(1 — x)
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8.2 Parabolik problemler icin acik bir yéntem 7

olarak verildigini kontrol ediniz(Verilen ifadenin ilgili kismi diferensiyel ile
baslangic ve sinir degerlerini sagladigini gésteriniz(ipucu:

= 1
r—1=-2 E — sin(nmz),0 <z <1
nm
n=1

Fourier acihmini gézéniine aliniz, ayrica bknz Alistirma 9).
(d) Q2 kiimesinde Ax = 1/10 adim uzunlugu ve
r = cAt/(Ar)* = 2At/(0.1)*> = 200At = 0.5

degerine karsilik gelen At = 0.0025 ile ilgili sayisal yaklasimlari elde ediniz.
Sayisal yaklasimlari grafiksel olarak, T = 0.2 icin [0, T| zaman araliginda
gosteriniz.

(e) Elde ettiginiz sayisal yaklasimlardan
Q={(z,t)]z=0:02:1; t=0.1,0.15,0.2}
kiimesine ait olanlari tablo halinde listeleyiniz.
(f) Q) da kiimiilatif hata degerlerini elde ederek tablo halinde listeleyiniz.

(9) Ax = 1/10 adim vzunlugu icin r = 0.55 degerine karsilik gelen At =
0.00275 ile olusan ) iizerindeki yaklasimlar grafiksel olarak gésteriniz.
Sonuglariniz fiziksel olarak anlamli midir? Elde ettiginiz sonuglar parabolik
problemler icin maximum prensibi ile uyumlu mudur?

(a) (zi,t;) € Q\I' i¢in agik yontem ile probleme ait fark denklemleriniaga-
gidaki gibi elde ederiz:

u(zi, tjy1) — w(@i, 1) u(zi-1,t;) — 2u(ws, t;) +u(wiq1,t))
A = 2
At +O0(A1) A?
+0O(Az?).

Yukarida ifade edilen fark denklemlerinin (Q\I‘)U deki karsilig: ise

Uij1 — Ui, _ 2Ui+1,j —2U;j + Ui
At Ax?
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veya

Uijt1 =Uij +1(Uis1; — 2Uij + Uica ), 7

olarak elde edilir.

oAt
 Ax?

e u(x,0) = sin(rx) baglangic sart1 ise 2 ve ) iizerinde sirasiyla

u(z;, 0) = sin(mx;) ve

olarak ifade edilebilir.

e u(0,t) =t sol sinir gart1 ise Lo Ve flj tizerinde sirasiyla

U(O,tj> = tj ve

Ul,j = tj,j =

Uip =sin(rx;),i=1: N+1

2: M+1

ve u(1,t) = 0 sinir sart1 ise I'y,y ve I'yyq,; tizerinde sirasiyla

u(l,t;) =0 ve

olarak ifade edilebilir.

UN+17j=0,j:2:M+1

(b) Az = 1/2 olmas [0, 1] araliginin iki alt parcaya boliinmesini gerektirir.
O halde alt araliklarin ug noktalar1 z; = 0,29 = 1/2, 23 = 1 olarak elde
edilir. Benzer bigimde At = 1/16 i¢in #; = 0 ve t; = 1/16 elde ederiz.

O halde Q2 ayrik kiimesi

(z1,t2) = (0,1/16)

(29, t2) = (1/2,1/16)

(z3,t2) = (1,1/16)

(:1317 tl) = (07 0)

(z2,t1) = (1/2,0)

(1'3, tl) — (1’ O)

noktalarindan olusur. (z;,t;) noktasindaki yaklasim U;; olmak tizere,
verilen problemin baglangi¢ ve smir sartlarindan asagidaki degerleri

yazabiliriz.
Sol sinir sarti Sag smir sart1
LU(0,t) =1) LWU(,t) =0)
t2:1/16 U12:1/16 U22 :? U32:0
t1:0 U11:0 U21:1 U31:0
,Tl:O I2:1/2 I3:1

Bu 6rnek icin bilinmeyen tek deger

olan Uy, degerini elde etmek icin

(8.10) da i = 2, j = 1 yazarak (G;; = 0 olduguna dikkat edelim)
Uy = Usy + 1(Uyy — 2Usy + Usy)
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elde ederiz.
r=cAt/(Ar)* =2(1/16)/(1/2)* = 1/2
icin yukaridaki tabloda belirtilen degerleri yerine yazmak suretiyle
Up=1+1/20—-2x1+0)=0
elde ederiz.

(¢) Verilen ifadenin baglangig ve simir sartlarim sagladigi agikca goriiliir.
Ayrica
2,2
an(t) = e 2™ "sin(nrx)

fonksiyonu her n > 1 igin verilen kismi diferensiyel denklemi sagladigin-
dan hareketle kolayca goriilebilir.

(d) [0,1] araliginda Az = 1/10 olmasi, arahgim N = 10 alt araliga boliin-
diigiinii ifade etmektedir. At = 0.0025 almak suretiyle

M = [[T/dt]] = 80
elde edilir.

e Az = 1/10 icin © ayrik bolgesi i¢in @1 = 0,25 = 0.1, ..., 21 = 1
elde edilir. Benzer bicimde At = 0.0025 igin

tl = O,tz = At, ...,tgl == 1/5
elde edilir.
e Yonteme ait yaklagimlar Program 8.1 ile elde edilmistir.
Elde edilen sayisal ¢oziim grafiksel olarak Sekil 8.2 de sunulmaktadir.

(e) Sekil 8.2 de sunulan ¢oziime secilen bazi (z;, t;) € Q degerleri i¢in elde
edilen sayisal degerler Tablo 8.1 de listelenmektedir:

(f) Analitik ¢oziimiin Q) iizerindeki degerlerini belirlemek amaciylaagag-
daki KDDAnalitik program pargasini kullanabiliriz(Bknz Program 8.2).
Coziimde yer alan serinin ilk 100 teriminin toplamini analitik ¢oziim
olarak kabul ediyoruz.
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10 Baslangic-Sinir-Deger Problemleri icin Sonlu Fark Yéntemleri

Sekil 8.2: Ornek 8.1 in sayisal ¢oziimii

t\x |0 02 |04 06 |08

0 0 0.5878 | 0.9511 | 0.9511 | 0.5878
0.1000 | 0.1000 | 0.1375 | 0.1439 | 0.1439 | 0.0855
0.1500 | 0.1500 | 0.1259 | 0.0803 | 0.0803 | 0.0439
0.2000 | 0.2000 | 0.1470 | 0.0350 | 0.0697 | 0.0350

OO OO

Tablo 8.1: Ornek 8.1 in sayisal ¢oziimiinden bazidegerler, At = 0.0025

Q iizerinde t = 0,0.1,0.15 ve 0.2 degerlerine kargilik gelen analitik
¢oziim tablosu Tablo 8.2 da verilmektedir:

Q iizerinde ¢t = 0,0.1,0.15 ve 0.2 degerlerine karsilik gelen hata
eij = u(:z;i,tj) — Uz

tablosu Tablo 8.3 de verilmektedir: Baglangi¢ dogrusu ve simirlar iize-
rinde hatanin sifira esit olduguna dikkat edelim.

(g) At = 0.00275 adim uzunlugu i¢in elde edilen yaklagimlar Sekil 8.3 de
grafiksel olarak sunulmaktadir.

At = 0.00275 adim uzunlugu ile olugsan agda secilen bazi x ve t degerleri
icin elde edilen yaklagimlar ise Tablo 8.4 de verilmektedir.

e Gerek Tablo 8.4 ve gerekse Sekil 8.3 den goriilecegi iizere elde
edilen sonuglar belirli bir ¢; anindan itibaren problemin fiziksel an-
lamiyla bagdagsmamaktadir. Ciinkii baglangi¢cta uygulanan negatif
olmayan sicaklik degerlerine ragmen yanal ytiizeyleri izole edilen
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f\z [0 |02 [04 |06 08 1
0 |0 |0.5878]0.9511 | 0.9511 | 0.5878 | 0.0000
0.1 | 0.1 |0.1667 | 0.1934 | 0.1694 | 0.0987 | 0.0000
0.15 | 0.15 | 0.1555 | 0.1406 | 0.1066 | 0.0506 | 0.0000
02 | 0.2 |0.1764 | 0.1397 | 0.0957 | 0.0484 | 0.0000

Tablo 8.2: Analitik ¢oziim degerleri

Nz [0]0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 |0]0 0 0 0 0.0000
0.1 |0]0.02920.0495 | 0.0255 | 0.0132 | 0.0000
0.15 | 0 | 0.0296 | 0.0603 | 0.0263 | 0.0067 | 0.0000
02 |0]0.0294 | 0.1047 | 0.026 | 0.0134 | 0.0000

Tablo &8.3: Hata tablosu

cubuk iizerindeki sicaklik degerleri negatif olmaktadir. Bu sonug
fiziksel olarak anlamli degildir.

e Ote yandan elde edilen sonuclar matematiksel olarak ta anlaml
degildir. Bunu gormek icin oncelikle parabolik problemler icin
maximum prensibini ana hatlariyla hatirlayalim:

e Maksimum Prensibi:

U = Clg, 0 <z < L,t>0
u(z,0) = f(z),0<x<L
w(0,t) = «at),u(L,t)=p5(t),t >0

parabolik baglangic-sinir deger problemi denklemi maksimum de-
gerini ¢ = 0 da baslangic degeriyle veya © = 0, x = L, t > 0
sinirlart {izerinde alir. Benzer sonu¢ minimum i¢in de gecerlidir.
Yani ¢oziim minimum degerini de yine baglangic dogrusu veya
sinirlar boyunca alir.

e Tablo 8.4 degerlerine baktigimizda minimum degerlerin baslangic
dogrusu veya x = 0, x = L yerine T" = 0.1925 dogrusu iizerinde
olugsmaktadir. O halde elde edilen sonuglar matematiksel olarak
ta anlaml degildir.

e (g) de goriildiigii iizere matematiksel teoriye veya fiziksel kural-
lara uygun olmayan bu tiir sonuglar ilgili sayisal yontemin segilen
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Sekil 8.3: Ornek 8.1 igin 7 = 0.55 > 1/2 kararhlik kriterine uymayan yak-
lagimlar

t\x 0 0.2000 | 0.4000 | 0.6000 0.8000
0 0 0.5878 | 0.9511 0.9511 0.5878
0.0550 | 0.0550 | 0.2204 | 0.3253 | 0.3183 0.1954

1.000
0
0
0.1100 | 0.1100 | 0.1275 0.1368 0.1188 0.0696 0
0
0

0.1650 | 0.1650 | 0.0871 0.0332 | 0.0043 —0.0038
0.1925 | 0.1925 | —0.0248 | —0.1670 | —0.2015 | —0.1323

Tablo 8.4: Ornek 8.1 in sayisal ¢oziimiinden baz1 degerler,At = 0.00275

(At, Az) adim uzunluklari ile kararsiz olmasindan kaynaklanmak-
tadir. Kararhlik kavrami ve kararlilik i¢in adim uzunlugu {izerin-
deki kisitlamay1 Boliim 13.2.1 de inceliyoruz.

(Agik yontemin Neumann Sinir Sartli problemlere uygulanisi)

U = Ugg, (z,1) € Q= {(z,t)|0 <z < 1,t>0}
uw(z,0) = sin(rx),0 <z <1
ur(0,t) = 1,u,(1,t)=0,t>0

baslangic deger problemi verilsin.
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(a) Verilen problemin analitik ¢c6ziimiin

2 1 2 _
u(z,t) = —t—i-%—g#—ﬁe

N (m? (=)™ (= Dm2+ 1\ o,
_27;2 ( A (m? = 1) > e cos(mmx)

™t cos(mx)

(1 — %x) (8.16)

biciminde ifade edilebildigini kontrol ediniz ve
x=4{0,0.2,0.4,0.6,0.8,1} ,¢t = 0.2
noktalarindaki ¢6ziim degerlerini verilen serinin ilk 100 terimi ile hesaplayiniz.

(b) x ekseni yoniinde N ve t ekseni yoniinde M adet alt aralik ile olusturulan
§2 ayrik kiimesi iizerinde acik yontem ile elde edilen fark denklemlerini ve
bu denklemlerin §);;deki karsiliklarini - yaziniz.

(c) Az = 1/4, At = 1/32 igin (x;,1/32) noktasindaki U;s,i = 1,2,3,4,5
sayisal ¢éziim degerlerini (b) de elde ettiginiz fark denklemleri yardimiyla
ve bilgisayar kullanmadan hesaplayiniz.

(d) Az = 0.1, At = 0.0025 icin elde edilen Q) kiimesi iizerindeki sayisal ¢6ziim-
leri belirleyiniz. Ayrica

z ={0,0.2,0.4,0.6,0.8,1}

ve

t ={0,0.06,0.12,0.18,0.2}

degerlerine karsilik gelen sayisal ¢éziim tablolarini olusturunuz.

(¢)
Az = 0.1,0.05,0.0250, 0.0125, 0.00625

degerlerine karsilik
r=At/(Ar)* =1/4

bagintisini saglayan At degerleri icin
r={0.2,0.4,0.6,0.8} ,t = 0.2

noktalarindaki sayisal yaklasimlari tablo halinde karsilastiriniz.
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()

(9)

t=022z=0 |0.131296554560213
x = 0.2 | 0.306016680909306
x = 0.4 0.432097632322202
x = 0.6 | 0.514700420692093
x = 0.8 | 0.560470187983312
r=1 0.574997991968442

(e) de listelediginiz sonuglar ve analitik ¢éziim degerlerindenx = 0.4,t = 0.2
noktasindaki hata degerlerini farkli Ax ler icin karsilastiriniz. Elde ettiginiz
sonuclar yéntemin (8.15) ile verilen kiimiilatif hatasi ile uyumlu mudur?

Az = 0.1, At = 0.0025 ile elde edilen sayisayal ¢éziim grafigini [0, 0.2]
araliginda cizdiriniz.

Verilen ¢oziim serisinin denklemi sagladigi acikca goriilmektedir. Sinir
sartlarinin da saglandigi kolayca goriilmektedir.

e u(x,0) = sin(wz) baslangig degerinin saglandigim kontrol etmek
i¢in analitik ¢oziimden ¢t = 0 i¢in elde edilen serinin sin(7z) —
2(1— 1) fonksiyonunun (0, 1) arahgmdaki Fourier cosiniis agilim
oldugunu kontrol ediniz.

e Belirtilen noktalardaki analitik ¢o6ziim degerlerini hesaplayan Prog-
ram 8.3 boliim sonunda verilmektedir.

Analitik ¢oziimden belirtilen noktalarda elde edilen sayisal ¢oziim degerleria-
sagida verilmektedir.

x ekseni yoniinde N ve t ekseni yoniinde M adet alt aralik ile olustu-
rulan ayrik kiime

Q:{(Iz,t])ll’l :O,.fg :ASL’,...,CL’N_H = 1,t1 :O,tg :At,}

olarak elde edilebilir. Sinir sartlarim fark denklemlerine yansitmak igin
Q) bolgesinin diginda

To =11 — AT, Tn42 = Ty41 + AT

sanal noktalarinin var oldugunu kabul edelim.
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o u,(0,t;) = uy(x1,t;) = 1 siur sart1, merkezi fark yaklagimiyla
(u(wa,t;) — u(wo, t;))/2A7 + O(Az?) = 1
olarak ifade edilebilir ve ilgili sayisal yaklagimlar
Uyj — Upj = 2Ax
bagtisini saglar ve dolayisiyla Uy ; yapay siir degerleri
Up; = Usj — 2Ax

olarak elde edilir.

o u,(1,t;) = uy(xn11,t;) = 0 smur sarty, merkezi fark yaklagimiyla
(u(rni2,t;) — u(zn, t;)) /202 + O(Az®) = 0
olarak ifade edilebilir ve ilgili yaklagimlar ise
Unt2,J —Un,; =0
bagintisini saglar ve dolayisiyla, Uy 2, j yapay sinir degerleri
UN+2:j = UN,j

olarak elde edilir.

e Fakat (0,7;) sol siur tizerinde u; = u,, denklemine agik yontemle
kargilik gelen fark denkleminden

(Urje1 — Ur) /At = (Uo; — 2U1 5 + Us ) /(A)?
elde ederiz. Smir sartindan elde ettigimiz
U()’j = UQJ — QALL'

degerini bu denklemde yerine yazarak Uy ; yapay smir degerlerini
yok edebiliriz:

(Ul,j-‘rl - ULj)/At == (—2U17j + 2U2’j — 2AZL’)/(AZE)2
veya r = At/(Ax)? ile
U17j+1 = Ul,j + 27’(U2’j — Ul,j — Al') (817)

elde ederiz. O halde sol smirda bulunan (z1,%,41) noktasidaki
yaklagimi hesaplamak igin (21, ¢;), (22, t;) noktalarindaki yaklagim-
lar1 bilmek yeterlidir.
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e Benzer bicimde sag sinir tizerindeki

(Un+1,j+1 — Uns15) /At = (Unj — 2Un415 + Uns2y)/ (Ax)?

fark denkleminde
Uni2; = Un,;

oldugunu kullanarak

(Un1j41 = Unyay) /At = 2(Un; — Unyr)/ (Ax)?
veya,
UN+1,j+1 = UN+1,j + QT(UN,]' — UN+1,j) (818)

elde ederiz. O halde sag smirda (zy41,%;+1) noktasindaki yak-
lagim hesaplamak icin (xn41,%;) ve (zn,t;) noktalarmdaki yak-
lagimlar kullanmilmaktadir.

e Simir nokta icermeyen ¢ = 2,...,N;j7 = 1,2,..., M noktalarinda
ise

Ui,j+1 = TUi—l,j + (1 — QT)UZ'J + TUH—Lj (819)
yaklagimlar1 gecerlidir.

(c) Az = 1/4, At = 1/32 i¢gin r = At/(Az)? = 1/2 elde ederiz. N = 4
adet alt araligin ug noktalar:

[ ]
:1:1:0, $2:1/4, I3:1/2, ]}4:3/4, .§C521
dir.

o U; =sin(mx;),i =1,2,...,5 den
Ui =0, Ug=3v2, Un=1 Uy=3%iy2, U5 =0

elde ederiz.
ei=1j=1ver=1/2ign (8.17) dan

U = U +2r(Un — Uy — Ax)

1 1 2v2-1
= Uy — Ax = = _zv: -
21 €T 2\/_ 1 1

elde ederiz.
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o r =1/2 i¢in (8.18) dan

Untije1 = Unt1;+2r(Unj — Unti,)
Un,j

ve N =4, 5 =1 i¢in

1
Usy =Un = 5\/5
dir. Boyleceasagidaki tabloda belirtilen degerleri elde etmis olu-
ruz:
Upp = 2\/271 U Usy Ui Usy = %\/5
Un =0 U21—%\/§ Usp =1 U41=%\/§ Usp =0
.1'1:0 %2:1/4 33'3:1/2 33'4:3/4 .1’5:1

e Geriye kalan degerleri ise (8.19) yardimiyla hesaplayabiliriz:
r=1/2 icin (8.19) den

(Uifl,j + UiJrl,j)

N —

Uij+1 =

elde ederiz. Bu bagintiya gore

i=2,j=1icn

1 1

U22 = 9

N | —

1=3,7=11icin

1/1 1 1
Usy = = (Uo1 + Uy1) = 5 (5\/5—1-5\/5) = 5\/2_,

N | —

1=4,7=11icin

(1+0)=%

N —

1
Usp = B (Us1 + Usy) =

degerlerini elde ederiz.
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t\z: | 0 02 |04 [06 |08 |1
0 |0 0.5878 | 0.9511 | 0.9511 | 0.5878 | 0.0000
0.06 | 0.3173 | 0.4994 | 0.6215 | 0.6520 | 0.6171 | 0.5916
0.12 | 0.2380 | 0.4082 | 0.5206 | 0.5822 | 0.6076 | 0.6136
0.18 | 0.1529 | 0.3266 | 0.4497 | 0.5285 | 0.5710 | 0.5843
0.2 | 0.1269 | 0.3016 | 0.4277 | 0.5103 | 0.5561 | 0.5706

Tablo 8.5: Az = 0.1, At = 0.0025, » = 1/4 igin yaklagimlar

T 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Azx =0.1 0.1269 | 0.3016 | 0.4277 | 0.5103 | 0.5561 | 0.5706

Az =0.05 0.1302 | 0.3049 | 0.4310 | 0.5136 | 0.5594 | 0.5739

Az =0.0250 | 0.1310 | 0.3057 | 0.4318 | 0.5144 | 0.5602 | 0.5747

Az =0.0125 | 0.1312 | 0.3059 | 0.4320 | 0.5146 | 0.5604 | 0.5749

Ax =0.00625 | 0.1313 | 0.3060 | 0.4321 | 0.5147 | 0.5605 | 0.5750

Tablo 8.6: Farkh At ve Az (r = At/(Az)? = 1/4) ile t = 0.2 noktasinda
yaklagimlar

(d)

(e)

Az = 0.1, At = 0.0025 ve dolaywsiyla r = At/(Ax)* = 1/4 igin elde
edilen yaklagimlardan segilen bazi (z;,t;) noktalarina karsilik gelenler
Tablo 8.5 de verilmektedir

r = At/(Az)? = 1/4 sabit oraniyla fakat farkli At ve Az lerigin ¢ = 0.2
noktasinda elde edilen yaklagimlar ise Tablo 8.6 da sunulmaktadir.

Tablo 8.6 dan goriilecegi tizere At, Az ler At/(Ax)?> = 1/4 olmak
sartiyla sifira yaklagtikca belirtilen x; noktalarindaki ¢oziimler belirli
degerlere yakinsamaktadirlar. Ancak kiigiik At degeri ile ¢ = 0.2 nok-
tasina ulasmak icin ¢ok sayida iterasyon gerekmektedir. Ornegin Tablo
8.6 daki son satir yaklagimlarini elde etmek i¢in yaklagik olarak

T T 0.2

At~ (Az)2/4  (0.000625)2/4

= 20480

iterasyon gereklidir.

r = 0.4 noktasinda At = (Az?)/4 segenegi ile farkh (Az, At) degerle-
rine kargilik gelen hata degerleri Tablo 8.7 de verilmektedir. Tablodan
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Ax, At x=04,t=0.2 | oran

0.1, 0.5 x 1077 0.0044

0.05,2.5 x 1072 0.0011 Do =4

0.025, 1.25 x 1072 [ 0.2999 x 1073 | 50— = 3.7001
0.0125, 6.25 x 1073 | 0.0999 x 103 | 02999x10 = _ 3 3999
0.00625,3.125 x 10~° | 0

Tablo 8.7: x = 0.4 noktasinda olusan hata degerleri ve hata oranlar:

0.4 ;

02 ;
s

0.2

08

Sekil 8.4: Ornek 8.2 icin sayisal ¢oziim grafigi

At = (Ax?) /4 segenegi ile (Az/2 , At/2) degerleriyle elde edilen yak-
lagimlarda olugan hatanin (Axz,At) ile elde edilen hatanin yaklasik ola-
rak dortte biri kadar oldugu goriilmektedir. Bu sonug At = (Az?)/4
icin
Erum(t, At, Az) = O(At) + O(Az?) = O(Az?)
kiimiilatif hatasi ile uyumludur.
(g) (Axz =0.1,At = 0.025) ile elde edilen sayisayal ¢oziim grafigi Sekil 8.4

te verilmektedir.

ug(0,1) = 1,uq(1,£) = 0

smur sartlarinin ¢oziim iizerindeki etkisine dikkat edelim. wu,(1,t) =0
sart1, sag ug noktasinin 1s1 yalitimh oldugunu ifade etmektedir. u,(0,¢) =
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1 sinir gart1 ise sol ug noktadan 1s1 kaybi oldugunu ifade etmektedir. Bu
durum Sekil 8.4 den de agikca goriilmektedir.

8.2.1 Parabolik denklem icin acik yontemin kararlihig:

Ornek 8.1(f) deki sonucun aksine, matematiksel teoriye uygun ve fiziksel an-
laml ¢oziimler i¢in At adim uzunlugunun en fazla ne kadar olmasi gerektigini
aragtiralim.

Bayag1 diferensiyel denklemler ile olusturulan baslangic deger problem-
lerinin kararlhiligim

yl = —ay,y(t1) = y1,a >0 (8.20)

model problemi iizerinde calistigimizi hatirlayalim. Problemin analitik ¢ozii-
miiniin £ — oo icin sifira yaklastigini ve sayisal ¢oziimiin de benzer davranisi
sergilemesi gerektiginden hareketle, 6rnegin ileri Euler yonteminde adim uzun-
lugunun h < 2/a kisitlamasimi saglamasi gerektigini gozlemlemigtik. Benzer
bi¢imde

Yr=fY)eR"Y(0)=Yy,n>2

bi¢imindeki sistemler i¢in ise f(Y*) = 0 sartim saglayan asimtotik kararli Y*
denge noktasi komsulugunda elde edilen

U = JU, U(0) = U,

lineer sistemini model problem olarak inceliyoruz. Burada J sistemin denge
noktasindaki Jacobien matrisidir ve 6zdegerlerinin reel kisimlar1 negatiftir.
Denge noktasinin yakin komsulugundaki ¢oziimlerin sifira yaklagma 6zel-
ligini, yani UU) — 0,j — oo, ozelligini sayisal ¢coziimden de bekleriz. Bu
durumda uygulanan herhangi bir sayisal yontem ile elde edilen

Uty — AU(j),U(l) =U(0), j=1,2,...

iterasyonunda A iterasyon matrisi i¢in Gershgorin yontemiyle tahmin edilen
p(A) < 1 kriterinin gerekli ve yeterli oldugunu hatirlayalim.

Kismi diferensiyel denklemler i¢in uygulanan sonlu fark yontemlerinin
kararhilik analizi farkli yontemlerle yapilabilmektedir. Oncelikle biz (8.5)-
(8.7) problemine, bayag: diferensiyel denklem sistemlerindeki kararhilik teo-
risini uygulamak istiyoruz. Bu amagla (8.5) denklemini (8.7) simur sartim
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da dikkate alarak sadece yer degiskenine gore merkezi fark yontemiyle ayrik-
lagtirmak suretiyle

aUu c
— = EAU + G(t)+ S(t) (8.21)
baslangic-deger sistemini elde ederiz. Burada
2 1 0 .. 0 Ga(t) ca(t)/Az?
1 -2 1 0 Gs(t) 0
A= LG(t) = : ,S(t) = :
1 =21 Gn_1(t) 0
o .. 0 1 =2 Gn(t) cB(t)/Ax?

ve G;(t) = g(x;,t) dir.
Yukarida tanimlanan agik yontem (8.21) sistemine ileri Euler yonteminin
uygulanmasiyla elde edilir:

Ax?
(I +rA)UY + AHG(t;) + S(L;)) (8.22)
UW = U(0) :=[Us(0), Us(0), .., Un(0)]",

burada
Uz(O) = U(JIZ,O),Z = 2,3, cery N

dir. Diger bir deyimle, (8.10),(8.11) ve (8.12) sonlu fark sistemi ve (8.22) sis-
temi birbirine denktir. Zaman degiskenine gore uygulanacak olan fark denk-
leminin kararliligi, herhangi bir ¢ aninda olugan hatanin kontrollii birikimini
saglamay1 amaclayan bir kriterdir.

Bu amacla hata igeren bir U = 5(\0/) baslangic sart1 ile j—inci adimda
elde edilen yaklasimi U() ile gosterelim. j—inci adimdaki kiimiilatif hatay1

EW — W) _ yG)

ile gosterelim. U UG ler (8.22) sistemini U baglangi¢ sartiyla saglarlar:

PR s c Sy .
UG+) = U6 + At <@AU(J> +Gt) + S(tj)> =12 .
= (I+rAUD + AHG() + S(t;)) (8.23)
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ve dolayisiyla (8.22) ve (8.23) sistemlerinin taraf tarafa farkini almak sure-
tiyle,
EUHY) —  pU) + rAEY)
= (I+rA)EY
= (I4+rAYEW j=1,2,.. (8.24)

—_~—

EY = E(0):=U(0)—U(0)
elde ederiz, burada r = ¢ At/Az? dir.

e (8.24) den hatanin kontrollii birikimi veya kontrolsiiz olarak artigina
neden olacak olan matrisin B = I 4+ rA matrisi oldugu goriilmekte-
dir. Bu matrisi ilgili sonlu fark yontemin hata birikim faktorii olarak
adlandiralim.

e Kontrollii hata birikimi i¢in uygun bir matris normuyla,
1BV = BEV| < ||B]] x [|EV|| < ||EW]]

saglanmalidir. Bunun i¢in Gerschgorin Cember teoremi ile elde edilen
p(B) <1 kriteri veya ||Bl|o < 1 veya ||B||; < 1 kriterleri kullanila-
bilir. Pratikte kararlilik i¢in genelde Gerschgorin Cember teoremi yar-
dimiyla elde tahmin edilen p(B) < 1 kriteri kullanilir ki bu kriter ilgili
sonlu fark denkleminin kararlihg i¢in gerekli ve yeterlidir [?].

e (8.21) de reel ve simetrik bir matris olan A matrisinin 6zdegerleri reeldir
ve Gerschgorin Cember teoreminden, bu matrisin 6zdegerleri

A= (=2)|<1lve|A—(-2)] <2
araliklarinin birlegimi olan [—4, 0] araliginda yer alirlar.
e O halde rA matrisinin 6zdegerleri ise [—4r, 0] araliginda yer alirlar.

e B = [+ rA matrisinin 6zdegerleri
[—4r 4+ 1,1]

araligindadir. p(B) < 1 olmasi igin —4r +1 > —1 veya r < 1/2
olmalidir.
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e O halde (8.10),(8.11) ve (8.12) sonlu fark sisteminin kararlilik kriteri
r <1/2, yani At < (Ax)?/(2c¢) dir.

Dirichlet sinar sartlarindaki o(t) ve 5(t) sinar degerlerinin ve
(8.5) denklemde homojen yapuyr bozan g(x,t) teriminin kararlbilik kriteri -
zerinde etkisi yoktur.

Kiiciik Ax ler icin [—;—;2, 0] aralhge biyik uzunluklu bir araliktir
ve dolayswyla (8.21) diferensiyel denklem sisteminin ozdegerlerinin mutlak
degerce birbirinden ¢ok farkly olma ihtimali soz konusudur. Bu durum ise
ilgili sistemin sayisal ¢ozim yontemleri igin stiff(hassas) bir sistem oldugu

anlamana gelir.

Kararhilik analizi icin yukarida uyguladigimiz yontem Matris analiz
yontemi olarak adlandirilir. Alternatif bir yontem ise asagidaki teoremde
uygulanan ve direk yontem olarak adlandirilan yontemdir ve kararlilik ile
birlikte yakinsaklik sonucunu da iiretir.

(Agik yontemin yakinsakligi)(8.5)-(8.7) problemi igin agik
yontem ile elde edilen yaklasimlar r = At/(Ax)?* < 1/2 kisitlamasi ile analitik
coziime yakinsar. Daha teknik bir ifade ile secilen herhangi sabit (z;,t;) €
Q) noktasi icin Uij — u(x;,t;),i — o00,j — oo dir. ( sabit (x;,t;) € Q icin
(i — 00,j — 00) = (Az — 0,At — 0) dir. )

Bunun i¢in ¢ncelikle (x;,?;) noktasindaki kesme hatasini belirleyelim:

(8.5) problemi i¢in (8.9) yontemi ile herhangi (z;, t;) noktasinda olusan ve
T;; ile gosterecegimiz kesme hatasi, u(x,t) gercek ¢oziimiiniin fark denklemini
saglamadig1 miktar olarak tamimlanmaktadir. Bu tanima gore

Tij = (wlwitja) —ulzi t;))/ At (8.25)
—(u(wio1,t) = 2u(zi ) + u(wis, t))/ (Ax)?
dir. Taylor acilimindan

w(xi, ti1) = u(x;, tj) + Atug(x;, t; +n,At),n, € (0,1)
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veya
(u(:ci, tj+1) — U(l’i, tj))/At = Ut(.fi, tj + 771At) (826)

elde edilir. Benzer bigimde

w(wi1,t) = u(wi, ;) — Avug(zi,t5) + (AT)? /20 (v, — NyAT, L), 15 € (0,1)

(8.27)
w(zis1, ) = u(xi, b)) + Avug (i, ) + (A7) /24 (75 + n3A7,85), 15 € (0,1)
(8.28)

elde ederiz. Aradeger teoreminden
(U (T3 — MAT, ) + gy (@ + 13A, 1)) /2 = Uge(x; + nAz), n € (—1,1)

yazabiliriz.
Oteyandan (8.27) ve (8.28) yi taraf tarafa toplayarak,

Wi, ty) Ful@ity) = 2u(wity) + (Az)* (uge (2 — A, t5)
+um:($z + 773A$a t]))/Q

O halde

(u(wi1,ty) = 2u(@s, b)) + u(@ig, )/ (Ax)? (8.29)
= Ug(x; +nAz,t;),n € (—1,1)

elde ederiz. (8.26) ve (8.29) yardimiyla kesme hatasi
Tij = w(x;, t; + i AL) — uge(x; + nAx, t)) (8.30)
olarak elde edilir. (8.25) den

(@i, ti) (s, ) /At = (w(@io1, ) —2u(@s, 1) +u(Tis, 1))/ (Az)*+

(8 31)
olarak yazabiliriz. (8.31)1 (8.9) den ¢ikarmak suretiyle
(Ui = Uiy) /At = (u(wi, tj) — ulwi, t;))/ At
= (Uicg = 2Uij + Uisry)/(Az)
—(u(zi_1,t5) — 2u(ws, t;) + ulzis, )/ (Az)? — Ty (8.32)

elde ederiz.
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(z;,t;) noktasindaki hatay1 e;; := e(z;,t;) := U; ; — u(z;, t;) olarak tanim-
layip (8.32) ifadesinde yerine yazmak suretiyle
(€ijr1 — €ig) /At = (eim1y — 2ei; + ei41)/(Ax)® = T

veya
ei,j-i-l = (1 — 27“)6@' + T(ei—l,j + ei+1,j) — AtT%j (833)

elde ederiz.

E; = mazi<i<yi1lei]

ve
Tnax = mazq,, |T;; |

olarak tamimlayalim. Eger (1 —2r) > 0 ise

leijr] < (1 —=27)|eg| +rlei—1;] + rleiri ] + AtThax
< Ej"i_AtTmaxvi:za"' 7N

elde ederiz. Elde edilen son egitsizlik her ¢ i¢in dogru oldugundan
Eii1 < Ej+ AtThax < Ejoq 4+ 20Ty < By + JAU ax,
elde ederiz. Ancak baslangi¢ sartindan dolay1
e(r;,t1)=0,1=1,2,---  N+1
oldugundan F; = 0 dir. Ohalde,
E; < (j —1)AtThax

dir. Az — 0 i¢in At = r(Az)? den At — 0 oldugu goriiliir. Bu durumda 7,
ler ve dolayisiyla

ve E; — 0 dir.Bu sonug ise yontemin (1 — 2r) > 0 kisitlamas: ile kararh
oldugunu, yani kesme hatasi sifira yaklagirken hatanin da sifira yaklagtigim
gosterir.
Ote yandan
u(zi, t;) — Uy| < Ej
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olmast sabit (2;,t;) = (iAx, jAt) € Q C Q, i¢in (Az — 0,At — 0), (i —
00, j — o0) iken r < 1/2 kisitlamasi altinda

Ui — u(wi, t))

olmasini gerektirir. Diger bir deyimle yontem ile elde edilen sayisal yaklagim-
lar, her (z;,t;) noktasinda problemin analitik ¢ziimiine yakinsar.

Bu teorem ile elde edildigi tizere, her bir fark denkleminin yakin-
saklhigine direk olarak ispatlamak gerekmez. Lax denklik teoremi olarak bili-
nen asagidaki teorem, yakinsakhk icin gerekli ve yeterli sartin uyumluluk ve
kararhik oldugunu ifade etmektedir:

(Lax denklik teoremi) Sabit katsayili ve iyi tanimli bir lineer
baslangic deger problemi verilmis olsun. Verilen problemle uyumlu olan bir fark
denklemi icin kararlilik sarti, yakinsaklik icin gerekli ve yeterlidir.

.5)-(8.7) problemi i¢in agik yontem ile elde edilen (8.9) fark yontemi
8.5)-(8.7 blemi ici k ile elde edilen (8.9) fark i
(8.11) ve (8.12) yan sartlar ile At < (Ax)?/2 kisitlamasi altinda yakinsaktir.

(8.30) den yontem uyumludur, ¢iinkii kesme hatasi Eyesme(t, At, Az) =
O(At) + O(Az?) olup, Az — 0( ve dolayisiyla At — 0) igin sifira yakinsar.

Ote yandan yontem r < 1/2 kisitlamasi ile kararhidir. O halde Lax denklik
teoremi geregi (8.9) ile elde edilen yaklagimlar icin segilen herhangi sabit
(x;,t;) noktasinda U;; — u(x;,tj), Ax — 0(i — oo)( ve dolayisiyla At —
0(j — o0)) dir.

8.3 Parabolik problemler icin kapal: bir yon-
tem

At < (Ar)?/2 kisitlamast zaman yoniindeki adim uzunlugunun yer degiskeni
adim uzunluguna kiyasla cok kiigiik secilmesi gerektigini ifade etmektedir.
Biiyiik zaman araliklarinda ¢oziilmesi gereken problemler icin bu kisitlama
onemli bir dezavantaj olarak ortaya cikar.

Ote yandan (8.20) problemi icin Geri Euler yontemini uyguladigimzda
adim uzunlugu iizerinde hichir kisitlama olmadan yontemin gercek ¢oziimle
ayn1 kalitatif davranmigi gosterdigini gozlemlemigtik. Ohalde (8.5) problemi
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F 3
T
Li+1 o T T
£y i
tiq

Xi-1  Xp X L

Sekil 8.5: (8.34) yonteminde kullanilan diigiim noktalar

icin zaman degiskenine gore geri fark yontemini uygulayarak adim uzun-
lugundaki kisitlamay1 kaldirabilir miyiz?

Bunun igin (8.5)-(8.7) problemini yeniden gzoniine alalim. Zaman degiske-
nine gore geri fark yontemiyle ayriklagtirmak suretiyle veya alternatif olarak
(8.21) sistemine Geri Euler yontemi uygulamak suretiyle

(u(wi, tj41) — u(wi, t5))/ At + O(At)
= c(u(@ior, tjn) — 2u(wi, tj) + w(@i, 1)) /(Az)?
+O((Ax)*) + g(@i, tj41) (8.34)

ile ifade edilebilen kapali yontemi elde ederiz. (z;,t;41) noktasindaki yak-
lagimi hesaplamak igin Sekil 8.5 de igaretlenen diigiim noktalarindaki deger-
lerin kullanildigina dikkat edelim.

Biiyiik O terimlerinin kaldirilmasiyla yukaridaki fark denklemini (x;, ;) €
Q) noktasinda saglayan sayisal yaklagimi Ui ; = u(zy, t;) ile ve Gy j = g(zi, 1))
ile gosterelim. O halde

(Q\I),; tizerindeki herhangi bir (i, + 1) i¢in

(Uijir — Ui ) A = Uiy j1 — 2Us jur + Uiraj1) [ (D2)? + G
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elde ederiz. 7 = cAt/(Ax)? olarak tammlayarak, U; ;41 e gore sistemi ¢ozmek
suretiyle her (i, j) € (Q\I');; icin

Uijrr = Uiy +1(Uic1j01 — 2Ui 10 + Uiy jia) + AtG i
veya
—rUi—1,jo1 + (1 4+ 2r)U; ji1 — rUisr jo1 = Uiy + AtG i (8.35)
elde ederiz.(8.12) smur degerleri (8.35) da kullanilarak,
(1+2r)Usjy1 — rUsjy1 = Usj + ra(tjpry + AtG i (8.36)
ve
—rUn—141 + (1 + 2r)Unjur = Unj + 78(tj11) + AtGr g (8.37)

Burada € iizerindeki baglangig sart1 (8.11) ile aymdir.
Matris-vektor notasyonu ile (8.35),(8.36) ve (8.37) denklemleri

(1 + 27“) -Tr 0 0 U27j+1
—T (1 -+ 27") —T 0 U37j+1
T (1 + 27”) T UN—I,j—H
0 0 T (]_ + 27‘) UN,j+1
Us; G2t oz(th)
Ugjj G37j+1 0
= + At : +r : (8.38)
Un-1, GN-1j4+1 0
Un, GnNjm1 B(tjs

olarak yazilabilir. Bu denklem sistemi her adimda coziilerek, bir sonraki
adimdaki yaklagimlar elde edilir.

(Kapali ysntemin uygulanisi)

Uy = 0.1ug,,0<x<1,t>0
u(z,0) = 2sin(27z),0 <z <1
u(0,t) = bu(l,t)=0,t>0

baslangi¢c-sinir deger probleminin
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Sol sinir garti Sag Smir sarti
[(U(0,7) = 5) [(U(1,7) = 0)
t2:1/2 U12:5 U22 =7 U32:O
(tl = 0), Uz‘,l = 2Sin(2ﬂ'l‘i> U11 =0 Ugl =0 U31 =0
1 =0 ro=1/2 | z3=1

(a)

(b)

(c)

analitik ¢bziimiiniin

= 5
Uz, t) = QZ (1 - E) e 0gin(nrr) + 5(1 — x)

n=1

oldugunu kontrol ediniz(Alistirma 12)

Az = 1/2 ve At = 1/2 icin verilen baslangic-sinir deger problemi icin yuka-
rida tanitilan kapal yéntemi uygulayarak (x,t) = (1/2,1/2) noktasindaki
sayisal ¢oziimii bilgisayar kullanmadan hesaplayiniz.

Q = [0,1] x [0,1] dizerindeki ¢oziimiinii At = Ax = 0.1 alarak olustura-
caginiz () iizerinde belirleyiniz.

Alhgtirma 12.2 de verilen analitik ¢oziimiin kolayca verilen problemi
sagladigy goriiliir.

At = Az = 1/2 igin r = c¢At/(Az)* = 0.2 olarak elde edilir. Bu
durumda ? {izerindeki noktalar

(l‘l,tl) = (07 1/2) ([El,tl) = (1/27 1/2) ([L’l,tl) = (1, 1/2)
<$1,t1) = (0,0) (Z)’Jl,tl) = (1/2,0) (Zﬁl,tl) == (1,0)

dir. Ornek 8.1 e benzer olarak ) {izerinde baglangic ve smir degerlerini
yazabiliriz: Problemimiz igin kaynak terimi g(z,¢) olmadigindan kapali
yontem

Uijir1 = Uiy +r(Uis1 11 — 2Ui 541 + Uigr 1)
olarak ifade edilebilir. Bu bagintida 7 = 2,5 = 1 yazarak U, » degerini
hesaplayabiliriz:
Uso = U1 +1(Ups—2Usz+ Uss)
= 0+0.2(5—2Uss+0)
= 104Uz,
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denkleminden U = 1/1.4 = 0.7143 elde ederiz.
At = Az = 0.1 igin r = cAt/(Ax)? = 1 olarak elde edilir. [0, 1]

arahiginda Az = 1/10 olmasi, araligin N = 10 alt araliga boliindiigiinii
ifade etmektedir. At = 0.1 almak suretiyle M = [[T'/dt]] = 10 elde
edilir. Az = 1/10 igin Q) ayrik bolgesi i¢in #1 = 0,25 = 0.1, ..., 21, = 1
elde edilir. Benzer bigimde At = 0.1 i¢in t; = 0,t, = At,...,t1; = 1
elde edilir.

e u(x,0) = 2sin(mz) baslangic sart: sirasiyla Q ve Q;; tizerinde
5 0
u(z;,0) = 2sin(27x;), U;q = 2sin(2ma;),i=1: N+1

olarak ifade edilir.Benzer bigimde

e Sol sinir garti
Q Q Qi)
U(O,t):[('), U(O,tj):’('), Ul,j:57j:2737'~;M+1
ve
e Sag simir sarti
Q Q Q;j
U(l,t) :O, U(l,tj) :07 UN+17j:0,j:273,...,M—|—1
olarak ifade edilebilir.

e (8.38) deki katsay1 matrisi

3 -1 0 0
-1 3 -1 0

-1 3 -1
o .. 0 -1 3

olarak elde edilir. ~ Ayrica bu ornek icin (8.38) deki af(tj1) =
5,6(tj11) = 0 dir. Kapali yontemi uygulamasi Program 8.4 de
verilmektedir:
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o kN w A~

orh A
)%

0.2

0.5
0.4
0.3
01 0.2

t

Sekil 8.6: Kapali yontem ile Ornek ait sayisal ¢oziim

e (8.38) sistemi her adimda ¢oziilmelidir. Agik yonteme gore bu
durum bir dezavantaj olarak degerlendirilebilir.

e Kapali yontemin avantaji ise kararlilik i¢in At adim uzunlugu iize-
rinde herhangi bir kisitlamanin olmamasidir.Yani yontem sartsiz
olarak kararlidor.

e Ancak ¢ok biiyiik At ise wu; icin elde edilen ileri fark yaklagiminin
hatasim biiyiitecegi icin tercih edilmez. Elde edilen ¢oziim grafigi
Sekil 8.6 te sunulmaktadir:
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1.
U = Upe, <z <1, t>0
uw(0,t) = 0,u(l,t) =1;
u(z,0) = =z
baslangic-sinir deger problemi verilmis olsun.

(a) Verilen denklem ve sinir sartlarina karsilik gelen fark denklemlerini
oncelikle Q) iizerinde yaziniz ve daha sonra da (;; iizerindeki karsilik-
larini belirleyiniz.

(b) Az = 1/2,At = 1/16 icin (x,t) = (1/2,1/16) noktasindaki yak-
lasimi acik yontem yardimiyla belirleyiniz.

2.

U = Uge,0<z <1, t>0
uw(0,t) = 1,u(l,t) =1;
u(z,0) = 14+2z(1—2)

baslangi¢-sinir deger problemi verilmis olsun.

(a) Verilen denklem ve sinir sartlarina karsilik gelen fark denklemlerini
oncelikle Q) iizerinde yaziniz ve daha sonra da (;; iizerindeki karsilik-
larini belirleyiniz.

(b) Az =1/4, At =1/32 icint = 1/32 noktasindaki biitiin yaklasimlari
actk yontem yardimiyla belirleyiniz.

3. Acik yénemin (8.14) ve (8.15) ile verilen yerel ve kiimiilatif hatalarinin
dogrulugunu kontrol ediniz.

4. Soru 1 deki yaklasimi kapali yontem yardimiyla belirleyiniz.

5. Soru 2 deki yaklasimi kapali yontem yardimiyla belirleyiniz.
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U = Uge, 2 =1[0,1] x [0, 1]
u(z,0) = 1—2?
uw(0,t) = 1u(l,t)=0

baslangi¢-sinir deger problemi verilmis olsun.

(a) Az = 1/4 alarak kararli ¢éziim icin en biiyiik At degerinin 1/32
oldugunu gésteriniz.

(b) Q iizerinde verilen probleme Q) ayrik kiimesinde karsilik gelen fark
denklemlerini agik yontem kullanmak suretiyle yaziniz.

(¢) Q aynk kiimesi iizerinde belirlediginiz fark denklemlerinin, €Y, iize-
rindeki karsiliklarini yaziniz.

(d) At =1/32 olmak tizere Q izerindeki (x;, At),i = 2, 3,4 noktalarina
karsilik gelen hesaplama agi iizerindeki U; o yaklasimlarini hesap maki-
nesi yardimiyla belirleyiniz.

7. Soru 6 de verilen Baslangic-Sinir Deger problemine Q0 ayrik kiimesinde
karsilik gelen fark denklemlerini kapali yontem kullanmak suretiyle yaziniz.
At = 1/32 icin (z;,At),i = 2,3,4 noktalarindaki U,y yaklasimlarinin
sagladigi 3z3 liik denklem sistemini belirleyerek, ilgili yaklasimlari elde edi-
niz.

U = Uge, 0<x<1,0<t<H
u(z,0) = sin(mz)
ur(0,t) = 1yug(l,2) =0

Baslangic-Sinir Deger problemi verilmis olsun. Ax = 0.1, At = (Az)?/4
alarak ve agik yéntem kullanmak suretiyle problemin 2 = [0,1] x [0, 5]
bélgesine karsilik gelen

(a) Q0 ayrik kiimesi iizerindeki fark denklemlerini belirleyiniz.
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(b) S ayrik kiimesi iizerinde belirlediginiz fark denklemlerinin, );; hesap-
lama agi iizerindeki karsiliklarini yaziniz. Bu amagla
ug(0,1) = (u(h, t) — u(=h,1))/2h = (Us; — Uo;)/2h
uy(1,t) = (uw(l+ h,t) —u(l — h,t))/2h = (Unte,; — Unj) /2R
yaklasimlarini kullanarak

(c) (x,t) =(1/2,1),(1/2,3/2),(1/2,2) noktalarina karsilik gelen sayisal
yaklasimlar nedir.

(d) Sayisal ¢éziimiin grafigini ¢iziniz.

(e) Soru 6 de verilen problemi bu kez kapali ysntem yardimiyla ¢éziiniiz.
Ax = 0.1, At = Ax olarak aliniz.

o (z,t) = (1/2,1),(1/2,3/2),(1/2,2) noktalarina karsilik gelen
sayisal yaklasimlar nelerdir?

e Sayisal ¢bziimiin grafigini ciziniz.

e Artant degerleri icin ¢6ziim nasil bir davranis sergilemektedir?

9. Ornek 8.1 de verilen

U = 2Up,0<x<1,0<t<1/5
u(x,0) = sin(mz)
uw(0,t) = t,u(l,t)=0

baslangic-sinir deger probleminin ¢bziimiinii belirleyiniz.
(a) (uw=v+t(1—x) biciminde ¢éziim arayarak, v nin

vy = 204+ (x—1)
v(z,0) = sin(mx),
v(0,t) = 0,v(1,t)=0

homojen sinir deger problemini sagladigini ve ¢éziimiiniin (8.16) ifadesin-
deki son terimi disinda kalan kisima esit oldugunu gosteriniz.

(b) Ozfonksiyon acilim ybntemi olarak bilinen yéntemle

N
v = Z U, (t) sin(nmx)
n=1
biciminde ¢éziim arayiniz.
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(c) vn(t) lerin
-2
"(t) + 2n*ntu, () = —= n=1,2,..
UL (0) + 20 (0) = —n = 1,2,
denklemini ve
v1(0) =1,0,(0) =0,n # 1

baslangic degerlerini sagladigini géstererek, ¢éziimlerini elde ediniz.
10. Soru 1 in N = 100 igcin t = 0,0.1,0.2 ve x = 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1 ol-

mak iizere (x,t) noktalarindaki analitik ¢céziimden Maxima ortaminda elde
edilen yuvarlatilmis degerlerasagida verilmektedir:

0 ]0.5878 | 0.9511 | 0.9511 | 0.5878 | 0
0.1 ] 0.1566 | 0.1908 | 0.1748 | 0.1046 | 0
0.2 ]0.1663 | 0.137 | 0.101 | 0.0543 | 0

Soru 6 da verilen calisma sayfasi yardimiyla bu degerleri elde etmeye calisiniz.

11. Ornek 8.3 de verilen

w = 0.1u,,,0<xz<]1,
u(z,0) = 2sin(27rz),
uw(0,t) = b,u(l,t)=0
baslangic-sinir deger probleminin ¢éziimiinii belirleyiniz(ipucu: u(z,t) =
v(x,t) + s(x) bigiminde sinir sartlarini saglayan s(x) = 5(1 — x) ile
v = 0.1v,,,0 <2 <1,
v(z,0) = 2sin(2rz) —5(1 — z),
v(0,t) = 0,v(1,t)=0,t >0
homojen Dirichlet sinir sartli problemine degiskenlerine ayirma yéntemini
uygulayiniz)
12. Ornek 8.4 te verilen
U = Ugs, (2,8) € Q= {(z,1)|0 <2 < 1,0 <t<0.25}
u(z,0) = sin(nx)

ue(0,8) = Lug(l,t) =0

baslangi¢-sinir deger probleminin ¢éziimiinii belirleyiniz. Bunun icin
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(a) v = v + s(x) biciminde ¢éziim arayarak s'(0) = 1,5'(1) = 0 sir

sartlarini saglayan s(x) = —3x* 4+ x secenegi ile v nin
Vy = Upg — 1
v:(0,) = 0,v,(1,2) =0
v(z,0) = sin(mz) — s(z)

baslangic-sinir deger problemini sagladigini gbsteriniz.
(b)

Vg = Uy

v:(0,t) = 0,v,(1,¢) =0

homojen sinir deger problemi icin v(x,t) = X (x)T(t) biciminde ¢bziim
arayarak,
X, (z) = cos(nmx)
6zfonksiyonlari yardimiyla (a) da verilen homojen olmayan problem
icin
1

v = §a0(t) + ; ay(t) cos(nmz)

biciminde ¢6ziim arayarak

ap(t) = —2t+ ag,ag sabit
an(t) = an(0)e ™

olarak elde edilebildigini gbsteriniz.

(c)
v(x,0) = aog/2 + Z a,(0) cos(nmx) = sin(wz) + §$(9€ - 1)
n=1
baslangi¢ sarti ve Fourier seri acihmi yardimiyla

! 1 4 2
ag = 2/ (sin(ﬂx) + —x(z — 1)) dr = — — =,
0 2 T 3
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15.

1.

ve
0(0) = 2 /0 1 <sin(7rx) + %x(x - 1)) cos(ma)dz = %
an(0) = 2 /0 1 <Sin(wx)+%x(x— 1)) cos(nmz)dz
= =2[m*(-1)"+ (r —1)n*+ 1] / [7*n*(n* = 1)] ,n =2,3, ...

oldugunu gésteriniz.

(d) Elde ettiginiz ay ve a,(0) degerlerini (b) deki v ifadesinde yerine
yazarak éncelikle v yi ve daha sonra da uw = v+ (1 —1/2x) bagintisi
ile verilen orjinal problemin belirtilen ¢6ziimiinii elde ediniz.

(e) Analitik ¢oéziime ait serinin ilk N = 20 terimi ile yaklasik analitik
¢6ziimii elde edebilecegimiz KDDAnalitik programi (Program 8.5)asagida
sunulmaktadir:Programi calistirarakt = 0.2 noktasindaki ¢6ziim deger-
lerini sayisal ¢6ziim ile karsilastiriniz.

Up + ClUy = Ktyy (8.39)

konveksiyon-difuzyon problemi verilmis olsun. (??) denkleminde birinci
terimi ileri fark, ikincisini geri fark ve son terimi merkezi fark yéntemiyle
ayniklastirdigimizi kabul edelim. Olusan fark denkleminin kararli olmasi icin
At ve Ax arasindaki iliskiyi yukarida parabolik denklemi icin uyguladigimiz
yontemi uygulayarak elde ediniz.

U + CUy = Kllpy

konveksiyon-difiizyon problemini Soru 2 daki baslangic deger ve u(—5,t) =
0,u(5,t) = 0 sinir sartiyla gézéniine alalim.

(a) c =1,k =1, N = 50 alarak Q2 = [—5,5] x [0,2] ¢bziim bélgesine
karsilik gelen ) iizerindeki fark denklemlerini yazarak, sayisal ¢6ziimii
elde ediniz. At icin Soru 7 de tahmin ettiginiz en biiyiik degere
yakin ve bu degerden biiyiik degerler kullanarak elde ettiginiz ¢6ziimiin
davranisini inceleyiniz.

(b) ¢ degerini sabit tutarak, k degerlerini artirmak suretiyle ¢6ziimiin
nasil degistigini gozlemleyiniz.
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(c) k degerini sabit tutarak c yi artirmak suretiyle ¢6ziimiin nasil degisti-
gini gézlemleyiniz.

15. (Proje)Bayag diferensiyel denklemler igin sayisal yontemlerden hare-
ketle parabolik denklemler icin degisik isimlerle adlandirilan kargiliklarinia-
sagidakt tablodan gérmeye ve incelemeye calisalim. Tabloda

Deo(u(z,t)) = (w(2ig1,t) — 2u(xs, t) +ulzi1,t))/(Ax)?
olarak tanimlanan merkezi fark operatériidiir.

(a) Bayagi diferensiyel denkllemlerdeki ileri Euler ve Geri Euler yéntemler-
ine karsilik gelen Acik ve kapali yontemlere ilaveten, Yamuk yontemine
karsilik gelen Crank-Nicolson ybntemini gézéniine alalim.

Uy = Ugy

(Ui,j-i-l — Uid‘)/At = DWC(U(ZL‘, tj)), A,CIk ydntem

(Ui j+1 — Ui ) /At = D, (U(x,tj11)), Kapali yontem

(Uijr1 — Uiy) /At = 5 (Deo(U (2, 1)) + Daw(U (2, 11)))

Crank-Nicolson

Crank-Nicolson yéntemi, tipki kapali yontemlerde oldugu gibi adim
uzunlugu lizerinde hi¢ bir kisitlama gerektirmez, yani yontem sartsiz
olarak kararldir.

(b) (8.5),(8.6),(8.7) deger problemi icin Crank-Nicolson yéntemine Q) ayrik
kiimesi lizerinde karsilik gelen fark denklemlerini olusturunuz.

(c¢) Elde ettiginiz fark denklemlerinin Ql-j hesaplama agi iizerindeki karsilik-
larini yaziniz.

(d) Acik ve kapali yontemlere ait verilen programlar yadimiyla probleme
ait MATLAB/OCTAVE programini gelistiriniz.

(e) Gelistirdiginiz program yardimiyla

U = Upe, 0 < <37/2,0<t <1
u(z,0) = sin(x) + sin(22)
u(0,t) = 0,u(37/2,t) = —e'

probleminin Ax = 0.1, ve At = 0.1 ¢éziimiinii elde ediniz.
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(f) Problemin analitik ¢éziimiiniin
u(z,t) = sin(z)e™" + sin(2z)e

oldugunu kontrol ediniz.
g) e(x;,t;) = U; ;—u(x;,t;) ile tanimlanan hata degerlerini hesaplayiniz.
J 2 J

(h) Az yerine Ax/2 alarak ayni islemleri tekrarlayiniz. e(x;,t;) degerleri
nasil degisti?

(i) At yerine At/2 alarak ayni islemleri tekrarlayiniz. e(x;,t;) degerleri
nasil degisti?

(j) Crank-Nicolson yéntemi kesme hatasini O(At?) + O(Ax?) oldugunu
gosteriniz.  Bu sonug¢ (h) ve (j) de elde ettiginiz sayisal sonugclarla
uyumlu mudur?

8.4 Hiperbolik problem icin acik bir yontem

Sikca kullanilan ve hiperbolik denklem deyince ilk olarak akla gelen

Uy = CUpe +q(z,1),0<z<L,t>0 (8.40)
u(z,0) = f(x), (8.41)
u(z,0) = g(x) (8.42)
w(0,t) = aft),u(L,t) = 5(t) (8.43)

baslangic-sinir deger problemini gozoniine alalim. Ortam direncinin ihmal
edildigi durumlarda elde edilen (8.40) denklemine soniimsiiz (undamped) ve
zorlanmig( g(z,t) kuvvet etkisi altinda) dalga denklemi adi verilir.(8.40)-
(8.43) problemi farkh disiplinlerde olugan dalga hareketini modeller, burada
¢ dalga hizin temsil eden bir sabittir.

Ornegin L uzunluklu bir iple diigey salinim hareketi yapmak suretiyle oy-
nayan iki cocuk gozoniine alalm. Ipin sadece diisey eksen dogrultusundaki
salimim hareketi ile ilgilendigimizi kabul edelim. Cocuklarin ellerinin hizasin
u = 0 seviyesi olarak kabul edelim ve ipin bu seviyeye gére = noktasi ve ¢
anindaki konumunu u(x, t) ile gosterelim, ayrica agag1 yonii pozitif ve yukar:
yonii ise negatif olarak kabul edelim. Ip oynunu salinim hareketini izleye-
bilecek bir konumdan takip ettigimizi kabul edelim. Bize gore sol tarafta yer
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alan ¢ocuk ipi ¢ aninda «(t) ve sag taraftaki gocuk ise 5(t) kadar diisey yonde
yer degistirmis olsun.

Ip atlama oyununu videoya kaydetmeye cahistigimizi diisiinelim. Kayit
baglangic anini1 £ = 0 an1 olarak kabul edelim ve bu andaki ipin konumunu
u(z,0) = f(x) ile gosterelim. Ayrica ipin baglangig aninda ve diigey yondeki
hizim g(x) ile gosterelim. O halde u;(x,0) = g(z) dir. Amacimiz ipin
z(0 < x < L) noktasinda ve ¢(t > 0) amndaki konumunu sayisal ¢oziim
yontemi yardimiyla belirlemektir.

(8.40) denklemini Q) iizerinde ¢ ve x degiskenlerine gore merkezi fark
yontemiyle ayriklagtiralim:

U([EZ‘, tj+1) — 2U(IZ, tj) + U(Ii, tj—l)

O(At?
A TOAL)
u(xi+1, t ) — 2UJ(I‘1, t ) + U(IZ’,h t )
+q<£€i, tj), (844)

i = 2,3,..,N;j = 2,3,...,M,(8.44) in sol tarafindan O(At?) ve sag
tarafindan O(Az?) terimini kaldirlmas1 suretiyle elde edilen denklemi sagla-
yan yaklagimlar1 U; ; = u(x;, t;) ile gosterelim. Q; ; = q(z;,t;) ver = cAt/Ax
olmak iizere (8.44) fark denklemi, €);; hesaplama ag1 tizerinde

Uijir1 =2U;j — Ui jo1 +r*(Uirj — 2Us 5 + Ui1y) + APQ; (8.45)
1=2,3,...,N;j5 =2,3,..., M olarak ifade edilebilir.

e (8.41) baglangig sartinin Q” deki karsihg1 U; ; = f(x;),i=1,2,..., N+1
dir.

e (8.42) iin de ayriklastirilmas: gerekmektedir: Ileri fark yontemine gore
zaman degigkenine gore (x;,0) noktasinda ayriklagtirmak suretiyle

u(z;, At) — u(x;, 0)

2 oA = g(w)

veya Qij hesaplama ag iizerindeki notasyonla

Uia —U;a

A 9@
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bagintisindan
Ui,2 = Ui,l + Atg(l'z)7l = ]_, 2, ceey N + 1 (846)
elde ederiz.

e Son olarak (8.43) den

Ul’j :Oé<tj),UN+1J :B(tj),j:?),...,M—i—l (847)
elde ederiz.

1
Uy = gum,o <x<30<t<24 (8.48)

u(z,0) 0

u(z,0) 0

sindt, 0<t<1
u0.1) = { 0, t>1
u(3,t) = 0

baslangic-sinir deger problemi verilmis olsun. N = 100, Ax = 0.03; At =
0.06 parametreleri icin t = 1.5,3, ...,24 zaman degerlerine karsilik gelen sayisal
¢oziimii (8.45) sayisal yontemi yardimiyla hesaplayiniz. Dalga hareketini gafiksel
olarak gézlemleyiniz.

e Ayrik bolge N = 100, M = 400 = 24/At i¢in
Q= {(zi,tj))r1 = 0,20 = Az, ... xny = 3;t; = 0,ty = At, -+ taryy = 24}
olarak elde edilebilir.
e Baslangi¢ degerlerinin sz hesaplama ag tizerindeki kargiliklar: agiktir.
uw(z,0)=0=>U;17=0,i=1,2,...N+1,

ve
Ut(l',O) =0= Ui,Q = Ui,lu L= 17 27 7N + 17
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e Benzer bigimde sag sinir sarti QU tizerinde
U(?),t) =0= UN-FL]' =0,7=23,...M+1
olarak elde edilir. Sol sinir sart: ise

U sin(3 x j x At), jx At <1
L3 = 0, Jx At >1

olarak ifade edilebilir.

e (8.45) acik yontemiyle elde edilen ve sirasiyla soldan saga ve yukaridan
agagiya dogru 1.5 birimlik zaman araliklariyla artan t = 3/2,3,9/2, ..., 24
degerlerine kargilik gelen ve Program 8.6 ile elde edilen ¢oziimler grafik-
sel olarak Sekil 8.7 da sunulmaktadir.

Sekil 8.7 dan ii¢ birim uzunlugundaki elastik cismin son tarafindan 0 <
t < 1 zaman arahiginda uygulanan siniis dalgasinin cisim boyunca ¢ = 1/5
hiziyla 6nce saga dogru ilerledigi goriilmektedir. Ancak «(3,t) = 0 sinir sart:
ile sabitlenmis pozisyona ¢arpan dalganin ters donerek ayni hizla sola dogru
hareket ettigi gozlemlenmektedir. Modelde soniim terimi (kU;) olmadig icin
bu hareket bu sekilde devam edecektir. Sekillerde goriilen iiggen isareti ¢ =
1/5 hiziyla ve ¢oziim iizerinde hareket edecek bicimde diizenlenmigtir. Dalga
hareketinin gergekten de modelde belirtilen ¢ = 1/5 hiziyla 6nce saga ve daha
sonra sola hareket ettigine dikkat edelim.

Hiperbolik Problem icin A¢ik yontemin kararliligi(8.40)-(8.43)
problemi icin acik yéntem ile elde edilen (8.45) fark denkleminin kararli olmasi
olmasi icin gerek ve yeter sart Courant-Levy-Fredicks sarti olarak bilinen At <
Ax/c kriterinin saglanmasidir.

Bknz [?].
Yukaridaki modele ku;, k > 0 soniim terimi ilave edilerek
Uy +kuy = gy +qlx,t),0< 2 < Lt>0 (8.49)
U(I,O) = f(ZE),

u(z,0) = g(x),0<x <L
uw(0,t) = at),u(L,t)=p(t),t >0

soniimlii dalga modeli elde edilir.
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Sekil 8.7: Artan zaman degerleri icin Ornek 8.4 e ait dalga hareketi
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ur + cuy = 0,¢ > 0,u(x,0) = f(x),(x,t) € Q=10,L] x [0,T]

problemini gézéniine alalim.

(a) u(x,t) = f(x — ct) fonksiyonunun denklemi ézdes olarak sagladigini
gosteriniz.

(b) Baslangi¢ sartini saglayan ¢céziimiinii belirleyiniz.

(c) t degiskenine gore (z;,t;) noktasinda ileri fark ve ayni noktada x
degiskenine gore geri fark yaklasimi kullanmak suretiyle fark denklem-
lerini olusturunuz.

(d) Artan t degerleri icin ¢6ziimiin artmadigini gézlemleyiniz. Ayni 6zel-
ligin sayisal ¢éziim tarafindan da saglanmasi icin At ve Ax arasindaki
baginti ne olmalidir. Elde edeceginiz kriter kararlilik kriteri olacaktir.

2. Soru 1 deki problem ve fark denklemi ile

_ 1- 1'2, ’.%'| S 1
Ulw,0) = { 0, lz| > 1

baslangic degerini goziiniine alalim. Ayrica ¢ = 1 olsun. Ax = 0.1, At =
0.1 alarak Q = [—5,5] x [0,4] ¢c6ziim bolgesine karsilik gelen Q) iizerindeki
fark denklemlerini yazarak ¢éziiniiz. Elde ettiginiz ¢6ziim analitik ¢éziimle
ayni kalitatif davranisi sergiliyor mu?

3.
Uy = Upe,0< 2z <1,0<t<H
B r, 0<z<1/2
wz,0) = {1—1:, 1/2<z<1
u(0,t) = 0,u(l,t)=0
u(z,0) = 1

problemi verilmis olsun.

(a) Q= [0,1] x [0,5] bolgesi iizerinde Az = 0.1,At = Ax icin elde
edilen Q) ayrik kiimesi lizerindeki fark denklemlerini ve hesaplama agi
tizerinde karsiliklarini belirleyiniz.
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(b) Yukanidaki sikta elde ettiginiz fark denklemleri yardimiyla (x,t) =
(1/2,1),(1/2,3/2),(1/2,2) noktalarina karsilik gelen sayisal yaklasim-
lari belirleyiniz.

4. Séniimlii dalga modeline 6rnek olarak

1 1
Uy + gut = gum, O<zx< 3, O<t<24 (850)
u(z,0) = 0
u(z,0) = 0
3sindt, 0<t<2
u(0,1) = { 0 t>1
u(3,t) = 0

baslangic-sinir deger problemi verilmis olsun. N = 100, Az = 0.03; At =
0.06 parametreleri icin t = 1.5,3,...,24 zaman degerlerine karsilik gelen
sayisal ¢oziimii (8.45) sayisal yontemi yardimiyla hesaplayiniz. Burada
séniim terimine geri fark yontemi yardimiyla yaklasiniz. Yukarida verilen
programda gerekli diizenlemeleri yaparak dalga hareketini gafiksel olarak
Sekil 8.8 daki gibi séniimlii oldugunu gézlemleyiniz.

5. Soniimsiiz dalga denklemi icin (8.44) ile verilen sonlu fark yonteminin kararli
olmasi igin
At < Azx/c

olmasi gerektigini soru 3'iin sayisal ¢6ziimii iizerinde gbzlemleyiniz.
6. Séniim teriminin zaman degiskenine gére geri fark yontemiyle, diger ter-

imlerin merkezi fark yontemiyle (x;,t;) noktasi komsulugunda Ax ve At
adimlariyla ayriklastirildigi

2
Uy + kuy = c“ugy

séniimlii dalga denklemini g6zéniine alalim. Elde edilen fark denkleminin
kararli olmasi icin Alistirma 5 de belirtilen kisitlamaya benzer bir kisitlama
elde ediniz. Séniim teriminin At adim uzunlugu (izerindeki kisitlamaya
etkisi ne oldu?
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Sekil 8.8: Alistirma 4 igin tipik bir sontimlii dalga hareketi
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% Ornek 8.1 verileri ile Ut=cUxx, U(x,0)=f(x)

» Baglangi¢-sinir deger problemi igin

% bir acik yoéntem uygulamasi

% Yazilimi: kdda(Q)
e

==

function kdda()

a=0;b=1;c=2; %[a,b] aralligi , c sabiti,
N=10;dx=(b-a) /N;
T=0.2; % N: alt aralik sayaisi,

% dx:alt aralik uzunluklari ,
% T son zaman degeri,

dt=0.0025; % t degiskeni adim uzunlugu
M=round(T/dt) ; % T icin alt aralik sayisa
r=c*dt/ (dx*dx) ; % r katsayasi, (r<=1/2 olmali )
t=linspace(0,T,M+1); % t:zaman vektori;
x=linspace(a,b,N+1); % x: yer vektori
U(1:N+1,1)=sin(pi*x); % Baslangi¢ sarti

U(1,1:M+1)=t; % Sol sinir garti
U(N+1,1:M+1)=0; % Sag sinir sarti

ii=2:N; % Yer degisken indisi

for j=1:M

U(ii, j+1)=r*U(ii-1, j)+(1-2%r) *U(ii, j)+r*U(ii+1,]);
% Ardigik
% olarak u(:,t_j+1) yaklasimlari
end
[XX,TT]=meshgrid(x,t) ;% Grafik ig¢in matris
mesh(XX,TT,U’); % Grafikte u transpoz’a dikkat ediniz
view(72,33); % Grafige bakis agisi
xlabel(’x’);ylabel(’t’); %Grafik etiketleri

Program 8.1: Ut=cUxx i¢in acik yontem
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N ——
% Ornek 8.1 verileri ile Ut=cUxx, U(x,0)=f(x)

% Baslangi¢ sinir-deger problemi

% analitik ¢ozimi ve grafigi

% Yazilimi: KDDAnalitik()

=

function KDDAnalitik()

x=0:0.2:1;m=length(x);

t=0:0.025:0.2;

nn=length(t) ;

top=0;

N=100;

U=zeros(m,nn) ;

for j=1:mn

top=—-1/pi~3*sin(pi*x)
+(1+1/pi~3) *exp (-2*pi*pi*t (j))*sin(pi*x);
for n=2:N

top =top+1/(pi~3*n~3)*(exp(-2*n~2*pi~2*t(j))-1)

ksin(nxpix*x) ;

end
top=top+t (j)*(1-x);
U(:,j)=top;

end

/A

Program 8.2: Ornek 8.1 icin Analitik Coziim
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function KDDAnalitik2()
x=0:0.2:1;m=length(x);
t=0:0.025:0.2;
nn=length(t);
N=100;
U=zeros(m,nn) ;
for j=1:nn
top2=0;
topl=-t(j)+2/pi-1/3+2/pi~2*exp (-pi~2*t (j))*cos (pi*x)
for m=2:N
top2=top2+(((pi*m~2*(-1) "m+(pi-1)*m~2+1) /(pi~2*m~2*x (m~2-1))) ) *. ..
exp (-m~2%pi~ 2%t (j)) . *cos (m*pi*x) ;
end
top=topl-2*top2+x.*(1-0.5%x) ;
U(:,j)=top;
end
U(:,end)
[XX,TT]=meshgrid(x,t);
mesh(XX,TT,U’);

Program 8.3: Ornek 8.2 icin Analitik Coziim
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e
% Ornek 8.3 verileri ile Ut=cUxx, U(x,0)=f(x)
% problemi ig¢in Kapali ydntem uygulamasi

% Yazilimi: kddk()
R

function kddk()

a=0;b=1;alfa=5;beta=0;c=0.1;
N=10;dx=(b-a)/N;
dt=dx;

T=1;M=round(T/dt) ;
r=c*xdt/ (dx*dx) ;
x=linspace(a,b,N+1);
u(1:N+1,1)=2*sin(2*pi*x); %baslangi¢ degeri

u(1,2:M+1)=alfa; %sol sinir sarti
u(N+1,2:M+1)=beta; %sag sinir sgarti
N1=N-1; %»ic nokta sayisi

e=ones(N1,1);
A = spdiags([-e*r (1+2*r)*e -exr], -1:1, N1, N1);
Jkatsayi matrisi
for j=1:M
b=[u(2,j)+r*xu(l,j+1);u(3:N-1,j) ;ull, j)+r*xu(N+1,j+1)];
u(2:N, j+1)=A\b;
end
t=0:dt :M*dt;
[XX,TT]=meshgrid(x,t);
surf (XX, TT,u’);
xlabel(’x’);ylabel(’t’);
view(72,33);
yA

Program 8.4: U; = cU,, icin KapaliYontem
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% [0,0.2] zaman aralliginda analitik ¢oéziime ait serinin
% ilk $N=20% teriminin grafigi
% Yazilimi: KDDKAnalitik()

function KDDKAnalitik()
x=0:0.1:1;
mm=length (x) ;
t=0.:0.0025:0.2;
nn=length(t);
top=0;
N =20;
U=zeros (mm,nn) ;
for j=1:nn
top2=0;
vOt=-t(j)+2/pi-1/3;
v1t=(2/pi~2) *exp (-pi~2*t (j));
topl=vOt+vit*cos (pi*x);
for m=2:N
an=-2* (pi*m~2*(-1) "m
+(pi-1)*m~2+1)/(pi~2*m" 2% (m"2-1)) ;
top2=top2+an*exp (-pi~2*m~ 2%t (j))*cos (m*pi*x) ;

end
top=topl+ top2+x.*(1-1/2%x);
U(:,j)=top;

end

[XX,TT]=meshgrid(x,t);
mesh(XX,TT,U’);

Program 8.5: Problem 12.11 e ait analitik ¢6ziim programi
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% _________________________________________________________

% Utt=c"2Uxx, a<x<b, a=0, b=3;

% U(x,0)=0;Ut(x,0)=0

% U(0,t)=sin(3t), t<1, 0, t>=1 ;

% U(b,t)=0, 2013-Arali k, ec

% ________________________________________________________

function DALGAQ)
a=0;b=3;N=100;N1=N+1;c=0.2; dx=(b-a)/N;dt=0.4*dx/c;
T=24;M=round (T/dt) ;t=0:dt :M*dt; r=c*dt/dx;r2=r*r;x=a:dx:b;
sayac=0;
M1=M+1;
u=zeros(N1,M1);
i=1:N1;
u(i,1)=0;%Baglang1 ¢ pozisyon
u(i,2)=u(i,1); %Baslangi ¢ hi z si1 fi r
u(N1,:)=0; ¥%sag s1 n1 r sarti
ii=2:N; %x yonilinde ig diigiim nokta indisleri
for j=2:M
u(1,j)=sin(3*t (j))*t(j)<=1);
u(ii,j+1)=2*%u(ii,j)+r2*(u(ii-1,j)-2*u(ii,j)
+u(ii+l,§))-u(dii,j-1);
if mod(j,25)==0 sayac=sayac+1l;
if sayac<=16
subplot(4,4,sayac) ;
axis([a b -1.5 1.5]);
plot(x(2:N),u(ii, j+1));hold on;
%j+1 indisli zaman degeri grafifgi
% xx=mod(c*j*dt,2*b) ;
% grafikte ok ile gdsterilen igaret
% pozisyon iglemleri ihmal edilebilir
% ij=mod(round(xx/dx),2*N)+1;

% if xx<=b
% plot(xx,u(ij,j),’->r’);
% else

pA bbx=2*b-xx;
% ji=mod (2xN-ij+1,2*N)+1;
%  plot(bbx,u(ji,j),’<-k’);
% end
axis([a b -1.5 1.5]); pause(0.000001); hold on;
end
end

end
Program 8.6: Uy = c*U,, icin program
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