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Onsoz

Maxima hemen hemen her tiirlii matematiksel islemin elektronik ortamda gerceklestrilmesini
saglayan ve sembolik cebir yazilimlar1 adi verilen yazilimlar ailesinin iicretsiz bir iiyesidir.
Benzer amacgl diger yazilimlardan bazilari Mathematica, Maple, Derive, MATLAB
sembolik ara¢ kutusu ve Macsyma dir. Maxima, MIT(Massachusetts Teknoloji Enstitiisii,
Boston, ABD) de gelistirilmis olan Macsyma isimli ticari yazilimdan tiiretilmis agik
kaynak kodlu ve GNU lisanshi sembolik cebir yazilimidir. Texas Universitesi 6gretim iiyesi
Prof. Dr. William F. Schelter tarafindan uzun siire kullanima sunulan bu yazilim, simdilerde
goniillii arastirmacilar grubu tarafindan gelistirilmeye devam edilerek,
http://www.maxima.sourceforge.net/ adresinden iicretsiz olarak sunulmaktadir.

Tek bir pencere tizerinden g¢alistirilabilen Maximanin kullanimini kolaylastirmak amaciyla
kullanic1 arayiizii adi verilen ve Maxima ile entegre halinde c¢alisan xMaxima Ve
wxMaxima araylzleri gelistirilmistir. Bu c¢alismada Andrej Vodopivec ve arkadaslari
tarafindan gelistirilen wxMaxima arayiizii tamitilmaktadir. wxMaxima arayiiziiniin Tiirkce
cevirisi Tufan Sirin tarafindan yapilmistir.

Sembolik cebir yazilimlari, analitik ¢6ziimii mevcut olan bir problemin ¢6ziimiinii elektronik
ortamda gerceklestirerek, hem zaman kaybini onlemeyi ve hem de islem hatalarin1 yok
etmeyi amaglamaktadirlar. Ayrica bu tlir yazilimlar arka plandaki problemin farkli agilardan
ve kapsamli olarak analizini miimkiin kilarlar. Matematik boliimleri lisans programlarinda
okutulan Genel Matematik konulari(fonksiyonlar, grafik ¢izimi, limit, tirev, integral,
sayr serileri, kuvvet serileri, Fourier serileri) ile Lineer Cebirsel islemler ve
Diferensiyel Denklemlere ait her tiirlii analitik yontem sembolik cebir yazilimlari
tizerinde uygulanabilmektedir.

Bu calisma Karadeniz Teknik Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik béliimiinde uzun
yillardan beri okuttugum Matematiksel Hesaplama ders notlarindan tiiretilerek bir
kitapgik haline doniistiirilmiistiir.

Caligma agagidaki gibi organize edilmistir:

v Bolim 1 de wxMaxima araylizii tamitilarak, temel cebirsel islemlerin nasil
gerceklestirildigi incelenmektedir.


http://www.maxima.sourceforge.net/

ANANEN

Bolim 2 de Genel Matematik konulart Maxima ortaminda incelenmektedir.
Boliim 3 de baz1 1ineer cebir konulari Maxima ortaminda incelenmektedir.
Bolim 4 te ise Bayadi Diferensiyel Denklemlere ait baglangig ve sinir
deger problemlerinin ¢0ziimii, yon alanlari, lineer ve nonlineer sistemlerin denge
¢cozlimlerinin kararlilik analizi ile pertiirbasyon problemlerinin  Maxima ortaminda
¢Oziimi incelenmektedir.

Bo6lim 5 te Maxima ortaminda gercgeklestirilebilen bazi Sayisal Islemler
incelenmektedir.

Bolim 6 da Maxima ortaminda kodlama(programlama) Ve komut
dosyasi(batch file) olusturma islemleri incelenmekte ve

Boliim 7 de ise sirastyla parabolik, hiperbolik ve eliptik tiirden olan 1s1, dalga ve
Laplace denklemi olarak bilinen Kismi Diferensiyel Denklemler igin
baslangi¢ ve/veya siir deger problemlerinin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde
edilebilen analitik ¢oziimleri i¢in uygun kodlar gelistirilerek, Maxima ortamina
entegre edilmekte ve s6z konusu problemlerin  kullanci tarafindan girilebilen
parametre ve yan sart fonksiyonlariyla ¢oziimlerin nasil degistiginin interaktif olarak
analizi gerceklestirilmektedir.

Caligmanin amact Maxima yazilmmin tanitilmasindan ziyade, yukarida bahsedilen
derslerdeki temel matematik konulari basta olmak iizere,  ilgili arastirma konularinin
Maxima yardimiyla daha etkin olarak incelenmesine katki saglamaktir. Bu nedenle
Maximanin veritabani, dosya islemleri gibi 6zelliklerine bu c¢alismada yer verilmemistir.
Bu tiir 6zellikler i¢in kaynaklar kisminda verilen referanslara basvurulabilir.

Ogrencilerimize ve arastirmaci arkadaslara faydali olmas: dilegiyle,

Prof. Dr. Erhan Coskun
KTU,
Mayis, 2018



Tesekkur

Bu calismayi inceleyerek, Onerileriyle katki saglayan basta degerli meslektaglarim Prof. Dr.
Cengiz Cinar(Gazi Universitesi), Prof. Dr. Mehmet Naci Ozer(Osmangazi Universitesi) ve
hocam Prof. Dr. Seref Mirasyedioglu(Baskent Universitesi) olmak iizere calismadaki muhtelif
hatalar1 dikkatlerime sunarak diizeltilmesine katki saglayan tiim 6grencilerime tesekkiirlerimi
arz ederim.



1. BOLUM

Maxima ile Baslangic

¥ Bu boliimde Maxima’nin
wxMaxima isimli kullanici arayliziinii tanitarak, Maxima Ortaminda
gerceklestirilebilen temel matematiksel islemleri inceliyoruz.

1. Maxima

Maxima temel matematiksel iglemlerin elektronik ortamda gergeklestirilmesini
saglayan ticretsiz bir yazilimdir. Temel matematiksel islemler ile Genel Matematik
dersleri basta olmak {izere, Geometri, Lineer Cebir, Diferensiyel
Denklemler Ve hatta Sayisal Analiz derslerinde incelenen konular
kastediyoruz. Maxima, ilgili derslerde incelenen konularin daha iyi kavratilmasinin
yaninda detayli olarak ta incelenebilmesine biiyiik 6lgiide katki saglamaktadir.

Benzer amaca yonelik olarak Maple, Mathematica, Macysma ve Derive
gibi yazilimlar veya MATLAB Sembolik Arac¢ Kutusu gibi ticari yazilim
bilesenleri de gelistirilmistir ve bu tiir yazilimlar genel olarak Bilgisayar Cebir
Sistemi(Computer Algebra System) olarak adlandirilmaktadirlar.

Maxima yazilimi http://wxmaxima.sourceforge.net adresinden kolayca temin
edilebilir. Bu amagla sirasiyla asagidaki islemleri takip ediniz:

1. http://maxima.sourceforge.net/ adresinden Downloads sekmesine tiklatiniz.

2. Windows isimli basgliktan Maxima-Windows sekmesine tiklayiniz.

3. En giincel versiyonu sec¢iniz. Bu dokiimanin hazirlandig: siiregteki en giincel
versiyon 5. 41 .0-windows ismiyle agilan tabloda yer almaktadir.

4. Kurulumun gergeklestirildigi wxMaxima alt klasorii sekilde goriilen alt klasor
ve dosyalardan olugsmalidir. ‘M’ sembolii ile tanimlanan program ¢aligtirma



http://wxmaxima.sourceforge.net/
http://maxima.sourceforge.net/

Maxima ile Baslangi¢

dosyast lizerinde iken farenin sag tusu ile “masa iistii kisayol olustur” segenegi
ile kisayol olusturunuz.

Adres |3 C\maxima-5.41.0alwxMaxina

s
Dosya ve Klasor Gorevleri ¥ Il:j data
Diger Yerler o=

. fonts
[T maxima-5.41.0a
Belgelerim

fo
b Pavylazilan Belgeler |~ lacale
a Bilgizayarim
id &g Badlantilarim

&l lipstede+-+-6..dl

Ayrintilar

5. Masaliistiinde ile belirtilen simge olugmalidir. Bu simge iizerine ¢ift
tiklatmak suretiyle programinizi ¢aligtirabilirsiniz. Tipik olarak agilan ilk
pencere asagidaki gibidir:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa2




Maxima ile Baslangi¢

@ wxMaxima 17.10.1 [ unsaved*® ]
Simplify  Plob  Mumeric  Help

File Edit Wiew Cell Maxima Eguations Algebra Calculus

v

0. |Maxima is ready For input,

7. Burada Z simgesi matematiksel islem
gerceklestirme ortamidir ve islem hiicresi olarak adlandirilmaktadir.

8. Edit sekmesi altinda yer alan configure (yapilandir) secenegi ile asagidaki
pencereye ulasilmaktadir:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa3




Maxima ile Baslangi¢

wixiMaxima configuration

f Language: ||:Llse default language) j

Worksheet

Additional symbals For the "symbaols" sidebar: | 7]

& Autosave interval (minutes, 0 means: off): |IZI ﬁ

Mazxima IUndo limik {0 For none): ] ﬁ
EL' Recent files list length: 10 —
Skyle Default animation Framerate: 2 ﬁ

[ Save wxMaxima window size/position

[v Save panes layout

Export
[v Use cairo ko improve plok quality.
il v Antizlias lines,
.
- [v #sk to save untitled documents
Options
[ Fix reardered reference indices {of %si, %0} befare saving
| [v Incremental Search
P
Copy [v ‘“Warn if an inackive window is idle

Skartup
commands

9. Language sekmesinde “Turkish” segenegine segerek “ok” diigmesine
basiniz. Maxima ortamini pencerenin sag list kosesinde yer alan “x” secenegi
ile sonlandiriniz. Boylece maxima programindan ¢ikmis oluruz.

10. Tekrar Maxima programini ¢alistiriniz. Calisma arayiizii asagida gorildigi
tizere Tiirkgelestirilmis olmalidir:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa4




Maxima ile Baslangi¢

@ wxMaxima 17.10.1 [Kaydedilmemis*]

Dosya Dizenleyin  GBrOndm  Hicre Maxima Denklemler Cebir  Kalkills Sadelestir  Grafik Ciz - Mumerik  ardim

Maxima is ready For input. Fullami girdising hazir

1.1 wxMaxima arayiizii ve temel cebirsel islemler

Yukarida belirtilen pencerenin Gorlinlim sekmesinden ‘Temel Arac¢ Cubugdu’
simgesini isaretleyiniz. Bu durumda ¢alisma pencereniz asagidaki sekmeleri igermelidir.

JE@dax X DOER/CO [ J

Ayni arag ¢ubugu Ingilizce arayiizde asagida sunuldugu gibir.

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plot Numeric Help

I E¥ e OO0 F— @

1. 1lk ¢aligma hiicresi “Bosluk” tusu ile olusturulur.

2. hesaplama hiicrelerinde gergeklestirilen islemler, islem sonrasinda
girilen shift-return(yukar: ok-return) tusu yardimiyla degerlendirilirler.
Asagidaki islemleri inceleyerek, yukarida belirtilen adimlar1 takip ederek
bilgisayariniza yliklemis oldugunuz Maxima ortaminda tekrar ediniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa5




Maxima ile Baslangi¢

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot Numeric Help

(@ eXle DB GOICD —— |@

-~ (%11) a:3:;b:2;cia*b;
[ (%01) 3
(%o0Z2) 2
(5c3) B
- (%1id) x:25 v:35 z:u*y;
[ (306) 6

—1
|
|
k%

(%517 solwve([=Z"2-3%x+2], [=:]):
solve: all wvariakles must not be numbkbers.
-— an error. To debug this try: debugmode (true) ;

7 2i8) kill (%) ;
(%5c8) done

™

golve ([®"2-3*x+2], [=]):
91 [x=1, x=2]

Bir hesaplama hiicresi(cell) kisaca bosluk(space) tusu ile olusturulur. Ayni
islem Hiicre sekmesi Hiicre (Girdi Hiicresi) (veya Cell sekmesi ile
Cell/Insert Input Cell) ile de olusturulur ve maxima tarafindan %i*
biciminde bir etiketle isimlendirilir. Burada i: input(girdi) ve * ise girdiye verilen
otomatik numaradir.
Maxima’da “” operatorii bir degiskene deger atama islemini gerceklestirir. Buna
gore yukarida a degikenine 3 degeri, b ye 2 degeri atanmakta ve input (girdi)
islemleri noktal1 virgiil ile sonlandirilmaktadir. ¢ degiskenine ise a ile b nin ¢arpiminin
sonucu atanmaktadir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Smﬁa6




Maxima ile Baslangi¢

Farkli bir yapilandirma yapilmadig: siirece, Yukari ok tusu(shift) basili tutularak
return tusuna basilmak suretiyle girilen komutlarin Maxima tarafindan algilanmasi
saglanir. Sonuglar %0* bi¢iminde etiketlenir. Burada o: output(sonug) ve * ise sonuca
verilen otomatik numaradir.

Cikt1 ortaminda goriintiilenmesi istenmeyen islemler noktali virgiil yerine “$” simgesi
ile sonlandirilirlar. %i4 te sadece z degiskenine atanan degerin %06 etiketi ile
goriintiilendigine dikkat edelim. %04 ve %05 ise goriintiilenmemistir.

%i7 de solve komutu yardimyla x?—3x+2 =0 denkleminin ¢oziilmesi
istenmektedir. Ancak %i4 te x degiskenine deger atandigi i¢in bu islem hata olarak
algilanmaktadir.

Bu durumda x degiskenine atanan degerin silinmesi gerekmektedir. Bu islem ise
kill (x) komutu ile gerceklestirilmektedir. kill (all) komutu ile mevcut
oturumda tanimlanan hersey silinmis olur. Daha sonra solve komutu tekrar
uygulanarak ilgili denklemin ¢6zlimii elde edilmektedir.

%09 etiketli sonuglar daha sonra kullanilmak {izere 6zel degiskenlere atanabilirler:

(31113 xl:rhs(%309[1]);
[ (golly 1

™

(%112) mZ2:rh=s (%09 [2]);
($0l12) 2

Yukarida %09[1] ile belirtilen etiketli sonuglardan birincisi, yani x=1 Sonucu
kastedilmektedir. rhs () (right hand side-sagd taraf) komutu ile de elde
edilen sonucun sag tarafi, yani 1 degeri x1 degiskenine atanmaktadir.

Not: Sizin ¢alisma pencerenizdeki sonuclar farkli input ve output numaralan ile
etiketlenmis olabilir. Bu durumda kendi calisma pencerenizde etiket numaralarini
dikkate almalisiniz. Ornegin solve komutu ile elde ettiginiz sonuglar %09 yerine baska

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa?




Maxima ile Baslangi¢

bir numara ile etiketlenmis ise, sizde mevcut olan numaralar ile islemlerinizi
yiirlitmelisiniz.

a,b, c ve x degisken degerleri silindikten sonra ikinci dereceden genel bir kuadratik
denklemin ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilebilir:

7 (3i14) kill(a, b, e, 2)
(3o0ld) done

[~ (%115) solwve ([a*=x"2+b*x+c], [=]);

1||b2—4&c+b -w,llbz—q.ic—b
]

P =
Z a 23

(%old) [x=

7 (3i16) 30l1G[1]:

ﬂﬂlbz—q 2o +h

Z2a

($0l6) x=

7 (3117) 301G[2]:

f\,||b2—4 2o —h

Za

(%0l7) x=

Maxima ortaminda bosluk veya Hiicre (Girdi Hiicresi) (veya Cell/Insert
Input Cell) segenekleriyle olusturulabilen hesaplama hiicrelerinin diginda Ctr1-1
ile metin hiicresi, Ctr1-2 ile metin basligi, Ctr1-3 ile metin boliim baslig1 ve Ctr1-4
ile de boliim alt baghigi olusturulabilir:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa8




Maxima ile Baslangi¢

Polinomlar (metin bagllc_jl :etrl-2 1ile)

1 Ikinci dereceden polinomlar (bélim basligi:ctrl-3 ile)

1.1 Koék formilu(alt bolim basligi:ctrl-4 ile)

-

cell/ingert input cell meni segenegl ile)

Yukaridaki érnekte a*x*2+b*xtc=0 denklemin kékleri verilmektedir.

Maxima/Paneller/Genel Matematik(veya

arayiiziine ilave edilmis olur:

golve (a*x*Ztb*ztc, ¥} ; (hesaplama hicresi: hiicre diginda return veya

Maxima/Panes/General
Math) secenegi ile asagida gosterilen genel matematiksel islemler panosu Maxima

File Edit Cell Maxima
(E® & X | e
Genel Matematik w | General Math *
[ Sadelegtir ] [ Sadelegtirftzd) Simplifsy | Simplify (r)
[ Carpan ] [ Geniglet Factar | Expand
[ Kartezyen Form ] [ Yerine kov... Rectform | Subst...
[ kanaonik (trig) ] [ Sadelestic (krig_tzd) Canonical (kr) | SirnpliFy (k)
[ Gerizlet (krig.) ] [ Indirge: (trig.) Expand (tr) | Reduce (k)
[ Céz... ] [ ADD Céiz... Solve... | Saolve ODE...
[ Diferansiyel ] [ Integralini Al. .. Diff... | Integrate...
[ Lirit... I Seriler. . Lirmit... | Series...
| zBarafik.. || 3B Grafik.. Plot2D... |  Plotam..

Karadeniz Teknik Matematik,

erhan@ktu.edu.tr




Maxima ile Baslangi¢

Sadelestir (Simplify) diigmesi Maxima ratsimp komutunu caligtirir ve
cebirsel islemleri sadelestirme islevi gortir:

(%118) p: (2x"3-1)/ (=z-1);
3
%

(%oll)
x—1

[ >

($119) ratsimp(p):
(2019 x%+4x+1

p ile etiketlenen ifade tanimlandiktan sonra yeni bir hiicreye p yazdiktan sonra
simplfy diigmesine tiklayarak veya dogrudan ratsimp (p) Yyazarak ilgili rasyonel
ifadeyi sadelestirmis oluruz.

Sadelestir (6zd) (Simplify(r)) diigmesi radcan komutunu calistirir ve
logaritmik, iistel ve kok igeren islemleri sadelestirme islevi goriir. Ornegin

(%1200 o (x-1)/ (sqrt(=z)-1);

LEoz0)

[ -

F (3121) radecan(q):

(3021) +fx+1

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Smﬁalo
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Carpan (Factor) diigmesi factor komutunu caligtirir ve cebirsel ifadeleri
carpanlarina ayirir:

(%122) prx”3-1;
(3022) x° —1

[ -

($122) factorip):
(30231 (x—1)(x°+x+1)

Genislet (Expand) digmesi expand komutunu ¢alistirir ve factor komutunun
tersine cebirsel ifadeleri agar:

E ——> 3523
(%3124) expand(%023);
(20247 - —1

Kartezyen Form(Rectform) diigmesi rectform komutu ¢alistirir verilen bir
kompleks saymin a+ib bi¢gimindeki gosterimini hesaplar.

{2125 rectform (l/ (1+%1));

1 %#i
($025) ————
2 2

Yerine koy (Subst) diigmesi subst (substitute:yerine koy)
komutunu ¢alistirir. Genel yazilimi subst (ifadel, ifade2, ifade3) seklindedir
ve ifade3 te ifade2 yerine ifadel Yyazar:
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™

(2126) denklem:Ee=1/2%n*v"2;

mvz

z

($026) Ke=

7 (212737 subst (1, m, denklem)

-

(8027) He=—
2

Trigonometrik fonksiyonlar
sin(x),cos(x),tan(x),cot (x),sec(x),csc(x)

Ters trigonometrik fonksiyonlar:
asin(x),acos (x),atan(x),acot (x),asec(x),acsc (x)

Hiperbolik fonksiyonlar
sinh (x),cosh(x), tanh(x),coth(x), sech(x),csch (x)

Ters Hiperbolik fonksiyonlar
asinh (x),acosh (x),atanh (x),acoth (x),asech (x),acsch (x)

Dogal logaritma:
1n (x) 2Log (x)

Ustel fonksiyon
e* —sexp (x)

Karekok

Vz-ésqrt(x)
bi¢giminde tanimlanir.

Meniideki Kanonik(trig)(canonical (tr)), Sadelestir (trig-

6zd) (simplfy(tr)),

Genislet (trig) (expand(tr)),indirge(trig) ( reduce(tr))
diigmeleri ise sirasiyla trigrat, trigsimp, trigexpand Ve trigreduce
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isimli trigonometrik sadelestirme komutlarini ¢alistirirlar. Komutlarin kullanimi
??komut ismi ile incelenebilir:

7 (5i28) ?9trigrat;

| —— Function: trigrat (<exprx)
Gives a canonical simplified quasilinear form of a trigonometrical
expression; <expr» 1s a rational fraction of sewveral ‘“sin', ‘cos!'
or “tan', the arguments of them are linear forms 1n some varlables
(or kernels) and “%pi/<n>" (<n> integer) with integer coefficients.
The result iz a simplified fraction with numerator and denominator
linear in “ein' and “ceos’. Thus ‘trigrat’ linearize always when
it iz possible.

Sadelestir (trig 6zd) (Simplify(tr)) meni secenegi ile calistirilan
trigrat fonksiyonu verilen trigonometrik ifadeyi, pay ve paydast ‘sin’ ve
‘cos’ fonksiyonlarmin lineer ifadelerine doniistiiriir. Ornegin

(%312%) trigrat (tan(t)+tanit)*2);
sin(2 £i—cos(2 £+ 1

(E0Z )
cos(z £+ 1

Kanonik(trig)(Canonical (tr)) menli segenegi ile c¢alistirllan trigsimp
fonksiyonu  sin?(x) + cos?(x) =1 ve cosh?(x) —sinh?(x) =1 &zdesliklerini
kullanarak, ‘tan’ ve ‘sec’ igeren ifadeleri ‘sin’,’cos’,’sinh’ ve
‘cosh’ igeren ifadelere doniistiiriir.

($130) trigsimp (tan (x)+cot (x));

1
LEo30)

cos(x) sinl X))
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Genislet (trig) (Expand(tr)) menii segenegi ile calistirllan trigexpand
fonksiyonu, acilar toplami veya c¢arpimini igeren trigonometrik ifadelerin agilimini
gerceklestirir.

($131) trigexpandi=zin(2*x));
(%031l) 2 cos(xisinlx)

Indirge (trig) (Reduce (tr)) meni secgenegi ile calistirilan trigreduce
fonksiyonu, trigonometrik ve hiperbolik *sin’ ve ‘cos’ fonksiyonlarinin ¢arpim ve
uslerini ‘sin(ax)’ velveya ‘cos (bx)’ fonksiyonlariin ‘lineer’
kombinasyonuna yani, c; sin(ax) + ¢, cos(bx) + c; formuna doniistiiriir, burada
c1,c; Ve c3 ler sabitlerdir. Ornegin

{%$133) trigreduce (sinix)™2);

1-—co=(Z X))
(%o033) —M

Boliim Ahstirmalar

1.  Verilen fonksiyonlar1 uygun c. sin(x+y)
Maxima fonksiyonu yardimiyla d. cos(x+y)
sadelestiriniz
a x%—-3x+2 3. Verilen fonksiyonlart uygun
' 5t Maxima fonksiyonu yardimiyla
b. NoE sin ve/veya cos
c. X3 fonksiyonlarinin lineer
| x3-27 kombinasyonuna déniistiiriiniiz.
d. log(x?) — log(x) N sinz(x3/ ;
2
2.  Asagida verilen fonksiyonlarin b. C,OS3 (x)
. c. sin’(x)
acilimlarini elde ediniz. q 3
a (x+y)° . cos>(x)
b. (x—y)3
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Px)=x3—-x-1

polinomunun tim  koklerini

virglilden sonra 4 basamakli bir

formatta elde ediniz. 9.

P(x) =ax*+bx+c
polinomunun polinomunun
koklerini  buldurarak, koklerin
toplami1 ve ¢arpimu ile katsayilar
arasindaki  bilinin  bagintiy1
gbzlemleyiniz.

10.

Soru5 i P(x)=ax3+b
polinomu i¢in tekrar ediniz.

I' komutu ile girilen saymin
faktoriyelinin nasil
hesaplandigini inceleyiniz.
Ornegin (5!=120)

Herhangi bir iglemin sonucunun
ondalikli bir formatta istenmesi
durumunda islem sonuna virgiil
konulduktan sonra numer
komutu yazilir: Ornegin

sin (1), numer;
0.8414709848078965.Bu
islemi siz de

exp(l),sin(1l), cos (1)

degerlerini elde etmek i¢in
tekrarlayiniz.

Ozel bazi sayilar bastaraflarina
% 1isareti konulmak suretiyle
tanimlanirlar: ~ Ornegin =~ —
%pi,V—1 = %i, exp(1) > %e
gibi.

sin(%pi), log(%e) , sqrt(—1)

komutlar1 ile elde edilen

sonuglar1 gozlemleyiniz.

Solve komutu yardimiyla

a. sin(x)—1/2=0,

b. cos(x)—1/2=0,

c. tan(x)—1=0,

d. sec(x)—1=0,

e. csc(x)—1=0,

f. sinh(x)—1=0

g. cosh(x)—1=0
denklemlerini cozmeye

calisimiz. Her bir denklemin
en az bir ¢ozimini elde
edebiliyor musunuz? f sikki
icin elde ettiginiz sonug sizce
yeterli mi?
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( X3 X \
2. BOLUM

Maxima ile Genel

Matematiksel islemler
\_ J

Bu bolimde Maxima ortaminda

M Fonksiyon tanimlama,

M grafik ¢izimi,

M 1imit,

N tlirev,

I ektremum nokta belirleme,

M belirsiz vebelirli integral islemleri,
M Taylor acilimlar,

i1 Listeler, sonlu toplamlar, seriler ve
M Fourier serileri.

basliklar altinda bazi genel matematik konularinin nasil incelenebilecegini drneklerle
sunuyoruz.

2. Maxima ile Genel Matematiksel islemler

Maxima ortaminda yukarida ifade edilen genel matematik konulart Maxima
yardimiyla daha etkin bir bi¢imde incelenebilir. Bu bdliimde amacimiz s6z konusu
konularin Maxima ortaminda nasil incelendigini Ornekler {iizerinde gostermektir.
Oncelikle fonksiyon tanimlama islemiyle baslayalim.

2.1 Fonksiyon tanimlama

Fonksiyon tanimla islemi, “:=" operatorii ile asagidaki gibi gerceklestirilir:
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(3111 f£(x):=sin(®)/x;

sinl x)

(%cl) fix)i:=

F

Tanimlanan fonksiyonun herhangi bir noktadaki degeri ise

7 (siz) (1)

(%02) sin(l)
7 (%i3) £(1), numer;

(%03) 0.841470984807%
orneginde oldugu gibi kolayca elde edilebilir.

2.2 Fonksiyon grafigi

Tanimlanan fonksiyonun bir aralik iizerindeki grafigi wxplot2d grafik ¢izim komutu
yardimiyla gergeklestirilebilir. Yukarida tanimlanan

sin(x)
fe)=—
fonksiyonun [—10,10] araligindaki grafigi asagidaki ¢izilmektedir:

Grafigin st kisminda ¢izim igleminde [—10,10] araliginda sayisal olmayan bir deger
ile karsilagildig: belirtilmektedir. Bu deger sliphesiz x = 0 noktasidir.
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7 (314) wmplot2d(f, [x,-10,10]);

plotZd: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.
1
08 t
06 t

04 t

(5t4) 0.2}

ot
02t
-04

-10 -5 0 5 10

(%04)

Grafik ¢iziminde apsis smirlan ile birlikte, ordinat smirlart da belirtilebilir.
Ornegin

|7 (%16) wxplot2d (£, [x,-10,107, [v,-1,1]11%
Komutu ile yukaridaki grafik [-10,10]x[-1, 1] bdlgesinde de goriintiilenebilir:

Wxplot2d komutu igerisinde g¢izdirilecek olan fonksiyon dogrudan da tanimlanabilir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa19




o (si5)

(%th)

(%o05)

Maxima ile Genel Matematik

wxplot2d (1/ (x*2+1), [%,-5,5]1);

1(x"2+1)

1
0.9
0.3
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

0

Ote yandan parcali fonksiyonlar da Maxima ortaminda tanimlanarak, iizerlerinde
istenilen islemler gerceklestirilebilir:

E Pargali fenksivon ve grafiﬁﬂ

2x +1, x<3
10 —x diger x ler

f(x) ={

parcali fonksiyonu Maxima ortaminda

f (x) :=1f karsilagtirma then
fonksiyonun birinci kismi
else
ikinci kismi

formatinda asagidaki gibi tanimlanarak grafigi ¢izilebilir:
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7 i%11) f£i{x):=1f =<3 then 2*x+l else 10-u;
i%0l) flx):=1f x<3 then Z2x+l1l else 10-x

7 (212) waplot2d (f(x), [x,-2,101, [v,-4,101)5
10

(BtZ)

ifx <3 then 2*x+1 else 10-x

X
Ug parga halinde tanimlanan
x+5 eger x < =3
g(x) =49 —x2 eger—3<x<3
3—x eger x > 3

fonksiyonu ise Maxima ortaminda asagidaki gibi tanimlanarak gafigi ¢izilebilir:

($12) gix):=1f x<-3 then x+5 else 1f <=3 then sqrt(9-x"Z2) else 3-x;

(302) glx):=if x<-3 then x+5 elsze if x<=3 then 9-x° elese 3-x
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7 (%i3) wxplot2d (g (x), [%,-5,5], [y, -3,3]1);
3

3 then sgrt{9-x"2
%]

I 0
(%t3) _§ ’
2
T 2|
[T¢]
¥ 3 .
3 4 2 0 2 4
=
0 X

-
-

Ote yandan birden fazla fonksiyonun grafigi de ayni eksende cizilebilir: Asagida
flx) = xzsin(i) fonksiyonun ile g(x) =x? ve h(x) =—x? fonksiyonlarinin
[—0.1,0.1] aralig1 tizerindeki grafikleri ayn1 eksende goriilmektedir.

($11) f(x):=x"2*=in(l/x);

1
(501) flx)i=x’ sin[—J

X
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7 ($12) wxplot2d ([f,z"2,-x"2], [%,-0.1,0.1]);

_plot2d: expression evaluates to non-numeric wvalue somewhere in plotting range.

0.015

S
0.01 X2 ——

0005
ot

[5E2)
-0.005 ¢t

-0.01

0015 . .
-0 -008 0 0.05 0.1

[502)

Iki degiskenli fonksiyonlarin grafigi ise wxplot3d komutu ile ¢izilir: Ornegin

z = e (O*+Y) fonksiyonunun [—3,3] X [—3,3] bolgesindeki grafigi wxplot3d
komutu ile asagidaki gibi ¢izilebilir:

" (3i4) wsplot3d(exp(-x"2-y*2), [x,-3,3], [y,-3,3], [grid,30,301);
ey A2 xA2)
Z
(%t d)
3
| (304)
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Burada [grid, 30, 30] secenegi ile x ve y ekseni lizerinde grafik ¢izimi igin 30 adet
nokta alinmasi gerektigi ifade edilmektedir.

implicit_plot fonksiyonu yardimiyla egri grafikleri ¢izilebilir. Bunun i¢in oncelikle bu
fonksiyonunun Maxima oturumunda
load (implicit_plot) komutu yardimiyla kullanilabilir hale getirilmesi gerekir.

implicit_plot([x"2+y"2 =1,y —x"2 =0],[x,—3,3], [y, —3,3]);
isleminin sonucunun asagidaki gibi elde edilecegini gézlemleyiniz.

(%i1) load(implicit_plot)
(%01}
C:\maxima=5,38.I\share\maxima\5.38.1 5 gdf93b7b dirty\share\contrib\implicit plot.lisp

:%iZ} implicit_plot([x"2+y*2=1,y-x"2=0],[x.-3,3],[y,-3.3])
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Boliim Ahstirmalar:

1. Belirtilen fonksiyonlar1 Maxima
ortaminda tanimlayarak,
karsilarinda  verilen  noktadaki
degerini hesaplatiniz

a. fx)=vx+1x=1

b. f(x) =sin(x),x = pi/2

c. f(x)=In(x),x=10

d. f(x) =log(x),x =10

. Verilen fonksiyonlarin ,[—5,5]
araliginda grafiklerini ¢izdiriniz. (y
ekseni smirlarini [y, —2,2] secenegi
ile —2,2 olarak belirleyiniz.

sin(x),

cos(x),

tan(x),

cot(x),

sec(x),

csc(x)

oo 0 o

. Verilen fonksiyonlarin ,[—5,5]
araliginda grafiklerini ¢izdiriniz. (y
ekseni smirlarini [y, —2,2] secenegi
ile —2,2 olarak belirleyiniz.

sinh(x),

cosh(x),

tanh(x),

coth(x),

sech(x),

csch(x)

mo a0 T

. Verilen fonksiyonlarin karsilarinda
verilen  araliklarda  grafiklerini
¢izdiriniz.

ile Genel Matematik

h f@) = =,[-210]
i. f(x)=3x+3,[-63]
. () =15,[-10,10]
k. f(x) =x3—-3x+4,[-33]

. Soru 2 de verilen fonksiyonlarin

birinci basamaktan tiirevlerinin
x =1 noktasindaki degerlerini
hesaplayiniz.

. f(x) =xsin(§) fonksiyonu ve

g(x) =xh(x) = —x
fonksiyonlariin grafiklerini ayni
eksende ve [—1,1] aralig1 iizerinde
cizdiriniz. Ne gozlemliyorsunuz?

. Verilen parcali  fonksiyonlarin

grafigini ¢izdiriniz

a f(x)=
X, 0<x<1
—x%42 1<x<2
b. f(x) =
—-x—-1 -2<x<-1
{1—-x? —-1<x<1
x—1 1<x<?2
. z=f(xy)

x2+ 2
=sin(x?+y?)e s
fonksiyonunu grafigini

[—3,3] X [—3,3] bolgesi tizerinde

¢izdiriniz.
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oturumunda load(draw) komutu

9. implicit plot yardimiyla asagidaki yardimiyla bu  grafik  ¢izim
egrilerin grafigini ¢iziniz fonksiyonlarmin kullanilabilir hale
getirilmesi  gerekir.  Yukaridaki

a x? gy komutu girdikten sonra asagidaki
b. 5 4 O’ 4+ 9 ornegi deneyiniz:
. y—x" =0y X< — =
0 o draw3d(
Cc. x2+y2—4= T y? — explicit(sin(x"2
1 = 0 +yA2);x; _3;3;}7; _313)1

surface _hide = true);

10. Draw2d ve draw3d fonksiyonlar1
yardimiyla  sirasiyla iki ve Ti¢
boyutta degisik oOzelliklere sahip
iistiin kalitede grafikler cizilebilir.
Bunun ig¢in Oncelikle Maxima

2.3 Limit, tiirev ve integral

Limit(par¢ali  fonksiyonlar  harig), tlrev(parcali  fonksiyonlar  harig),
integral(belirsiz ve belirli) islemlerinin Maxima ortaminda nasil gergeklestirildigini
asagidaki ornekler lizerinden takip edelim:

f Limit

Fo-—

(%14) limit {1/ {="241), =, inf};
(%04) O

orneginde lim,_ 1/(x? + 1) limiti hesaplanmaktadir.



Maxima ile Genel Matematik

K Tiirewv

Fo-—

($15) diff (1/ (=x"2+1),=,1);

2
(%ch) —m

2
(xZ+1)

orneginde 1/(x? + 1) fonksiyonunun x degiskenine gore birinci basamaktan tiirevi
hesaplanmaktadir.

f Integral

(%$16A) integrate (1l/ (x™2+1), x);
ob) atanix)

(%$17) integrate (1/ (z*2+1), =, 0, 1)1;

507 .
(%07] 2

orneginde ayni fonksiyonun oncelikle belirsiz integrali ve daha sonra da [0,1] araligi
tizerindeki belirli integrali hesaplanmaktadir.

Limit, Turev ve Integral Ornekleri

]imm (%11} limit (abs (x) /=, =, 0, minus) ;
(¥o0l) -1

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa27




Maxima ile Genel Matematik

x| | (%i2) limit (abs(x)/%,%,0,plus) ;

lim — L
x-0% X (502) 1
limSi“(x) 7 (213) limit (sin(x)/x,x, 0);
x>0 X (303) 1
lim Sx+1 | (2i5) limit ((5*xm+l)/ (sqrt (2*x*2-5)17,3x,inf)
x204/2x2 — 5 5
(%05) —
Az
d(e>* sin(2t)) 7 (3i6) diff (exp (3%x)*=in (2%t), x) ;
dx (206) 3sin(2 £)%e” ¥
d(e>* sin(2t)) 7 (217) diff (exp (3*x)*sin(2*t),t) ;
dt (207] 2 cos(? t]%e ¥
d?(e3* sin(2t)) (318) diffiexp(3*x)*sin(2*t),t,2);
dt? (208) —4sin(2? t)%e> ¥
da x| 7 (2i9) diff (abs (x), ) ;
dx(x) . N
(309) —
||
f|x|dx _7 {%110% iI|‘1t|egrate (ab= (=), =) ;
|
(%o0l0) ——
2
fx"dx _7 (%111) integrate (x"n,x);
I= ntl EEro 0F RORZEYrOTEero;
(%o0lly logis)
7 ($112) integrate (x"n, ®);
I= ntl Zero 0¥ RORZeYoFnonzerao;
xn+]_
(%o0lZ)
n+1
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fe“xdx 7 (%i13) integrate (exp (a*x), x);
i %E& X
(%o0l3)
2
feaxsin(bx)dx i_j ($114) integrate (exp (a*x)*=in(b*x), ®)
32 ¥(a gin(b x)—bcos( b x))
(%oldd
b2+a2
1 7 an : -
f o2 dy {%8115) integrate (exp (-x"2),x,0,1);
£l
: hors, YEerf(L)

o

' (3i16) float (37
(go0led 0,74682413281243

Z 1
f f e~ dxdy
0 Jo

{%117) integrate (integrate (expi{-x*2-v*2), =, 0, 1),v,0,2);
rterfilierf(Z)
4

(%0l7)

Boliim Alistirmalar:

1. Asagidaki  limitleri Maxima e. lim,_,- zi
ortaminda hesaplayniz. Il

2. Asagidaki integralleri Maxima

li (Xz—l)
a. lim,_,, =y ortaminda hesaplayiniz.
b. lim,_, sin2x)
x>0 S a.  [e%sin(bx)dx
C. limy e ——— b.  [Vx?+ ldx
d. lim,_ g+ — c. [In(x)dx
2l d x-1
' x+1
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Soru 2 de verilen integralleri
[1,2] aralig tizerinde hesaplayiniz.

Asagidaki cok katli integralleri
hesaplayiniz

a. [ [sin(x + y) dxdy
b. f_ll foz sin(x + y) dxdy

4 (143
c.kLﬂf@—ymmw
Asagidaki tiirevleri hesaplayimiz

d(e?*sin(3ax)

dx
d(e?*sin(3ax)

da
d?(sin(3ax)

dx?
d3(sin(ax)

dx3

T @

o

erf(x)  fonksiyonunun  nasil
tanimlandigini arastiriniz.

Asagida verilen fonksiyon
ailelerinin  karsilarinda  verilen

bayag1 diferensiyel denklemlerin
¢Ooziimii  oldugunu  Maxima
ortaminda kontrol ediniz.

a y=ce*+1, y +y=1
b. y = csin(x) + dcos(x) +

1,y"+y=1
C. y=ce*+de ™ —x,
y'-y=x

d. y=xIn(x) + cx,
1
r__ = =1
y xy

Asagida verilen fonksiyon
ailelerinin  karsilarinda  verilen
kismi diferensiyel denklemlerin
¢Ooziimii  oldugunu  Maxima
ortaminda kontrol ediniz.

a. u=sin(x —y),

Uyy —Uyy =0
b. u=-sin(x+1t), Uy, = Uy
C. u=-e*tsin(x), U = Uyy
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2.4 Bir fonksiyonun yerel ekstremum noktalari

f(x) =x3—2x—2 fonksiyonunun grafigini c¢izerek ekstremum noktalarini

belirleyelim:
[ (2i33) wxplot2d ([x"3-2%x-2], [x,-2.5,2.5], [y,-10,101)%
pletz2d: some values werese clipped.
10
5 L
o
e
& 0
(se33y | 99
b
5 |
-10
X
fx)=x>—2x-2 7 (5i0) F(x) i=wt3-2%u-2;
(309) flx):i=x" -2 x-2
f'(x) =3x% =2 7 (%110) fp:diff (f (%), x) ;
(%0101 3 x% -2
f"(x) =6x 7 (3i11) fpp:diff(fi{=z),=,2);
(%0ll) & x
f'(x)=0 i_/' (%8117) cozum:solve (fp, ®) ;
2 2
($0l7) [x=—£, x=£]
SR )
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[~ (%#118) cozum[1l]:

(%0l8) x=-—

L (%119 ml:rhe(cozum[1]) ;

x; = —V2/V3 I Az

($019) ——

L (3121) cozum[Z2];

(%02l) x=——

L (%122) mZ:rhs (cozum[Z2]);

, =V2/V3 I
* \/_/\/_ (%0220 E

NE)

7 (%1Z26) ev (fpp, x=x1);
(30z6) —23/2.3

(%127) float (%) :

f"(x1) <0, x; de yerel mak.

f"(x1), ondalikl [ (%027) —4.898979485566357
7 (3i28) float (subst (x1,x, fpp)) ;
f"(x1), ondalikli ,alternatif (2078) —4.HB09R979485566357

L (%8129 evifpp, x==x2);

f"(x3) > 0, x, de yerel min (5029) 232,03

Yukaridaki Tabloda

cozum:solve (fp,x) komutu ile fp ile etiketlenen £’ (x) fonksiyonunun sifir
yerleri, £’ (x)=0, solve komutu yardimiyla elde edilerek, sonuglar ¢dziim listesine
atanmaktadir.

Listenin birinci elemant

cozum[1]: x;, = —V2/V/3
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Listenin ikinci elemani

cozum|[2]: x, = V2//3

x1:rhs (.) : parantez i¢erisindeki ifadenin sag tarafini alarak x1 degiskeninin degeri
olarak atar.

Buna gore  x;:rhs(cozum[1]) komutuyla x; degiskenine —+2/4/3 degeri
atanmaktadir.

ev (fpp, x=x1) komutuyla fpp ile etiketlenen f''(x) fonksiyonunun x = x;
noktasindaki degeri hesaplanmaktadir.(ev:evaluate(degerini belirle)).

float (.) : komutuyla kokli ifade ondalikli formata doniistiiriilmektedir.
subs (x1, %, fpp) komutuyla ev (fpp, x=x1) komutu ayni iglemi
gerceklestirmektedir.

Ikinci tiirev testi geregi, birinci tiirevin sifira esit oldugu noktada ikinci tiirevin negatif
oldugu x; = —V2/+/3 noktsinda yerel maksimum ve ikinci tiirevin pozitif oldugu
x, = V2 /4/3 noktasinda ise yerel minimum s6z konusudur.

2.5 Taylor seri agilimi

Ote yandan verilen bir nokta komsulugunda kuvvet serisi agilimina sahip olan
fonksiyonun, agilimi igin istenilen dereceden Taylor polinomu taylor fonksiyonu
yardimiyla elde edilebilir:
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(%#111) taylor(=sin(z), =, 0, 8);:

0  x° x

(%01l /T/ x + T
1z0 5040

¥ (21127 taylor(log(x+l), =, 0, 8);
(8012)/T/ sx——"+— +— +— +. ..
z 3 4 5 B 7 ]

(%113) tayloriexpix), x, 0, 8):
(3013)/T/ 1+x+—+—F—t—F——+ + +
o & =24 120 7Z0 5S040 40320

2.6 Listeler, sonlu toplamlar ve seriler

Maxima da liste olarak adlandirilan yapi elemanlart makelist komutu yardimiyla
tanimlanabilir.

Ornek
7 (%11) =:makelist (0.1*%h,h,0,10);
{%cl) [0O,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0]

7 (%i2) apply ("+", x);
(%0Z2) 5.500000000000001

[ (3i3) £(r):=t"2;
(303) f(t):=t°

Alternatif olarak x listesi

(%11) H:makelist (h,h,0,1,0.1);
(%01) f0,0.1,0.2,0.2,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0]
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biciminde de tanimlanabilir.

(%14) y:map(f,x);
(304) [0,0.01,0.04,0.09,0.16,0.25,0.36,0.49,0.64,0.81,1.07

[l (sis) plotzd(irdiscrete,x,v1);

1 T T T T
0.8 r 1
e e

=
0.4 b .
0.2k . .
-'---'
.-'-'-F'-F-
-'__'_-I'F'-F-

) —'——’__'_T-F 1 1 1

n nz 0.4 0.k 0. 1

Yukarida %$i1 de Maxima ortaminda liste adi verilen bir x vektori
olusturulmaktadir. x vektoriin elemanlar1 sifirdan baglayip, 0.1 esit uzunluklariyla 1
noktasina kadar devam etmektedir.

%12 de x vektoriniin elemanlarina apply fonksiyonu yardimiyla ‘+’ operatoriiniin
nasil uygulandigina dikkat edelim.

%i3 de f(t) = t? fonksiyonu tanimlanmakta ve %i5 de ise y=f (x) vektdrii map
fonksiyonu yardimiyla elde edilmektedir. $i6 da ise ‘discrete’ segenegi
yardimiyla x vektdriine karst vy vektdriiniin grafigi, yani f(t) = t? fonksiyonunun
grafigi ayrik veriler yardimiyla ¢izilmektedir.

Map fonksiyonu yerine dogrudan da y vektorii
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(%514) vixn™2;
i%c4) fO,0.01,0.04,0.09,0.14,0.25,0.34,0.49,0.44,0.81,1.07

olarak tanimlanabilir.
Listeler yardimiyla sonlu toplamlar olusturulabilir.

Ornek

Oncelikle Ll% toplamini tanimlayarak farkli n degerleri i¢in hesaplayalim.

7 (2i1) dizi:makelist (1/k,k,1,5];

ol ll
(201) [1,=,

7 (212) apply ("+",dizi) ;

137
(302) —
&0

E (313) dizi:makelistll/k,k, 1, 10005

(%14) applv("+",dizi), numer;
(%o4d) 5,187377517639621

Ornek

o1
P
k=1
serisinin yakinsak oldugunu hatirlayalim ve yakinsadigi nokta olarak Euler sayisi

2
olarak bilinen % degeri hesaplamaya calisalim.
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E' (2i5) dizi:makelist (1/k*2,k,1,1000)5

L (%16) apply("+",dizi), numer;
(3o0fR) 1.6439345A6681561

L (%18) %pi™2/6,numer;
(3c08) 1.6449340A6848226

Yieo zik serisinin yakinsadig1 deger sonlu toplam yardimiyla elde edilebilir:

E (%19) dizi:makelist((1l/2)"k,}k,0,1000)%

(%110) apply ("+",dizi), numer;
pEol0) 2.0

Alternatif olarak sum fonksiyonu yardimiyla yukaridaki islemler daha pratik olarak
gerceklestirilebilir:

L

(%11) sum(1/k™2,k,1,inf),=impsum;
2

(%ol E—
&

- (%12) sum(l/ (2°k),k,0,inf),simp=sumnm;
(302 2
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Boliim Ahstirmalar:

1. Asagida verilen fonksiyonlarin fonksiyonu yardimiyla (x, y)

karsilarinda verilen araliklardaki
yerel ekstremumlarini
belirleyiniz

a f(x) =x3-3x+4,[-33]
b. f(x) =x3—-2x+1,[-3,3]
c. f(x)=x?>—-3x+2,[0,3]

Verilen fonksiyonlarin
yanlarinda  belirtilen  nokta
komsulugundaki Taylor
acitlimmin ilk bes terimini
hesaplayiniz. Fonksiyonun
grafigi ile bir, iki, i ve dort
terimli Taylor yaklagimlarinin
grafigini ayni eksen iizerinde ve
belirtilen aralik iizerinde ¢iziniz.

a. f(x)=vl+x,x=
0,[—1,2]

b. f(x) =cos(x),x =
0,[-1,1]

c. f(x) =sinh(x),x =
0,[-1,1]

[—1,1] araliginda ve aralarindaki
uzakligi h = 0.1 olan noktalar
kiimesine ait liste olusturarak

y = sin(x) fonksiyonunun bu
liste elemanlarindaki degerini
hesaplatiniz. P1ot2d

ikililerinin grafigini ¢iziniz.

Asagida verilen sonlu toplamlari
uygun listeler  hazirlamak
suretiyle ve
N =100,1000,100000
degerleri icin hesaplatarak, her
bir sonlu toplami kismi toplam
kabul eden serinin yakinsak olup
olmadigin1 ve yakinsak ise
yakinsadigr degeri belirlemeye
calisiniz.

N
a. P ——
l—1i+%
h. YN
1=1(i41)
N 1
C. Zi=o3i
d ¥, —

=0 (j+1)(i+2)

Soru 4 teki toplamlar1t N = i¢in
sum  fonksiyonu  yardimiyla
hesaplayiniz
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2.7 Fourier serileri

2.7.1 [-L,L] arahginda Fourier Serisi

[—L, L] araliginda taniml1 f fonksiyonu
_ ag nmx . MTX
flx) = > + Z a, cos (T) + b, sin (T)
n=

bi¢iminde ifade edilebilirse,
a, = 1f—LLf(X) cos ("Lﬂ) n=012,..

L
ve

b, = ! f_LLf(x) sin (%) n=1,2,..

L

olarak elde edilir. S6z konusu gosterim fnin Fourier agilimi veya Fourier serisi
olarak tanimlanir. Maxima ortaminda a, Ve b, Fourier katsayilari hesaplanabilir ve ayrica
Fourier serisinin sonlu sayida teriminin toplami elde edilebilir.

Ornek

f(x)=-1, =-1l<=x<=0

1, DO<xe=1
fonksiyonunun Fourier seri agiliminin ilk 20 terimine ait sonlu toplami
hesaplayarak grafijini c¢izdirelim.

{30l) done

(512) L:l:
(502) 1

E {%11) declare{n, integer) ;
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Fonksiyon tek oldufu igin a n katsayilari sifira egit olmalidir. Gergekten de

N an:integrate {-1*cos (n*%pi*x/1),%,-1,0) +integrate {cos (n*%pi*x/1) ,x,0,1)3
ratsimp (%) ;
(%04} 0O
7o bn:integrate{-1*sin (n*%pi*=x/ L) ,x,-1,0) +integrate{sin (n*%pi*x /L), %, 0,1)5
ratsimpi(%);
z(-1)"-2
{%0A) —m—
T n

(%17) Toplam:sum i {%0A) *=in (n*3pi*x/L),n,1,2015

%£1i8) L2:2%L;
zo8) 2

< T =

(%19) wxplotZ2d (Toplam, [%,-L2,L2]);

1.5 . . . . . . .

(2L9)
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Ilk 20 terim yerine daha fazla sayida terimin toplamini alarak daha iyi bir yaklasim elde
edilebilir: ilk 100 terimin toplamu ile elde edilen yaklasimin grafigi asagida sunulmaktadir:

7 12117) wxplotZ2d (Toplam, [#,-2,2]);
15

0.5

0

($£17)
-0.5

e -0.5 0 05 1 1.5 2

(%old)

f de mevcut siireksizlik noktalar1 veya nin [—L,L] araligi disarisina peryodik olarak
genisletilmesi durumunda olusabilen siireksizlik noktaslart komsulugundaki sigramalar
Gibbs (J. Willard Gibbs,1839-1903, Amerikali arastirmaci) olayl
olarak adlandirilir. Ornekte f nin sifir noktasindaki siireksizligi ve peryodik genisleme olarak
adlandirllan f nin [—L, L] aralig1 disarisina genisletilmis bigiminde, ...,—2,—1,1,2, ... gibi
noktalarda olusan stireksizlikler komsulugunda si¢cramalarin olustuguna dikkat edelim.

Eger f fonksiyonu [0,2L] araliginda tanimlanmis olsaydi,

a, = %fOZLf(x) cos (nLLx) n=20,12,..
ve

b, = %fOZLf(x) sin (nLﬂ) n=12,..

olarak elde edilirdi.
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Ornek

f (x) = x? fonksiyonunun [0, 2L] = [0,1] araligindaki Fourier agilimimin ilk 20 terimine
ait sonlu toplami hesaplayarak grafigini ¢izdirelim.

(%$1i1) declare (n,integer);
(30l) done

(%$12] L:1/285

] Y

i%13) al:1l/L*¥integrate (x™2,x,0,2*L) Srat=imp (%) ;

%42
(033

” (%$15) an:1l/L*integrate (x"2*%cos (n*Spi*x/ 1), %, 0,2%L) Sratesimp (%) ;
1

Lsoa)

:“:2 nz

” i%17) bn:l/L*integrate (x"2*=sin(n*%pi*x/L), =, 0,2*L)5 ratsimp (%) ;

1
(%$o0d) ——
T
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E (%19) F:ab/2+4sum (an*cos (n*%pi*x/L)+bn*sin (n*%pi*x/L),n, 1,200 5

_7 (31103 wxplot2d(F, [®, -2,2])
1.2

1
08
06

(2+10) 04
02

0
-0.2

(2010}

F fonksiyonun grafigini peryodik olarak reel eksene kopyaladigimizda, her tam sayida bir
stireksizligin olustuguna ve dolayisiyla Fourier serisinin kismi toplaminda Gibbs
olayi adi verilen sigramalarin olustuguna dikkat edelim.

2.7.2 [0,L] arahginda Fourier Kosiniis ve siniis acilimlari

[0, L] araliginda tanimlanmis olan f fonksiyonunun Fourier kosinis agilimi,

2 L nmx
a, = Zfo f(x) cos (T) n=0,12,..
Fourier katsayilara ile

a nmix
F(x) ==+ E ,c0S(—)
2 4 L
n=
olarak elde edilir.

Benzer bigimde ayni aralikta tanimli f fonksiyonunun Fourier siniis ag¢ilima ise,
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b, = %f:f(x)sin(%) n=12,..
Fourier katsayilara ile
E() = ) bysin(-r)
n=1

olarak elde edilir.

F.(x) ayn1 zamanda f fonksiyonunun [—L, 0] araligina ¢ift genislemesini temsil eder. Benzer
bigimde F;(x) ise f fonksiyonunun [—L, 0] araligina tek genislemesini temsil eder.

Ornek

f(x) = x? fonksiyonunun [0,L] =[0,1] arahigindaki Fourier kosiniis Ve siniis
acilimilarinan ilk 100 terimine ait sonlu toplami hesaplayarak grafigini ¢izdirelim.

E" (%1117 L:18

7.(%i12} al:2/L*integrate (x™2, %, 0, L) Sratsimp (%) ;

2
(%o0l3) —
3

7 (114 an: 2/ L*integrate (x"2*cozs (n*3pi*x/L), %, 0, L) Sratsimp (%) ;
a¢-1y"
(%o0l3)

T

E.(%ilé} F:al/2+=zum (an*cos (n*$pi*x/L),n, 1, 100) 5
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7 (%117) wzplot2d (F, [%,-2,2]) ;

1
09
08
0.7
06
05
(17 04
03
02
01

0

-2

(%o0l7)

Yukaridaki grafikten c¢ift genislemeyi temsil eden Fourier kosintiis agiliminda
slireksizlik olugmadigina ve serinin kismi toplamlar grafiginde Gibbs olaymin
gerceklesmedigine dikkat edelim.

{%121) bn:2/L*integrate (x"2%zin(n*%$pi*=/ L), =%, 0, L) Sratsimp (%) ;

(2 g m-ay-17+4

LE0ZZ)

ESHS

E.(%iZB} Fz:sum (bn*sin (n*$pi*x/L),n, 1, 10075

Not: Gibbs olayr sadece Fourier serisi elde edilen fonksiyonda mevcut siireksizlik
noktalar1 ve peryodik tekrarlarinda degil, ayn1 zamanda da fonksiyonun peryodik olarak reel
eksene kopyalanmasi durumunda olusabilen stireksi z1 ik noktalarinda gergeklesmektedir.
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7 (3i24) weplot2d (Fe, [%,-2,2]1) ;

1.5

1
0.5
0

(%tZ4)
-05

1

15 - - - - - - -
2 15 1 05 0 05 1 15 2

(FoZ4)
Verilen fonksiyonun [—1,0] araligina tek genislemesini temsil eden agilimda, peryodik

genislemede siireksizlik olustuguna ve dolayisiyla da Gibbs olayr olusumuna dikkat
edelim.

Bolim Ahstirmalan

1. Asagida verilen fonksiyonlarin b. f(x)=
Fourier  serilerini Maxima { X -1<x<0
ortaminda elde ederek, elde sin(x) 0<x<1
ettiginiz serinin ilk 20 teriminin c. fx)=
toplaminin  ardigik ¢ peryot {x +1 -1=<x<0
tizerindeki grafiklerini ¢iziniz. cos(x) 0<x<1

d f)=Ix[,-1<x<1
a f(x):{z -1<x<0 o
2 0<x<1 2. Yukarida elde ettiginiz agilimlarda,
fonksiyonun  ve/veya peryodik
geniglemesinin  siireksiz oldugu
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noktalar komsulugunda Gibbs
olayint gozlemleyiniz.

3. Asagida verilen fonksiyonlarin
Fourier kosints serilerini elde
ederek, eclde ettiginiz serilerin ilk
5,10 ve 20 teriminin toplaminin
ardistk li¢ peryot iizerindeki
grafiklerini ¢iziniz.

a. fx)=x0<x<1

b. f(x)=sin(x),0<x<m
Cc. f(x)=sinh(x)x,0<x<1
d. f(x) =cosh(x)x,0<x<1

4. Asagida verilen fonksiyonlarin
Fourier sinus serilerini elde
ederek, elde ettiginiz serilerin ilk
5,10 ve 20 teriminin ardisik tig
peryot  lizerindeki  grafiklerini
¢iziniz.

a. f(x)=x,0<x<1

b. f(x)=cos(x),0<x<m

C. f(x)=cosh(x),0<x<1
d f(x)=e*-1,0<x<1

5. Fonksiyon velveya peryodik
genislemelerde siireksizlik
olmast durumunda Fourier
serisine ait kismi toplamlar
dizisinin yakinsama hizi ile
stireksizlik olismamasi
durumlarindaki yakinsama hizlarim
karsilastiriniz. Ne
gbzlemliyorsunuz?
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3.BOLUM
Maxima ile Lineer
Cebir

Bu bolimde Maxima ortaminda

Vektorler

Matrisler Ve temel matris
islemleri,

Gram-Schmidt yontemi ile
ortogonallestirme ve

Lineer ve lineer olmayan cebirsel
sistemlerin ¢oziimiini inceliyoruz.

B B BB

3. Maxima ile Lineer Cebir

3.1 Vektorler

Maxima ortaminda vektorler  liste olarak diisiintilebilir. Asagidaki islemleri
inceleyelim:
7 (%il) m:[1,2,3];

(%ol) [1,2,3]

7 (%i2) v:i[2,-1,4]1;
(%o02) fE,—l,4j

(2131 sty
(3031 [3,1,7]




Maxima ile Lineer Cebirsel Islemler

/214y m-v;
(204) [-1,3,-1]
(%158 w/v;
1
iFoh) [—,-2,=7
z
7 (216) ury;
(206) f2,-2,12]
(217 x.v;
(%07) 12
7 : .
(%18) length(v);
(%08) 3
7 (zi9) whE;
(%o [1,4,97
7 (81100 m+1;
(%010) (2,3, 4]
7 18111y 2%x;
[ (so0ll) f2,4,6]
" (5112 fpprintprec: 4;

(3o0lZ) 4

Alternatif olarak bilesenleri arasinda belirli bir kural olan x vektorii makelist komutu

yardimiyla da tanimlanabilir.

X vektoriiniin h degerlerinden olusacagi ve h degerlerinin [0,1] araliina 0.1 adim
uzunlugu ile serpistirildigi asagidaki gibi ifade edilmektedir:
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" (2i13) m:makelist (h,h,0,1,0.1];
(%013} f0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.6,0.9,1.07

7 (8114) yixt24l;
($c014) f1,1.01,1.04,1.09,1.16,1.25,1.36,1.49,1.64,1.81,2.07]

Yukarida ise x vektoriiniin her bir elemaninin karesine 1 sayisi ilave edilerek y
vektoriiniin elde edildigi ifade edilmektedir. Ote yandan

($115) plot2di['di=screte,x,v]);
(%oli)

komutu ile y = x? + 1 bagintisi ile tammli fonksiyonun [0,1] aralig1 {izerindeki grafigi
elde edilebilir.

3.2 Matrisler iizerinde temel islemler
Herhangi bir matris, mat rix komutu yardimiyla tanimlanir:
(%11) Armatriz([l,2]1,[2,1]1);

1

(%o0l)
2 1

Bir matrisin skalerle carpimi

(%512) Z*A;
z 4
(%02)
4 z

orneginde oldugu gibi gerceklestirilir. Matrisin tersi ise
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' 2i3) ArA-1;
1 2
R
(Ea3)
z 1
33

olarak elde edilir. Bu sonug bir baska matrise atanabilir:

7 (314) B:AM-1;
1 z
33
(304)
2 1
5 3

A ve B arasinda toplama ‘+’, cikarma ‘-° islemleri bilinen operatorlerle ve
carpma ise ‘.” Operatorii ile gerceklestirilir:

($15) A.B; " (3i6) A+B; " (%17) A-B;

1 0 EE 4 4

(305) s 3 Pl
o1 (%08) (307)

g & 4 4

3 3 33

A matrisinin determinantai Ve rankai da sirasiyla

(%$18) determinant (A);
(%c8) -3

7 (319) rank (&) ;
(309) 2
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ile belirlenebilir. A matrisinin dzdederleri ve bu Ozdegerlerin cebirsel
katliliklara

{21100 sigenvalues (A);
L %o0ll) [[3;_:'-];[1!1]]

olarak belirlenir. OzdeJerler, katliliklari Ve 6zvektdrler ise birlikte

(%3111) eigenvectors (&) ;
(¢clly [[[3,-1].,02,200.0C002,200,001,-21111

olarak elde edilirler. Bu liste icerisinden ilgili elemanlar daha sonra kullanilmak iizere
c¢ikarilabilir:

7 (2i12) 3011[1];
':%‘312:' [[Sr_l]r [1r 1]]

7 12113) 3011[2];
(80l3) [[[1,21711,[0021,-1111

7 (2i15) $0l11[17[1]:
(%0l15) [3, —-1]

3116 30l11[1]1[2]:
isocle) [1, 1]

13117 3011[2]1[1]:
(%0l7) [[1,11]

31187 3011[2]1[2]:
(go0l8) [[1, -171

Ornegin 6zdegerler 1amda 1 ve lamda 2 etiketlerine atanabilirler:
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7 (2i19) lamda 1:%015[1];
(20l 3

7 (2120} lamda Z2:%015[2];
(go0Z0) -1

Ozdegerlerin ¢arpimimin matrisin determinantina esit olduguna dikkat edelim:
7 (2i21) lamda_ l1*lamda 2;
(2o0Zl) -3

Elemanlar1 arasinda belirli bir kural olan matrisler, genmatrix komutu yardimiyla
olusturulabilirler. Ornegin i — inci satir ve j — inci siitun elemani

ali,jl =1/ +))
ile tanimlanan 3x3 liik bir A matrisi asagidaki gibi tanimlanir:

7 (311) ali, 31:=1/ (i+3);
1
(Fol) a. .=
1.3 i+7
- (%12) Argenmatrixia,3,3):
111
2 3 4
(202) 111
© 3 4 5
111
4 5 @

Bir matrisin tiim elemanlarina 6nceden tanimlanmis bir fonksiyon matrixmap komutu

yardimiyla uygulanabilir. Ornegin f(t) = 1/t fonksiyonu yukarida tamimlanan A
matrisine agagidaki bicimde uygulanabilir:
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fit):=1/t;

1
fith:=—

t
matrixmap (£, a) ;

2

i 4

Diger bir 6rnegimiz ise ii¢ kosegenli bir matristir:

%11
_7 (3133
(303)
_7 (314)
(304)

fli,J]:=1f i1=7 then a elseif i1i=73+1 then
b elseif i=7-1 then < =lse 0; endf?

Argenmatrix(f,3,3);

a

b

]

o 0

I C

b a

Argenmatrix (f, 4, 4) ;

a

b

]

]

c 0O 0O

a o 0

b a ¢

o b a

Matrisin 6zdegerlerini de kolayca elde edebiliriz:
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/ ($16) lamda:elgenvalues (A);

so0) [[ . ta, ta, t—+a, . +2

Z Z Z Z Z

(

tal, f1,1,1,1]]

Elde edilen lamda isimli 6zdegerler listesinden her bir 6zdegeri ¢ikarabiliriz:
7 (%i7) lamda[1][1];

I Al b ) b
(%ao7) HZ ° Ec+a

7 (2ig8) lamda[l][2]:
j 1ﬂ;ﬁLbc A b +
=1
z

i

(3of

7 (21i9) lamda[1][3]:

Salb A B
[E09) FE C+ 2C+a

7 (%1103 lamdall] [4];
1&;1Lbc A be
P + +a

2

L®o0l0)

3.4 Gram-Schmidt ortogonallestirme yontemi

Herhangi bir A matrisinini satirlarina yerlestirilen vektorler, Gram-Schmidt yontemi
yardimiyla ortogonallestirilebilirler. Bunun i¢in 6ncelikle e igen paketinin yiiklenmesi
gerekir:
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' (211) loadieigen);
(%01) C:/PROGRA~I/MAXNTMA~].2/share/maxima/ 5. 31.2/share/matrix/eigen.mac

Fo(2i2) Armatriz([1,21,[3,4]1);

1 2
[%0Z)
3 4

L (%13) gramschmidt (A);
%03 1,2 2* 2
(%03) (1,27, f5 B SJ}

Elde edilen liste elemanlarinin ortogonal olduguna dikkat edelim.

3.5 Lineer ve lineer olmayan denklem sistemleri

x+2y =

N W

x—y=0
Lineer cebirsel sistemi 1insolve fonksiyonu yardimiyla asagida belirtilen yazim
format ile ¢oziilebilir.

Ornek
Yukarida verilen sistemi 1 insolve komutu ile ¢ozelim.

(%11) linsolve ([®+2*yv=3/2, =-v=0], [=,v]);

. 11
(%0l [x—z;}r’—zl

Ote yandan sonsuz sayida ¢dziimii olan

sistem i¢in ise
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(%12) linsolve ([x+2*%y=3/2, 2*x+4*y=3]1, [=,v]):
solve: dependent equations eliminated: (2)

4 Zrl1-3
(F02) [x=—T;y=%ri]

ile belirtilen ve diizlemde bir dogrunun geometrik yerini belirleyen parametrik
¢Oziimiinii elde ederiz.

(C06ziimii mevcut olmayan

x+2y =
2x +4y =3/4

N W

sistemi igin ise

(%13) linsolve ([x+2*y=3/2, 2*x+4*y=3/4]1, [=,v]):
(503) []

bos kiimesini elde ederiz.

Nonlineer cebirsel sistemler ise algsys fonksiyonu yardimiyla ¢oziilebilirler.

Ornek

x2+y2=1
—x*+y=0
sistemini ¢ozelim.
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7 (2i4) algsys ([x*2+y*2=1, -x*2+y=01, [x,¥v]);
A5 -1 A5 -1 A5 -1 A5 -1
R e FHIRE e
A5 +1 81 A5+l A5+ 81 NERS]
Ny P Y= 2 ]r[X=TrY:— > ]

(sod4) [[=x

P Lx=

7 (2i5) 304[1]:

A5 -1 A5 -1
(205] [x= =— Y= ]

7 sif) 304[2];

A5~ A5 -1

(%cB) [x= P V= ]

'_l.

7 1217) 304[3]:

(2c07) [x=-

7 (2iB) sc4[4];:

RS I TR 4?%1]

(5o8) [x= ¢ ¥

NEY 2

%04 ile etiketlenen ¢oziimler kiimesinden her bir ¢ozlimiin nasil etiketlendigine dikkat
edelim. Verilen sistemin iki adet reel ¢oziimii ve iki adet te karmasik ¢Oziimi
mevcuttur.

Coziim komutu yaninda girilen , numer “ Segenegi ile sonuclar ondalikli format ile
goriintiilenebilir.
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- (%19) algsvs ([=x"24+y"2=1, -=x"Z2+y=0], [=,v]),numer,

I (5of) [[x=-0.78615137775742, =
0.6180339887458% ], [x=0.78615137775742, v=
0.61803398874989 ], [x=-1.2720196453514069 %1, yv=
-1.A18033988749895], [x=1.272019A4951406A9 %1, v
=-1.6818033288742825] ]

B

(%3110) fpprintprec:4;
LEol0) 4

B

(%8111) algsyes {([=x"24+y"2=1, -x"Z2+v=0]1, [x,¥]),numsr,
(%c0ll)y [[x=-0.79, v=0.682], [x=0.79, v=0.621, [
x==1.272 %1, v=-1.618], [x=1.272 %i, v=-1.6181]]

fpprintprec sonuglarin gosteriminde kullanilacak rakam sayisini belirtmektedir.

Yukarida gorildiigii lizere fpprintprec parametre degerini 4 yaparak, sonuglar
dort rakamla ve yuvarlanmis sekliyle ekranda goriintiilenmektedir.

Boliim Alhistirmalar:

1. x=1[213], y=1[1,-1,2]
vektorlerini Maxima ortaminda
tanimlayarak, x+y,x—y,x *

[ 2 .. o
3. A= [2 B 1] matrisi  verilmis
olsun. A matrisinin

.y, a2 islemlerinin a. Ozdeger ve 6zvektorlerini
Ty 7 b. Rank ve determinantini
sonuglarint gézlemleyiniz. c. Tersini
hesaplaymiz. Ozdegerler
2. Yukarida tanimlanan x ve y carpiminin matrisin
vektorleri i¢in {x,y} kiimesini determinantina, ozdegerler
maxima ortaminda Gram- toplaminin ise matrisin
Schmidt yontemiyle izine(esas kosegen iizerindeki
ortogonallestiriniz.
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elemanlarinin ~ toplami)  esit

oldugunu gézlemleyiniz. a. x2+y?=4
x2—y=-2
4. Verilen lineer denklem b x? n ¥ _q
sistemlerinin  ¢oziimlerini(varsa) ' 49
belirleyiniz . X n y o _ 1
9 4
a. x+y=4 , )
x—y=2 C. 4+l =1
b. x+y+2z=4 ;2_;_0
3x—y+z=3
x—2y+z=0
C. x+y=4
2x +2y =4
5. Verilen  nonlineer  denklem
sistemlerinin ¢coziimlerini
belirleyiniz.
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( oo X \
4. BOLUM
Maxima ile Diferensiyel

Denklemler
L J

Bu boliimde Maxima ortaminda

M Diferensiyel denklemler igin
baslangi¢ Ve sinir deder
problemlerinin ¢dziimii ve yon alanlari,

M Lineer diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢Oziimi,
Lineer veéNonlineer denklem
sistemleri i¢in yon alanlari ve faz
diyagramini elde ederek denge noktalarinin
kararliliklarin1  ve ayrica

M Regiiler pertiirbasyon problemlerinin
coztimlerinin nasil elde edildigini inceliyoruz.

4. Maxima ile Diferensiyel Denklemler

4.1 Diferensiyel denklemler icin baslangic ve simir-deger
problemleri

Maxima ortaminda diferensiyel denklemler i¢in baslangic Ve sinir-deder
problemleri ¢oOzilebilir, verilen denkleme ait yon alanlari ve c¢dzim
egrileri olusturulabilir ve denklemlerin mevcut parametrelerine gore degisim
analizleri gergeklestirilebilir.
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Bu islemlerin nasil gergeklestirildiklerini asagidaki ornekler tizerinde inceleyelim:
1 Birinci basamaktan Baslangic Deger Problemleri
E Ornek: y'+y=1, v (0)=0.
' (311) denk: "diff (v, t)+y=1;
d
i%0l) —w+ty=1

dt

7 (312) odeZ (denk, v, t) ;
(302) y=% "(%e’+2a)

7 (214) iel(%e2,t=0,y=0);
(304) y=%e t(sei-1)

7 i%1i6) expand(%);
(306) y=1l-3%e~°

‘diff(y,t) komutu y bagimli degiskeninin t bagimsiz degiskenine gore tiirevini hesaplar.
Komutun o6niinde yer alan ve ¢ ile belirtilen kesme isareti ise tiirev isleminin bizzat
hesaplanmay1p, sadece sembolik olarak algilanmas1 gerektigini ifade eder.

ode2 komutu denk etiketi ile etiketlenmis ve bagimli degiskeni y, bagimsiz degiskeni t olan
denklemin genel ¢6zlimiinii belirler.

icL(initial condition 1: bir adet baslangic sartt) komutu ile denklemin baslangi¢ degerleri %02
de yer alan genel ¢6ziim i¢in tanitilmaktadir. Expand(%) komutu ile ¢dziimdeki terimler
carpilarak daha okunabilir ¢oziim sekli elde edilmektedir. Burada tek basina expand komutu
igerisinde yer alan % isareti bir 6nceki ifadeyi, yani bu durumda %04 i temsil etmektedir.

Not: Ozel sabitler ve parametreleri tanimlamak icin de ilgili parametre dniinde % simgesinin
kullanildigina dikkat edelim.
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4.2 Coziim egrileri ve yon alanlar
Baslangi¢ deger problemleri i¢in yon alanlari plotdf fonksiyonu yardimiyla elde edilebilir.
Ornek

y=x-y,y(-2)=2 (4.1)

baslangi¢ deger problemine ait yon alanlar1 ve (—2,2) noktasindan gecen ¢6ziim egrisini elde
edelim.

($110) plotdf (z-v, [trajectory at,-2,21, [%, 3,31, [¥,—-3,31):

ya
\\ (A T S T T T
S O S N
[ L S T N
O N
1\\.\\\\"‘““* s
L T L T T T R o
D\\‘\.N\““" A2 7
\&\\\\H;-‘/Aﬂ/‘/‘/’;
\x\“**”””/;’f’r
‘1\3.3“"‘7"”//';;;
Mhﬂ*,/z;‘/‘i;’fff
3‘_,,,;-/;‘/;"}’;17/‘[
_2“_,,;,*3‘/‘/;7';/‘;‘[;
447ff/;;,1r;ff[[
s =2 -1 o 1 oz 3
X

Sekil 4.1: (4.1) probleminin yon alanlar1 ve (-2,2) noktasindan gegen ¢6ziim egrisi

Yon alanlar iizerinde herhangi bir noktaya tiklatmak suretiyle, tiklanilan noktadan gegen
¢Ozlim egrisi de goriintlilenebilir.
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2 Ikinci basamaktan Baslangi¢ Deger Problemleri
E' Ornek: v'"4+y"+y=sin(t), v (0)=0, v"(01=1

: (%17) denk:"diff (y,t,2)+"diff (v, t)i+y==sin(t);
i ) —2 — =zin(t)
507 + + ginlt
2}’ ¥Ty¥

' (3i8) ode2 (denk,v,t);
t

(%08) y=%e_g[%ki sinf\l’g tj-f-%k.? cos(f tB—cos(t)

7 (319) ic2(308,t=0,y=0, "diff (v, t)=1);
[4

(509) y=%e_g[ﬁsin[ﬁj+cos[ Ztﬂ—cos(t)

o

Bu ornekte yukaridaki 6rnekten farkli olarak denklem ikinci basamaktantir ve iki adet yan sart
sozkonusudur. %i7 de yer alan denklem yazilimini inceleyiniz. C6ziim igin yine ode2 komutu
kullanilmaktadir.

Ancak bu 6rnekte farkli olarak yan sartlar ic2 (intial condition 2: iki adet baslangi¢ sart)
komutu ile genel ¢6ziime tanitilmaktadirlar:%i9 satirinda y’(0)=1 yan sartinin nasil
tanitildigina dikkat ediniz.

Y 3 Ikinei basamaktan sinir-deger problemleri

E Grnek: y'""+y=0,v(0)=0,y(pi/2)=1
(4.2)
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(8111) denk: 'diff (y,t,2)+vy=0;
42

($0ll) — y+y=0
d £

B

(%#112) odel (denk,v,t);
(%0l1Z2) yw=%kisin{t)+%k2 cos(t)

7 (%113) be? (3012,t=0, y=0, t=4pi/2, y=1) ;
(3013) y==zin(t)

Bu 6rnekte ise baslangi¢ degerleri yerine sinir degerleri sozkonusudur. Sinir degerleri %012
de belirtilen denkleme bc2(boundary condition 2) komutu yardimiyla tanitilmaktadir. 7, e gibi
0zel sabitlerin baginda “%” isareti yazilmasi gerektigine bir kez daha dikkat ediniz.

= d Diferensivel denklem sistemleri

Lineer Sistemler

Ornek:

#'=-1/2xu+2y

y1=-2x-1/2y

®(0)=2,v (0)=3| (4.2)

denklem sistemini asagidaki komutlar yardimiyla Maxima ortaminda tanimlanmakta ve
verilen baslangi¢c degerlerini saglayan ilgili baslangic degerlerini saglayan c¢oziimi elde
edilmektedir.

7 (%i1) denkdiffdt) L= 1250+ 27(t)
z(t)
2

(%01 % ®(t)=2 v(t) -

(%02 denkZ: diffly(t) H=2Rq -1/ 27yt
v(t)
2

~2®(t)

d
(%02) — ¥(t)=-
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T

(%i3) atvalue(x(t) =0,
(%03) 2

7 (%i4) avalue(y(t) 1=0,3)
(%04) 3

f_" (%005 desolvel[denkT,denk2] [ w(ti])

| oo

%e_ (Beocog(2t)+12=in(2 £)) %e_ (12 coz(2 t)-8s=in(Z t))

(%05) [2(t) = ; (1) ; ]

| oo

:7 (%0i6) ¥ _cozum rhs!Yaos[1])
t

e % (Beos(2t)+1Zsin(2 1))
4

(%06)

_7 (%7 vy _cozumirhsl %oS[2])
t

3e % (12 cos(2t)-8sin(2 1))
4

(Yoo

Yukaridaki denklem sistemi Orneginde, baglangic degerlerin sisteme atvalue() komutu
yardimiyla tanitildigina ve bu islemin denklemin c¢oziimiinden 6nce gergeklestirildigine
dikkat ediniz. Desolve komutu Laplace doniisiim yontemi yardimiyla ilgili baslangig deger
probleminin ¢oéziimiinii geregeklestirir. Coziim bilesenlerinin  [0,10] araliginda zaman
degiskenine gore grafigi ile [x(t), y(t)] parameterik grafigi sirasiyla asagida verilmektedir:
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_7 {%0i9) woeplot2d( [x_cozum,y_cozum],[t0,10].[legend "x bileseni","y bilegeni])
3 T T T T
¥ bilegeni
25 L y bilegeni — - -

{%at9)

(%09)

Sekil 4.1: Verilen denklem sisteminin x Ve y bileseninin zaman degiskenine gore grafigi
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_7 190012 woplotZd( ['parametric, x_cozum,y_cozum],[t0,10])

3

24

2

15

1

(% e (tr2) (1 2 cos (2 - B sin (2 )

05
(%t12) 0

05

-1

15

-2

45 1 05 0 05 1 15 2 25 3

(Soe" (2171 27sin[2 ) +5 cas (24

(%012)

Sekil 4.2: Verilen denklem sisteminin faz diizlem grafigi

x(t) ¢Oziimiiniin %o05 hiicresinin birinci elemaniin sagyani ve y(t) ¢Oziimiiniin ise %05
hiicresinin ikinci elemaninin sagyani olduguna dikkat edilerek, yukaridaki grafik ¢izim
komutu asagidaki gibi yazilabilir:

wxplot2d([parametric,rhs(%05[1]),rhs(%05[2]),[t,0,6],[nticks,300]]);
Burada rhs(.), ilgili hiicrenin sag tarafini(right hand side) gostermektedir.

Yatay eksen ¢oziimiin x bileseni ve diisey eksen ise y bileseni olmak {izere t nin artan
degerleri igin (x(t),y(t)) egrisinin denklemin denge noktasi olan (0,0) noktasina yaklastig:
goriilmektedir. Diger bir deyimle denge noktasi asimtotik kararlidir. Verilen diferensiyel
denklem
-1/2 2
O R

Katsayr matrisi ile vektor matris formatinda X' = AX big¢iminde yazilabilir. A matrisinin
Ozdegerleri A = —1/2 + 2i dir. Yani reel kismi negatif olan karmasik 6zdegerler mevcuttur.
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Bu durumda diferensiyel denklemler dersinden orjinin asimtotik kararli denge noktasi olmasi
gerektigini biliyoruz.

4.3 Denklem sistemleri icin parametrik ¢oziim egrileri ve faz
diyagrami

Diferensiyel denklem sistemlerine ait yon alanlar1 ve faz diyagrami plotdf fonksiyonu
yardimiyla elde edilebilir. Yukaridaki 6rnegin yon alanlar1 ve bazi ¢oziim egrileri asagida

verilmektedir:

(%11) plotdf([-1/2%u+2*%y, -2*u-1/2%v], [%, -3, 3], [v,-3,31):

y
3
2
Pl
1) A
P
P
° i
T
-1 \\
\
AN
- NN
AN
—3‘—2 —Il a 1 2I 3
X

Ancak istenilen ozelliklerde yon alanlarinin elde edilebilmesi i¢in asagida belirtilen ve

2L
plotdf arayiiziinden ﬁ sekmesi ile ulasilabilen 6zelliklerde diizenleme yapilmasi

gerekebilir.  Ornegin  x  ekseninin  [—3,3] arahigina  ayarlanabilmesi  igin
xcenter=0, xradius=3 degerleri kullanilmalidir. Yapilan degisikliklerin aktive edilmesi

3
icin P2 sekmesine tiklanmasi yeterlidir.
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X X 28 3 & 8 M

Flot Setup
o] )
eipfies | cly ity chefelt | T T S T [
chy/dt: |-0,5%y-2.0%x A B Vol | & J
dhefdt: |2.0%y-0.5%x z “| 4 ! !
Trajectory at: |0.1739905102 1.545774 7 - J’ l' ﬂ
fieldlines: |red + b 5- l l ﬂ
vectors: |blue -+ I l L i l J
CUrves: " #
direction: both 1 . ) ¢ ! l‘ i i I
nsteps: 200 {a d ¢ I 1 1' i I
S\ EARRREE
tinitial: 0.0 t 5
ycenter: 0.0 ‘ i Jl ll .! ‘I
xcenter: 0.0 T * ¥ £ i j i I
yradius: [3.0 it LY ; i
wradius: |10 T " f j I
linewidt: 2.0 - ¥ { ! f f Jf
sfin: " - o S il 1 1 j
parameters: i L y r
.\ 7 ]
-10 -5 u] 5 10

Yukarida goriildiigii lizere agilan arayilizden yon alanlar1 ve ¢oziim egrileri grafik penceresine
ait, renk, yon ve diger ilgili parametreler yeniden diizenlenebilmektedir.

4.4 Adi diferensyel denklem sistemler icin kararhhk analizi

dx_( )
Cclit_fx’y
Y _

dt_g(x:Y)

bi¢iminde ifade edilebilen sistemlerin f(x,y) = 0,g(x,y) = 0 denklem sistemini saglayan
(x,y ) denge noktalar1 komsulugunda yon alanlar1 ve faz diyagrami da plotdf fonksiyonu
yardimiyla elde edilebilir.
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Ornek
dx — (1
y — — —

nonlineer sistemininin denge noktalarmi belirleyerek, denge noktalari komsulugundaki
cozlimlerin kararliligini aragtiralim.

Verilen sistem sistem sag tarafini sifir yapan (0,0) ve (1,1) denge noktalarina sahiptir.
Sistemin sag tarafina ait Jacobien matrisi

=l ol=l

olarak elde edilir.
I
jo0 =[5 °|

olup, Maxima ortaminda 6zdegerleri

7 (2i2) Jimatrizi([1,01,[0,-11);

I 1 0
L502)
o -1

_7 (%13) eigenvalues (J);
(%03) fr-1,17,11,177

komutu ile A, = —1,4, = 1 olarak elde edilir. ile 4; <0 <, A, oldugundan (0,0) denge
noktas1 eyer noktadir, Bknz [ Edwards ve Penney].

Oteyandan (1,1) denge noktasinda
0 -1
jan=[; 4l
olup oOzdegerleri A4, = i,A, = —i dir. Tamamen sanal(reel kisimlar1 sifir) olan bu durumda
ilgili denge noktasinin tiirii hakkinda bir sey sdylenemez.
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Ancak

(516) plotdf ([=* (1-v),-(1-x)*¥], [®,-2,2], [¥,-2,2]);

ile asagida elde edilen yon alanlar1 ve ¢oziim egrilerinden (1,1) noktasinin merkez oldugu
anlasilmaktadir.

VAV AV

(0,0) denge noktasiini eyer noktast ve (1,1) denge noktasinin ise merkez oldugu yukaridaki
sekilden goriilmektedir.

Ornek

dx "
y e —_—

nonlineer sistemininin denge noktalarini belirleyerek, denge noktalar1 komsulugundaki
coziimlerin kararliligini arastiralim.
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Bu sistem de (0,0) ve (1,1) denge noktalarina sahiptir. Sistemin sag yanina ait Jacobien

matrisi
1=la al=05

-1 0
jo0 =4 2
olup, bu matrisin 6zdegerleri 44 = —1,4, = —1 dir. O halde (0,0) noktas1 sistemin kararl
diigiim noktasidir. (1,1) denge noktasinda ise

olarak elde edilir.

jan=[]

olup, bu matrisin 6zdegerleri 1; = —1,1, = 1 dir. O halde (1,1) noktasi sistemin eyer
y

3

noktasidir. X
(0,0) noktasinin sistemin kararli diiglim noktasi, (1,1) denge noktasinin ise eyer noktasi
oldugu yukaridaki sekilde sunulan x — y faz diyagramindan da goériilmektedir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa73




Maxima ile Bayagi Diferensiyel Denklemler

Ornek
dx — (1
fft =x(1-y)
y — —
i 1—-x)y

nonlineer sistemininin denge noktalarini belirleyerek, denge noktalar1 komsulugundaki
¢Ozlimlerin kararliligini aragtiralim.

Bu sistem de (0,0) ve (1,1) denge noktalarina sahiptir. Sistemin sagyanina ait Jacobien
matrisi
- A1
Ix Yy -y 1-—x

1 0
jo0 =y ;
olup, bu matrisin 6zdegerleri 4; = 1,4, = 1 dir. O halde (0,0) noktas: sistemin kararsiz
diigiim noktasidir. (1,1) denge noktasinda ise

jan=[° 3]

olup, bu matrisin 6zdegerleri 4; = —1,1, = 1 dir. O halde (1,1) noktasi sistemin eyer
noktasidir.

olarak elde edilir.
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y3
//;fff? N e e
L A R R N p
S A A S FR R\ L
[ A N pm oy
11]11}1'1'x4;1¢
LU S S T S B S v
| I e
””””” -’W
P A A R e A A
el Iy N N o
N A N
N2V avararly/ S RN
A araray sy RER
AV 2 A A Rt

-3 -2 -1 0 1
X

(0,0) noktasmin kararsiz diigim noktast ve (1,1) noktasinin ise eyer noktast oldugu
yukaridaki x — y faz diyagramindan da agikg¢a goriilmektedir.

Bolim Ahstirmalar

1.y +py=4q,y(0) =3, p,q sabit,
baglangig deger problemini
g6zontine alalim.
a. p =1 sabit degeri ve q = 1,2,3
degerleri i¢in 1ilgili baslangic C.
deger  problemleri  ¢ozerek
grafiklerini ¢iziniz. g nun artan

deger  problemleri  ¢ozerek
grafiklerini ¢iziniz. p nun artan
degerleri i¢in elde ettiginiz
¢Ozlimleri karsilagtiriniz.

Yukaridaki sonuglara gore bir
genellestirme yapabilir misiniz?

degerleri igin elde ettiginiz 2.y"+cy'+y=0,y(0) =

¢oztimleri karsilastiriniz. 2,v'(0) = 1,c > 0 baslangi¢ deger
b. q =1 sabit degeri ve p = 1,2,3 problemi verilmis olsun.

degerleri i¢in ilgili baslangic a. c=01
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b. c=0.2

c. c=05

sonlim sabitlerinin  herbirisi ig¢in
ilgili baslangic deger probleminin
¢Ozlimiinii Maxima  ortaminda
gergeklestirerek, uygun bir zaman
araliginda  ¢oziimiin  grafigini
cizdiriniz. Artan t degerleri icin
¢cOziimiin davranisini
gozlemleyiniz. ¢ parametresinin
artis1 ¢oziimii nasil etkilemektedir?

.Soru 2 yi  y"+4+01y' +ky=
0,y(0)=2,y'(0)=1,k>0
problemi i¢in ve

a k=1
b. k=2
c. k=4

degerleri i¢in tekrarlaymiz. k
parametresinin  artan  degerlerine
kars1t c¢oziimde ne degisiklikler
gozlemliyorsunuz?

4. Soru 2 yi my"+01y' +y=
0,y(0)=2,'(0)=1,m>0
problemi i¢in ve

a m=1
h. m=2
c. m=5

degerleri i¢in tekrarlaymniz. m
parametresinin artan degerlerine
karsi ¢Ozlimde nasil
degisiklikler gbzlemliyorsunuz?

5. Soru 4 deki parametrelerin her bir
degeri i¢in elde ettiginiz ¢ozliim

icin [y,y'] faz diizlem grafigini
¢izdiriniz. Ne gozlemliyorsunuz?

6. Asagida verilen siir-deger

problemini gz Oniine alalim:
y'+ky=0,y(0)=y(@ =0

a. k=149 i¢in sinir-deger
probleminin ¢cOzimiini
belirleyiniz. Artan k degerlerine
karsilik ¢Ozliimiin  davranisini
gozlemleyiniz.

b. k nmn pozitif tamsayr olmayan
degerleri i¢in problemi ¢dozmeye
calisiniz. Ne gozlemliyorsunuz?

7. Verilen  diferensiyel  denklem

sistemlerin belirtilen yan sartlar
saglayan  ¢oziimlerini  bularak,
[t,x], [t ¥] [x, ¥] grafiklerini
[0,10] zaman araliginda ¢izdiriniz.

a. x'=-y,y =x,
x(0) =1,y(0) =3

b. x'=-y,y' =x+y,
x(0) =1,y(0) =2

C. x'=2x—y,y =5x— 6y,
x(0) =3,y(0) =4

8. Asagida verilen denklem

sistemini géz Oniine alalim
dx dy

sz—y,azx—i-y

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa76




Maxima ile Bayagi Diferensiyel Denklemler

a. Verilen sistemin  (x(0),y(0)) =
(1,1) baslangig sartin1 saglayan
¢cozliimiinii belirleyiniz.

b.a da elde ettiginiz ¢Ozim
bilesenlerinin (t,x),(t,y)
grafikleri ile (x,y) faz diyagramini
elde ediniz

c. (0,0) noktas1 komsulugundaki yon
alanlarin1 ve bazi ¢oziim egrilerini
elde ediniz.

d. (0,0) noktast ne tiir bir kritik
noktadir.

9. Soruli

dx dy
ac " Yar T Y
sistemi i¢in tekrarlaymiz.

10. Soruli
dx dy N
at . Yar TV
sistemi i¢in tekrarlaymiz.
11. (Proje)
dx

caxaty Y —exad
ar - X tby g =cxtady

sistemi verilsin. Sistemdeki a,b,c,d
parametlerini  uygun  bicimde

secerek
a b
Bl F
matrisinin
a. pozitif iki 6zdegere sahip olmasini
saglaymmiz. Bu durumda (0,0)
noktas1 komsulugunda yon alanlari

ve ¢oOzlim egrilerini  ¢izdirerek

(0,0) denge ¢cOziimiiniin
kararliligini arastiriniz.

b. birisi pozitif ve digeri negatif
0zdegerlere sahip  olmasini
saglayiniz. (0,0)  noktas1
komsulugunda yon alanlart ve
¢Ozliim egrilerininin  davraniginm
inceleyiniz. (0,0) denge
¢Ozlimiiniin kararliligini arastiriniz.

c. negatif iki 6zdegere sahip olmasin
saglaymiz. Bu durumda (0,0)
noktasi nasil bir kritik noktadir.

d. Reel kisimlart pozitif olan karmasik
koklere sahip olmasini saglayiniz.
Bu durumda (0,0) noktasi nasil bir
kritik noktadir.

e. Reel kisimlart  negatif  olan
karmasik koklere sahip olmasini
saglaymiz. Bu durumda (0,0)
noktasi nasil bir kritik noktadir.

12. Asagida verilen denklem
sistemlerinin  denge  noktalarini
belirleyerek her bir noktanin
kararliligin arastiriz.

dx _ _ d_y _

a gt—x(l y).dt;(l x)y
ax _ 2 2 ay _ 2

b. =X +y 1,dt 2x ;I—y
d d

c. == 4L 1242 1
dt 4 ' 9 at~ 9 ' 4

MG N O
at~ 4 9 dt 9 ' 4
1
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4.5 Maxima ile Regiiler pertiirbasyon problemleri

Diisiik basamaktan herhangi bir terimi yeterince kii¢iik bir € > 0 parametresi i¢eren ve
genelde nonlineer olan problemler regiiller pertiirbasyon problemi olarak
smiflandirilirlar.

Ornegin 6zel bir Duffing denklemi olarak bilinen
y'+y' +y+ey® =0,y0)=a,y'(0) =8
denklemi i¢in pertiirbasyon yontemi
y=yo+tey ey, +--
bigiminde ¢oziim arastirir. Bu ifade denklemde yerine yazilarak, sirasiyla y, teriminin
¥0(0) = a,y,'(0) = B

yan sartlarin1 saglayan ¢o6ziimii bulunur. Daha sonra elde edilen ¢6ziim y; icin elde
edilen denklemde yerine yazilarak

¥1(0) =0,,/(0) =0
yan sartlarin1 saglayan ¢6ziim bulunur. Benzer islemler y, i¢in ve gerekirse € nun daha

yiiksek dereceli terimleri i¢in de tekrar edilerek, ¢oziim icin istenilen yaklasim elde
edilir.

Oncelikle ydntemi basit bir lineer problem iizerinde inceleyelim:

y' +ey=0,y00) =1.

Pertiirbasyon yontemindeki temel fikir sudur: Diferensiyel denkleme ¢ok kiiciik bir
terim eklenerek elde edilen problemin ¢oziimii, bu terim eklenmeksizin elde edilen
¢cOziime kiigiik terimler ilave edilerek elde edilebilmelidir. Buna gore



Maxima ile Bayagi Diferensiyel Denklemler

y(@) = yo(t) + ey, (t) + €%y, (t) + -

bi¢giminde bir ¢dziim aranir. Bu ¢oziim formati denklemde yerine yazilarak

Vo () + ey1(t) + €2y, () + ) +e(yo(t) + €y, (t) + €?y,(®) + ) =0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak,

y'o(t) + e(y’l(t) + yo(t)) + ez(y’z(t) + yl(t)) 4 =0

elde ederiz. Denklemin saglanmasi i¢in €°, €, €2, ... terimlerinin katsayilar sifira esit
olmalidir. Ayrica y(0) = 1 baslangi¢ sartinin saglanmasi igin

¥0(0) =1,,(0) =0,y,(0) =0, ...

sartlar1 yeterlidir. Buna gore
€%:y'0(t) = 0,y0(0) =1
€ y'1(®) +yo(t) = 0,y,(0) =0

€2y, () + y1(£) = 0,y,(0) =0

saglanmalidir. Sirasiyla her bir baglangic deger problemi ¢oziilerek,
2

t
Yo(t) =1, y:(t) = —t,y,(t) = 5
elde ederiz. O halde

y(t) = yo(t) + €y1(t)2-|; Ezyz(t) + ...

=1 t+ €
elde ederiz. Problemin analitik ¢6ziimiiniin
y=e

et

olduguna dikkat edelim.
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Bu durumda pertiirbasyon c¢ozimi ise analitik cdzimiin Taylor
acilimina karsilik gelmektedir.

Ornek

y'+ey=0,y(0)=1.

baslangi¢ deger probleminin pertiirbasyon ¢6zmiiniin ilk {i¢ terimini Maxima
ortaminda da elde ediniz.

Oncelikle hafizay1 temizleyelim, ep yi sabit olarak tanimlayalim ve tiirevin lineer bir
operator oldugunu belirtelim:

i%11) kill({all),declare (ep, constant) ;declare ({derivative, linsar) s
(%5c0) done

Daha sonra y(t) pertiirbasyon ¢6ziim formunu tanitalim:
E (512) vit):=v0(titep*v1l(titep 2*y2(t) 5

Diferensiyel denklemi denk etiketiyle tanitalim:
E (%13) denk: "diff (v (L), t)i+ep v (L) 5

Diferensiyel denklemin ep ye gore Taylor agilimimin ikinci dereceden terimine kadar
olan kismin1 Taylordenk isimli bir etikete atayalim:

E (%$14) Taylordenk:taylor(denk,=p, 0,215

Taylor agiliminda €° teriminin katsayisina karsilik gelen denklemi deO etiketine
atayalim:
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¥ (215) del:coeff (Taylordenk, ep, 0);

d
(%051 /RS —v0(t)
dt
¥0(0) = 1 baslangi¢ sartin1 tanitalim:
7 (3i6) atvalue (y0(t),t=0,1);
(FoB) 1

de0 ile etiketlenen denklemi y,(t) ye gore ¢ozerek elde edilen sonucu yOt ile
etiketleyelim:

i%17) w0Dt:rhe{desolve (del,y0i{t)));
(Fo7) 1

Taylor agiliminda e! teriminin katsayisina karsilik gelen denklemi del etiketine
atayalim:

(%18) del:coeff(Tavlordenk,ep, 1) ;
d
(%081 /RS Eﬁ;ylit)+yﬂit)
del de y,(t) yerine y0t ¢ozliimiinii yazalim:

(%19) del:subst (v0t,v0({t),del);

d
— +
(50f) dtyl{tj 1

y1(0) = 0 baslangig sartin1 tanitalim:

(81100 atvalue (v1(t),t=0,0);
(%o0l0) 0
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del ile etiketlenen denklemi y;(t) ye gore ¢ozerek elde edilen sonucu ylt ile
etiketleyelim:

(31117 vlt:rhs (desolve(del, v1(T) 1) ;
(¢o011y %

Taylor agiliminda €? teriminin katsayisina karsiik gelen denklemi del etiketine
atayalim:

(%112) deZ:coeff (Tavlordenk, ep,2);
d
($01Z) /RS EyEEtj+yl(tj
de2 de y, (t) yerine y1t ¢ozliimiinii yazalim:

(%8113) deZ:szubst (v1lt,v1it),d=2);

d
20l3) — w21t
(D}dtyii

y2(0) = 0 baslangi¢ sartin1 tanitalim:

(%1143 atwvalus (vz (t),t=0,0);
(%#o0ldy 0O

de2 ile etiketlenen denklemi y,(t) ye gore c¢ozerek elde edilen sonucu y2t ile
etiketleyelim:
{%#115) yZ2t:rhs (desolve (deZ, v2(t)));

tz
(%o0l5) —
2

Elde edilen ¢oziimleri pertiirbasyon ¢oziimiinde yerine yazalim:
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(31l6) v:yOtt+ep*ylt+ep2*yit;
g, 2

= t

P3ola) Gl

—-ep £+l
Ornek

y'+y +ey®=0,y0)=1y'(0) =0
Duffing denkleminin
y(&) = yo(t) + ey1(t) + €%y, (t) + -

Bi¢iminde ifade edilen pertiirbasyon ¢oziimiiniin ilk {i¢ terimini elde edelim.

Belirtilen ¢oziim formunu yazarak,
Yo () +y' () + ey’ (@) + y1(0) + ¥o(£)®) + €2 (y7 () + y2() + 3y,(£)*y1 (1)
+ cee — O
elde ederiz.

€%y () +y' () = 0,y0(0) = 1,y,(0) = 0
ey’ (®) +y1(t) + yo(®)* = 0,y,(0) = 0,y1(0) =0

€2:y5 () + y2() + 3y () ?y1(t) = 0,y,(0) = 0,y5(0) = 0

Denklemlerini ¢6zmek suretiyle,
yo(t) =1

yit)=—et—t+1
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3t
3Q@)=—Be*u+3)+7r—6t+9

Yukaridaki islemlerin Maxima ortamindaki karsiliklar1 asagida verilmektedir:

-—>
(300)

7 (212
(302)

(213
(303)

(%14)

(%15)

(%516)

(%17)

T ~] T=]r=] =

k11l ({all) ;
done

declare (ep, constant) ;
done

declare (derivative, linear) ;
done

yit):=y0(t)+ep*ylit) +ep™2*y2 (L) 3

denk: "diff (v (t),t, 21+ diff (v (t),t)+ep*y (t) 385

Taylordenk:tayloridenk,ep, 0,215

del: coeff (Taylordenk, ep, 0) ;
z

d d
- +—
(%071 /RS - vo(t) dtyﬂitll

dt
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[ (3i8) atvalue (y0(t),t=0,1)$

- (%12 atvalue (Tdiff(yO0(t),t),t=0,0);
(%c9) O

7 {%110) y0t:rhs (desolve (deld,vO(t) )l ;
fso0l0y 1

- (%111) del:coeff(Tavlordenk, ep, 1) ;
a2 d
3
(3011)/R/ ——yl{t)+—y1(t)+y0(t)
d 2 d &

(%1121 del:subst (yv0t,v0i{t),del);
(%012 d® Lit)+ 4 1 E)+1
o - _
dtzy city

(%113) atwalue (v1(t),t=0,0)5

T ]

{%114) atwvalue (Tdiffi(yli{t),t),t=0,0);
{%o0l4) 0O

™

{%115) ylt:rhs (desolveidel, v1(t)));
(2015) —%= f—opr+41

=] T

i%116) del:coeff (Tavlordenk, ep,2);
a2 d 3
(3016) /R/ —— v2(E)+— yv2(t)+3 vO(£)° v1(t)
d 2 d &
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7 (%3117) deZ:subst (v1t,v1(t),de2);
dz d — z
(3017) —— y2(t)+— y2(tI+3 (—%e "=t +1)v0(t)
7 (%3118) deZ:subst (vOt,v0 (t), de2) ;

a2 d s
(3018) —— yw2(t)+— y2(tI+3 (—%e ‘-t +1)

d e d £

7 (%3119) atvalue (v2 (t),t=0,0);
f%0l2y 0

7 (%i20) atvalue ("diff (v2 (t),t),t=0,0);
(%020 0

7 (3iz1) vZ2t:rhs (desolve (deZ,v2(t) )1 ;
—t L, 3tl
(%021} -3 £ %e -9 %2 +T—6 t+4

7 (81221 yivDtteprylttept 2 y2t;
3 £
2 -t - -t
(%022) ep”™ | -3 T %e -9 %e +—2 -6 t+9 |(tep(—%2 —t+11+1
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Boliim Ahstirmalar:

1. Asagida verilen baslangic deger
problemlerinin

y(@) = yo(t) + ey1(t) + €%y, (t)

bi¢imindeki asimtotik ¢oziimiiniin
ilk li¢ terimini Maxima ortaminda
belirleyiniz.

a y' +ey?=0,y0)=1
b. y"+ey'+y=0,y(0) =
Ly'(0)=0
n 1 — j—
C Y taer T 0,y(0) =
0,y'(0) = 1(yoriinge problemi)

d y"+ L =0,y(0) =

(1+ey)?
0,y'(0) = 1(yoriinge problemi)

2. Soru 1 i asagida verilen verilen
siir-deger problemleri icin
tekrarlayiniz.

a. y'+ey'—y=0,y00) =
1,y(1) =1

b. y"+y+ey3=0,y(0) =
1,y(n/2) =1
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Maxima ile Sayisal

Bu bolimde Maxima ortaminda

N BEREEE

Sifiryeri belirleme,

Nonlineer sistemlerin ¢oziimii,

Sayisal integrasyon(quadpack),

Rk(Runge-Kutta) ile  diferensiyel  denklem
sistemlerinin sayisal ¢oziimii ve ayrica

fft (Fast Fourier Transform) Hizli Fourier
Doniistimii  islemlerinin nasil gergeklestirildigini
inceliyoruz.

5. Maxima ile Sayisal islemler

5.1 Sifiryeri belirleme

Bir [a,b] araliginin u¢ noktalarinda isaret degistiren fonksiyonun bu aralik icerisindeki
bir sifiryeri find root fonksiyonu yardimiyla bulunabilir:

find root

Yazilimi

find_root(f,x,a,b)

burada f sifiryeri belirlenmek istenen x degiskenli fonksiyondur.
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Ornek

7 (311) £ (x):=exp (x) - (:+3) ;
(Eol) fix):=explx)—(x+3)

7 (2i2) find_root (f,x,0,3);
(202) 1.505241495792884

elde ederiz. Fonksiyonunu araligin u¢ noktalarinda ayni isarete sahip olmasi
durumunda, s6z konusu aralikta sifiryeri olsa bile, bu sifiryeri belirlenemeyebilir:

(%13) fiz):=2"2-1;
(5031 flx)l:=x*-1

(514) find root (f,-2,2);
find root: function has same sign at endpoints: f£(-2.0)=3.0, f£(2.0)=3.0
-— an error. To debug this try: debugmode (true);

Diger bir alternatif ise Newton yontemidir.

Newton
Yazilimi
newton(f, x, X, €)

bigimindedir. f fonksiyonunun x, tahmini noktasi ile baslayan sifiryerini belirleme
stireci

Xn+1 = Xn — f(xn)/f’(xn)
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ile tamimlanan Newton iterasyonu ile |f(x,4+1)| < € sart1 saglanincaya kadar devam
eder.

Kullanildigr paket: newton1

Ornek

f(x) = x? —x — 1 fonksiyonunun x, = 1 noktasma yakin sifiryerini asagidaki gibi
elde ederiz

? (311) f(x):=x"2-%-1;
(201) flx)i=xb-x-1

V' (312) load (newtonl);
(%02) ¢:/PROGRA~1/MAXTMA~1.2/share/maximas5.531.2/share/numeric/newtonl.mac

7 (513) newton(f(x),x, 1, 1e-5)
(503) 1.618034447821682

Ancak baslangi¢c noktasinin iyt tahmin edilememis olmasi durumunda, Newton
yonteminin bilinen dezavantajlari ortaya ¢ikmaktadir:

7 (2i4) F(x):=utexnp (-x);
(Fod) flx)r=sxexnpl-—3x)

(%151 newton (fix),=,2,1le-5);
(%c0b8) 14.39866276568

Yukaridaki ornekte elde edilen sifiryeri sliphesiz hatalidir. Sifiryerine daha yakin bir
tahminle
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(%18) newton(fi{z),=,0.9,1le-5);
(5cB) —1.30260142774494632 lEI_?

elde ederiz.

5.2 Nonlineer sistemler

Nonlineer sistemler i¢in Newton yontemi Maxima ortaminda mnewton fonksiyonu
yardimiyla uygulanmaktadir.

Yazilimi
mnewton (fonksiyon listesi, degisken listesi, tahmini baslangic degerler listesi)
Kullanildig: paket: mnewton

X = (xl,xZI ---;xn)lF = (flle' ---:fn)

F(X)=0

olmak lizere

nonlineer sistemi i¢in Newton yonteminin

](X(i))AX(i) — —F(X(i)),
X+ — xO 41 Ax®

bi¢iminde tanimlandigini hatirlayalim, burada | (X (i)) ise F(X) in Jacobien matrisinin
X® noktasindaki degeridir.

Ornek

x2+y2=1
—x2+y=0

nonlineer sistemi i¢in (xg,yy) = (1,1) baslangic tahminiyle Newton yOntemini
uygulayalim.
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load (mnewton) 5

fis,v):i=x"24+v™2-1;
fix, v) r=xt +_',,.«'2 -1

g(x,y) i =-x"2+y;
glx, y)i=-x"+y

mnewton ([Eix, v),g(x=x,v) ], [=Zv],[1,1]1):
Flx=0.78615137775742 ,w=0,61803328874985% 7

Ozel olarak verilen sistem polinomlardan olusmakta ise, yani nonlineer polinom sistemi ise
bu durumda algsys veya solve fonksiyonlar: kullanilabilir.

Algsys

Yazilimi

Algsys(polinom fonksiyon listesi, degisken listesi)

Algsys nonlineer polinom sistemlerini ¢bzer. Yontem yok etme esasina gore
verilen sistemiden tek bilinmeyenli denklem elde ederek, solve yardimiyla denklemi g¢ozer.
Elde edilen ¢oziim diger denklemlerde yerine yazilmak suretiyle her bir bilinmeyen
belirlenmeye calisilir.

7 (3i5)
(%05)

7 isie)
(306)

1.618],

fpprintprec: 4;
4

algsys ([fixz,v), g2, v, [%v]), nuner;
[[%=-0.79,v=0.62], [x=0.79, y=0.62], [x=-1.272 %i , y=—

[%x=1.272 %1, y=-1.618]]
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Ancak algsys polinom olmayan sistemler i¢in kullanilamaz:

(317) algsye ([r"2ty"a-1, exp(x)-y], [%,¥])
algsys: tried and failed to reduce system to & polynomial in one variahle; give up.
-- an error. To debug this try: debugmode (true);

Nonlineer polinom sistemler icin diger bir se¢cenek solve fonksiyonudur:

Solve

Yazilimi

solve(polinom fonksiyon listesi, degisken listesi)
Solve da algsys gibi nonlineer polinom sistemlerini ¢6zer.

(28110} solve ([fix,v),glx,¥v) ], [® ¥]),numer;
(%0l0) [ fx=-0.79,v=0.627, [x=0.79,v=0.62], [x=-1.272 %1, v=
-1.618], [x=1.272 %1, yv=-1.618]]

Solve fonsiyonu arka planda algsys fonksiyonunu kullanir ve dogal olarak polinom
olmayan sistemler i¢in kullanilamaz.

(8111) solve ([x"24+y*2-1,exp(2)-v], (2, v¥]);
algsys: tried and falled to reduce system to a polynomial in one variahle; give up.
-- an error. To debug this try: debugmode (true);

5.3 Sayisal integrasyon

Quadpack sonlu veya sonsuz aralik iizerinde integrallenebilen fonksiyonlarin belirli
integrali i¢in uygun sayisal yaklasimlar hesaplayan fonksiyonlar icermektedir.
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5.3.1 Sonlu aralik iizerinde sayisal integrasyon(quad_qgags)

Ornek

ntegrate ['5_<

Expression: |[logix) *ocos (X))

Yariable; | x

Cefinite integration

Fram: |0 Special
Tor |1 Special

Mumerical integration

secenekleriyle sonu¢ gosterim formatinda altt rakam kullanmak suretiyle f(x) =
log(x) cos(x) fonksiyonunun [0,1] aralig: tizerindeki integrali igin

4 {%$11) fpprintprec:&;

L (%12) gquad gags (logix)*ces(x), =, 0, 1);
(302) [-0.9461,7.106871 1071, 231,07

elde ederiz. %02 deki listenin ilk eleman: integral i¢in elde edilen yaklagimi gostermektedir.
Ikinci eleman ise sonuctaki tahmini mutlak hatayr ifade etmektedir. Ugiincii eleman ise
sayisal integrasyon isleminde log(x)cos(x) fonksiyonunun 231 kez degerinin
hesaplatildigini ifade etmektedir. Listedeki son eleman ise hata kodu olarak bilinir. Hata
kodunun 0 olmasi integrasyon isleminde higbir sorunla karsilagilmadigini ifade etmektedir.
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Hata kodunun 1 olmasi integrasyon araliinin ¢ok fazla sayida alt araliga boliinmiis
oldugunu ifade eder:

Ornek

Sifir noktasi komsulugunda g¢ok sayida salinim yapan sin(%) fonksiyonunun [0.0001,1]
aralig1 lizerindeki integrali i¢in

(%$13) quad gagsisini(l/=),x,0.0001,1);

(3037 [0.5041,2.682741107°,8379,1]

elde ederiz. Bu sonug¢ integral icin 8379 noktada fonksiyon degeri hesaplatildigini ve
ancak 2.69x107° degerine yakin bir mutlak hata ile sonucun elde edildigini ifade
etmektedir.

Ote yandan
1
j x%dx
0

F (514) quad qags (x*-0.999,x, 0, 1) ;

integrali icin @ = —0.999 degeri ile

(¢0d) [1000.0,2.305865 107°,231,07
dogru yaklagim tiretirken, @ = —0.99999 degeri ile
" (315) quad_gags (x*-0.99999,x,0,1);

T%05) [145.543,59.33721,8379,17

1 hata koduyla hatali sonug tiretmektedir.

Hata kodunun 2 olmas asir1 yuvarlama hatasi olustugunu ifade eder. Ornegin
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|7 (%16) quad gags (=z,%2,-1,1);

(206) [0.0,1.106084 107, 21,27

Dogru sonucu vermesine karsin, 2 hata koduyla yuvarlama hatalariin olmus olabileceini
ifade etmektedir. Esasen [—L, L] araligindaki herhangi bir tek fonksiyon i¢in ayni hata kodu
iiretilmektedir.

Hata kodunun 3 olmasi integrasyon fonksiyonunun integral islemi i¢in iyi olmadigi kabul
edilen davraniglar sergiledigini, hata kodunun 4 olmasi ise integrasyon algoritmasinin bir
sonuca yakinsamadigini, 5 olmasi ise integral sonucunun iraksak veya yavas yakinsak
oldugunu ifade etmektedir.

Ornek
' (%i7) quad gags (x*-0.9999,%,0,1) ;
(3077 [10000.0,2.499615107°%,231,57

dogru yaklagimini 231 fonksiyon degeri hesaplamak 5 hata koduyla tiretmektedir.

Hata kodunun 6 olmasi ise verilerde hata oldugunu ifade etmektedir.

5.3.2 Yar sonsuz ve sonsuz aralik iizerinde sayisal
integrasyon(quad_qgagi)

f(x) = m fonksiyonunun (0, «) aralig1 iizerindeki integrali igin

(%18) quad gqagi (l/ (sgrt (=) * (z+1)),=2,0,1inf);
(208) [3.14159,3.77038 1077, 405,07
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elde ederiz. Yar1 sonsuz aralik {izerindeki integral i¢in sonlu aralik tizerindeki integrasyon
islemi i¢in yukarida kullanilan quad gags yerine quad gagi nin kullanildigina dikkat
edelim.

£ (x) = e** fonksiyonunun (—oo, c) aralig1 iizerindeki integrali igin

(%19) quad qgagi (exp(-x"2),x,minf, inf) ;
(209) [1.77245,1.420264 107%,270,0]

sifir hata kodu ile

V= 1.772453850905516
gercek degerini elde ederiz.

Alternatif olarak sayisal integrasyon isleminde romberg secenegi de kullanilarak romberg
yaklagimi elde edilebilir. Ancak romberg segenegi her zaman iyi sonuglar vermeyebilir:

5.3.3 Cauchy Esas degeri(quad_qawc)

x = c¢ noktast komsulugunda sinirli olmayan f(x)/(x — c) fonksiyonunun [a, b] araligindaki
Cauchy esas degeri

be f(x) dx hmr_)o"' I:J‘C_r f(x) + J‘C f(x) ]

a (x—C) +7 (x—0)
olarak tammlanir ve Maxima quad gawc fonksiyonu yardimiyla hesaplanir.
Yazilimi
quad_gawc (f, x, c, a, b)
bi¢imindedir.
Ozel olarak

P* g()dx = [(g(x) + g(—x))dx

oldugu gosterilebilir[bknz 7].
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Ornek

=

-1 -
degeri

(3110} quad gawc (1,x=,0,-1,1);
(%010 [1.908196 1071%,7.695458 10717 , 2675, 2]
olarak elde edilir.

Benzer bigimde

Lex Lsinh(x)
Pf —dx = Zf dx = 2.114501750751457
4 X o X
degeri
($111) gquad qawc(expix),=2,0,-1,1);
(¢c0l1) [2.1145,2.500222 107 ,25,07
olarak elde edilir.

5.4 Diferensiyel Denklemler i¢in sayisal ¢oziim yontemleri

Birinci basamaktan bir diferensiyel denklem veya denklem sistemi ile olusturulan baglangi¢
deger problemi veya sistemi IV. Basamaktan Runge-Kutta yontemini kullanan rk
Maxima fonksiyonuyla sayisal olarak ¢oziilebilir:

Yazilimi

rk(denklem, bagimh degisken, baslangic deger, ¢oziim bolgesi)

bicimindedir. Burada ¢6ziim bolgesi ise

[baslangi¢c noktasi, bitis noktasi, adim uzunlugu]
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formatindadir.
Ornek

y' =y + cos(t) — sin(t)

y(0)=0
baslangi¢ deger probleminin sayisal ¢éziimiinii [0,1] araliginda ve h = 0.1 adim uzunlugu ile
elde edelim. Elde ettiginiz sonuglar1 y = sin(t) ger¢ek ¢ozliimii ile karsilagtiralim.

/ ($11) fpprintprec:5;
(30l) &

/ ($12) sonuc:rk(ytcos(t)-sin(t),v, 0, [t,0,0.5,0.1]);
(%02) [{0.0,0.0],f0.1,0.0998],[0.2,0.199], [0.3,0.296],[0.4,0.389],(0.5,0.479]]

7 ($13) sonucMat: funmake ("matriz, %) ;
0.0 0.0
0.1 0.09395
0.2 0,199
(%03)
0.3 0,295

0.4 0.389

0.3 0.479

Yukarida sonuc listesinin goriinimii daha okunabilir olan sonucMat isimli matrisin
funmake komutu yardimiyla nasil elde edildigine dikkat edelim.

Matrisin birinci siitununun t degisken degerleri ve ikinci siitununun ise elde edilen yaklasik
¢oziim degerleri oldugunu biliyoruz. Bu sayisal degerleri sirasiyla t ve Y vektorlerine
atayalim ve gergek ¢coziimiim t vektoriindeki degerini ise Y g olarak adlandiralim:
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- (%14) t:row(transpose (gonucMat), 1)

(%od) [D.D 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5}

- (%15) ¥Y:row(transpose (gsonucMat),2);

{%05) [D.D 0.0998 0.199 0.296 0.389 0.479}

- (%1A) Ygrsinit);
(%06) [D.D 0.0998 0.199 0.296 0.389 0.4?9}

$o5 ile gosterilen yaklasimlar ve %o6 ile gosterilen gercek ¢oziim degerleri
karsilastirildiginda, elde edilen yaklagimlarda virgiilden sonra dort basamaga kadar hata
olusmadigi goriilmektedir.

(%517) pleot2di[discrete,sonuc], [xlakel, "t"], [v1lakel, "v"]1);
komutu ile de yatay eksen t ekseni ve diisey eksen y ekseni olmak iizere elde edilen (t,y)
yaklagim grafigi ¢izilebilir.

Alternatif olarak t ve Y vektorleri sonuc listesi igerisinden makelist komutu yardimiyla da
asagidaki gibi elde edilebilirler:

7 (%i8) t:makelist (p[l],p,=onuc) ;
($08) [0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5]

7 (219) Yimakelist (p[2],p,sonuc) ;
(309) [0.0,0.0998,0.199,0.296,0.389,0.479 ]

Rk fonksiyonuyla diferensiyel denklem sistemi i¢in de sayisal olarak ¢oziilebilir.
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Ornek
dx — (1
y — — —

x(0) =2,y(0) =3
baslangi¢ deger probleminin [0,10] zaman araligindaki sayisal ¢oziimiini h = 0.1 adim
uzunlugu ile Maxima rk fonksiyonu yardimiyla elde edelim.

Rk fonksiyonunu verilen diferensiyel denklem sistemine uygulayalim:

[ (311) sonuerrk ([x* (1-y) - (1-x) %], [=,¥], (2,31, [t,0,10,0.1])$
[ (5i2) timakelist (p[1],p,sonuc)$
[ (5i3) =mmakelist (p[2],p,zonuc)$
[ (3i4) yimakelist (p[3],p,sonuc)$

ﬂ ($15) plot2d([[dizcrete,t,x], [discrete,t,v]], [glabel, "t"], [vlabel, "2, v"]);
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3.5

}{Jv

iscretel ——
jscretel ——

Coziim bilesenlerinin zaman degiskenine gore grafikleri yukarida goriildigi gibi elde edilir.
Burada discretel ile gosterilen grafik x bilesenine ve discrete? ile gosterilen grafik

ise y bilesenine aittir.
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(6. BOLUM
Maxima ile
kodlama(programlama)
\. /

Bu bolimde Maxima ortaminda

sirali yapi,

sartli yapi,

tekrarli yapi Ve

bu yapilari igeren bloklarin (programlarin) nasil
olusturuldugunu 6rneklerle inceliyoruz.

EENAE

6.Maxima ile kodlama(programlama)

Oncelikle herhangi bir programlama dilinde oldugu gibi Maxima ile programlamada
kullanilan sirali, sarth ve tekrarli yapilar1 inceleyelim. Daha sonra bu yapilar1 barindiran ve
MATLAB veya Octave da fonksiyon programi Ve Pascal da ise Procedure adi
verilen yapilara Maximada karsilik gelen block yapisini inceleyecegiz.

6.1 Sirah yapi

Maxima ortaminda hazirlanan programlar blok adi verilen bir yapi ile olusturulur. Block
yap1, kullanici tarafindan saglanan verileri isleyerek, bir sonug iireten bir yapidir.

Genel yazilimi:

Blok ismi (input listesi) :=block([varsa yerel degiskenler],
diger komutlar)
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bi¢imindedir. Return fonksiyonu kullanilmamaissa en son hesaplanan degisken degeri geri
gonderilir.

Blok yapist kullanilmak suretiyle belirli amaca yonelik fonksiyon programlar
olusturulabilir. Asagidaki 6rnekleri inceleyerek, bu yapinin islevini anlamaya ¢alisalim:

6.2 Sarth yapr

Bu yap1 if komutu yardimiyla

ifmantiksal karsilastirma
deyim
else

deyim

seklinde kullanilir. Birden fazla deyim olmasi durumunda deyimler grubu yuvarlak parantez

icerisinde yazilir ve deyimler arasinda virgiil kullanilir. Asagidaki karsilastirmalar
a:2;b:3;

icin inceleyiniz.

operator karsilastirma sonucg
< if a<b then c:1 else c:0$ c=1
= if a=b then c:1 else c:2$ c=2
#:esit degil | if a#b then c:3 else c:49) c=3
<,deyimler if a<b then (c:2,d:3)
else (c:3,d:2)S

display(c,d); c=2
d=3
and if a>0 and b>0 then c:1 c=1
else c:0$
or if a=2 or Db=2 then c:a+b|C=5
else c:a-bs
>= if a>=0 then sonuc:a sonuc=2

else sonuc:-a$s
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Kullanici tarafindan saglanan verileri isleyerek, bir sonug iireten ve MATLAB deki fonksiyon
programlar1 veya Pascal daki procedure yapilarina benzer bir yapidir.

Genel yazilimi:

Blok ismi (input listesi) :=block ([varsa yerel deJiskenler],
diger komutlar)

bicimindedir. Return fonksiyonu kullanilmamaigsa en son hesaplanan degisken degeri geri
gonderilir.

Blok yapist kullamilmak suretiyle belirli amaca yonelik fonksiyon programlari
olusturulabilir. Asagidaki 6rnekleri inceleyerek, bu yapinin islevini anlamaya ¢alisalim:

Ornek

Verilen iki saymnin biiyiiyiigii hesaplayan asagidaki b1oku hazirlayalim.

f ($11) buyuk(a,b):=block(if arb then buyukab:a else buyukab:b

return(buyukab))$

(312) buyuk(3,5);
{$02) 5

Yukaridaki bloku kullanarak verilen {i¢ saymnimn biiyiigiinii bulan asagidaki bloku
inceleyelim:

--> uchuyuk{a,b,cl:=block {enb:buvukia, b,
1f crenk then enk:c,
returni(enk)

=
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(%13) uckuyuk (2,1, 6);
(5o3) B

Ucbuyuk isimli blokun daha once tanimlanan buyuk isimli bloku nasil kullandigina
dikkat edelim.

Ornek

w(x) agirlik fonksiyonu ile f(x) ve g(x) fonksiyonlarmnin [a,b] araligindaki i¢ ¢arpimini
hesaplayan bir b1 ok olusturalim.

Belirtilen igcarpimin

b
| reogeweodx

olarak tanimlandigini hatirlayalim. iccarpw (£, g,w, a,b) komutu ile belirtilen igcarpimi
hazirlayan bir blok hazirlayalim:

a Ve b nin sonlu degerler olmasi durumunda belirtilen integrali integrate fonksiyonu
yardimiyla hesaplayabiliriz. Ancak herhangi birinin sonlu olmamasi durumunda bu kez soz
konusu integrali quad_gagi fonksiyonu yarimryla hesaplayabiliriz.

Kullanic1 tarafindan tanimlanan £, g ve w fonksiyonlariyla birlikte a ve b degerlerini
aldiktan sonra

e anin —oo veya b nin oo olmast durumunda quad _gagi

e degilse integrate fonksiyonu yardimiyla belirtilen integrali hesaplayarak geri
dondiiren blok asagida verilmektedir:

L (%11) iccarpw(f,g,w,a,b):=blocki[xz],
1f {a=minf or bk=1inf) then
block (liste:quad gagi (f*g*w, %, a,b),sonuc: liste[1])
alze
gonuc: integrate (f*g*w, 2, a, b)

=
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Koseli parantez icerisinde x yerel degisken olarak tanimlanmaktadir. Blokta yer alan sartl
yapiy1 yakindan inceleyelim:

if (a=minf or b=inf) karsilastirmasi a nin —oco veya b nin co olmast durumunda
dogru kabul edilerek birden fazla komutu igeren asagidaki blok ¢alistirilmaktadir.

block (liste:quad quagil (f*g*w,x,a,b), sonuc:liste[l])

quad gagi fonksiyonu integral sonucu ile birlikte integrasyonla ilgili gerekli olabilecek
diger bilgileri bir liste halinde geri dondiirmektedir. Bu listenin birinci elemani aradigimiz
sonugtur. Dolayisiyla elde edilen sonuclar liste isimli bir listeye atanmakta ve bu listenin ilk
eleman1 sonuc degiskenine atanarak geri dondiiriilmektedir.

Karsilagtirmanin dogru olmamasi durumunda a ve b degerleri sonlu olarak kabul edilerek
(a=inf veya b=minf olmayacagi kabul edilmektedir) else den sonra yer alan
integrate fonksiyonu yardimiyla integrasyon islemi gergeklestirilmektedir.

Integral hesaplanarak elde edilen sonug ise sonuc isimli bir degiskene atanmakta ve
return fonksiyonu yardimiyla kullaniciya gdnderilmektedir.

Tanimlanan blok agagidaki gibi ¢alistirilabilir:

- (%12) dccarpw(=H,x"2,1,-1,1);
(%221 0

- (%13) diccarpw(x,x,1,-1,1);

203 2
(0)3

Hazirlanan blok’un batch dosyasi olarak kaydedilmesi:
%1 3 ile etiketlenen bloku batch dosyasi olarak i ccarpw.mac ismiile

C:\Documents and Settings\PC\maxima
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klasoriine kaydettigimizi diistinelim.

Kaydedilen blokun baska bir oturumda kullanima:

(%14) leoad("iccarpw.mac™);
i%04) C:/Documents and Settings/PC/maxima/iccarpw.mac

komutu ile iccarpw.mac batch blokunu agmis oldugumuz galisma ortamina tanitabiliriz.
Bunun igin Ust karakter tusunu basili tutarak enter tusuna basmak yeterlidir. Bdylece
iccarpw blokunu istedigimiz fonksiyonlarin iccarpw blokunda tanimlanan w(x) agirlik
fonksiyonuyla birlikte igcarpimini elde etmek i¢in kullanabiliriz.

Ornek

Kullanici tarafindan tanimlanan f fonksiyonunun yine kullanici tarafindan belirlenen [a, b]
araligindaki Fourier serisinin ilk N teriminin toplamini bularak grafigini ¢izdiren fourier
isimli bir blok hazirlayalim.

Genel bir [a, b] araliginda Fourier katsayilart

A 2nmx

a, = mfa f(x)cos(b — a)dx,n =0,1,..
2 (P - 2nmx

b, = mfa f(x)sm(b — a)dx,n =1,2, ..

olmak iizere ilgili Fourier serisinin ilk N teriminin toplamini

F( )_a0+i (2nrrx>+b _ <2n7tx>
x) = > a, cos P n Sin P

n=1

olarak ifade edebiliriz.

Yukarida belirtilen F(x) degerini hesaplayan fourier isimli blok agagida verilmektedir:
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7 i%11) fourierif,a,b,N):=block{[x],
declare (n, integer),
al:2/ (b-a)*integrate (f (x),x, a,b),
an: 2/ (b-a)*integrate (f (2} *cog (2% %pi*n*x/ (b-a) ), %, a, bl ,
bn: 2/ (b-a)*integrate (f (2 *=2in{2*%pi*n*x/ (b-a) ), %, a, bl ,
toplam: sum{an*cos (2*%pi*n* =/ (b—-a))

+bn*zin (2*%$pi*n*x/ (b-a)),n, 1, N),
toplam:toplam+al/ 2,
wHplotdd ([£ (=), toplam], [Z,a,b], [legend, "E(xz) ", "F (=) "]
15

Yukaridaki fourier blokunda kullanici tarafindan verilen f fonksiyonu, a ve b aralik ug
noktalart ve N pozitif tamsayisi i¢in F(x) kismi toplami hesaplanmaktadir. Ayrica elde
edilen kismi toplamin [a, b] aralig1 tizerindeki grafigi ¢izilmektedir.

? (3127 Fim):=xu;
(Fo2) flxir=x

? (213} fourier (fix),-1,1,107;
15

1
0.5

0
(%t3)

-1 -05 0 0.5 1

(%03)
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6.3 Tekrarl yap

For dongiisii ile gelistirilen farkli yazilimlardaki tekrarli yapiy: inceleyelim:

Yazilimi:

for degisken: baslangic deger step artim thru son_deger do
(
dongli islemleri
)
veya

for degisken: baslangic deger unless sart do
(
dongi islemleri
)
veya
for degisken: baglangic deger while sart do
(
dongi islemleri
)
bi¢imindedir.

Ornek

Basit bir faktoriyel islemi gerceklestiren faktor isimli bir b1 ok hazirlayalim.

Oncelikle faktdriyel islemini gerceklestiren bir for dongiisii olusturalim:
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L (%11) carp:1;
(xol) 1

4 (%12) for i:1 thru 5 do carp:carp*i;
(%221 done

7 (213) carp;
(503) 120

Yukaridaki islemleri bir b1 ok igerisinde asagidaki gibi gerceklestirebiliriz:

- —-—» Tfaktorin):=block{carp: 1,

for 1:1 thru n do carp:carp®i,
return (carp)

=

? (3i2] faktor(4);
(302] 24

Ornek

Verilen bir f fonksiyonunun verilen bir x, noktasinda ve verilen bir n  sayida teriminden
olusan Taylor polinomunu hesaplayan Taylor isimli bir blok hazirlayalim.

f fonksiyonunun x, noktasi komsulugunda, derecesi n e esit veya n den kii¢iik olan Taylor
polinomunun

Pr(x) = fxo) + f'(xo)(x — x0) + %(x — x)?

" (xo) £ (xo)
+Tx°(x —x0)% + ---Txo(x — xo)"

ile verildigini hatirlayalim. O halde her defasinda yeni bir terimi hesaplayarak onceki toplama
ilave eden bir y1igmali toplam ile B, (x) polinomunu olusturmaliyiz. Bu amagla
3. f,xq, n degerlerini kullanicindan alarak
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4. f®O(xy) degeriri % f&Y(x) ile onceki adimda elde edilen turev fonksiyonunun
tirevinin x, daki degeri olarak elde edelim.

5. (x —xg)" carpmim ise (x — x)" " (x — x;) ile 6nceki adimda elde edilen terimi
(x — xg) ile ¢arpmak suretiyle elde edelim.

6. 1/i! degerini 6nceki adimda elde edilen 1/(i — 1)! degerini 1/i ile carparak elde
edelim.

® . .
7. Boylece iinci adimda elde ettigimiz Z="% (x — xo)" terimini dnceki toplama ilave
edelim. '

L (%11) taylor(f,x=0,n):=klockil[x],

tay: (=0},

terim: 1,

carp: 1,

define (turewv iz, ({21,

for 1:1 thru n deo

!
define (turev(x),diff (turev iz, =),
terim:terim® (x-x=0),
carp:carp*i,
tay:tay+turev (x0) *terim/ carp

e

returnitay)

=

Yukaridaki bloku agagidaki fonksiyon drnekleriyle ¢alistiralim:
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7 (2i2) Fix):=sinix);
(302) flx)l:r=sinl(x)

7 (2i3) taylor (f(x),0,6);
(303) ———+3x
120 &

7 (2i4) F(x):=exp (x);
15od) flx)r=explx)

/' (2i5) taylor (f(x),0,6);

($05) ——Ft——t—t—t—tx+1
720 120 EZ4 A 2

Not:
Yukaridaki blokta
e her adimda turev (x) fonksiyonunun bir 6nceki adimda elde edilen turev (x)
fonksiyonunun tiirevi olarak elde edildigine terim ve carp terimlerininin de bir 6nceki
adimdaki degerler cinsinden elde edildigine dikkat edelim.
e Tay yigmali toplaminin do (....) parantezleri igerindeki son terim oldugu i¢in
virgiille sonlandirilmadigina dikkat edelim.
e Benzer bigimde b1ok ifadenin en son terimi olan retun (tay) komutunun virgiille
sonlandirilmadigina dikkat edelim.
e Hazirladiginiz bloku
"C:/Documents and Settings/PC/maxima/taylor.mac"
olarak kaydediniz. Daha sonraki oturumlarda load (“taylor.mac”) komutuyla
Taylor blokunu tanitarak c¢aligtirabilirsiniz.
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Ornek

| k

Pe(x) = ———

(%) (2k)! dxk

ile tanimlanan Legendre polinomlarini kullanici tarafindan girilen n derecesine kadar elde
ederek sunan Legendre isimli bir bl ok hazirlayalim.

(x> -1 k=01,..

Hazirlayacagimiz blok for dongiisii kullanan bir tekrarli yapidan olusacaktir.Yukaridaki
formiil ile tanimlanan polinomlart hesaplayarak, oncelikle ratsimp fonksiyonu ile
sadelestiren ve ardindan terimleri dagitarak acik formatta display komutu yardimiyla
sunan legendre isimli blok asagida verilmektedir. Gerekli k! degerinin Maxima
ortaminda k! komutu yardimiyla elde edildigine dikkat edelim:

N legendre (n) :=block ([x],

for k:0 thru n do
!
plk]l:iexpand (ratsimp (kl/ {((2*k) Ly *diff { (z*2-1) "k, =, k)10,
display (plk])
)
15

Legendre blokunu asagidaki gibi ¢alistirabiliriz:

- i%12) legendre (3);
pp=1
Py=x
1
2
pzzx _5
3
3
Py =%~
(%502 done
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Hazirladigimiz bloku igeren c¢aligma yapragini legendre.mac isimli bir batch dosyasi
olarak kaydedelim.
Yeni bir caligma sayfas1 acarak dosyayi yiikleyerek calistirabiliriz:

(%311) load("legendre™);
{%0l) C:/Documents and Settings/PC/maximaslegendre.mac

Asagidaki 6rnek hem tekrarli ve hem de sartli yapiya sahip bir bloktan olusmaktadir.

Ornek

Gram-Schmidt yontemi ile po(x) = 1, olmak lizere tanimlanan w(x) agirlik fonksiyonu ile

_— _ <xp0,p0>
pl(x) - [x <P0.Po>] 0
< XDPi, Di > < Pi, Di > .
pir1(x) = [x - - ] i~ - pi—1, L =12, ...
<Dpip;i> <Pi-1Di-1 >

ile tanimlanan ortogonal polinomlar dizisini ve her birini hesaplayan ortogonals isimli bir
blok hazirlayalim. Hazirladigimiz blok, gerekli i¢carpimlart yukarida tanimlanan iccarpw
bloku ile gergeklestirsin.

Notasyonel kolaylik acisindan

Hk_terim=[x — M] Di

<pipi>
ve
. <pipi>
ikinci_terim=—2:PiZ__ i1
- <Pi-1,Pi-1>

olarak tanimlayalim.
Daha once tanimladigimiz iccarp isimli batch dosyasimi tanittiktan sonra, p isimli bir
listenin elemanlar olarak yukarida tanimlanan polinomlar: elde edebiliriz.
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pi+1(x) = ilkterim — ikinciterim, i=1,2,...
olarak ifade edebiliriz.
Hazirlayacagimiz blok sirasiyla asagidaki islemleri gerceklestirmelidir:

e iccarpw.mac dosyasinda kayith iccarpw blokunu 1oad komutu yardimiyla
oturumumuzda kullanilabilir hale getirelim.
<XPo,Po>
<pPo,Po>
isimli bir listeninp [0] ve p[1] elemanlar1 olarak tanimlayalim.
e i degiskeninin 1 den baglamak iizere kullanici tarafindan verilen n degerine kadar
olan her bir degeri i¢in
a. p listesinin  i+1-inci elemanin1 yukarida verilen baginti yardimiyla
tanimlayalim. ve
b. ekranda goriintiileyelim.

e po(x) =1 olmak iizere p,(x) = [x — ]po fonksiyonlarini oncelikle p

Yukaridaki islemleri sirasiyla gergeklestiren ortogonals isimli blok asagida
sunulmaktadir:
Ortogonals blokunda
e load("iccarpw.mac") komutu ile iccarpw bloku tatitilmakta
e ratprint:false,
ile rasyonel formata doniisiimdeki uyar1 mesajlarinin gériintiillenmemesi istenmekte,
e format:read("rasyonel/reel-->1/0"),
komutuyla sonuclarin rasyonel mi yoksa reel olarak m1 goriintiilenmesi i¢in format
degiskenine 1(rasyonel format) veya sifir(reel format) degeri atanmakta,
e p[0]:1ileilk polinom 1 olarak kabul edilmekte,
e pay:iccarpw (x*p[0],pI[0],w,a,b),
payda:iccarpw(p[0],p[0],w,a,b), bolum:pay/payda,
e p[l]:(x-bolum)*p[0] ilep;(x) polinomu tanimlanmakta,
e display(p([0]), display(p[l]),
ile po(x) ve p;(x) polinomlar: goriintiilenmekte,
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4 --> ortogonalsiw,a,b,n):=klock{[x],
fpprintprec: @,
load ("iccarpw.mac™),
ratprint: false,
format: read ("rasyonel/reel-->1/0"),
pl0]:1,
pay:iccarpw(x*p[ﬂ];p[ﬂ];w;a;bj,
payda:iccarpw(p[ﬂ];p[ﬂ];w;a;bj,
bolum: pay/ payda,
PIL1]: {x-bolum)*p[
display (p[0])
display (p[1])
for 1:1 thru n deo
i

01,

f
f

pay:iccarpw(x*p[i],p[i];wia,bji
payda:iccarpw(p[i],p[i],w,a,b);
ilk terim: (x-pay/payda) *pl[i],
pay:iccarpw(p[i],p[i],w,a,b),
pavdariccarpw(p[i-1],p[i-1],w, a, k),
ikinci terim:pay/payda*p[i-11,
if format=1 then
plitl]iexpand (ratsinp (ilk terim-ikinci terim))
alse
plit+tl]:fleat (expand (ratsinp (ilk terim-ikinci terim))),
display (p[i+1])
J
15

e for dongiisiinde ise 1 nin 1 den n e kadar her bir degeri icin yukarida tanimlanan
ilk_terim  ve ikinci_terim hesaplanarak p;;,;(x) polinomu tanimlanmakta ve
gortntiilenmektedir. Eger format degiskeni 1 degerine sahipse p;,q(x) in katsayilari
rasyonel, degilse reel olarak elde edilmektedir.

ortogonals blokunu asagidaki gibi ¢alistirabiliriz:

(%120 wix):=1;
(%02) wixi:=1
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- (%13) ortogonals (wix),-1,1,5);
rasyonel /reel——=1/01;
rp=1
P=x

1
z
P
3
3
Py =X~
z
[ 3
4
= _
Pq 7 35
e 10x” s5x
T
. 15=x* 5z 5
=3
Pe 11 11 231
(%03) done

Yukarida elde edilen polinomlar Legendre polinomlaridir. Legendre polinomlarinin
biitiin sifiryerleri reel ve basit sifiryerleri olup, [-1, 1] araliginda yer alirlar.

Reel formatta ise reel katsayili Legendre polinomlarini elde ederiz:
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L

($14) ortogonals (wix),-1,1,5);
rasyonel /reel——>1/00;
pg=1
P=x
p,=x°-0.3333

p3=:x:3—|].6x

py,=x"-0.8571 x°+0.08571

pe=x"-1.11111 x° +0.2381 x
p,=x®-1.36364 x*+0.4545 x* 0. 02165
(%04 done
Ornek

[a,b] araliginda f(a)f(b) <0 sartim1 saglayan f fonksiyonunun bir reel sifiryerini
ikiyebolme yontemi yardimiyla bulan bir maxima programi gelistirelim. Sonuglandirma
kriteri olarak elde edilen en son alt araligin orta noktast kabul edilen ¢ noktasinda |f(c)| <
1075 saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

Bu amacla

e Oncelikle verile araligin ¢ = (a + b)/2 ile tanimlanan orta noktasini belirleyelim.

e i =1 den baslayarak |f(c)| < 107> olmadig1 surece
o f(a)f(c)<O0 ise b=c degilse a=c alarak yeni [a,b] alt araligim

belirleyelim.

o ¢ = (a+ b)/2 orta noktasini hesaplayalim.
o [i,a,c,b] degelerini ekrana goriintiileyelim ve i degerini artiralim.

e Elde edilen en giincel ¢ degerini sifiryeri olarak geri géonderelim.

Yukarida adimlanan islemleri gergeklestiren blok yap1 asagida verilmektedir:
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- (%11) 1kibol(f,a,b):=block(
fpprintprec: &,
c:float ((atbk)  2),
for 1:1 unless aks (fic))<le-5
do
1f fi{al*fic)<0 then b:c else a:c,
ci:float ( {atkb) /20,
dizplav([i,a,c,b]])
1
return (<)

)5

Yukarida verilen blok ta for dongiisiiniin kullanimina dikkat edelim:

for 1:1 unless abs (f(c))<le-5

ile i degiskeni 1 degerinden baslayarak |f(c)| < 107> kriteri saglanincaya kadar
Programi ¢alistirmak i¢in oncelikle £ fonksiyonunu tanimlayalim.

(2127 flx):=x"4-1-2;
(202) flx)lr=xt-x-—2

f fonksiyonunun [0,2] araliginda sifiryeri oldugunu biliyoruz, ¢iinkii £(0) <0, f(2) > 0 ve
f stirekli bir fonksiyondur.
Programi asagidaki gibi ¢alistirarak her adimda elde edilen [a, b] alt aralig1 ve orta noktalar
dizisini goriintiileyebiliriz:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr Sayfa120




ri
ri
fi
fi
fi
i
i
i
ri
ri
fi
fi

s a

- - - -
H

i

T T Y
B B B A B B B B R

b

P

£

f

f

.r'

f

Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

7 21133 ikibeol (Fix), 0,27 ;
fi,a,c,bj={1,1.0,1.5,2]

c,bj={2,1.0,1.25,1.5]
c,bj={3,1.25,1.375,1.5]
c,bj={4,1.25,1.3125,1.375]
c,bJ={5,1.3125,1.34375,1.375]
c,bj={6,1.34375,1.359375,1.375 ]
c,bJj={7,1.34375,1.3515625,1.359375 ]
c,bj={8,1.3515625, 1. 35546688, 1. 359375 ]
c,bj={%9,1.3515625, 1.3535156, 1. 3554688 J
c,bj={10,1.3515625,1.3525391,1.3535156 ]
c,bJ={11,1.3525391,1.3530273,1.3535156 ]
c,bJ={12,1.3530273,1.3532715, 1.3535156 ]
c,bJ={13,1.3530273,1.3531494,1.3532715]

[i,a,c,b]={14,1.3531494,1.3532104,1.3532715 ]
(3013) 1.3532104

14 {incii iterasyonda elde eldilen sifiryeri ise %03 de verilen 1.3532104 degeridir.
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Boluim Ahstirmalar:

[0,L] araliginda tanimlhi bir f
fonksiyonunun Fourier cosiniis
actlimimin  kullanici  tarafindan
verilen N teriminin toplamini
hesaplayarak fonksiyon ile birlikte
grafigini ayn1 eksende c¢izdiren bir
blok hazirlayiniz.

Omek 2 de verilen iccarpw
bloku yardimiyla sin (nLﬂ) ,n =
0,1,2,... fonksiyonlarinin [—L, L]

araliginda  ortogonal  oldugunu
gbzlemleyiniz.

Ornek 3 de verilen fourier blokunu
f(x) =x  fonksiyonu, [—1,1]
aralig1 ve farkli N degerleri i¢in
calistirarak, Fourier serisine ait
kismi toplamlar dizisinin ilgili
fonksiyona nasil  yakinsadigini
gozlemleyiniz.

Omek 5 de verilen Taylor
blokunu f(x) = sin(x) fonksiyonu
icin [—1,1] araliginda N in artan
degerleri i¢in ¢alistirarak, Taylor
serisine ait kismi toplamlardan
olusan Taylor polinomlarinin
ilgili fonksiyona nasil yakinsadigini
gozlemleyiniz.  Fonksiyon  ve

blokunu, ilgili

Taylor polinomlarinin grafiklerini
ayni eksende ¢izdiriniz.

Omek 6 da verilen Legendre

polinomlarin
sifiryerlerini  de  belirleyerek,
polinomlar ve stfiryerlerini

ekranda goriintiileyecek bigimde
gelistiriniz. Polinom sifiryerlerinin
reel olup, [—1,1] araliginda yer
aldigin1 gézlemleyiniz.

Omek 7 de verilen Ortogonals
blokunda agirlik fonksiyonunu
a. w(x)=1/V1—x2 ve

integral araligm1 [—1,1]

alarak Chebychev
polinomlarmi elde ediniz.
Ayrica elde ettiginiz
herhangi  iki  polinomun
ortogonal oldugunu
iccarpw bloku yardimiyla
dogrulayiniz.

b. w(x)=e™* ve intagral
araligin1 ~ [0,00)  alarak
Laguerre polinomlarini
elde ediniz.

C. w(x)=e"‘2 ve integral

araligini (—o0, 00) alarak
Hermite polinomlarini
elde ediniz.
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4 7. BOLUM
Maxima ile Parabolik,
Hiperbolik ve Eliptik tiirden

\denklemler Y

Bu bolimde Maxima ortaminda
M Parabolik(Isi)
M Hiperbolik(Dalga) ve
M Eliptik(Laplace) denklemlemlerinin Dirichlet
sinir sartlari ile analitik ¢oziimlerinin
Maxima ortaminda nasil elde edildigini Maxima
blok yapilar1 yardimiyla inceliyoruz.

Amacimiz, seri bigiminde elde edilen bir ¢oziimle yetinmek yerine, Maxima yazilim destegi
ile 1lgili  baslangig-sinir  deger problemlerinin  ¢oziimlerinin  geometrik  olarak
yorumlanabilmesine ve ¢oziimlerin problemde mevcut parametreler ile baslangic ve/veya
sinir degerlerine bagli olarak nasil degistiginin daha yakindan gozlemlenebilmesi i¢in katki
saglamaktir.

Okuyucunu  Kismi Diferensiyel Denklemlerle ilgili degiskenlerine ayirma yontemi,
Ozfonksiyon ag¢ilim yontemi ve ayrica Green fonksiyonlari ile Bayagi diferensiyel
denklemlerin 6zel ¢6ziimlerin nasil belirlendigini konularinda bilgi sahibi oldugunu kabul
ediyoruz. Bu amagla iyi hazirlanmis herhangi bir elemanter Kismi Diferensiyel Denklem
kitabina bagvurulabilir. Bu bolimde kullanilan teorik alt yapi [2] nolu kaynak referans
alinarak hazirlanmistir.
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/.Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik
tirden denklemler

Bu boliimde oncelikle parabolik denklemlerin Maxima ortaminda analitik ¢ézlimiiniin
nasil elde edilebilecegini 1s1 denklemi {izerinden inceliyoruz.

7.1 Maxima ile parabolik tiirden kismi diferensiyel
denklemler

Dirichlet sinir sartlaraile

Uy =kUg, 0<x<Lt>0

U(x,0) = f(x),
U,t) =a,U(L,t)=b,t>0 (7.1.1)

baslangig-sinir deger problemini gbz 6niine alalim.
U(x,t) =V(x,t)+ S(x)
bigiminde ve homojen sinir sartlarini saglayan V(x,t) ¢oziimii arayalim. U(x, t) ¢ozimiini
(7.1.1) de yerine yazarak,
§"(x) =0,50)=a,S(L)=>b
elde ederiz. Buradan

Sx)=a+ L X
olup, V(x, t) igin
V, = kV,,0<x <L
V(x,0) = f(x) — S(x),
V(,t) =0,V(L,t) =0,t >0 (7.1.2)

homojen baslangi¢-sinir deger problemini elde ederiz. Degiskenlerine ayirma ydntemi
yardimiyla V(x,t) = X(x)T(t) bigiminde ¢6ziim arayarak,

T' ()X (x) = kT () X" (x)
veya
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XII B TI B A
X kT
elde ederiz. Buradan
X"+2X=0,X(0)=X(L)=0
(7.1.3)

ve

denklem sistemini elde ederiz. (7.1.3) probleminin X # 0 ¢06ziimlerine problemin
ozfonksiyonlar1 ve ilgili A degerlerine ise 6zdegerleri adi1 verildigini hatirlayalim. (7.1.3)
probleminin 6zdegerleri reel ve ayni zamanda pozitiftir, notasyonel kolaylik agisindan
A =w? w # 0 olarak ifade edelim. Bu gosterimi (7.1.3) de yazarak, herhangi c ve d keyfi
sabiti i¢in

X(x) = ccos(wx) + dsin(wx)
(7.1.5)

elde ederiz. (7.1.3) smir sartlarindan
X0)=0=>c¢c=0
ve
X(x) = dsin(wx)
elde ederiz. Ancak X (L) = 0 sinir sartindan ise sifirdan farkli ¢6ziim elde edebilmek igin
nm .
w=w, = T,n =41,42, ..
elde ederiz. O halde

O 2 _
A=A, =w2= (T) n=12,.. (7.1.6)

elde ederiz. Her bir A,, degerine karsilik gelen d6zfonksiyonlarin katsayilarini 1 segerek

X, (x) = sin(w,x) = sin(nnx/L),n = 1,2, ...
(7.1.7)
olarak elde ederiz'. Elde edilen A,, degerlerini (7.1.4) te yazarak, n ile indisleyebilecegimiz

! Bir 6zfonksiyonunun sabit kati da ozfonksiyondur, dolayisiyla katsayisi 1 olani temsilci olarak
seciyoruz, boylece negatif n leri de ihmal edebiliriz.
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T, + 2,kT,, =0
denklemini ¢ozerek

nm 2
Tn(t) = e_lnkt = e_(T) kt

elde ederiz. O halde lineer homojen denklemler i¢in siiperpozisyon prensibi geregi (7.1.2) nin
sinir sartlarini saglayan ¢6ziimii

Vix,t) = bne_(%)zkt sin(nmx /L)
nZl (7.1.8)

olarak elde edilir. Oteyandan

V(x,0) = z b, sin(nmtx /L) = f(x) — S(x)
= (7.1.9)

baslangi¢ sarti da saglanmalidir. (7.1.9) u f(x) — S(x) fonksiyonunun [0,L] araligindaki
Fourier sints acilaima olarak diisiinerek,

2 L
b, == | (f(x) —S(x))sin(nmx/L) dx
L),
(7.1.10)

Fourier sinis katsayilarini elde ederiz. O halde
Ulx,t) =V(x,t)+S(x) (7.1.11)
¢Oziimiinii elde etmis olduk.

Yukaridaki islemler Maxima ortaminda hazirlarak asagida sundugumuz kdd dr.mac
Maxima bloku ile gergeklestirebiliriz:

Kullanicidan baslangi¢ deger fonksiyonu f(x) ile [0,L] araliginin sag u¢ noktasi olan
L degeri, k parametresi ve ayrica sabit oldugu kabul edilen sol ve sag siir degerlerini girmesi
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istenmektedir. Ayrica ¢oziim grafiginin elde edilecegi [0, Tmax] zaman araliginin sag ug
noktasi ile seri ¢6ziimiinde kullanilacak terim sayis1 olan N degeri de istenmektedir.

Kullaniciya ise degiskenlerine ayirma yontemi ile elde edilen seri ¢6ziimii ile bu ¢éziimiin
[0, L] x [0, Tmax] bolgesinde ¢izdirilen ¢6ziim ylizeyi grafigi sunulmaktadir.

Bu amagla hazirladigimiz asagidaki blok yapisina goz atalim:
e

--> kdd_dr(f).=block([x,t],declare(n,integer),
disp("Ut=kUxx,0<x<L,0<t<Tmax, U(0,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=f(x)"),
K:read("k="),
L:read("L="),
a:read("u(0,t)="),
b:read("u(L,t)="),
define(s(x),(b-a)*x/L+a),
cniratsimp(2/L*integrate((f(x)-s(x))*sin((n*%pi*x)/L),x,0,L)),
define(v(x,t),sum(cn*sin(n*%pi*x/L)*exp(-k*(n*%pi/L)*2*t),n, 1,N)),
define(u(x,t),v(x,t)+s(x)),
M:read(" N="}),
Tmax:read(" Tmax="),
UU:subst(M,N,u(x,t)),
wxplot3d(UU,[x,0,L],[t,0, Tmax],[zlabel],[legend,false]),
display(u(x,t)))

File/export segenegi ile hazirlamis  oldugumuz kdd dr.wxm dosyasindan
kdd dr.mac isimli ¢alistinlabilir dosya (batch dosyasi) olusturalim:
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K.onum: |Ialma:-:ima v| € T o
1 IChbinary
| 0 Fourier. marc
En San 20 gram. mac

Fullandiklanm | |30 iccarp.mac

I iccarpg.mac

L-. I jccarpw.mac
b azalistu W ikibol. mac
T4 kdd_dr.mac

= I legendre. mac
‘) 4 orkogaonal.mac
. . 4 arkagaonals . mac
4 pldd. mac

M pldd_dr.mac

9’ 0 plkdd_nm.mac
\ I Eaylor . mac

Bilgizayarm
g Diozva ad: |k|:||:|_|:|r.ma-: w | [ F.apdet ]
A5 Badlantlanm - Kapt i | mawima batch file % mac) w | [ iptal ]

Daha sonra load komutuyla kdd dr.mac dosyasini yeni oturumumuza yiikleyerek,
programimizi uygun bir f(x) baslangic deger fonksiyonuyla asagida gorildigi gibi
calistirabiliriz.

Ornek

Ui = Uy, U(x,0) = x(1 — x),
Uu,t)=0,U0(1,t)=0
ile verilen baslangi¢-sinir deger probleminin [0,0.5] zaman dilimi igerisindeki ¢6ziimiini
kdd dr bloku ile belirleyelim.
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_7(%i1) load("kdd_dr.mac")
(%01) C:\Documents and Settings\PC\maxima\kdd dr.mac

((%i2) f(X):=x*(1-X)

| (%02)  f(x)=x(1-x)

"(%i3) kdd_dr(f)

Ut=kUxx, 0<x<L,0<t<Tmax, U(0,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=F(x)

=1

L= 1

urd,t)= 0

u(L,t)= 0

N= 10

Tmax= 0.5

03 r

(%t3)
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Ornek

Ui = Uy, U(x,0) = x(1 — x),
U,t)=0,U0(1,t) =1
ile verilen baslangi¢-sinir deger probleminin [0,0.1] zaman dilimi igerisindeki ¢dzimiinii
kdd dr bloku ile belirleyelim.

_7(‘334:»i5) kdd_dr(f)
Ut=kUxx, 0<x<L,0<t<Tmax, U(0O,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=1{x)
k=1
L= 1
uid,t)j= 0
uiL,t)= 1
N= 50
Tmax= 0.1
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(%t5) P
u(x, t) =
elde ederiz.
Ornek
2
U =U,, U(x,0) = (x —%) ,

U,t)=0,U(1,t) =0
ile verilen baslangig-sinir deger probleminin [0,0.1] zaman dilimi igerisindeki ¢O6zimiini
kdd dr bloku ile belirleyelim.
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7(iB)  F(X)=(x-1/2)M2
Z
(%06)  £(x):= (x—%)

"(%i8) kdd_dr(f)

Ut=kUsxx, O<x<L,0<t<Tmax, U{0,t)=a , U(L,t)=bh, U{x,0)=Ff(x]

k=1
L= 1
uio,t)= 0
uiL,t)= 0
N= 50
Tmax= 0.1
025
02
(%18) 20'15
0.1
0.05
Og
N
3 ((=
=1
u(x, t):— !

211'3
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¢Ozlimiinii elde ederiz.

Boluim Ahstirmalar:

1. Yukarida verilen kdd dr
programini ¢aligtirarak, Ornek 1-
3 ile elde edilen sonucglarin
dogrulugunu kontrol ediniz.

2. Her bir o6rnegi farkli k pozitif
tamsayilar1 icin, (6rnegin 1,5,10)
¢Oozerek, k sabitinin ¢Ozlim
tizerindeki etkisini arastiriniz.

3. Uy =Uy, U(x,0) =
2
(x - %) U0,8) = 0,U(1,t) =
5 problemini [0,0.5] zaman
araliginda ¢Oziinliz. Artan ¢
degerleri i¢in ¢oziim hangi lineer
fonksiyona yakinsamaktadir.

4. (7.1.8) ile verilen homojen sinir
sartli ¢6ziim bileseni olan v(x, t)
nin t—-oo igin davranisi
hakkinda ne soyleyebilirsiniz?
Bu durumda homojen olmayan
problemin ¢o6ziimii olarak elde
edilen u(x,t) nin t - o i¢in

davranisi hakkinda ne
sOyleyebilirsiniz?

(Proje) kdd_dr blokunu
genellestirerek, smir sartlarinin
a(t) ve b(t) gibi t degiskeninin
fonksiyonu olmasina izin veren
kddg_dr blokunu gelistiriniz.

(Proje) kdd_nm isimli ve her iKi
siirda

uy(0,t) = a(t), u (L, t) =

b(t) Neumann smir sarth 1s1
problemini  ¢ozecek Maxima
bloku gelistiriniz.

(Proje)  Gerekirse yukaridaki
bloklar1 kullanmak suretiyle
c,u(0,t) + du,(0,t) = a(t)
cou(L, t) + dyu, (L, t) = b(t)
Sinir sartlh  Robin problemini
cozen kdd_rb bloku gelistiriniz.
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7.2 Maxima ile hiperbolik tiirden kismi diferensiyel
denklemler

Oncelikle
Ut = ¢?Uyy,—0 < x <
U(x,0) = f(x),
Ur(x,0) = g(x)
baslangi¢ deger problemini géz oniine alalim. Problemin D’ Alembert ¢oziimii olarak ta
bilinen analitik ¢ozliimiiniin

x+ct
U(x, t)——(f(x—ct)+f(x+ct))+—f g(z)dz
olarak verildigini hatirlayalim.
Kulanici tarafindan tanimlanacak olan f ve g fonksiyonlari ile ¢ ve Tmax sabiti ile yukarida

tanimlanan ¢oziimii elde ederek, ¢oziimii ve [—10,10] X [0, Tmax] bolgesinde grafigini
ekrana yansitacak olan dalembert.mac ismiyle hazirlamis oldugumuz blok asagida

sunulmaktadir:
> dalembert(f,g).=block([x,t],
disp("Utt=c*2Uxx, U(x,0)=f(x),Ut(x,0)=g(x)"),
c:read("c="),
a:x-c™,
b:x+c™,

define(u1(x,t), 172*(f(a)+f(b))),

define(u2(x,t), 1/(2*c)*integrate(g(z),z,a,b)),
define(u(x, ) 1(x,t)+u2(x, 1)),

display(u(x,t)),

Tmax:read(" Tmax="),
wxplot3d(u(x,t),[x,-10,10],[t,0,Tmax],[legend false])
)

Yukaridaki bloku ¢esitli 6rnekler lizerinde inceleyelim:
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Ornek

Ut = Uyy,—0 < x < ©
U(x,0) = 10,
Us(x,0) =0
problemini dalembert bloku yardimiyla ¢6zelim ve elde ettigimiz ¢oziimiin grafigini
[—10,10]x[0,10] bolgesi iizerinde ¢izdirelim.

Oncelikle dalembert programimi yiiklemeliyiz:

?(%i’l] load"dalembert mac")
(Ya01) C:\Documents and Settings\PC\maxima'‘dalembert.mac

_?I[':'.f“niZ]l Tl = 10" expi-x2)
_I[%DE]I f(:x:]ljZlEl exp(—:x:z)

F(%i3)  g(:=0
| (%03) g(x)=0

(%i4) dalembert(f.q)
Ott=c*2Uxs, Ufx,Q)=C (), 0Ttix, =g (x)

o=

10 %e'(“t)z—klu %e'(x'tjz

u(x,t}l= >
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Tmax= 10

(%t4)

(Yo0d)

Baslangigtaki dalganin ikiye ayrilarak, farkli yonlerde ve ¢ = 1 birim hiziyla hareket ettigini
gozlemleyelim. Ayrica her bir bilesenin ilk yiiksekligin yarisina sahip olduguna dikkat

edelim.
Simdi de g(x) fonksiyonunun etkisini gézlemlemeye c¢alisalim.

Ornek

Uit = Uyy,—0 < x <
U(x,0) =0,
U,(x,0) = 10e™

problemini dalembert bloku yardimiyla ¢6zelim ve elde ettigimiz ¢ozimiin grafigini
[—10,10]x[0,10] bolgesinde ¢izdirelim.
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?{%i’l) load!"dalembert.mac")
(%a0T) C:\Documents and Settings\PC\maxima'\dalembert.mac

(%i2) =0

(%02 £(x):=0

?(%i?)) Qi) =10 expl-"2)

(Ho03) g(x]jZID exp(—xz)

[ (%i4) dalembertf,q)

Utt=c*2Uxx, Uiz, D)=r (), Ut (x, ) =gix)

o=
u(xlt}l=5 (ﬁerfl{.’{—l—t} _ ﬁerfl{x—t})
2 2
Tmax= 10
Burada

erf(x) = £ xe‘tzdt
v Jy

olarak tanimlanan ve hata fonksiyonu(error function) olarak bilinen fonksiyondur.
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(%t4)

O = N W e OO~ W

10

Yukaridaki sekilden g(x) = 10e™** hiz1 verilen sicim(0rnegin saz teli) iizerinde nasil bir
z = u(x, t) yer degistirmesinin olustugunu ve zamanla nasil yayildigini gézlemliyoruz.

O halde baslangicta u(x,0) = f(x) ile verilen yer degistirme ikiye boliinerek ve ¢ hiziyla
sicim tlizerinde farkli yonlerde ilerlerken, u;(x,0) = g(x) > 0 hizin1 olusturan dis etken,
sicim tizerinde ¢ hiziyla her iki yonde artarak yayilan bir yer degistirme etkisine neden
olmaktadir.

Ornek
Utt = 4’Uxx, —o<x <

U(x,0) = sech? (g),
Ut(x, 0) - O
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problemini dalembert programi yardimiyla ¢ozelim ve ¢dziimiin grafigini [—10,10]x[0,10]
bolgesi lizerinde c¢izdirelim.

D’ Alembert yontemiyle ¢6ziim
u(x,t) = (sech((x + 2t)/2)"2 + sech((x — 2t)/2)"2)/2

olarak elde edilir. Grafik ise asagida sunuldugu gibidir:

Bir sonraki hedefimiz ise sonlu bdlgede tanimlanan Dalga denklemini degiskenlerine ayirma
yontemi yardimiyla ¢dzen Maxima bloku gelistirmektir. Oncelikle analitik ¢oziimii elde
etmeliyiz.
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Sonlu Bolgede Dalga Denklemi

Uy = c?Uyy, 0 < x < L (7.2.1)
U(x,0) = f(x)

Up(x,0) = g(x)

U(,t) = a(t),t >0

UL, t) = B(8)

baslangi¢-sinir deger problemini goz oniine alalim. Problemin
Ulx,t) =V(x,t) + W(x,t)

bi¢iminde ¢6ziimiinii arastiralim. Burada

X
W 0) = a(®) +5 (B0 - a(®)
bi¢giminde segebilecegimiz ve (7.2.1) ile verilen smir sartlarini saglayan bir fonksiyondur.
Bu durumda V (x, t) ise asagida verilen baslangig-sinir deger problemini saglar:

Upe = Ve + Wye = ¢? (Ve + Wyy) = ¢*Vyy
esitliginden
Vit = ¢V + h(x, t), (7.2.2)
V(x,0)=f(x)—W(x,0)
Vi(x,0) = g(x) — Wi(x,0)
V(0,t) =0
V(L t)=0

bi¢iminde homojen sinir sartli, fakan homojen olmayan baslangig-sinir deger problemini elde
ederiz, burada
h(x,t) = =W (x,t)
dir.
(7.2.2) problemi i¢in 6zfonksiyon agilim yontemi olarak bilinen yontemle,

Vot = Y Va(®sin(—)

n=1
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biciminde ¢6ziim arayalim, burada
sin(nnx/L) ,n= 1,2, ....
fonksiyonlar1 homojen olmayan (7.2.2) problemine karsilik gelen homojen problemin, yani

Uy = c?U,,, (7.2.3)
U(x,0) = f(x) —W(x,0)

U(x,0) = g(x) — W(x,0)

Uu,t) =0

U(Lt) =0

probleminin degiskenlerine ayirma yontemi ile elde edilen 6zfonksiyonlaridir. Gergekten de

degiskenlerine ayirma yontemiyle U(x,t) = X(x)T(t)
biciminde arastirilan ¢6ziim (7.2.3) de yazilarak,

T"(OX(x) = AT(OX" ()
veya her iki yam ¢2X(x)T(t) # 0 ile bolerek,

Tll(t) _X”(x)
c2T(t)  X(x) (7.2.4)

elde ederiz. (7.2.4) iin sol yani1 sadece t nin, sag yan1 ise sadece x in fonksiyonu oldugu igin
bu esitlik ancak ve ancak her iki yanin da bir sabite esit olmasiyla miimkiindiir, s6z konusu

sabiti - A ile gosterelim. Bu durumda

X"+2X=0,X00)=X(L)=0 (7.2.4a)
T" + Ac2T = 0 (7.2.4b)

bayag: diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. (7.2.4a) problemi bir 6zdeger-6zfonksiyon
problemidir. Problemin sifirdan farkli ¢oziimleri 6zfonksiyonlar ve bu ¢oziimlere karsilik

gelen A degerleri ise 6zdeger olarak tanimlanirlar.

A < 0 olmast durumunda (7.2.4a) probleminin sifirdan farkli ¢6ziimii mevcut degildir. A > 0
olmas1 durumunda ise, koklii ifadelerden kagcinmak amaciyla A = k2, k # 0 almak suretiyle

X"+ k%X =0,X(0) =X(L) =0
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smir-deger probleminin k ile indislenebilen ve
X (x) = ¢ sin(kx) + dycos(kx)

ile verilen genel ¢coziimiinii elde ederiz. Sol sinir sart1
X, (0)=d=0
olmasini gerektirir. O halde
X, (x) = ¢ sin(kx)
olarak ifade edilebilir.x = L deki sag sinir sartindan ise ¢, # 0 igin

Xy (L) = ¢ sin(kL) =0
veya

nmw
kL=nrt:>k=T,n¢O,n€Z

elde ederiz. Bu durumda 6zfonksiyonlarin sabit katlar1 da 6zfonksiyon olacagindan temsilci
bir 6z fonksiyon sinifini ¢, = 1,n = 1,2, ...
alarak secebiliriz. O halde (7.2.4a) probleminin 6zfonksiyonlari, n indisi ile

. /mmx 7.2.5
X, (x) = sin (T),n =12, .. ( )
ve bu 6zfonksiyonlara katrsilik gelen 6zdegerler ise
nm? (7.2.6)
— 2 — —
A, =k —(L),n 1,2, ..

olarak elde edilir.
(7.2.2) denkleminin sag tarafindaki h(x,t) fonksiyonunun sabit ¢ i¢in Fourier agilimini
asagidaki gibi ifade edebiliriz:

o 727
h(x, t) = Z hn(t)sin(?) (27
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burada
(7.2.8)

L
h,(t) = %f h(x, t)sin(nLﬂ) dx
0

olarak elde edilir.
Homojen olmayan (7.2.2) problemi i¢in (7.2.3) homojen problemin (7.2.5) ile verilen
6zfonksiyonlar1 kullanilmak suretiyle

7.2.9
Vo t) = Y V@®sin0) (29
n=1

bigiminde ¢6ziim arayalim. Bu ¢6ziimii ve (7.2.7) ile verilen agilimi (7.2.2) de yazarak,

oo

z [V”(t) + (t)] - Z h (t)sm(—) (7.2.10)

n=1

elde ederiz. (7.2.10) esitligi bize asagidaki denklemleri verir:

cnm
WO+ (7 ) W(8) = hy(D),n =12, .. (7.2.11)
Ote yandan,
o (7.2.12)
V(x,0) = ) V,(0) sm fx) =W(x,0)
2, Vn(@sin () =
ifadesinden
L (7.2.13)
- Zf(f(x) — W (x,0))dx
0
elde ederiz.
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Ayrica
® (7.2.14)
V:(x,0) Z "(0) sm ) g(x) — Wi(x,0)
n=1
ifadesinden
2 L T (7.2.15)
= Zf(g(x) — W;(x,0)) sin (T) dx
0
elde ederiz.

(7.2.11) denklemini (7.2.13) ve (7.2.15) baslangi¢ degerleri ile birlikte ¢oziilerek V;,(t)
¢Ozlimlerini elde edebiliriz:
Bu amagla V,,(t) yi homojen ve 6zel bilesenlerden olmak tizere

Vn(t) = Van (t) + Vs (1)

bi¢iminde ifade edebiliriz. Burada V,,; (t)

" CnTry (7.2.16)
Vi@ + () Van(®) = 0
Van(0) = V,,(0),
Van(0) = V4(0)
baslangi¢ deger probleminin
— enr e (7.2.17)
Vo () = a, cos( T t) + b, sm( I t)
ile verilen genel ¢ozliimiidiir ve
= 1,(0), (7.2.18)
L
bn = EVY{(O),TL = 1,2,

olarak elde edilir.

(7.2.11) probleminin 6zel ¢oziimiinii Green fonksiyonu yardimiyla hesaplayalim.
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Bunun i¢in

y" +k%y = f(x) (7.2.19)
y(0) =a,y'(0) =p

baslangi¢ deger probleminin 6zel ¢oziimiinii parametre degisim yontemi yardimiyla veya
buna denk olarak D? + k? operatoriine ait Green fonksiyonu yardimiyla hesaplayabiliriz. S6z
konusu operatore ait Green fonksiyonu %sin(k(t — 1)) olarak elde edilir(Aligtirma 2). O

halde problemin 6zel ¢oziimii

1 t
Yo =17 fo sin(k(t — 7))f (v)dr (7.2.20)

olarak verilir. Buna gore verilen baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziimii

B . 1t (7.2.21)
y = a cos(kx) + Esm(kx) + Ej sin(k(t — 7)) f(t)dt
0

olarak elde ederiz.

2
Bizim problemimiz igin operatdriimiiz D? + (?) oldugundan, (7.2.11) denkleminin 6zel

¢OzUimiini
L t ) ncm (7222)
Vs (8) = —— f sin(" (¢~ D)hy (e

olarak elde ederiz.
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Ozetle (7.2.1) probleminin cézimi

Ulx,t) =V(x,t)+ W(x,t)

big¢imindedir. Burada

W0 = a(© +7 BO - a(®)

ve
nmx
Vet = ) (OsinCr)
n=1
dir.
Va(®) = Vn () + Vo (8)
olup,

Von(t) = a, cos (chn t) + b, sin (chn t)

Q
3
I

2 L
() =7 f (FG0) — W (x, 0))dx,
0

b = R ¢ ‘ _mmx 4
n=—V(00) = Eof(g(x) — W,(x,0)) sin (T) X

ve

t
Vo) =~ [ s - haar
0

olarak verilir. Burada
L

h(6) = % f h(x, t)sin(nLLx)

0
ve

h(x,t) = =Wy (x,t)

dir.
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Maxima ortaminda uygulamalar
Ornek

Ut = Uxx
U@,t)=1,U(5,t) =1
U(x,0)=0
U(x,0) =0
baglangi¢-sinir deger problemini boliim sonunda verdigimiz dalga.mac isimli Maxima
bloku yardimiyla ¢ozelim.

Bunun i¢in 6ncelikle dalga . mac programimizi yiiklemeliyiz:
(%i1) load("dalga.mac")
(%01) C:\Documents and Settings\PC\maxima\dalga.mac

Bu islem sonunda dalga.mac programmin belirtilen yol igerisinde algilandigi
anlasilmaktadir.

((%i2) f(x):=0
[ (%i3) g(x):=0
[(%i4) alf(t):=1
[ (%i5) bet(t):=1
Tammlamalar: ardindan

dalga(f,g,alf,bet);
komutu ile asagida verilen analitik ¢oziim bilesenleri ve ¢oziimiinii elde ederiz:
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Utt = c"2Uxx,U(x,0) = f(x),Ut(x,0) = g(x),U(0,t) = alf(t),U(L,t) = bet(t)
c=1
L=5

Tmax = 15

w(x,t) =1

_2(-Dr-2

B mn
bn=0

hn(t) =0

(2(=1)™ —=2) cos (n?nt)

T
vno =0

(2(-1)"-2) cos(“T”t) sin(“T”")

an

vnh =

n

u(x, t) = n=l +1

N =15 i¢in L = 5,Tmax = 15 ile [0, L]x[0, Tmax] bolgesinde analitik ¢6ziimiin grafigi
asagidaki gibidir:
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(%t6)

Sinir sartlari ile baglatilan dalga hareketlerinin sol ve sag yonden ¢ = %1 birim hizlariyla orta
noktaya dogru her iki siir yoniinden ilerledigini gozlemliyoruz. Daha sonra iki dalganin
stiperpozisyonu ile olugsan 2 birim yliksekligindeki dalganin her iki sinira kadar yine ayni
hizlarla ilerledigi goriilmektedir. Siirdan tekrar yansiyan dalga hareketinin x — t = sabit ve
x +t = sabit ile tanmimlanan karakteristik dogrular boyunca ilerlemeye devam ettigi
goriilmektedir.

Ornek

Ut = Usx
U,t) =0,U(5,t)=et
U(x,0) =0
U,(x,0) = 0
baslangi¢-sinir deger problemini boliim sonunda verdigimiz dalga.mac isimli Maxima
bloku yardimiyla ¢6zelim.

%15 ile baslangig ve sinir sartlarin1 tamimlayarak, %0i6 da girilen komut ile problemin
analitik ¢6ziimiinii ve ¢ozlime ait verileri asagida sunuldugu bi¢imde elde ederiz:
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f(%iS) f(x):=02g(x):=0%alf(t).=0" bet(t).=exp(-t)

F(%iG) dalga(f,g,alf,bet)
Utt=c"2Uxx, U(x,0)=f(x),Ut(x,0)=g(x),U0(0,t)=alf(t),U(L,t)=bet(t)

c=1
L=5
Tmax = 15
e tx
t) =
wix,t) = —
2(-1)"
vy
10(=1)™
b= —— e
2(—1)"et
vy
2(—1)™cos (m;t) 10(—1)"sin (nTnt)

mn m2n2

an =

hn(t) =

vnh =

Is t positive,negative or zero? positive
(250( 1)"et sm( ) 50mtn(—1)"et cos( ) + 50mtn(— 1)”)

vho = m4n* + 25m%n?
U(x,t) =
N

(250( 1)"et sm( - ) 50mn(—1)"et cos( )+ 50mtn(— 1)”)
m4n* 4+ 25m%n?
=t n .- Tnt n Tnt
10(—1)"sin (?) 2(=1)"cos (?) ™ N
- ) + p— sm( z )+ (e™%)/5
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Sekilden sag u¢ noktada uygulanan S(t) = et sinir sart1 ile baslatilan dalga sol ug noktaya
dogru artan zaman degerleri i¢in ¢ = —1 birim hiziyla ilerlemektedir. Daha sonra sol ug
noktada ters yonde yansiyan dalga bu defa da sag ug noktaya dogru ilerlemekte ve sag ug
noktadan ters yonde yansiyarak zaman yoniinde peryodik bir davranis sergilemektedir.

Ote yandan biitiin verileri Ornek 5 ile aym, fakat B(t) = —e~t i¢in asagidaki ¢dziim
grafigini elde ederiz:
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Sag siirdan baglayarak, sol sinir noktasina kadar ilerleyen dalganin ters yonde nasil
yansidigini bu 6rnekten de gézlemliyoruz.

Ote yandan biitiin verileri Ornek 5 ile ayn1, fakat a(t) = e™%, f(t) = —e~! icin asagidaki
¢Oziim grafigini elde ederiz:

Sekilden a(t) = e~! smur sart1 ile baglatilan dalganin 1 birim hizla x = 5 sinir noktasina
kadar ilerledigini ve bu noktadan ters yonde yansiyarak sol sinir noktasina dogru -1 brim hizla
ilerledigi goriilmektedir. B(t) = —e~* smur sart1 ile baslatilan dalganmn -1 birim hizla x=0
sinir noktasina kadar ilerledigini ve bu noktadan ters yonde yansiyarak sag sinir noktasina
kadar ilerledigi goriilmektedir.

Her iki smmirdan hareket eden dalgalarin aym1 konuma gelmeleri durumunda ikisinin
toplami(siiperpozisyonu) ile x = 5/2 noktasinda gerceklesen dalga olusumuna dikkat edelim.
Bu noktadan itibaren her iki dalganin ayrilarak kendi yonlerinde devam ettiklerini
gozlemliyoruz.
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Bir baska simulasyonda

fo0 = e g = 0,a(6) = 0,8(8) = 0

icin agagidaki sekilde sunulan dalga hareketini elde ederiz:

f ile verilen dalga hareketi iki kisma ayrilarak orjinal dalga yiiksekliginin yaris1 ile farkli
yonlere dogru ve ¢ =1 birim hizla ilerlemektedirler. Sinirdan ve ters yonde yansiyan
dalgalar yine ayn1 hizda ilerleyerek ¢t = 8 aninda sinir noktalara ulasmaktadir.
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— — t=8
>
7 ™~
7 ™
™~ 7
™~ el
x| t=0

Sekilde x ekseni boyunca hareket eden dalga yonleri asagidaki tabloda verilmektedir.
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Boliim Ahstirmalar:

1. Asagida verilen dalga blokunu ¢alistirarak, 6rnek 1-5 ile elde edilen sonuglarin
dogrulugunu kontrol ediniz.

-z dalgaif,g,alf bet) =block([x 1,
disp("Utt=c21 o R 0)=F0a) Ut 0y=g () LU0 H=alf(t) (L ti=bet(t)"),
coread({"c=") declarein,integer),
Lread("L=") declare(M integer],
Trnax read{" Tmax="),
A N Yapi ™ L neptln® ot Y pi L,
alf0:alf{0) betD: bet(0),
alfp0:subst{0 tdiffalfit) 1) betp: subst(0 t diff{bet(t) 0,
definelalfpp(t), difffalf(t) t,2)),
definelbetpp(t) diffl ettt 21,
definefwix ) alf{ti++/L* (bet(t)-alf(t)),
cisplay(o( ).
define(n(x.)-(alfpp(t+dL (betpp(ti-alippi))),
define{v00a fixg-wix 0)),
definelaaglx).gix ]l(alfpD+}dL*(betpD-aprD))),
anratsimp 2L integratevOl sin{npsd) x,0,L0),
brratsimpl 20" cP S piFintegratelgalarsindnped) 0L,
display(an) displayibn),
definelhn(t), 2/ integratelh(x O sininped) x>, 0,00,
displayihnit)),
yhfantcosineptli+bn*sinincptl),
displayvnh),
wnosratsimpiLAn®c* Yepi Fintegrate(sin{n® c* SYapl/L*(t-tau) ) hnitau) tau, 0,.1),
display(vno),
YIYNN+No,
defineiyvix ) sumivn®sinfnpsxn, 1M,
defineulx vl D+l D,
display(u(x,t)),
MWlread" M ]l
LI substi®d [ ul ),
wiplot3diL LJ[ JLLED Tmax] [legend false] [slevation, 15])
)

2. (7.2.19) probleminin 6zel ¢dziimiiniin (7.2.20) ile verildigini Bayag diferensiyel
denklemlerdeki parametre degisim yontemi yardimiyla gosteriniz. Elde ettiginiz

)
2
2
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Ozel ¢ozimiin ¢ekirdeginin ise ilgili tiirev operatorinin Green fonksiyonu
oldugunu gozlemleyiniz.

7.3 Maxima ile eliptik tiirden kismi diferensiyel denklemler

Asagidaki tanimlanan homojen olmayan Dirichlet sinir sartli Laplace
denklemini g6z oniine alalim:
Uyxy +Uyy =0
u(0,y) = sol(y)
u(a,y) =sag(y) 731
u(x, 0) = alt(x) (7.3.1)
u(x, b) = ust(x)

burada (x,y) € Q =(0,a) x (0,b) ve sol(y),sag(y),alt(x) ve wust(x) ise Q
dikdortgeninin sirasiyla sol, sag, alt ve {ist sinirlarinda bilinmeyen wu fonksiyonunun
degerlerini belirleyen fonksiyonlardir.

(7.3.1) problemini, karsilikli olarak iki kenarda degerleri sifira esit olan iki problemin toplami
olarak ifade ederek degiskenlerine ayirma yontemiyle ¢ozebiliriz.

Alternatif olarak, belki de daha az karmasik bicimde her defasinda sadece bir kenardaki

degeri sifirdan farkli olan dort fonksiyonun toplami olarak ta ifade edebiliriz. Biz bu yontemi
kullantyoruz.

Bu yaklagima gore,

U_sol, +u_sol,, =0, (x,y) € (0,a) x (0,b)
usol(0,y) = sol(y)

usol(a,y) =0 A
usol(x,0) =0 (A)
usol(x,b) =0,

U_SAGxyx T U_Sagy, =0, (x,y) € (0,a) x (0,b)
u_sag(0,y) =0 (B)
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u_sag(a,y) = sag(y)

u_sag(x,0) =0
u_sag(x,b) =0,
u_alty, +u_alt,, =0, (x,y) € (0,a) x (0,b)
u_alt(0,y) =0
u_alt(a,y) =0 ©)
u_alt(x,0) = alt(x)
u_alt(x,b) =0
ve
U_UStyy, + u_usty, =0, (x,y) € (0,a) x (0,b)
u_ust(0,y) =0
u_ust(a,y) =0
u_ust(x,0) =0 (D)
u_ust(x, b) = ust(x)
olmak lizere
U = Ugpp + Usgg + Uyse +Uu_alt
bigiminde ifade edilebilir.
Oncelikle (A) problemini ¢ozelim:
Degiskenlerine ayirma yontemi ile
u_sol(x,y) =Xx)Y(y) (7.3.2)
biciminde ¢6zliim arayalim.
u_soly, + u_sol,, = X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) =0 (7.3.3)
veya her iki yan1 X(x)Y (y) # 0 ile bolerek,
X"(x)/X(x)+Y"(y)/Y(y) =0 (7.3.4)
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elde ederiz. Buradan da

X" Y'G)
X(x) Y(y)
elde ederiz. Her iki sinirda sifira esit olan

= A(sabit) (7.3.5)

Uso1(x, 0) = X(x)Y(0) = 0,uso;(x, b) = X(x)Y (D) =0
homojen sinir sartlari ile

X'(x)—2X(x)=0

Y'(y)+AY(y) =0,Y(0) =0,Y(h) =0 (7.3.6)

bayagi diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. Burada A sabitleri problemin
Ozdegerleri ve bu Ozdegerlere karsilik gelen ve sifirdan farkli olan ¢ozlimler ise
ozfonksiyonlaridir.

Y'(y)+A¥Y(y)=0,Y(0) =0,Y(b) =0
siir deger probleminde A <0 olmasi durumunda sifirdan farkli Y(y) c¢oziimi
belirleyemeyiz. Diger bir de§imle problemin negatif veya sifira esit olan 6zdegeri

yoktur. 2 > 0 durumunda ise kokli ifadelerden kaginmak amaciyla A = k?k+0
olarak alalim. Bu durumda

Y"(y) + k2Y(y) = 0,Y(0) = 0,Y(b) = 0 (7.3.7)

sinir deger problemini elde ederiz.
(7.3.11) probleminin  genel ¢oziimiinii

Y(y) = ccos(ky) + dsin(ky) (7.3.8)
olarak elde ederiz.

Y (0) = 0 sartindan ¢ = 0 elde ederiz. Bu durumda

Y(y) = dsin(ky)
olarak elde edilir.
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Y (b) = 0 smur sartindan ise
Y(b) = dsin(kb) =0
veya sifirdan farkli ¢oziimler i¢in kb =nm den k =k, = %n,n €Z,n+0 elde

ederiz. O halde n ile indisleyebilecegimiz 6zdegerleri
2

In=lE=(7) =12 (7.3.9)

olarak elde ederiz.(Not: Negatif n ler i¢in yeni 0zdegerler elde edilmedigine dikkat
edelim.) Her bir k,, i¢cin A,, e karsilik gelen 6z fonksiyonu ise katsayisini 1 segmek
suretiyle

. /nm
Y,,(y) = sin (Ty),n =12,.. (7.3.10)
olarak elde ederiz.
Ote yandan her bir 4,, igin
X'"(x) —2X(x) =0

denkleminin genel ¢6ziimiinii n ile indisleyerek

nm nm
X, (x) = c, cosh (7 x) + dpsinh(—-x) (7.3.11)

olarak elde ederiz.

O halde
Xn ()Y ()

¢oziimlerinin siiperpozisyonu olarak

*® nm .. nm . nm
U (x,y) = Z ) (cn cosh (? x) + dnsmh(7 x)) sm(T y) (7.3.12)
n= 3.

genel ¢Oziimiinii elde ederiz.

*® ./
e (0,) = ) ensin(S-y) = s0l)
n=
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ifadesinin [0, b] araliginda sol(y) nin Fourier sinus agilimi oldugunu dikkate
alarak, acilim katsayilarini

b
_ 2 ] - mm g _
Cp = E,f sol(y) sin (?y) yn=12,.. (7.3.13)
0
olarak elde ederiz.
Benzer bi¢cimde
*® nm . nm . (M N
Usor(a,y) = Zn=1 (cn cosh (7 a) + dnsmh(T a)) sin (7 y) =0
esitliginden
h(5a) + dy sinh (Sa) = 0
Cpn COS (b a)+ n SIn A a)=0,
veya
nm
dy, = ~¢, coth (-a) (7.3.13)
elde ederiz.
Benzer iglemleri (B) igin yaparak,
® Lo nn 7.3.14
Ugg(y) = dysinh(Gx)sin>y) (7:314
n=1 b b
elde ederiz. Burada
b
= —f sag(y) sin (n_ny) dy
" bsinh(*=a) b
b—"0 (7.3.15)

dir(Alistirma 2 ).

Ayrica
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler
*® nm . nm .nmn
Uge (X, ) = Zn=1 (cn cosh (Fy) + dn51nh(7y)) 51n(7x) (7.3.16)

elde ederiz, burada

a

2 omm
Cp = Ef alt(x) sin (7 x) dx

(7.3.17)
0
ve
dy = h(=p
n = ~Cn Ot (7 ) (7.3.18)
dir(Alistirma 3). Son olarak
_ «® 4. sinh nm . nm
Uyse (X, Y) _zn=1 nSIN (73’) Sm(jx) (7.3.19)
ve
a
d, =—° j (0o sin (-x) d
" asinn(Zp)) T e (7.3.20)

elde ederiz(Alistirma 4).

(7.3.1) probleminin ¢oziimiinii (A), (B), (C) ve (D) problemlerinin ¢dziimlerinin toplami
olarak elde eden laplacedrg.mac Maxima programi bolim sonunda verilmektedir.

Ornek

Uyy +Uyy =0
u(0,y) =1,u3,y) =0,u(x,0) =0,u(x,2) =0
probleminin analitik ¢6zlimiinii  belirleyerek  grafigini bolim sonunda verilen
laplacedrg programi ile ¢izdirelim.
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

F2110)  sol(y):=

7(%111) laplacedrg(sol,sag,alt,ust,3,2);
Uxx+U0yy=0,0(0,v})=s0l(x),Ula,v)=sag(y),U(x,0)=alt{x),U{x,b)=ust(x)

i((%_g)m(% s (725 ) (£ 2 con(722))

n=1
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Ornek

Uyy + Uy, =0
u(0,y) =0,u3,y) =1, u(x,0) =0,u(x,2) =0
probleminin analitik ¢oziimiinii belirleyerek grafigini laplacedrg program ile
cizdirelim.

_7(%i15) sol(y)::=0;sag(y}i=lyalt(x)=0;ust(x):=0;

)
sol(y):=0
sag(y):=1
alt(x):=0
ust(x)'=

_7(%i16) laplacedrg(sol,sag,alt,ust,3,2);
Uxx+Uyy=0,0(0,v)=s0l (x),Ula,yv)=sag(v),U(x,0)=alt(x),Ulx,b)=ust (x)

N ( 2 2(_1)11) . (n‘nx) . (Trny)
— - z2inh sin
2 : T T z Z
) 37n
=1 Ssinh >
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Ornek

Uyy + Uy, =0

u(0,y) =0,u(3,y) =0,u(x,0) =1, u(x,2)=0
probleminin analitik ¢oziimiinii belirleyerek grafigini

cizdirelim.

sol(y) =0
saq(y) =0
alt(x):=l
ust(x) =0

(%1200 sol(y):=0;

v ([,

_7(%:i_21) laplacedrg{sol,sag,alt,ust,3,2)
Usx+Uyy=0,U(0,y)=s50l(x),Ula,y})=saqg(y) , Uix,0)=altix), Ui{x, b)=ust(x)

3 3(-1)" T
( 3(-1) )Cosh(W) 2(3
TR T™n 3 ™

laplacedrg programi ile

>N
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Ornek

Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Uyy + Uy, =0
u(0,y) =1LuB3,y) =1,u(x,0) =0,u(x,2) =0

probleminin analitik ¢oziimiinii belirleyerek grafigini laplacedrg programi ile

¢izdirelim.

u(x,y) =

> (e

0.9
0.8
0.7
0.6

0.4
0.3
0.2
0.1
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Ornek

Uyy + Uy, =0

u(0,y) =y,u(3,y) =0,u(x,0) =0,u(x,2) =0
probleminin analitik ¢oziimiinii belirleyerek grafigini
cizdirelim.

(4(_1)%0&(35:) sinh(ﬂ-:x) ) 4(—1]ncjrs:(rjx) )Sin('”:.v)

laplacedrg programi ile
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Ornek

Uyy + Uy, =0

u(0,y) =y, u(3,y) = =y, ulx,0) =x,u(x,2) = —x
probleminin analitik ¢oziimiinii belirleyerek grafigini laplacedrg program ile

cizdirelim.
u(x,y) =
ul 4{—l}ncoth(3ﬂ-n) sinh(wnx) ﬂi—l}ncnsh(rnx)\
ZL z 2 z ) . (?rny')
- =in
T 1 T 1 2
=1

=
TRx TRV
H {—l}ﬂsinh =in
2 2
4
JmRn
n=1 n2inh >

isin(ﬂ;“x) (6{l)ncnth(zzn) sinh(ﬂ-:y) 6{—1)chsh(7r:y))

o o

n=1
TR TRV
N {—l}ﬂsin sinh
&
omn
n=1 n Sinh .
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Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

Yukarida inceledigimiz problemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in hazirladigimiz
laplacedrg.mac programi asagida verilmektedir.

Boliim Alistirmalar:
3. (C) ile verilen u_alt bilinmeyenli

1. Asagida verilen bloku ¢alstirarak problemin ¢oziimiiniin  (7.3.16)-
Omek 6-12 de elde edilen (7.3.18) ile verildigini
sonuglarin dogrulugunu kontrol kontrol ediniz.
ediniz.

4. (D) ile verilen u_ust

2. (B) ile verilen u_sag bilinmeyenli bilinmeyenli problemin
probleminin ¢oziimiintin ¢oziiminin ~ (7.3.19)-(7.3.20)
(7.3.14)-(7.3.15) ile ile verildigini kontrol ediniz

verildigini kontrol ediniz.
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Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik Problemler

. laplacedrglsol sag, alt ust,a bl =blocki[xy],
disptLbac =0 L0 yi=s0l) Uta yi=sagly) Ui D=altix) L b=ust()",
declare(n, integer),

sol_kenarintegrate(solly i sinin®Yapifb™ v 0 b)),

cn 2f*sol_kenar,

dr:-cn*cothin®api/b*a),

define(uicix) cn*coshin®%pi/b®g+dn®sinhin®Yapifbh ™)),
definefusoll:y) sumiuict) sin{n* % pif™d,n, 1)),

sag_kenarintegratelsaglytsinin® Yapiib™y)y 0 .b),
dn: 2f(b*sinhin*Sapifb*a)l*sagkenar,
define(uici:),dn*sinh{n®Yapifh™q),

definefusagi:y) sumiuicl)™sin{n® Sapifo™d,n, 1)),

alt_kenarintegratelalt(x) sin(n™%pifa™) x 0.a),
cn2fatalt_kenar,

dn:-cn*cothin®apifath),

define(uicly) cn*cosh{n®Spifa™d+dn*sinhin® S pifa™y),
define(ualtl:y) sumiuictd sinin®Ypifa®g.n, 1M,

ust_kenarintegrate(usti:)*sinin®%pifa®™) x 0 a),
dn: 2@ sinhin®Sopifa®h)*ust_kenar,

define(uicly) dn*sinhin®%pifa™)),
definefuustl:y) sumiuicly) sin{n* % pifa®gn, 1)),

define(ui:y) usollx yirusag o +ualt(oy +uustoy,

MNdeger 15,

Udeger substiMdeger M uixy))aa-0.1 bch-0.1,
plot3d{lUdeger [x,0.1,a] [v.0.1.b] [legend false]),
returniul )
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sum, 37
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Trigonometrik fonksiyonlar, 12
tirevi, 27
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vektorler, 48
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