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Önsöz 
 

Maxima hemen hemen her türlü matematiksel işlemin elektronik ortamda gerçekleştrilmesini 

sağlayan ve sembolik cebir yazılımları adı verilen yazılımlar ailesinin ücretsiz  bir üyesidir. 

Benzer amaçlı diğer yazılımlardan bazıları Mathematica, Maple, Derive, MATLAB 

sembolik araç kutusu ve Macsyma dır.  Maxima,  MIT(Massachusetts Teknoloji Enstitüsü, 

Boston, ABD) de geliştirilmiş olan   Macsyma isimli  ticari yazılımdan türetilmiş açık 

kaynak kodlu ve GNU lisanslı sembolik cebir yazılımıdır. Texas Üniversitesi öğretim üyesi 

Prof. Dr. William F. Schelter tarafından uzun süre   kullanıma sunulan bu yazılım, şimdilerde 

gönüllü araştırmacılar grubu tarafından geliştirilmeye devam edilerek,    

http://www.maxima.sourceforge.net/   adresinden ücretsiz olarak sunulmaktadır. 

 

Tek bir pencere üzerinden çalıştırılabilen Maximanın kullanımını  kolaylaştırmak amacıyla 

kullanıcı arayüzü adı verilen ve Maxima ile entegre halinde çalışan xMaxima ve 

wxMaxima arayüzleri geliştirilmiştir. Bu çalışmada Andrej Vodopivec ve arkadaşları 

tarafından geliştirilen wxMaxima arayüzü tanıtılmaktadır. wxMaxima arayüzünün Türkçe 

çevirisi Tufan Şirin tarafından yapılmıştır. 

 

Sembolik cebir yazılımları, analitik çözümü mevcut olan bir problemin çözümünü elektronik 

ortamda gerçekleştirerek, hem zaman kaybını önlemeyi ve hem de  işlem hatalarını yok 

etmeyi amaçlamaktadırlar. Ayrıca bu tür yazılımlar arka plandaki problemin farklı açılardan 

ve kapsamlı olarak analizini mümkün kılarlar. Matematik bölümleri lisans programlarında 

okutulan  Genel Matematik konuları(fonksiyonlar, grafik çizimi, limit, türev, integral, 

sayı serileri, kuvvet serileri, Fourier serileri) ile Lineer Cebirsel işlemler ve 

Diferensiyel Denklemlere ait her türlü analitik yöntem sembolik cebir yazılımları 

üzerinde  uygulanabilmektedir. 

 

Bu çalışma Karadeniz Teknik Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik bölümünde uzun 

yıllardan beri okuttuğum Matematiksel Hesaplama ders notlarından türetilerek bir 

kitapçık haline dönüştürülmüştür.   

 

Çalışma aşağıdaki gibi organize edilmiştir: 

 

 Bölüm 1 de wxMaxima arayüzü tanıtılarak, temel cebirsel işlemlerin nasıl 

gerçekleştirildiği incelenmektedir.  

http://www.maxima.sourceforge.net/


 

 

 

 Bölüm 2 de  Genel Matematik konuları Maxima ortamında incelenmektedir.  

 Bölüm 3 de bazı lineer cebir konuları Maxima ortamında incelenmektedir.   

 Bölüm 4 te ise Bayağı Diferensiyel Denklemlere ait başlangıç ve sınır 

değer problemlerinin çözümü, yön alanları, lineer ve nonlineer sistemlerin denge 

çözümlerinin kararlılık analizi ile pertürbasyon problemlerinin   Maxima ortamında 

çözümü incelenmektedir.   

 Bölüm 5 te  Maxima ortamında gerçekleştirilebilen bazı Sayısal İşlemler 

incelenmektedir.  

 Bölüm 6 da Maxima ortamında kodlama(programlama) ve komut 

dosyası(batch file) oluşturma işlemleri incelenmekte ve  

 Bölüm 7 de ise sırasıyla parabolik,  hiperbolik ve eliptik türden olan ısı, dalga ve 

Laplace denklemi olarak bilinen Kısmi Diferensiyel Denklemler  için 

başlangıç ve/veya sınır değer problemlerinin değişkenlerine ayırma yöntemi ile elde 

edilebilen analitik çözümleri için uygun kodlar geliştirilerek, Maxima ortamına 

entegre edilmekte ve söz konusu problemlerin  kullancı tarafından girilebilen 

parametre ve yan şart fonksiyonlarıyla çözümlerin nasıl değiştiğinin interaktif olarak 

analizi gerçekleştirilmektedir. 

 

Çalışmanın amacı Maxima yazılımının tanıtılmasından ziyade, yukarıda bahsedilen 

derslerdeki temel matematik konuları başta olmak üzere,   ilgili araştırma konularının 

Maxima yardımıyla  daha  etkin olarak incelenmesine katkı sağlamaktır. Bu nedenle 

Maximanın veritabanı, dosya işlemleri  gibi özelliklerine bu çalışmada yer verilmemiştir.  

Bu tür özellikler için kaynaklar kısmında verilen referanslara başvurulabilir.  

 

Öğrencilerimize ve araştırmacı arkadaşlara  faydalı olması dileğiyle,                                                                                       

                                                                                                                                                         

                                                                                                                 Prof. Dr. Erhan Coşkun  

KTÜ,  

                                                                                                                                  Mayıs,  2018 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Teşekkür 
 

Bu çalışmayı inceleyerek, önerileriyle katkı sağlayan başta değerli meslektaşlarım Prof. Dr. 

Cengiz Çınar(Gazi Üniversitesi),  Prof. Dr. Mehmet Naci Özer(Osmangazi Üniversitesi) ve 

hocam Prof. Dr. Şeref Mirasyedioğlu(Başkent Üniversitesi) olmak üzere çalışmadaki muhtelif 

hataları dikkatlerime sunarak düzeltilmesine katkı sağlayan tüm öğrencilerime teşekkürlerimi 

arz ederim. 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

                 

             

 

 

       Bu bölümde  Maxima’nın  

wxMaxima isimli kullanıcı  arayüzünü tanıtarak,    Maxima ortamında 

gerçekleştirilebilen temel matematiksel işlemleri  inceliyoruz. 

 

1. Maxima  

Maxima temel matematiksel işlemlerin elektronik ortamda gerçekleştirilmesini 

sağlayan ücretsiz bir yazılımdır. Temel matematiksel işlemler ile Genel Matematik 

dersleri başta olmak üzere, Geometri, Lineer Cebir, Diferensiyel 

Denklemler ve  hatta Sayısal Analiz derslerinde incelenen konuları 

kastediyoruz. Maxima, ilgili derslerde incelenen konuların daha iyi kavratılmasının 

yanında  detaylı olarak ta  incelenebilmesine  büyük ölçüde  katkı sağlamaktadır. 

  

Benzer amaca yönelik olarak   Maple, Mathematica, Macysma ve Derive 

gibi yazılımlar veya  MATLAB Sembolik Araç Kutusu gibi ticari yazılım 

bileşenleri  de geliştirilmiştir  ve bu tür yazılımlar genel olarak  Bilgisayar Cebir 

Sistemi(Computer Algebra System) olarak adlandırılmaktadırlar. 

 

Maxima yazılımı  http://wxmaxima.sourceforge.net adresinden kolayca temin 

edilebilir. Bu amaçla sırasıyla aşağıdaki işlemleri takip ediniz: 

 

1. http://maxima.sourceforge.net/ adresinden Downloads sekmesine tıklatınız. 

2. Windows isimli başlıktan Maxima-Windows sekmesine tıklayınız. 

3. En güncel versiyonu seçiniz. Bu dokümanın hazırlandığı süreçteki  en güncel 

versiyon 5.41.0-windows ismiyle açılan tabloda yer almaktadır. 

4. Kurulumun gerçekleştirildiği wxMaxima alt klasörü şekilde görülen alt klasör 

ve dosyalardan oluşmalıdır. ‘M’  sembolü ile tanımlanan program çalıştırma 

1. BÖLÜM 
Maxima ile  Başlangıç   

http://wxmaxima.sourceforge.net/
http://maxima.sourceforge.net/
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Sayfa 2 

dosyası üzerinde iken farenin sağ tuşu ile “masa üstü kısayol oluştur” seçeneği 

ile  kısayol oluşturunuz.   

 

 

 
 

5. Masaüstünde   ile belirtilen simge oluşmalıdır. Bu simge üzerine çift 

tıklatmak suretiyle programınızı çalıştırabilirsiniz. Tipik olarak açılan ilk 

pencere aşağıdaki gibidir: 



Maxima ile Başlangıç 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 3 

6.  

7. Burada   simgesi matematiksel işlem 

gerçekleştirme ortamıdır ve işlem hücresi olarak adlandırılmaktadır. 

 

8. Edit sekmesi altında yer alan configure(yapılandır) seçeneği ile aşağıdaki 

pencereye ulaşılmaktadır: 
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9. Language sekmesinde “Turkish” seçeneğine seçerek “ok” düğmesine 

basınız. Maxima ortamını pencerenin sağ üst köşesinde yer alan “x” seçeneği 

ile sonlandırınız. Böylece maxima programından çıkmış oluruz.  

10. Tekrar Maxima programını çalıştırınız. Çalışma arayüzü aşağıda görüldüğü 

üzere Türkçeleştirilmiş olmalıdır: 
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1.1 wxMaxima arayüzü ve temel cebirsel işlemler 

Yukarıda belirtilen pencerenin Görünüm sekmesinden ‘Temel Araç Çubuğu’ 

simgesini işaretleyiniz. Bu durumda çalışma pencereniz aşağıdaki sekmeleri içermelidir. 

 

 
 

Aynı araç çubuğu İngilizce arayüzde aşağıda sunulduğu gibir.  

 

 
 

 

 

1. İlk çalışma hücresi “Boşluk” tuşu ile oluşturulur.  

2. hesaplama hücrelerinde gerçekleştirilen işlemler, işlem sonrasında 

girilen shift-return(yukarı ok-return) tuşu yardımıyla   değerlendirilirler. 

Aşağıdaki işlemleri inceleyerek, yukarıda belirtilen adımları takip ederek 

bilgisayarınıza yüklemiş olduğunuz Maxima ortamında tekrar ediniz. 
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Bir hesaplama hücresi(cell) kısaca boşluk(space) tuşu ile oluşturulur. Aynı 

işlem Hücre sekmesi Hücre(Girdi Hücresi)(veya Cell sekmesi ile  

Cell/Insert Input Cell)  ile de oluşturulur ve maxima tarafından %i* 

biçiminde bir etiketle isimlendirilir. Burada i: input(girdi) ve * ise girdiye verilen 

otomatik numaradır. 

 

 Maxima’da “:”  operatörü bir değişkene değer atama işlemini gerçekleştirir. Buna 

göre yukarıda  a değikenine 3 değeri, b ye 2 değeri atanmakta ve input(girdi) 

işlemleri noktalı virgül ile sonlandırılmaktadır. c değişkenine ise a ile b nin çarpımının 

sonucu atanmaktadır.  
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Farklı bir yapılandırma yapılmadığı sürece, Yukarı ok tuşu(shift) basılı tutularak 

return tuşuna basılmak suretiyle girilen komutların Maxima tarafından algılanması 

sağlanır. Sonuçlar %o* biçiminde etiketlenir. Burada o: output(sonuç) ve * ise sonuca 

verilen otomatik numaradır. 

 

Çıktı ortamında görüntülenmesi istenmeyen işlemler noktalı virgül yerine “$” simgesi 

ile sonlandırılırlar. %i4 te sadece z değişkenine atanan değerin %o6 etiketi ile  

görüntülendiğine dikkat edelim. %o4 ve %o5 ise  görüntülenmemiştir. 

 

%i7 de solve komutu yardımıyla 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 denkleminin çözülmesi 

istenmektedir. Ancak %i4 te x değişkenine değer atandığı için bu işlem  hata olarak 

algılanmaktadır.  

 

Bu durumda x değişkenine atanan değerin silinmesi gerekmektedir. Bu işlem ise 

kill(x) komutu ile gerçekleştirilmektedir. kill(all) komutu ile mevcut 

oturumda tanımlanan herşey silinmiş olur.  Daha sonra solve komutu tekrar 

uygulanarak ilgili denklemin çözümü elde edilmektedir.  

  

%o9 etiketli sonuçlar daha sonra kullanılmak üzere özel değişkenlere  atanabilirler: 

 

 
 

Yukarıda %o9[1] ile belirtilen etiketli sonuçlardan birincisi, yani x=1 sonucu 

kastedilmektedir. rhs()(right hand side-sağ taraf)  komutu ile de  elde 

edilen sonucun sağ tarafı, yani 1 değeri x1 değişkenine atanmaktadır.  

 

Not: Sizin çalışma pencerenizdeki sonuçlar farklı input ve output numaraları ile 

etiketlenmiş olabilir. Bu durumda kendi çalışma pencerenizde etiket numaralarını 

dikkate almalısınız. Örneğin solve komutu ile elde ettiğiniz sonuçlar %o9 yerine başka 



Maxima ile Başlangıç 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 8 

bir numara ile etiketlenmiş ise, sizde mevcut olan numaralar ile işlemlerinizi 

yürütmelisiniz.  

 

 

 

a,b,c ve x değişken değerleri silindikten sonra ikinci dereceden genel bir kuadratik 

denklemin çözümleri aşağıdaki gibi elde edilebilir: 

 

 
 

Maxima ortamında boşluk veya Hücre(Girdi Hücresi)(veya Cell/Insert 

Input Cell) seçenekleriyle oluşturulabilen hesaplama hücrelerinin dışında Ctrl-1  

ile metin hücresi, Ctrl-2 ile metin başlığı, Ctrl-3 ile metin bölüm başlığı ve Ctrl-4 

ile de bölüm alt başlığı oluşturulabilir: 
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 Maxima/Paneller/Genel Matematik(veya Maxima/Panes/General 

Math) seçeneği ile aşağıda gösterilen genel matematiksel işlemler panosu Maxima 

arayüzüne ilave edilmiş olur: 
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Sadeleştir(Simplify) düğmesi Maxima ratsimp komutunu çalıştırır ve 

cebirsel işlemleri sadeleştirme işlevi görür: 

 

 

 

 

𝑝 ile etiketlenen ifade tanımlandıktan sonra yeni bir hücreye 𝑝 yazdıktan sonra  

simplfy düğmesine tıklayarak veya doğrudan ratsimp(p) yazarak ilgili rasyonel 

ifadeyi sadeleştirmiş oluruz. 

 

Sadeleştir(özd)(Simplify(r))  düğmesi radcan komutunu çalıştırır ve 

logaritmik, üstel ve  kök  içeren  işlemleri sadeleştirme işlevi görür. Örneğin 
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Çarpan(Factor)  düğmesi factor komutunu çalıştırır ve  cebirsel ifadeleri 

çarpanlarına ayırır: 

 
 

 

Genişlet(Expand)  düğmesi  expand komutunu çalıştırır ve  factor komutunun 

tersine cebirsel ifadeleri açar: 

 

 
 

 

Kartezyen Form(Rectform) düğmesi   rectform  komutu çalıştırır verilen bir 

kompleks sayının a+ib biçimindeki gösterimini hesaplar. 

 

 
 

Yerine koy(Subst) düğmesi  subst(substitute:yerine koy) 

komutunu çalıştırır. Genel yazılımı subst(ifade1,ifade2,ifade3) şeklindedir 

ve ifade3 te ifade2 yerine ifade1  yazar: 
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Trigonometrik fonksiyonlar: 

sin(x),cos(x),tan(x),cot(x),sec(x),csc(x) 

 

Ters trigonometrik fonksiyonlar: 

 asin(x),acos(x),atan(x),acot(x),asec(x),acsc(x) 
 

Hiperbolik fonksiyonlar: 

sinh(x),cosh(x),tanh(x),coth(x),sech(x),csch(x) 

 

Ters Hiperbolik fonksiyonlar: 

asinh(x),acosh(x),atanh(x),acoth(x),asech(x),acsch(x) 

 

 

Doğal logaritma:  

ln(x)Log(x) 

 

Üstel fonksiyon 

ex →exp(x) 
 

Karekök 

√𝑥 →sqrt(x) 
biçiminde tanımlanır. 
 

Menüdeki Kanonik(trig)(canonical(tr)), Sadeleştir(trig-
özd)(simplfy(tr)), 

Genişlet(trig)(expand(tr)),indirge(trig)( reduce(tr)) 

düğmeleri ise sırasıyla trigrat, trigsimp, trigexpand  ve  trigreduce 
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isimli trigonometrik sadeleştirme komutlarını çalıştırırlar. Komutların kullanımı  

??komut ismi  ile incelenebilir: 

 

 
 

Sadeleştir(trig_özd)(Simplify(tr)) menü seçeneği ile çalıştırılan 

trigrat fonksiyonu verilen trigonometrik ifadeyi, pay ve paydası ‘sin’ ve 

‘cos’ fonksiyonlarının lineer ifadelerine dönüştürür. Örneğin 

 

 

 
 

 

Kanonik(trig)(Canonical(tr)) menü seçeneği ile çalıştırılan trigsimp 

fonksiyonu sin2(𝑥) + cos2(𝑥) = 1 ve cosh2(𝑥) − sinh2(𝑥) = 1 özdeşliklerini 

kullanarak, ‘tan’ ve ‘sec’ içeren ifadeleri ‘sin’,’cos’,’sinh’ ve 

‘cosh’ içeren ifadelere dönüştürür.  
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Genişlet(trig)(Expand(tr)) menü seçeneği ile çalıştırılan trigexpand 

fonksiyonu, açılar toplamı veya çarpımını içeren trigonometrik ifadelerin açılımını 

gerçekleştirir. 

 

 
 

İndirge(trig)(Reduce(tr)) menü seçeneği ile çalıştırılan trigreduce 

fonksiyonu, trigonometrik ve hiperbolik ‘sin’ ve ‘cos’ fonksiyonlarının çarpım ve 

üslerini  ‘sin(ax)’ ve/veya ‘cos(bx)’ fonksiyonlarının ‘lineer’ 

kombinasyonuna yani, 𝑐1 sin(𝑎𝑥) + 𝑐2 cos(𝑏𝑥) + 𝑐3 formuna dönüştürür, burada 

𝑐1, 𝑐2 ve 𝑐3 ler sabitlerdir. Örneğin 

  

 
 

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

1. Verilen fonksiyonları uygun 

Maxima fonksiyonu yardımıyla 

sadeleştiriniz 

a. 
𝑥2−3𝑥+2

𝑥−1
 

b. 
𝑥−1

√𝑥+1
 

c. 
𝑥−3

𝑥3−27
 

d. log(𝑥2) − log(𝑥) 
 

2. Aşağıda verilen fonksiyonların 

açılımlarını elde ediniz. 

a. (𝑥 + 𝑦)3 

b. (𝑥 − 𝑦)3 

c. sin(𝑥 + 𝑦) 
d. cos(𝑥 + 𝑦) 

 

3. Verilen fonksiyonları uygun 

Maxima fonksiyonu yardımıyla 

sin ve/veya cos 

fonksiyonlarının lineer 

kombinasyonuna dönüştürünüz. 

a. sin2(𝑥) 
b. cos2(𝑥) 
c. sin3(𝑥) 
d. cos3(𝑥) 
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4. 𝑃(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 − 1 
polinomunun tüm köklerini 

virgülden sonra 4 basamaklı bir 

formatta elde ediniz. 

 

5. 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 
polinomunun polinomunun 

köklerini buldurarak, köklerin 

toplamı ve çarpımı ile katsayılar 

arasındaki bilinin bağıntıyı 

gözlemleyiniz. 

 

 

6. 𝑆𝑜𝑟𝑢5i 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏 

polinomu için tekrar ediniz. 

 

7. ! komutu ile girilen sayının 

faktoriyelinin nasıl 

hesaplandığını inceleyiniz. 

Örneğin (5!=120 ) 

8. Herhangi bir işlemin sonucunun 

ondalıklı bir formatta istenmesi 

durumunda işlem sonuna virgül 

konulduktan sonra numer 

komutu yazılır: Örneğin 
sin(1),numer; 

0.8414709848078965. Bu 

işlemi siz de 
exp(1),sin(1), cos(1) 

değerlerini elde etmek için 

tekrarlayınız. 

 

9. Özel bazı sayılar baştaraflarına 

% işareti konulmak suretiyle 

tanımlanırlar: Örneğin 𝜋 →

%𝑝𝑖, √−1 → %𝑖, 𝑒𝑥𝑝(1) → %𝑒  
gibi. 

sin(%𝑝𝑖), log(%𝑒) , 𝑠𝑞𝑟𝑡(−1) 
komutları ile elde edilen 

sonuçları gözlemleyiniz. 

 

10. Solve komutu yardımıyla  

a. 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 1/2 = 0,  
b. 𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 1/2 = 0,  
c. tan(𝑥) − 1 = 0, 

d. 𝑠𝑒𝑐(𝑥) − 1 = 0, 
e. 𝑐𝑠𝑐(𝑥) − 1 = 0, 
f. 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥) − 1 = 0 
g. 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑥) − 1 = 0 

denklemlerini çözmeye 

çalışınız. Her bir denklemin 

en az bir çözümünü elde 

edebiliyor musunuz? 𝑓 şıkkı 

için elde ettiğiniz sonuç sizce 

yeterli mi? 
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      Bu bölümde  Maxima ortamında                                                                     

 

 Fonksiyon tanımlama, 

 grafik çizimi, 

 limit,  

 türev, 

 ektremum nokta belirleme, 

 belirsiz ve belirli integral işlemleri, 

 Taylor açılımları, 

 Listeler, sonlu toplamlar, seriler ve 

 Fourier serileri. 

 

başlıkları altında bazı  genel matematik konularının nasıl incelenebileceğini örneklerle 

sunuyoruz. 

2. Maxima ile Genel Matematiksel işlemler 
Maxima ortamında yukarıda ifade edilen genel matematik konuları Maxima 

yardımıyla daha etkin bir biçimde incelenebilir. Bu bölümde amacımız söz konusu  

konuların Maxima ortamında nasıl incelendiğini örnekler üzerinde göstermektir.  

Öncelikle fonksiyon tanımlama işlemiyle başlayalım. 

2.1 Fonksiyon tanımlama 
 

Fonksiyon tanımla işlemi, “:=” operatörü ile aşağıdaki gibi gerçekleştirilir: 

 

2. BÖLÜM 

Maxima  ile   Genel 

Matematiksel işlemler 
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Tanımlanan fonksiyonun herhangi bir noktadaki değeri  ise 

 
örneğinde  olduğu gibi kolayca elde edilebilir. 

2.2 Fonksiyon grafiği 
 

Tanımlanan fonksiyonun bir aralık üzerindeki grafiği wxplot2d grafik çizim komutu 

yardımıyla gerçekleştirilebilir. Yukarıda tanımlanan 

𝑓(𝑥) =
sin(𝑥)

𝑥
 

fonksiyonun [−10,10] aralığındaki grafiği aşağıdaki çizilmektedir: 

 

Grafiğin üst kısmında çizim işleminde [−10,10] aralığında sayısal olmayan bir değer 

ile karşılaşıldığı belirtilmektedir. Bu değer şüphesiz 𝑥 = 0 noktasıdır.  
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Grafik çiziminde apsis sınırları ile birlikte, ordinat sınırları da belirtilebilir. 

Örneğin  

 

 
 

komutu ile yukarıdaki grafik [-10,10]x[-1,1] bölgesinde  de görüntülenebilir: 

 

Wxplot2d komutu içerisinde  çizdirilecek olan fonksiyon  doğrudan da tanımlanabilir.  
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Öte yandan parçalı fonksiyonlar da Maxima ortamında tanımlanarak, üzerlerinde 

istenilen işlemler gerçekleştirilebilir: 

 

 
 

𝑓(𝑥) = {
2𝑥 + 1, 𝑥 < 3
10 − 𝑥 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟𝑥𝑙𝑒𝑟

 

parçalı fonksiyonu Maxima ortamında  

f(x):=if karşılaştırma then  

                                                                      fonksiyonun birinci kısmı 
else  

                                              ikinci kısmı 

formatında  aşağıdaki gibi tanımlanarak grafiği çizilebilir: 
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Üç parça halinde tanımlanan 

 

𝑔(𝑥) = {

𝑥 + 5 𝑒ğ𝑒𝑟𝑥 < −3

√9 − 𝑥2 𝑒ğ𝑒𝑟 − 3 ≤ 𝑥 ≤ 3
3 − 𝑥 𝑒ğ𝑒𝑟𝑥 > 3

 

fonksiyonu ise Maxima ortamında aşağıdaki gibi tanımlanarak gafiği çizilebilir: 
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Öte yandan birden fazla fonksiyonun grafiği de  aynı eksende çizilebilir: Aşağıda 

𝑓(𝑥) = 𝑥2sin(
1

𝑥
) fonksiyonun ile 𝑔(𝑥) = 𝑥2 ve ℎ(𝑥) = −𝑥2 fonksiyonlarının 

[−0.1,0.1] aralığı üzerindeki grafikleri aynı eksende görülmektedir. 
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İki değişkenli fonksiyonların grafiği ise wxplot3d komutu ile çizilir: Örneğin 

𝑧 = 𝑒−(𝑥
2+𝑦2) fonksiyonunun [−3,3] × [−3,3] bölgesindeki grafiği wxplot3d 

komutu ile aşağıdaki gibi çizilebilir: 
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Burada [grid,30,30] seçeneği ile 𝑥 ve 𝑦 ekseni üzerinde grafik çizimi için 30 adet 

nokta alınması gerektiği ifade  edilmektedir. 

 

𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡_𝑝𝑙𝑜𝑡  fonksiyonu yardımıyla eğri grafikleri çizilebilir. Bunun için öncelikle bu 

fonksiyonunun Maxima oturumunda  

𝑙𝑜𝑎𝑑(𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡_𝑝𝑙𝑜𝑡)  komutu yardımıyla kullanılabilir hale getirilmesi gerekir. 

 

𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡_𝑝𝑙𝑜𝑡([𝑥^2 + 𝑦^2 = 1, 𝑦 − 𝑥^2 = 0], [𝑥, −3,3], [𝑦, −3,3]);  
        

        işleminin sonucunun aşağıdaki gibi elde edileceğini gözlemleyiniz. 
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Bölüm Alıştırmaları 

 

1. Belirtilen fonksiyonları Maxima 

ortamında  tanımlayarak, 

karşılarında verilen noktadaki 

değerini hesaplatınız 

a. 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1,𝑥 = 1 

b. 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) , 𝑥 = 𝑝𝑖/2 

c. 𝑓(𝑥) = ln(𝑥) , 𝑥 = 10 

d. 𝑓(𝑥) = log(x), 𝑥 = 10 
 

2. Verilen fonksiyonların , [−5,5] 
aralığında grafiklerini çizdiriniz. (y 

ekseni sınırlarını [𝑦, −2,2] seçeneği 

ile −2,2 olarak belirleyiniz. 

a. sin(𝑥), 
b. 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 
c. 𝑡𝑎𝑛(𝑥), 
d. 𝑐𝑜𝑡(𝑥),  
e. sec(𝑥), 
f. csc(𝑥) 

 

3. Verilen fonksiyonların , [−5,5] 
aralığında grafiklerini çizdiriniz. (y 

ekseni sınırlarını [𝑦, −2,2] seçeneği 

ile −2,2 olarak belirleyiniz. 

a. sinh(𝑥), 
b. 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑥), 
c. 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥), 
d. 𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑥),  
e. sech(𝑥) , 
f. 𝑐𝑠𝑐ℎ(𝑥) 

 

4. Verilen fonksiyonların karşılarında 

verilen aralıklarda grafiklerini 

çizdiriniz. 

h. 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥+3
, [−2,10] 

i. 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 3
3

, [−6,3] 

j. 𝑓(𝑥) =
𝑥

1+𝑥2
, [−10,10] 

k. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 4, [−3,3] 
 

5. Soru 2 de verilen fonksiyonların 

birinci basamaktan türevlerinin 

𝑥 = 1 noktasındaki değerlerini 

hesaplayınız. 

 

6. 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠𝑖𝑛(
1

𝑥
) fonksiyonu ve 

𝑔(𝑥) = 𝑥, ℎ(𝑥) = −𝑥 
fonksiyonlarının grafiklerini aynı 

eksende ve [−1,1] aralığı üzerinde 

çizdiriniz. Ne gözlemliyorsunuz? 

 

7. Verilen parçalı fonksiyonların 

grafiğini çizdiriniz 

 

a. 𝑓(𝑥) =

{
𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

−𝑥2 + 2, 1 ≤ 𝑥 ≤ 2
 

b. 𝑓(𝑥) =

{
−𝑥 − 1 −2 ≤ 𝑥 ≤ −1
1 − 𝑥2 −1 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑥 − 1 1 ≤ 𝑥 ≤ 2

 

 

8. 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

= sin(𝑥2 + 𝑦2) 𝑒−
𝑥2+𝑦2

5  
fonksiyonunu grafiğini 

 [−3,3] × [−3,3] bölgesi üzerinde 

çizdiriniz. 

 



 

 

 

9. implicit_plot yardımıyla aşağıdaki  

eğrilerin grafiğini çiziniz 

 

a. 
𝑥2

9
+

𝑦2

4
= 1,

𝑥2

4
+

𝑦2

9
= 1 

b. 𝑦 − 𝑥2 = 0, 𝑦 + 𝑥2 − 1 =
0 

c. 𝑥2 + 𝑦2 − 4 = 0,
𝑥2

4
−

𝑦2

9
−

1 = 0 
 

10. Draw2d ve draw3d fonksiyonları 

yardımıyla  sırasıyla iki ve üç 

boyutta değişik özelliklere sahip 

üstün kalitede grafikler çizilebilir. 

Bunun için öncelikle Maxima 

oturumunda 𝑙𝑜𝑎𝑑(𝑑𝑟𝑎𝑤)  komutu 

yardımıyla bu grafik çizim 

fonksiyonlarının kullanılabilir  hale 

getirilmesi gerekir. Yukarıdaki 

komutu girdikten sonra aşağıdaki 

örneği deneyiniz: 

 

𝑑𝑟𝑎𝑤3𝑑( 
𝑒𝑥𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡(𝑠𝑖𝑛(𝑥^2
+ 𝑦^2), 𝑥, −3,3, 𝑦, −3,3), 
𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒_ℎ𝑖𝑑𝑒 = 𝑡𝑟𝑢𝑒); 
 

 

 

 

 

2.3 Limit, türev ve integral 

 
Limit(parçalı fonksiyonlar hariç), türev(parçalı fonksiyonlar hariç), 

integral(belirsiz ve belirli) işlemlerinin Maxima ortamında nasıl gerçekleştirildiğini 

aşağıdaki örnekler üzerinden takip edelim: 

 

 
örneğinde lim𝑥→∝ 1/(𝑥

2 + 1) limiti hesaplanmaktadır.  
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örneğinde 1/(𝑥2 + 1) fonksiyonunun 𝑥 değişkenine göre birinci basamaktan türevi 

hesaplanmaktadır. 

 

 
 

örneğinde aynı fonksiyonun öncelikle belirsiz integrali ve daha sonra da [0,1] aralığı 

üzerindeki belirli integrali hesaplanmaktadır. 

 

 
         Limit, Türev ve İntegral Örnekleri 

 

lim
𝑥→0−

|𝑥|

𝑥
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lim
𝑥→0+

|𝑥|

𝑥
 

 

lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
 

 

lim
𝑥→∞

5𝑥 + 1

√2𝑥2 − 5
 

 
𝑑(𝑒3𝑥 𝑠𝑖𝑛(2𝑡))

𝑑𝑥
 

 
𝑑(𝑒3𝑥 𝑠𝑖𝑛(2𝑡))

𝑑𝑡
 

 
𝑑2(𝑒3𝑥 sin(2𝑡))

𝑑𝑡2
 

 
𝑑

𝑑𝑥
(|𝑥|) 

 

∫|𝑥|𝑑𝑥 

 

∫𝑥𝑛𝑑𝑥 
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∫𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 

 

∫𝑒𝑎𝑥sin(𝑏𝑥)𝑑𝑥 

 

∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

 

 

∫ ∫ 𝑒−(𝑥
2+𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

1

0

2

0

 
 

 
 

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

1. Aşağıdaki limitleri Maxima 

ortamında hesaplayınız. 

 

a. lim𝑥→1
(x2−1)

𝑥−1
 

b. lim𝑥→0
sin(2𝑥)

𝑥
 

c. lim𝑥→∞
x2+3x−1

2𝑥2−1
 

d. lim𝑥→0+
x

2|𝑥|
 

e. lim𝑥→0−
x

2|𝑥|
 

 

2. Aşağıdaki integralleri Maxima 

ortamında hesaplayınız. 

 

a. ∫ 𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥)𝑑𝑥 

b. ∫√𝑥2 + 1𝑑𝑥 

c. ∫ ln(𝑥) 𝑑𝑥 

d. ∫
𝑥−1

𝑥+1
𝑑𝑥 



Maxima   ile Genel Matematik 

 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 30 

 

3. Soru 2  de verilen  integralleri 

[1,2] aralığı üzerinde hesaplayınız. 

 

4. Aşağıdaki çok katlı  integralleri 

hesaplayınız 

 

a. ∫∫ sin(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

b. ∫ ∫ sin(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦
2

0

1

−1
 

c. ∫ ∫ (x − y)𝑑𝑥𝑑𝑦
1+3𝑦

1+𝑦

4

0
 

 

5. Aşağıdaki türevleri hesaplayınız 

 

a. 
𝑑(𝑒2𝑥sin(3𝑎𝑥)

𝑑𝑥
 

b. 
𝑑(𝑒2𝑥sin(3𝑎𝑥)

𝑑𝑎
 

c. 
𝑑2(sin(3𝑎𝑥)

𝑑𝑥2
 

d. 
𝑑3(sin(𝑎𝑥)

𝑑𝑥3
 

 

6. 𝑒𝑟𝑓(𝑥) fonksiyonunun nasıl 

tanımlandığını araştırınız. 

 

7. Aşağıda verilen fonksiyon 

ailelerinin karşılarında verilen 

bayağı diferensiyel denklemlerin  

çözümü olduğunu Maxima 

ortamında kontrol ediniz. 

 

a. 𝑦 = 𝑐𝑒−𝑥 + 1, 𝑦′ + 𝑦 = 1 

b. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑑𝑐𝑜𝑠(𝑥) +
1, 𝑦′′ + 𝑦 = 1 

c. 𝑦 = 𝑐𝑒𝑥 + 𝑑𝑒−𝑥 − 𝑥,
𝑦′′ − 𝑦 = 𝑥 

d. 𝑦 = 𝑥𝑙𝑛(𝑥) + 𝑐𝑥, 

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 = 1 

 

8. Aşağıda verilen fonksiyon 

ailelerinin karşılarında verilen 

kısmi diferensiyel denklemlerin  

çözümü olduğunu Maxima 

ortamında kontrol ediniz. 

 

a. 𝑢 = sin(𝑥 − 𝑦), 
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 0 

b. 𝑢 = sin(𝑥 + 𝑡) , 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑡𝑡 
c. 𝑢 = 𝑒−𝑡 sin(𝑥) , 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 
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2.4 Bir fonksiyonun yerel ekstremum noktaları 
 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 − 2 fonksiyonunun grafiğini çizerek ekstremum noktalarını 

belirleyelim: 

 
 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 − 2 

 
𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2 

 
𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 

 
𝑓′(𝑥) = 0 
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𝑥1 = −√2/√3 

 
 

 

 
 

𝑥2 = √2/√3 

 
 

𝑓′′(𝑥1) < 0, 𝑥1 de yerel mak. 

 
 

𝑓′′(𝑥1),  ondalıklı 
 

 

𝑓′′(𝑥1),  ondalıklı ,alternatif 

 
 

𝑓′′(𝑥2) > 0, 𝑥2 de yerel min 

 
 

Yukarıdaki Tabloda  

cozum:solve(fp,x) komutu ile fp ile etiketlenen f’(x) fonksiyonunun sıfır 

yerleri, f’(x)=0, solve komutu yardımıyla elde edilerek, sonuçlar çözüm listesine 

atanmaktadır. 

 

Listenin birinci elemanı  

𝑐𝑜𝑧𝑢𝑚[1]:𝑥1 = −√2/√3 
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Listenin ikinci elemanı  

𝑐𝑜𝑧𝑢𝑚[2]:𝑥2 = √2/√3 

 
x1:rhs(.): parantez içerisindeki ifadenin sağ tarafını alarak x1 değişkeninin değeri 

olarak atar. 

 

Buna göre  𝑥1: 𝑟ℎ𝑠(𝑐𝑜𝑧𝑢𝑚[1]) komutuyla 𝑥1 değişkenine −√2/√3 değeri 

atanmaktadır. 

 

ev(fpp,x=x1) komutuyla fpp ile etiketlenen 𝑓′′(𝑥) fonksiyonunun 𝑥 = 𝑥1 
noktasındaki değeri hesaplanmaktadır.(ev:evaluate(değerini belirle)). 

float(.): komutuyla köklü ifade ondalıklı formata dönüştürülmektedir.  

  

subs(x1,x,fpp)  komutuyla ev(fpp,x=x1) komutu aynı işlemi 

gerçekleştirmektedir. 

 

İkinci türev testi gereği, birinci türevin sıfıra eşit olduğu noktada ikinci türevin negatif 

olduğu 𝑥1 = −√2/√3  noktsında yerel maksimum ve ikinci türevin pozitif olduğu 

𝑥2 = √2/√3 noktasında ise yerel minimum söz konusudur. 

 

2.5 Taylor seri açılımı 
 

Öte yandan verilen bir nokta komşuluğunda kuvvet serisi açılımına sahip olan 

fonksiyonun, açılımı için istenilen dereceden Taylor polinomu taylor fonksiyonu 

yardımıyla elde edilebilir: 
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2.6 Listeler, sonlu toplamlar ve seriler 
 

Maxima da liste olarak adlandırılan yapı elemanları makelist komutu  yardımıyla 

tanımlanabilir. 

          

          Örnek 

 

 

 
Alternatif olarak x listesi  
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biçiminde de tanımlanabilir.   

 

 
 

Yukarıda %i1 de Maxima ortamında liste adı verilen bir x vektörü 

oluşturulmaktadır. x vektörün elemanları sıfırdan başlayıp, 0.1 eşit uzunluklarıyla  1 

noktasına  kadar devam etmektedir.  

%i2 de x vektörünün elemanlarına apply fonksiyonu yardımıyla ‘+’ operatörünün 

nasıl uygulandığına dikkat edelim.  

%i3 de 𝑓(𝑡) = 𝑡2 fonksiyonu tanımlanmakta ve %i5 de ise y=f(x) vektörü map 

fonksiyonu yardımıyla elde edilmektedir. %i6 da ise ‘discrete’ seçeneği 

yardımıyla x vektörüne karşı y vektörünün grafiği, yani 𝑓(𝑡) = 𝑡2 fonksiyonunun 

grafiği ayrık veriler yardımıyla  çizilmektedir.  
 

Map fonksiyonu yerine doğrudan da y vektörü  
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olarak tanımlanabilir. 

 

Listeler yardımıyla sonlu toplamlar oluşturulabilir. 

 

   Örnek 

 

Öncelikle ∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1   toplamını tanımlayarak farklı n değerleri için hesaplayalım. 

 

 
 

    Örnek 

 

∑
1

𝑘2

∞

𝑘=1

 

serisinin yakınsak olduğunu hatırlayalım ve yakınsadığı nokta olarak  Euler sayısı 

olarak bilinen 
𝜋2

6
değeri hesaplamaya çalışalım. 
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  ∑
1

2𝑘
∞
𝑘=0  serisinin yakınsadığı  değer sonlu toplam yardımıyla elde edilebilir: 

 

 
 

Alternatif olarak sum fonksiyonu yardımıyla yukarıdaki işlemler daha pratik olarak 

gerçekleştirilebilir: 
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Bölüm Alıştırmaları  

 

1. Aşağıda verilen fonksiyonların 

karşılarında verilen aralıklardaki 

yerel ekstremumlarını 

belirleyiniz 

 

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 4 , [−3,3]  
b. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 1 , [−3,3]  
c. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 2 , [0,3]  

 

2. Verilen fonksiyonlarını 

yanlarında belirtilen nokta 

komşuluğundaki Taylor 

açılımının ilk beş terimini 

hesaplayınız. Fonksiyonun 

grafiği ile bir, iki, üç ve dört 

terimli Taylor yaklaşımlarının 

grafiğini aynı eksen üzerinde ve 

belirtilen  aralık üzerinde çiziniz. 

 

a. 𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥, 𝑥 =
0, [−1,2] 

b. 𝑓(𝑥) = cos(𝑥) , 𝑥 =
0, [−1,1] 

c. 𝑓(𝑥) = sinh(x), 𝑥 =
0, [−1,1] 
 

3. [−1,1] aralığında ve aralarındaki 

uzaklığı ℎ = 0.1 olan noktalar 

kümesine ait liste oluşturarak 

𝑦 = sin(𝑥) fonksiyonunun bu 

liste elemanlarındaki değerini 

hesaplatınız. Plot2d 

fonksiyonu yardımıyla (𝑥, 𝑦) 
ikililerinin grafiğini çiziniz. 

 

4. Aşağıda verilen sonlu toplamları 

uygun listeler hazırlamak 

suretiyle ve 

𝑁 = 100,1000,100000 
değerleri için hesaplatarak, her 

bir sonlu toplamı kısmi toplam 

kabul eden serinin yakınsak olup 

olmadığını ve yakınsak ise 

yakınsadığı değeri belirlemeye 

çalışınız. 

 

a. ∑
1

𝑖+1

𝑁
𝑖=1  

b. ∑
1

𝑖(𝑖+1)

𝑁
𝑖=1  

c. ∑
1

3𝑖
𝑁
𝑖=0  

d. ∑
1

(𝑖+1)(𝑖+2)

𝑁
𝑖=0  

 

5. Soru 4 teki toplamları 𝑁 =∝ için 

sum fonksiyonu yardımıyla 

hesaplayınız 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2.7 Fourier serileri 
 

2.7.1 [-L,L] aralığında Fourier Serisi 

 

 [−𝐿, 𝐿] aralığında tanımlı 𝑓 fonksiyonu  

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛 cos (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) + 𝑏𝑛 sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

 

biçiminde ifade edilebilirse,  

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

−𝐿
 , 𝑛 = 0,1,2, … 

ve 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

−𝐿
,𝑛 = 1,2, … 

 

olarak elde  edilir. Söz konusu gösterim f nin Fourier açılımı veya Fourier serisi 

olarak tanımlanır. Maxima ortamında  𝑎𝑛 ve 𝑏𝑛 Fourier katsayıları hesaplanabilir ve ayrıca 

Fourier serisinin sonlu sayıda teriminin toplamı elde edilebilir. 

  

Örnek 
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İlk 20 terim yerine daha fazla sayıda terimin toplamını alarak daha iyi bir yaklaşım elde 

edilebilir: İlk 100 terimin toplamı ile elde edilen yaklaşımın grafiği aşağıda sunulmaktadır: 

 
 

𝑓  de mevcut süreksizlik noktaları veya nin [−𝐿, 𝐿] aralığı dışarısına peryodik olarak 

genişletilmesi durumunda oluşabilen  süreksizlik noktasları komşuluğundaki sıçramalar 

Gibbs(J. Willard Gibbs,1839-1903, Amerikalı araştırmacı) olayı 

olarak adlandırılır. Örnekte f nin sıfır noktasındaki süreksizliği ve peryodik genişleme olarak 

adlandırılan 𝑓 nin [−𝐿, 𝐿] aralığı dışarısına genişletilmiş biçiminde, … ,−2, −1,1,2, … gibi 

noktalarda oluşan süreksizlikler komşuluğunda sıçramaların oluştuğuna dikkat edelim.  

 

Eğer 𝑓 fonksiyonu [0,2𝐿] aralığında tanımlanmış olsaydı,  

 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

2𝐿

0
 , 𝑛 = 0,1,2, … 

ve 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

2𝐿

0
,𝑛 = 1,2, … 

 

olarak elde  edilirdi. 
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Örnek 

 

   𝑓(𝑥) = 𝑥2 fonksiyonunun [0, 2𝐿] = [0,1] aralığındaki Fourier açılımının ilk 20 terimine 

ait sonlu toplamı hesaplayarak grafiğini çizdirelim. 
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𝐹 fonksiyonun grafiğini peryodik olarak reel eksene kopyaladığımızda, her tam sayıda bir 

süreksizliğin oluştuğuna ve dolayısıyla Fourier serisinin kısmi toplamında Gibbs 

olayı adı verilen sıçramaların oluştuğuna dikkat edelim. 

2.7.2 [0,L] aralığında Fourier kosinüs ve sinüs açılımları 

 

 

 [0, 𝐿] aralığında tanımlanmış olan 𝑓 fonksiyonunun Fourier kosinüs açılımı ,  

 

𝑎𝑛 =
2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

0
 , 𝑛 = 0,1,2, … 

Fourier katsayıları ile  

𝐹𝑐(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛cos(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

olarak elde  edilir. 

 

Benzer biçimde aynı aralıkta tanımlı f fonksiyonunun Fourier sinüs açılımı ise,  
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𝑏𝑛 =
2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)sin(

nπx

L
)

𝐿

0
 , 𝑛 = 1,2, … 

Fourier katsayıları ile  

𝐹𝑠(𝑥) = ∑𝑏𝑛sin(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

olarak elde  edilir. 

 

𝐹𝑐(𝑥) aynı zamanda 𝑓 fonksiyonunun [−𝐿, 0] aralığına çift genişlemesini temsil eder. Benzer 

biçimde 𝐹𝑠(𝑥) ise  𝑓 fonksiyonunun [−𝐿, 0] aralığına tek genişlemesini temsil eder.  
 

Örnek 

 

  𝑓(𝑥) = 𝑥2 fonksiyonunun [0, 𝐿] = [0,1] aralığındaki Fourier kosinüs ve sinüs 

açılımılarının  ilk 100 terimine ait sonlu toplamı hesaplayarak grafiğini çizdirelim. 
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Yukarıdaki grafikten çift genişlemeyi temsil eden Fourier kosinüs açılımında 

süreksizlik oluşmadığına ve serinin kısmi toplamlar grafiğinde  Gibbs olayının 

gerçekleşmediğine dikkat edelim. 

 
 

Not: Gibbs olayı sadece Fourier serisi elde edilen fonksiyonda mevcut süreksizlik 

noktaları ve peryodik tekrarlarında değil, aynı zamanda da fonksiyonun peryodik olarak reel 

eksene kopyalanması durumunda oluşabilen süreksizlik noktalarında gerçekleşmektedir. 
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Verilen fonksiyonun [−1,0] aralığına tek genişlemesini temsil eden açılımda, peryodik 

genişlemede  süreksizlik oluştuğuna ve dolayısıyla  da Gibbs  olayı oluşumuna  dikkat 

edelim. 

 

Bölüm  Alıştırmaları 

 

1. Aşağıda verilen fonksiyonların 

Fourier serilerini Maxima 

ortamında elde ederek, elde 

ettiğiniz serinin ilk 20 teriminin 

toplamının ardışık üç peryot 

üzerindeki grafiklerini çiziniz. 

 

a. 𝑓(𝑥) = {
−2 −1 ≤ 𝑥 ≤ 0
2 0 < 𝑥 ≤ 1

 

b. 𝑓(𝑥) =

{
𝑥 −1 ≤ 𝑥 ≤ 0

sin(𝑥) 0 < 𝑥 ≤ 1
 

c. 𝑓(𝑥) =

{
𝑥 + 1 −1 ≤ 𝑥 ≤ 0
cos(𝑥) 0 < 𝑥 ≤ 1

 

d. 𝑓(𝑥) = |𝑥|, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 
 

2. Yukarıda elde ettiğiniz açılımlarda, 

fonksiyonun ve/veya peryodik 

genişlemesinin  süreksiz olduğu 
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noktalar komşuluğunda  Gibbs 

olayını  gözlemleyiniz.  

 

3. Aşağıda verilen fonksiyonların 

Fourier kosinüs serilerini elde 

ederek, elde ettiğiniz serilerin ilk 

5,10 ve 20 teriminin toplamının 

ardışık üç peryot üzerindeki 

grafiklerini çiziniz. 

 

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

b. 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 

c. 𝑓(𝑥) = sinh(𝑥)𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

d. 𝑓(𝑥) = cosh(𝑥)𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

4. Aşağıda verilen fonksiyonların 

Fourier sinus serilerini elde 

ederek, elde ettiğiniz serilerin ilk 

5,10 ve 20 teriminin ardışık üç 

peryot üzerindeki grafiklerini 

çiziniz. 

 

a. 𝑓(𝑥) = 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

b. 𝑓(𝑥) = cos(x) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 

c. 𝑓(𝑥) = cos h(x) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

d. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
 

5. Fonksiyon ve/veya peryodik 

genişlemelerde süreksizlik 

olması durumunda Fourier 

serisine ait kısmi toplamlar 

dizisinin yakınsama hızı ile 

süreksizlik olışmaması 

durumlarındaki yakınsama hızlarını 

karşılaştırınız. Ne  

gözlemliyorsunuz?



 

Maxima ile Lineer Cebirsel İşlemler 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                

 

 Bu bölümde  Maxima ortamında  

 
 Vektörler 

 Matrisler ve temel  matris  

işlemleri, 

 Gram-Schmidt yöntemi ile 

ortogonalleştirme ve  

 Lineer  ve lineer olmayan cebirsel 

sistemlerin  çözümünü  inceliyoruz. 

3. Maxima ile Lineer Cebir 

3.1 Vektörler 

Maxima ortamında vektörler  liste olarak düşünülebilir. Aşağıdaki işlemleri 

inceleyelim: 

 
 

3.BÖLÜM 

Maxima ile  Lineer 

Cebir 
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Alternatif olarak bileşenleri arasında belirli bir kural olan 𝑥 vektörü makelist komutu 

yardımıyla da tanımlanabilir. 

 

 𝑋 vektörünün h değerlerinden oluşacağı ve h değerlerinin [0,1] aralığına  0.1 adım 

uzunluğu ile serpiştirildiği aşağıdaki gibi ifade edilmektedir: 
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Yukarıda ise x vektörünün her bir elemanının karesine 1 sayısı  ilave edilerek y 

vektörünün elde edildiği ifade  edilmektedir. Öte yandan  

 
 

komutu ile  𝑦 = 𝑥2 + 1 bağıntısı ile tanımlı fonksiyonun [0,1] aralığı üzerindeki grafiği 

elde edilebilir.   

3.2  Matrisler üzerinde temel işlemler 
 

Herhangi bir matris, matrix komutu yardımıyla tanımlanır: 

 

 
 

Bir matrisin skalerle çarpımı 

 

 
 

örneğinde olduğu gibi gerçekleştirilir. Matrisin tersi ise  
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olarak elde edilir. Bu sonuç bir başka matrise atanabilir: 

 
 

A ve B arasında toplama ‘+’, çıkarma  ‘-‘ işlemleri bilinen operatörlerle ve 

çarpma ise  ‘.’ Operatörü ile gerçekleştirilir: 

 

 

  
 

A matrisinin determinantı ve rankı da sırasıyla  
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ile belirlenebilir. A matrisinin özdeğerleri ve bu özdeğerlerin cebirsel 
katlılıkları  

 

 
 

olarak belirlenir. Özdeğerler, katlılıkları  ve özvektörler ise birlikte  

 

 
 

olarak elde edilirler. Bu liste içerisinden ilgili elemanlar daha sonra kullanılmak üzere 

çıkarılabilir: 

 

 

 
 

Örneğin özdeğerler  lamda_1 ve lamda_2 etiketlerine atanabilirler: 
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Özdeğerlerin çarpımının matrisin determinantına eşit olduğuna dikkat edelim: 

 
 

 

Elemanları arasında belirli bir kural olan matrisler, genmatrix komutu yardımıyla 

oluşturulabilirler. Örneğin 𝑖 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 satır ve 𝑗 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 sütun elemanı 

𝑎[𝑖, 𝑗] ≔ 1/(𝑖 + 𝑗) 
ile tanımlanan 3𝑥3 lük bir  𝐴 matrisi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

  

 
 

Bir matrisin tüm elemanlarına önceden tanımlanmış bir fonksiyon matrixmap komutu 

yardımıyla uygulanabilir. Örneğin 𝑓(𝑡) = 1/𝑡 fonksiyonu yukarıda tanımlanan 𝐴 

matrisine aşağıdaki biçimde uygulanabilir: 
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Diğer bir örneğimiz ise  üç köşegenli bir matristir: 

 

 
 

 
 

Matrisin özdeğerlerini de kolayca elde edebiliriz: 
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Elde edilen lamda isimli özdeğerler listesinden her bir özdeğeri çıkarabiliriz: 

 
 

3.4 Gram-Schmidt  ortogonalleştirme yöntemi 
 

Herhangi bir 𝐴 matrisinini satırlarına yerleştirilen  vektörler, Gram-Schmidt yöntemi 

yardımıyla ortogonalleştirilebilirler. Bunun için öncelikle eigen paketinin yüklenmesi 

gerekir: 

 



Maxima   ile Lineer Cebirsel İşlemler 

 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 56 

 
 Elde edilen liste elemanlarının ortogonal olduğuna dikkat edelim. 

 

3.5 Lineer ve lineer olmayan  denklem  sistemleri 
 

𝑥 + 2𝑦 =
3

2
 

𝑥 − 𝑦 = 0 

Lineer cebirsel sistemi linsolve fonksiyonu yardımıyla aşağıda belirtilen yazım 

formatı ile çözülebilir. 

 

          Örnek 

 

Yukarıda verilen sistemi linsolve komutu ile çözelim. 

 

 
 

Öte yandan sonsuz sayıda çözümü olan  

𝑥 + 2𝑦 =
3

2
 

2𝑥 + 4𝑦 = 3 
sistem için ise 
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ile belirtilen ve düzlemde bir doğrunun geometrik yerini belirleyen parametrik 

çözümünü elde ederiz. 

 

 Çözümü mevcut olmayan  

  

𝑥 + 2𝑦 =
3

2
 

2𝑥 + 4𝑦 = 3/4 
sistemi için ise 

 

 
 

boş kümesini elde ederiz.  

 

 

Nonlineer cebirsel sistemler  ise algsys fonksiyonu yardımıyla çözülebilirler. 

 

   Örnek 

 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

−𝑥2 + 𝑦 = 0 
sistemini çözelim. 
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%o4 ile etiketlenen çözümler kümesinden her bir çözümün nasıl etiketlendiğine dikkat 

edelim. Verilen sistemin  iki adet reel çözümü ve iki adet te karmaşık çözümü 

mevcuttur. 

Çözüm komutu yanında girilen “,numer “ seçeneği ile sonuçlar ondalıklı format ile 

görüntülenebilir. 
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fpprintprec sonuçların gösteriminde kullanılacak rakam sayısını belirtmektedir.  

 

Yukarıda görüldüğü üzere fpprintprec parametre değerini 4 yaparak, sonuçlar  

dört rakamla ve   yuvarlanmış şekliyle ekranda görüntülenmektedir.  

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

1. 𝑥 = [2,1,3], 𝑦 = [1,−1,2] 
vektörlerini Maxima ortamında 

tanımlayarak, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 𝑥 ∗

𝑦, 𝑥. 𝑦,
𝑥

𝑦
, 𝑥^2 işlemlerinin 

sonuçlarını gözlemleyiniz. 

 

2. Yukarıda tanımlanan 𝑥 ve 𝑦 

vektörleri için {𝑥, 𝑦} kümesini 

maxima ortamında Gram-

Schmidt  yöntemiyle 

ortogonalleştiriniz. 

3. 𝐴 = [
1 2
2 −1

] matrisi verilmiş 

olsun. A matrisinin  

a. Özdeğer ve özvektörlerini 

b. Rank ve determinantını 

c. Tersini 

hesaplayınız. Özdeğerler 

çarpımının matrisin 

determinantına, özdeğerler 

toplamının ise matrisin 

izine(esas köşegen üzerindeki 
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elemanlarının toplamı) eşit 

olduğunu gözlemleyiniz. 

 

4. Verilen lineer denklem 

sistemlerinin çözümlerini(varsa) 

belirleyiniz . 

 

a.    𝑥 + 𝑦 = 4 

𝑥 − 𝑦 = 2 
b. 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 4 

3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 3 

𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0 

c. 𝑥 + 𝑦 = 4 

2𝑥 + 2𝑦 = 4 
 

5. Verilen nonlineer denklem 

sistemlerinin çözümlerini 

belirleyiniz. 

 

a. 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

𝑥2 − 𝑦 = −2 

b.       
𝑥2

4
+

𝑦2

9
= 1 


𝑥2

9
+
𝑦2

4
= 1 

 

c. 
𝑥2

4
+

𝑦2

9
= 1 

𝑥2 − 𝑦 = 0 
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Bu bölümde  Maxima ortamında  

 Diferensiyel denklemler için 

başlangıç ve sınır değer 

problemlerinin çözümü ve yön alanları, 
 Lineer diferensiyel denklem 

sistemlerinin çözümü, 

 Lineer ve Nonlineer denklem 

sistemleri için yön alanları ve  faz 

diyagramını elde ederek  denge noktalarının 

kararlılıklarını   ve ayrıca 

 Regüler pertürbasyon problemlerinin 

çözümlerinin nasıl elde edildiğini inceliyoruz. 

 

4. Maxima ile Diferensiyel Denklemler 
 

 4.1  Diferensiyel denklemler için başlangıç ve sınır-değer 

problemleri 
 

Maxima ortamında diferensiyel denklemler için      başlangıç ve sınır-değer 

problemleri çözülebilir, verilen denkleme ait yön alanları ve çözüm 

eğrileri oluşturulabilir ve denklemlerin mevcut parametrelerine göre değişim 

analizleri gerçekleştirilebilir.  

4.BÖLÜM 

Maxima ile    Diferensiyel  

Denklemler 
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Bu işlemlerin nasıl gerçekleştirildiklerini aşağıdaki örnekler üzerinde   inceleyelim: 

 
 

‘diff(y,t) komutu 𝑦 bağımlı değişkeninin 𝑡 bağımsız değişkenine göre türevini hesaplar. 

Komutun önünde yer alan ve ‘ ile belirtilen kesme işareti ise türev işleminin bizzat 

hesaplanmayıp, sadece sembolik olarak algılanması gerektiğini ifade eder.  

 

ode2 komutu denk etiketi ile etiketlenmiş ve bağımlı değişkeni𝑦, bağımsız değişkeni𝑡 olan 

denklemin genel çözümünü belirler. 

 

ic1(initial condition 1: bir adet başlangıç şartı) komutu ile  denklemin başlangıç değerleri %o2 

de yer alan genel çözüm için tanıtılmaktadır. Expand(%) komutu ile çözümdeki terimler 

çarpılarak daha okunabilir çözüm şekli elde edilmektedir. Burada tek başına expand komutu 

içerisinde yer alan  % işareti bir önceki ifadeyi, yani bu durumda %o4 ü temsil etmektedir.   

 

Not: Özel sabitler ve parametreleri tanımlamak için de  ilgili parametre önünde  % simgesinin 

kullanıldığına dikkat edelim. 
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4.2  Çözüm eğrileri ve yön alanları 
 

Başlangıç değer problemleri için yön alanları plotdf fonksiyonu yardımıyla elde edilebilir. 

 

Örnek 

  

𝑦′ = 𝑥 − 𝑦, 𝑦(−2) = 2                                                                         (4.1) 

 

başlangıç değer problemine ait yön alanları ve (−2,2) noktasından geçen çözüm eğrisini elde 

edelim. 

 

  
Şekil 4.1: (4.1) probleminin yön alanları ve (-2,2) noktasından geçen çözüm eğrisi 

 

Yön alanları üzerinde herhangi bir noktaya tıklatmak suretiyle, tıklanılan noktadan geçen 

çözüm eğrisi de görüntülenebilir. 
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Bu örnekte yukarıdaki örnekten farklı olarak denklem ikinci basamaktantır ve iki adet yan şart 

sözkonusudur. %i7 de yer alan denklem yazılımını inceleyiniz. Çözüm için yine ode2 komutu 

kullanılmaktadır. 

Ancak bu örnekte farklı olarak yan şartlar  ic2 (intial condition 2: iki adet başlangıç şart) 

komutu ile  genel çözüme tanıtılmaktadırlar:%i9 satırında y’(0)=1 yan şartının nasıl 

tanıtıldığına dikkat ediniz. 

(4.2) 
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Bu örnekte ise başlangıç değerleri yerine sınır değerleri sözkonusudur.  Sınır değerleri %o12 

de belirtilen denkleme bc2(boundary condition 2) komutu yardımıyla tanıtılmaktadır. 𝜋, 𝑒 gibi 

özel sabitlerin başında “%” işareti yazılması gerektiğine bir kez daha  dikkat ediniz.  

 

 
 

Lineer Sistemler  

 

          (4.2) 

 

denklem sistemini aşağıdaki komutlar yardımıyla Maxima ortamında tanımlanmakta ve  

verilen başlangıç değerlerini sağlayan  ilgili başlangıç değerlerini sağlayan  çözümü  elde 

edilmektedir.  
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Yukarıdaki denklem sistemi örneğinde, başlangıç değerlerin sisteme atvalue() komutu 

yardımıyla tanıtıldığına ve bu işlemin denklemin çözümünden önce gerçekleştirildiğine  

dikkat ediniz. Desolve komutu Laplace dönüşüm yöntemi yardımıyla ilgili başlangıç değer 

probleminin çözümünü gereçekleştirir. Çözüm bileşenlerinin [0,10] aralığında zaman 

değişkenine göre grafiği ile [𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)]  parameterik grafiği sırasıyla aşağıda verilmektedir: 
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Şekil 4.1: Verilen denklem sisteminin 𝑥 ve 𝑦 bileşeninin zaman değişkenine göre grafiği 
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                             Şekil 4.2: Verilen denklem sisteminin faz düzlem grafiği 

 

𝑥(𝑡) çözümünün %o5 hücresinin birinci elemanının sağyanı ve 𝑦(𝑡) çözümünün ise  %o5 

hücresinin ikinci elemanının sağyanı olduğuna dikkat edilerek, yukarıdaki grafik çizim 

komutu aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

wxplot2d([parametric,rhs(%o5[1]),rhs(%o5[2]),[t,0,6],[nticks,300]]); 

 

Burada rhs(.),  ilgili hücrenin sağ tarafını(right hand side) göstermektedir. 

 

Yatay  eksen çözümün 𝑥 bileşeni ve düşey eksen ise 𝑦 bileşeni olmak üzere 𝑡 nin artan 

değerleri için (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))eğrisinin denklemin denge noktası olan (0,0) noktasına yaklaştığı 

görülmektedir. Diğer bir deyimle denge noktası asimtotik kararlıdır.  Verilen diferensiyel 

denklem  

𝐴 = [
−1/2 2
−2 −1/2

] 

 

katsayı matrisi ile vektör matris formatında 𝑋′ = 𝐴𝑋 biçiminde yazılabilir. 𝐴 matrisinin 

özdeğerleri 𝜆 = −1/2 ∓ 2𝑖 dir. Yani reel kısmı negatif olan karmaşık özdeğerler mevcuttur. 
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Bu durumda diferensiyel denklemler dersinden orjinin asimtotik kararlı denge noktası olması 

gerektiğini biliyoruz.  

4.3 Denklem sistemleri için parametrik çözüm eğrileri ve faz 

diyagramı 
 

Diferensiyel denklem sistemlerine ait yön alanları ve faz diyagramı  plotdf fonksiyonu 

yardımıyla elde edilebilir. Yukarıdaki örneğin yön alanları ve bazı çözüm eğrileri aşağıda 

verilmektedir: 

 

 

 
 

Ancak istenilen özelliklerde yön alanlarının elde edilebilmesi için aşağıda belirtilen ve 

plotdf arayüzünden   sekmesi ile ulaşılabilen özelliklerde düzenleme yapılması 

gerekebilir. Örneğin x ekseninin [−3,3] aralığına ayarlanabilmesi için 

xcenter=0,xradius=3 değerleri kullanılmalıdır. Yapılan değişikliklerin aktive edilmesi 

için  sekmesine tıklanması yeterlidir. 
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Yukarıda görüldüğü üzere açılan arayüzden yön alanları ve çözüm eğrileri grafik penceresine 

ait, renk, yön ve diğer ilgili parametreler yeniden düzenlenebilmektedir. 

 

4.4 Adi diferensyel denklem  sistemler için kararlılık analizi 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦) 

 

biçiminde ifade edilebilen  sistemlerin  𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 denklem sistemini sağlayan 

(𝑥, 𝑦) denge noktaları komşuluğunda yön alanları ve faz diyagramı  da  plotdf fonksiyonu 

yardımıyla elde edilebilir.  
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Örnek 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −(1 − 𝑥)𝑦 

 

nonlineer sistemininin denge noktalarını belirleyerek, denge noktaları komşuluğundaki 

çözümlerin kararlılığını araştıralım. 

 

 Verilen sistem  sistem sağ tarafını sıfır yapan   (0,0)  ve  (1,1) denge noktalarına sahiptir. 

Sistemin sağ tarafına  ait Jacobien matrisi 

 

𝐽 = [
𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

] = [
1 − 𝑦 −𝑥
𝑦 𝑥 − 1

] 

 

olarak elde edilir.  

𝐽(0,0) = [
1 0
0 −1

] 

olup, Maxima ortamında  özdeğerleri  

 
komutu ile  𝜆1 = −1, 𝜆2 = 1 olarak elde edilir.  ile  𝜆1 < 0 <, 𝜆2 olduğundan  (0,0)   denge 

noktası  eyer noktadır, Bknz [ Edwards ve Penney]. 

 

Öteyandan (1,1) denge noktasında  

𝐽(1,1) = [
0 −1
1 0

] 

olup  özdeğerleri 𝜆1 = 𝑖, 𝜆2 = −𝑖 dir. Tamamen sanal(reel kısımları sıfır) olan bu durumda 

ilgili denge noktasının türü hakkında bir şey söylenemez. 
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Ancak 

 

   
ile  aşağıda elde edilen yön alanları ve çözüm eğrilerinden (1,1) noktasının merkez olduğu 

anlaşılmaktadır. 

 
(0,0) denge noktasınını eyer noktası ve (1,1) denge noktasının ise merkez olduğu yukarıdaki 

şekilden görülmektedir. 

 

Örnek 

 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(𝑦 − 1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −(1 − 𝑥)𝑦 

 

nonlineer sistemininin denge noktalarını belirleyerek, denge noktaları komşuluğundaki 

çözümlerin kararlılığını araştıralım. 
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Bu sistem de  (0,0)  ve  (1,1) denge noktalarına sahiptir. Sistemin sağ yanına ait Jacobien 

matrisi 

 

𝐽 = [
𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

] = [
𝑦 − 1 𝑥
𝑦 𝑥 − 1

] 

 

olarak elde edilir.  

𝐽(0,0) = [
−1 0
0 −1

] 

olup, bu matrisin özdeğerleri 𝜆1 = −1, 𝜆2 = −1 dir. O halde (0,0) noktası sistemin kararlı 

düğüm noktasıdır. (1,1) denge noktasında ise  

𝐽(1,1) = [
0 1
1 0

] 

 

olup, bu matrisin özdeğerleri 𝜆1 = −1, 𝜆2 = 1 dir. O halde (1,1) noktası sistemin  eyer  

noktasıdır.              

(0,0) noktasının sistemin kararlı düğüm noktası, (1,1) denge noktasının ise eyer noktası 

olduğu yukarıdaki şekilde sunulan  𝑥 − 𝑦 faz diyagramından da görülmektedir. 
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Örnek 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (1 − 𝑥)𝑦 

 

nonlineer sistemininin denge noktalarını belirleyerek, denge noktaları komşuluğundaki 

çözümlerin kararlılığını araştıralım. 

 

 

Bu sistem de  (0,0)  ve  (1,1) denge noktalarına sahiptir. Sistemin sağyanına ait Jacobien 

matrisi 

 

𝐽 = [
𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

] = [
1 − 𝑦 −𝑥
−𝑦 1 − 𝑥

] 

 

olarak elde edilir.  

𝐽(0,0) = [
1 0
0 1

] 

olup, bu matrisin özdeğerleri 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1 dir. O halde (0,0) noktası sistemin kararsız 

düğüm noktasıdır. (1,1) denge noktasında ise 

𝐽(1,1) = [
0 −1
−1 0

] 

olup, bu matrisin özdeğerleri 𝜆1 = −1, 𝜆2 = 1 dir. O halde (1,1) noktası sistemin  eyer 

noktasıdır. 

 

 

 



Maxima ile Bayağı Diferensiyel Denklemler 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 75 

 
 

(0,0) noktasının kararsız düğüm noktası ve (1,1) noktasının ise eyer noktası olduğu 

yukarıdaki 𝑥 − 𝑦 faz diyagramından da açıkça görülmektedir. 

 

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

1. 𝑦′ + 𝑝𝑦 = 𝑞, 𝑦(0) = 3 , 𝑝, 𝑞 sabit, 

başlangıç değer problemini 

gözönüne alalım. 

a. 𝑝 = 1 sabit değeri ve 𝑞 = 1,2,3 

değerleri için ilgili başlangıç 

değer problemleri çözerek 

grafiklerini çiziniz. 𝑞 nun artan 

değerleri için elde ettiğiniz 

çözümleri karşılaştırınız.  

b. 𝑞 = 1 sabit değeri ve 𝑝 = 1,2,3 

değerleri için ilgili başlangıç 

değer problemleri çözerek 

grafiklerini çiziniz. 𝑝 nun artan 

değerleri için elde ettiğiniz 

çözümleri karşılaştırınız.  

c. Yukarıdaki sonuçlara göre bir 

genelleştirme yapabilir misiniz? 

 

2. 𝑦′′ + 𝑐𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑦(0) =
2, 𝑦′(0) = 1, 𝑐 > 0 başlangıç değer 

problemi verilmiş olsun. 

a. 𝑐 = 0.1  
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b. 𝑐 = 0.2 

c. 𝑐 = 0.5 
     sönüm sabitlerinin herbirisi için 

ilgili başlangıç değer probleminin 

çözümünü Maxima ortamında 

gerçekleştirerek, uygun bir zaman 

aralığında çözümün grafiğini 

çizdiriniz. Artan 𝑡 değerleri için 

çözümün davranışını 

gözlemleyiniz. c parametresinin 

artışı çözümü nasıl etkilemektedir? 

 

3. Soru 2 yi  𝑦′′ + 0.1𝑦′ + 𝑘𝑦 =
0, 𝑦(0) = 2, 𝑦′(0) = 1, 𝑘 > 0 
problemi için ve 

a. 𝑘 = 1 

b. 𝑘 = 2 

c. 𝑘 = 4 

  
   değerleri için tekrarlayınız. 𝑘 

parametresinin artan değerlerine 

karşı çözümde ne değişiklikler 

gözlemliyorsunuz? 

 

4. Soru 2 yi  𝑚𝑦′′ + 0.1𝑦′ + 𝑦 =
0, 𝑦(0) = 2, 𝑦′(0) = 1,𝑚 > 0 
problemi için ve  

a. 𝑚 = 1 

b. 𝑚 = 2 

c. 𝑚 = 5 

değerleri için tekrarlayınız. 𝑚 

parametresinin artan değerlerine 

karşı çözümde nasıl          

değişiklikler gözlemliyorsunuz? 

 

5. Soru 4 deki parametrelerin her bir 

değeri için  elde ettiğiniz çözüm 

için  [𝑦, 𝑦′] faz düzlem  grafiğini 

çizdiriniz. Ne gözlemliyorsunuz? 

 

6. Aşağıda verilen sınır-değer 

problemini göz önüne alalım: 

𝑦′′ + 𝑘𝑦 = 0, 𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0 
 

a. 𝑘 = 1,4,9 için sınır-değer 

probleminin çözümünü 

belirleyiniz. Artan 𝑘 değerlerine 

karşılık çözümün davranışını 

gözlemleyiniz. 

b. 𝑘 nın pozitif tamsayı olmayan 

değerleri için problemi çözmeye 

çalışınız. Ne gözlemliyorsunuz? 

 

7. Verilen diferensiyel denklem 

sistemlerin belirtilen yan şartları 

sağlayan çözümlerini bularak, 

[𝑡, 𝑥], [𝑡, 𝑦], [𝑥, 𝑦] grafiklerini 

[0,10] zaman aralığında çizdiriniz. 

 

a. 𝑥′ = −𝑦, 𝑦′ = 𝑥, 
𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 3 

b. 𝑥′ = −𝑦, 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦, 
𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 2 

c. 𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦, 𝑦′ = 5𝑥 − 6𝑦, 
𝑥(0) = 3, 𝑦(0) = 4 

 

 

8. Aşağıda verilen denklem 

sistemini göz önüne alalım 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥 + 𝑦 

 



Maxima ile Bayağı Diferensiyel Denklemler 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 77 

a. Verilen sistemin (𝑥(0), 𝑦(0)) =
(1,1) başlangıç şartını sağlayan 

çözümünü belirleyiniz. 

b. a da elde ettiğiniz  çözüm 

bileşenlerinin (𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑦)  
grafikleri ile  (𝑥, 𝑦) faz diyagramını 

elde ediniz 

c. (0,0) noktası komşuluğundaki yön 

alanlarını ve bazı çözüm eğrilerini 

elde ediniz. 

d. (0,0) noktası ne tür bir kritik 

noktadır. 

9. Soru 1 i  

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥 − 𝑦 

sistemi için tekrarlayınız. 

 

10. Soru 1 i 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥 + 𝑦 

sistemi için tekrarlayınız. 

 

11. (Proje)   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 

 

sistemi verilsin. Sistemdeki a,b,c,d 

parametlerini uygun biçimde 

seçerek 

𝐽 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

matrisinin 

a. pozitif iki özdeğere sahip olmasını 

sağlayınız. Bu durumda (0,0) 
noktası komşuluğunda yön alanları 

ve çözüm eğrilerini çizdirerek  

(0,0) denge  çözümünün 

kararlılığını araştırınız. 

b. birisi pozitif ve diğeri negatif  

özdeğerlere  sahip olmasını 

sağlayınız.  (0,0) noktası 

komşuluğunda yön alanları ve 

çözüm eğrilerininin davranışını 

inceleyiniz. (0,0) denge  

çözümünün kararlılığını araştırınız. 

c. negatif iki özdeğere sahip olmasını 

sağlayınız. Bu durumda (0,0) 
noktası nasıl bir kritik noktadır. 

d. Reel kısımları pozitif olan karmaşık 

köklere sahip olmasını sağlayınız. 

Bu durumda (0,0) noktası nasıl bir 

kritik noktadır. 

e. Reel kısımları negatif olan 

karmaşık köklere sahip olmasını 

sağlayınız. Bu durumda (0,0) 
noktası nasıl bir kritik noktadır. 

 

12.   Aşağıda verilen denklem 

sistemlerinin denge noktalarını 

belirleyerek  her bir noktanın 

kararlılığını araştırınız. 

 

a. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (1 − 𝑥)𝑦 

b. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥2 + 𝑦2 − 1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥2 + 𝑦 

c. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥2

4
+

𝑦2

9
− 1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑥2

9
+

𝑦2

4
− 1 

d. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥2

4
−

𝑦2

9
− 1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −

𝑥2

9
+

𝑦2

4
−

1 
 

 

 

 



 

Maxima ile Lineer Cebirsel İşlemler 

 

4.5 Maxima ile Regüler pertürbasyon problemleri 
 

 

Düşük basamaktan herhangi bir terimi yeterince küçük  bir 𝜖 > 0 parametresi içeren ve 

genelde nonlineer olan problemler regüler pertürbasyon problemi olarak 

sınıflandırılırlar.  

 

Örneğin özel bir Duffing denklemi olarak bilinen  

 

𝑦′′ + 𝑦′ + 𝑦 + 𝜀𝑦3 = 0, y(0)=𝛼, 𝑦′(0) = 𝛽 

 

denklemi için pertürbasyon yöntemi  

 

𝑦 = 𝑦0 + 𝜀𝑦1 + 𝜀2𝑦2 +⋯ 
 

biçiminde çözüm araştırır. Bu ifade denklemde yerine yazılarak, sırasıyla 𝑦0 teriminin  

 

𝑦0(0) = 𝛼, 𝑦0′(0) = 𝛽 
 

yan şartlarını sağlayan çözümü bulunur. Daha sonra elde edilen çözüm 𝑦1 için elde 

edilen denklemde yerine yazılarak 

 

𝑦1(0) = 0, 𝑦1′(0) = 0 
 

yan şartlarını sağlayan çözüm bulunur. Benzer işlemler 𝑦2 için ve gerekirse 𝜀 nun daha 

yüksek dereceli terimleri için de tekrar edilerek, çözüm için istenilen  yaklaşım elde 

edilir.  

 

 

Öncelikle yöntemi basit bir lineer problem üzerinde inceleyelim: 

 

𝑦′ + 𝜖𝑦 = 0, 𝑦(0) = 1. 

 

Pertürbasyon yöntemindeki temel fikir şudur: Diferensiyel denkleme çok küçük bir 

terim eklenerek elde edilen problemin çözümü, bu terim eklenmeksizin elde edilen 

çözüme küçük terimler ilave edilerek elde edilebilmelidir. Buna göre 
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𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) + ⋯ 
 

biçiminde bir çözüm aranır. Bu çözüm formatı denklemde yerine yazılarak 

 

(𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) + ⋯)′+𝜖(𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) + ⋯ ) = 0 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılarak, 

 

𝑦′0(𝑡) + 𝜖(𝑦′1(𝑡) + 𝑦0(𝑡)) + 𝜖2(𝑦′2(𝑡) + 𝑦1(𝑡)) + ⋯ = 0 

 

elde ederiz.  Denklemin sağlanması için 𝜖0, 𝜖1, 𝜖2, … terimlerinin katsayıları sıfıra eşit 

olmalıdır. Ayrıca 𝑦(0) = 1 başlangıç şartının sağlanması için  

 

𝑦0(0) = 1, 𝑦1(0) = 0, 𝑦2(0) = 0,… 
 

şartları  yeterlidir. Buna göre  

 

𝜖0:𝑦′0(𝑡) = 0, 𝑦0(0) = 1 
 

𝜖1:𝑦′1(𝑡) + 𝑦0(𝑡) = 0, 𝑦1(0) = 0 
 

𝜖2: 𝑦′2(𝑡) + 𝑦1(𝑡) = 0, 𝑦2(0) = 0 
                                             …     …………. 

 

sağlanmalıdır.  Sırasıyla her bir başlangıç değer problemi çözülerek, 

𝑦0(𝑡) = 1, 𝑦1(𝑡) = −𝑡, 𝑦2(𝑡) =
𝑡2

2
, . .. 

elde ederiz. O halde  

 

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) + ⋯ 

= 1 − 𝜖𝑡 +
𝜖2𝑡2

2
−⋯ 

 

elde ederiz.  Problemin analitik çözümünün 

𝑦 = 𝑒−𝜖𝑡 
olduğuna dikkat edelim.  
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Bu durumda  pertürbasyon çözümü ise analitik çözümün Taylor 
açılımına karşılık gelmektedir.  

 

    Örnek 

 

 

 𝑦′ + 𝜖𝑦 = 0, 𝑦(0) = 1. 

 

başlangıç değer probleminin  pertürbasyon çözmünün ilk üç terimini  Maxima 

ortamında da elde ediniz. 

 

 

Öncelikle hafızayı temizleyelim, ep yi sabit olarak tanımlayalım ve türevin lineer bir 

operatör olduğunu belirtelim: 

 

 
 

Daha sonra 𝑦(𝑡) pertürbasyon çözüm formunu tanıtalım: 

 

 
 

Diferensiyel denklemi denk etiketiyle tanıtalım: 

 
 

Diferensiyel denklemin ep ye göre Taylor açılımının ikinci dereceden terimine kadar 

olan kısmını Taylordenk isimli bir etikete atayalım: 

 

 
 

Taylor açılımında 𝜖0 teriminin katsayısına karşılık gelen denklemi de0 etiketine 

atayalım: 
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𝑦0(0) = 1  başlangıç şartını tanıtalım: 

 
 

de0 ile etiketlenen denklemi 𝑦0(𝑡) ye göre çözerek elde edilen sonucu 𝑦0𝑡 ile 

etiketleyelim: 

 

 
Taylor açılımında 𝜖1 teriminin katsayısına karşılık gelen denklemi de1 etiketine 

atayalım: 

 

 
  

de1 de 𝑦0(𝑡) yerine 𝑦0𝑡 çözümünü yazalım: 

 

 
 

𝑦1(0) = 0  başlangıç şartını tanıtalım: 
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de1 ile etiketlenen denklemi 𝑦1(𝑡) ye göre çözerek elde edilen sonucu 𝑦1𝑡 ile 

etiketleyelim: 

 

 
 

 

Taylor açılımında 𝜖2 teriminin katsayısına karşılık gelen denklemi de1 etiketine 

atayalım: 

 

 
 

de2 de 𝑦1(𝑡) yerine 𝑦1𝑡 çözümünü yazalım: 

 

 
 

𝑦2(0) = 0  başlangıç şartını tanıtalım: 

 

 
 

de2 ile etiketlenen denklemi 𝑦2(𝑡) ye göre çözerek elde edilen sonucu 𝑦2𝑡 ile 

etiketleyelim: 

 

 
 

Elde edilen çözümleri pertürbasyon çözümünde yerine yazalım: 
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   Örnek 

 

 

𝑦′′ + 𝑦′ + 𝜀𝑦3 = 0, y(0)=1, 𝑦′(0) = 0 

 

Duffing denkleminin  

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡) + ⋯ 
 

 

Biçiminde ifade edilen pertürbasyon çözümünün ilk üç terimini elde edelim. 

 

 

Belirtilen çözüm formunu yazarak, 

𝑦0
′′(𝑡) + 𝑦′

0
(𝑡) + 𝜖(𝑦1

′′(𝑡) + 𝑦1
′(𝑡) + 𝑦0(𝑡)

3) + 𝜖2(𝑦2
′′(𝑡) + 𝑦2

′(𝑡) + 3𝑦0(𝑡)
2𝑦1(𝑡)

+ ⋯ = 0 
 

elde ederiz. 

 

𝜖0: 𝑦0
′′(𝑡) + 𝑦′

0
(𝑡) = 0, 𝑦0(0) = 1, 𝑦0

′(0) = 0 

𝜖 ∶ 𝑦1
′′(𝑡) + 𝑦1

′(𝑡) + 𝑦0(𝑡)
3 = 0, 𝑦1(0) = 0, 𝑦1

′(0) = 0 
 

𝜖2: 𝑦2
′′(𝑡) + 𝑦2

′(𝑡) + 3𝑦0(𝑡)
2𝑦1(𝑡) = 0, 𝑦2(0) = 0, 𝑦2

′(0) = 0 
 

Denklemlerini çözmek suretiyle, 

 

 

𝑦0(𝑡) = 1 
 

 

𝑦1(𝑡) = −𝑒−𝑡 − 𝑡 + 1 
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ve  

 

𝑦2(𝑡) = −3𝑒−𝑡(𝑡 + 3) +
3𝑡2

2
− 6𝑡 + 9 

elde ederiz. 

 

Yukarıdaki işlemlerin Maxima ortamındaki karşılıkları aşağıda verilmektedir: 
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Bölüm Alıştırmaları 

 

1. Aşağıda verilen başlangıç değer 

problemlerinin 

            
𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝜖𝑦1(𝑡) + 𝜖2𝑦2(𝑡)

+⋯ 
 

biçimindeki asimtotik çözümünün 

ilk üç terimini Maxima ortamında 

belirleyiniz. 

 

a. 𝑦′ + 𝜖𝑦2 = 0, 𝑦(0) = 1 

b. 𝑦′′ + 𝜖𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑦(0) =
1, 𝑦′(0) = 0 

c. 𝑦′′ +
1

(1+𝜖𝑦)2
= 0, 𝑦(0) =

0, 𝑦′(0) = 1(yörünge problemi) 

d. 𝑦′′ +
1

(1+𝜖𝑦)2
= 0, 𝑦(0) =

0, 𝑦′(0) = 1(yörünge problemi) 

 

2. Soru 1 i aşağıda verilen verilen 

sınır-değer problemleri için  

tekrarlayınız. 

 

a. 𝑦′′ + 𝜖𝑦′ − 𝑦 = 0, 𝑦(0) =
1, 𝑦(1) = 1 

b. 𝑦′′ + 𝑦 + 𝜖𝑦3 = 0, 𝑦(0) =
1, 𝑦(𝜋/2) = 1 

 

 



 

 

 

 

 

 

                                                    

 
Bu bölümde  Maxima ortamında  

 

 

 Sıfıryeri belirleme, 

 Nonlineer sistemlerin çözümü, 

 Sayısal integrasyon(quadpack), 

 Rk(Runge-Kutta) ile diferensiyel denklem 

sistemlerinin sayısal çözümü ve ayrıca  

 fft (Fast Fourier Transform) Hızlı Fourier 

Dönüşümü işlemlerinin nasıl gerçekleştirildiğini 

inceliyoruz. 

5. Maxima ile Sayısal İşlemler 

5.1 Sıfıryeri belirleme  
Bir [a,b] aralığının uç noktalarında işaret değiştiren fonksiyonun bu aralık içerisindeki 

bir sıfıryeri find_root fonksiyonu yardımıyla bulunabilir:   

 

find_root 
 

Yazılımı 

 

 find_root(f,x,a,b) 
 

burada f sıfıryeri belirlenmek istenen 𝑥 değişkenli  fonksiyondur. 

 

 

 

 

5. BÖLÜM 

Maxima ile   Sayısal 

işlemler 
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    Örnek 

 
 

elde ederiz. Fonksiyonunu aralığın uç noktalarında aynı işarete sahip olması 

durumunda, söz konusu aralıkta sıfıryeri olsa bile, bu sıfıryeri belirlenemeyebilir: 

 

 

 
 

Diğer bir alternatif ise Newton yöntemidir. 

 

Newton 
 

Yazılımı 

 

newton(𝐟, 𝐱, 𝐱𝟎, 𝛜) 
 

biçimindedir. 𝑓 fonksiyonunun  x0  tahmini noktası  ile başlayan sıfıryerini belirleme 

süreci 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥𝑛)/𝑓
′(𝑥𝑛) 
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ile tanımlanan Newton iterasyonu  ile  |𝑓(𝑥𝑛+1)| < 𝜖 şartı sağlanıncaya  kadar devam 

eder. 

 

Kullanıldığı paket: newton1 
 

 

   Örnek 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 1 fonksiyonunun 𝑥0 = 1 noktasına yakın sıfıryerini aşağıdaki gibi 

elde ederiz: 

 

 
 

Ancak başlangıç noktasının iyi tahmin edilememiş olması durumunda, Newton 

yönteminin bilinen dezavantajları ortaya  çıkmaktadır: 

 

 
 

Yukarıdaki örnekte elde edilen sıfıryeri şüphesiz hatalıdır. Sıfıryerine daha yakın bir 

tahminle  
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elde ederiz. 

5.2 Nonlineer sistemler 

Nonlineer sistemler için Newton yöntemi Maxima ortamında mnewton fonksiyonu  

yardımıyla uygulanmaktadır. 

 

Yazılımı 

 

mnewton (fonksiyon listesi, değişken listesi, tahmini başlangıç değerler listesi) 
 

Kullanıldığı paket: mnewton 
 

𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛) 
olmak üzere  

𝐹(𝑋) = 0 
 

nonlineer sistemi için Newton yönteminin 

 

𝐽(𝑋(𝑖))∆𝑋(𝑖) = −𝐹(𝑋(𝑖)), 

𝑋(𝑖+1) = 𝑋(𝑖) + ∆𝑋(𝑖) 
 

biçiminde tanımlandığını hatırlayalım, burada 𝐽(𝑋(𝑖)) ise 𝐹(𝑋) in Jacobien matrisinin 

𝑋(𝑖) noktasındaki değeridir. 

 

    Örnek 

 
𝑥2 + 𝑦2 = 1 

−𝑥2 + 𝑦 = 0 
 

nonlineer sistemi  için (𝑥0, 𝑦0) = (1,1) başlangıç tahminiyle Newton yöntemini 

uygulayalım. 
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Özel olarak verilen sistem polinomlardan oluşmakta ise, yani nonlineer polinom sistemi ise 

bu durumda algsys veya solve fonksiyonları kullanılabilir. 

 

Algsys 

 
Yazılımı 

 
Algsys(polinom fonksiyon listesi, değişken listesi) 
 Algsys nonlineer  polinom sistemlerini çözer. Yöntem yok etme esasına göre 

verilen sistemiden tek bilinmeyenli denklem elde ederek, solve yardımıyla denklemi çözer. 

Elde edilen çözüm diğer denklemlerde yerine yazılmak suretiyle her bir bilinmeyen 

belirlenmeye çalışılır. 
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Ancak algsys polinom olmayan sistemler için kullanılamaz: 

 

 
 

Nonlineer polinom sistemler için diğer bir seçenek solve fonksiyonudur: 

 

Solve  
 

Yazılımı 

 
solve(polinom fonksiyon listesi, değişken listesi) 

 
 Solve da algsys gibi nonlineer  polinom sistemlerini çözer. 

 

 
 

Solve fonsiyonu arka planda algsys fonksiyonunu kullanır ve doğal olarak  polinom 

olmayan sistemler için kullanılamaz. 

 
 

5.3 Sayısal integrasyon 
Quadpack sonlu veya sonsuz aralık üzerinde integrallenebilen  fonksiyonların belirli 

integrali için uygun sayısal yaklaşımlar hesaplayan fonksiyonlar içermektedir.  
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5.3.1 Sonlu aralık üzerinde sayısal  integrasyon(quad_qags) 

 

Örnek 

 

 

 
 

seçenekleriyle sonuç gösterim formatında altı rakam kullanmak suretiyle 𝑓(𝑥) =
log(𝑥) cos(𝑥) fonksiyonunun [0,1] aralığı üzerindeki integrali için 

 

 

 
 

elde ederiz. %o2 deki listenin ilk elemanı integral için elde edilen yaklaşımı göstermektedir. 

İkinci eleman ise sonuçtaki tahmini mutlak hatayı ifade etmektedir. Üçüncü eleman ise 

sayısal integrasyon işleminde 𝑙𝑜𝑔(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑥)  fonksiyonunun 231 kez değerinin 

hesaplatıldığını ifade etmektedir.  Listedeki son eleman ise hata kodu olarak bilinir. Hata 

kodunun 0 olması  integrasyon işleminde hiçbir sorunla karşılaşılmadığını ifade etmektedir.  
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Hata kodunun 1 olması integrasyon aralığının  çok fazla sayıda alt aralığa bölünmüş 

olduğunu ifade eder: 

 

Örnek 

 

 Sıfır noktası komşuluğunda çok sayıda salınım yapan sin(
1

𝑥
) fonksiyonunun [0.0001,1]  

aralığı üzerindeki integrali için  

 

 
 

elde ederiz. Bu sonuç  integral için 8379 noktada fonksiyon değeri hesaplatıldığını  ve 

ancak  2.69𝑥10−5  değerine  yakın bir mutlak hata ile  sonucun elde edildiğini ifade 

etmektedir. 

 

Öte yandan  

 

∫ 𝑥𝛼𝑑𝑥
1

0

 

integrali için 𝛼 = −0.999  değeri ile  

 

     
 

doğru yaklaşım üretirken, 𝛼 = −0.99999   değeri ile  

 

 
 

 
1 hata koduyla hatalı  sonuç üretmektedir. 

 

Hata kodunun2 olması aşırı yuvarlama hatası oluştuğunu ifade eder. Örneğin  
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Doğru sonucu vermesine karşın, 2 hata koduyla yuvarlama hatalarının olmuş olabileceini 

ifade etmektedir. Esasen [−𝐿, 𝐿] aralığındaki herhangi bir tek fonksiyon için aynı hata kodu 

üretilmektedir. 

 

 

Hata kodunun 3 olması integrasyon fonksiyonunun integral işlemi için iyi olmadığı kabul 

edilen davranışlar sergilediğini, hata kodunun 4 olması  ise integrasyon algoritmasının bir 

sonuca  yakınsamadığını, 5 olması ise integral sonucunun ıraksak veya yavaş yakınsak 

olduğunu ifade etmektedir.  

 

Örnek 

 
  

 

 
 

doğru yaklaşımını 231 fonksiyon değeri hesaplamak 5 hata koduyla  üretmektedir.  

 

Hata kodunun  6  olması ise  verilerde hata olduğunu ifade etmektedir.  

 

5.3.2  Yarı sonsuz ve sonsuz  aralık üzerinde  sayısal 

integrasyon(quad_qagi) 

 

  𝑓(𝑥) =
1

√𝑥(𝑥+1)
 fonksiyonunun (0, ∝) aralığı üzerindeki integrali için  
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elde ederiz. Yarı sonsuz aralık üzerindeki integral için sonlu aralık üzerindeki integrasyon 

işlemi için yukarıda kullanılan quad_qags yerine  quad_qagi nin kullanıldığına dikkat 

edelim.   

 

  𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
 fonksiyonunun (−∞,∝) aralığı üzerindeki integrali için  

 

 
sıfır hata kodu ile   

√𝜋 = 1.772453850905516 
gerçek değerini elde ederiz. 

 

Alternatif olarak sayısal integrasyon işleminde romberg seçeneği de kullanılarak romberg 

yaklaşımı elde edilebilir. Ancak romberg seçeneği her zaman iyi sonuçlar vermeyebilir: 

 

5.3.3 Cauchy Esas değeri(quad_qawc) 

 

𝑥 = 𝑐 noktası komşuluğunda sınırlı olmayan 𝑓(𝑥)/(𝑥 − 𝑐) fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığındaki 

Cauchy esas değeri 

 

 P∫
𝑓(𝑥)

(𝑥−𝑐)
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
=lim𝑟→0+ [∫

𝑓(𝑥)

(𝑥−𝑐)
𝑑𝑥 + ∫

𝑓(𝑥)

(𝑥−𝑐)
𝑑𝑥

𝑏

𝑐+𝑟

𝑐−𝑟

𝑎
] 

 

olarak tanımlanır ve  Maxima quad_qawc fonksiyonu yardımıyla hesaplanır.   

 

Yazılımı 

quad_qawc (f, x, c, a, b)  
biçimindedir. 

 

Özel olarak  

 

P∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= ∫ (𝑔(𝑥) + 𝑔(−𝑥))𝑑𝑥

𝑎

0
 

 

olduğu gösterilebilir[bknz 7].  
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Örnek 

 
 

 𝑃 ∫
𝑑𝑥

𝑥

1

−1
= 0 

değeri  

 

 

 
olarak elde edilir. 

 

Benzer biçimde  

𝑃∫
𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥

1

−1

= 2∫
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

1

0

≅ 2.114501750751457 

değeri  

 
olarak elde edilir. 

5.4 Diferensiyel Denklemler için sayısal çözüm yöntemleri 
 

Birinci basamaktan bir diferensiyel denklem veya denklem sistemi ile oluşturulan başlangıç 

değer problemi veya sistemi IV. Basamaktan Runge-Kutta yöntemini kullanan rk 

Maxima fonksiyonuyla sayısal olarak çözülebilir: 

 

Yazılımı 

 

rk(denklem, bağımlı değişken, başlangıç değer,  çözüm bölgesi) 
 

biçimindedir.  Burada çözüm bölgesi ise  

 

[başlangıç noktası, bitiş noktası, adım uzunluğu] 
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formatındadır. 

 

Örnek 

 

𝑦′ = 𝑦 + cos(𝑡) − sin(𝑡) 
𝑦(0) = 0 

başlangıç değer probleminin sayısal çözümünü [0,1] aralığında ve ℎ = 0.1 adım uzunluğu ile 

elde edelim. Elde ettiğiniz sonuçları 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) gerçek çözümü ile karşılaştıralım. 

 

 
Yukarıda sonuc listesinin görünümü daha okunabilir olan sonucMat isimli matrisin 

funmake komutu yardımıyla nasıl elde edildiğine dikkat edelim. 

 

Matrisin birinci sütununun 𝑡 değişken değerleri ve ikinci sütununun ise elde edilen yaklaşık 

çözüm değerleri olduğunu biliyoruz. Bu sayısal değerleri sırasıyla 𝑡  ve 𝑌 vektörlerine 

atayalım ve gerçek çözümüm 𝑡 vektöründeki değerini ise 𝑌𝑔 olarak adlandıralım: 
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 %o5 ile gösterilen yaklaşımlar ve %o6 ile gösterilen gerçek çözüm değerleri 

karşılaştırıldığında, elde edilen yaklaşımlarda virgülden sonra dört basamağa kadar hata 

oluşmadığı görülmektedir. 

 

 
komutu ile de  yatay eksen 𝑡 ekseni ve düşey eksen y ekseni olmak üzere elde edilen (𝑡, 𝑦) 
yaklaşım grafiği çizilebilir. 

 

Alternatif olarak 𝑡 ve 𝑌 vektörleri sonuc listesi içerisinden  makelist komutu yardımıyla da 

aşağıdaki gibi elde edilebilirler: 

 

 
 

 

Rk  fonksiyonuyla diferensiyel denklem sistemi için de sayısal olarak çözülebilir. 
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Örnek 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −(1 − 𝑥)𝑦 

 

𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 3 

başlangıç değer probleminin [0,10] zaman aralığındaki sayısal çözümünü ℎ = 0.1 adım 

uzunluğu ile Maxima rk fonksiyonu yardımıyla elde edelim. 

 

 

Rk fonksiyonunu verilen diferensiyel denklem sistemine uygulayalım: 
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Çözüm bileşenlerinin zaman değişkenine göre grafikleri yukarıda görüldüğü gibi elde edilir. 

Burada discrete1 ile gösterilen grafik x bileşenine ve discrete2 ile gösterilen grafik 

ise y bileşenine aittir. 



 

 

 

 

 

 

 

 

                                                               
 

 

 Bu bölümde  Maxima ortamında  

 
 sıralı yapı, 
 şartlı yapı,  

  tekrarlı yapı ve 

 bu yapıları içeren blokların(programların) nasıl 

oluşturulduğunu örneklerle inceliyoruz. 

6. Maxima ile kodlama(programlama) 
Öncelikle herhangi bir programlama dilinde olduğu gibi Maxima ile programlamada 

kullanılan sıralı, şartlı ve tekrarlı yapıları  inceleyelim. Daha sonra bu yapıları barındıran ve 

MATLAB veya Octave da fonksiyon programı ve Pascal da ise Procedure adı 

verilen yapılara  Maximada karşılık gelen block yapısını inceleyeceğiz. 

 

6.1 Sıralı yapı 
 

Maxima ortamında hazırlanan programlar blok  adı verilen bir yapı ile oluşturulur. Block 

yapı, kullanıcı tarafından sağlanan verileri işleyerek, bir sonuç üreten bir yapıdır. 

 

Genel yazılımı: 

 
Blok_ismi(input listesi):=block([varsa yerel değişkenler], 

diğer komutlar) 

 

6. BÖLÜM 

Maxima ile   

kodlama(programlama) 
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biçimindedir. Return fonksiyonu kullanılmamaışsa en son hesaplanan değişken değeri geri 

gönderilir. 

Blok yapısı kullanılmak suretiyle belirli amaca yönelik fonksiyon programları 

oluşturulabilir. Aşağıdaki örnekleri inceleyerek, bu yapının işlevini anlamaya çalışalım: 

 

6.2 Şartlı yapı 
 

Bu yapı if komutu yardımıyla  

 
 if mantıksal karşılaştırma  

      deyim 
 else 

     deyim 

  

şeklinde kullanılır. Birden fazla deyim olması durumunda deyimler grubu yuvarlak parantez 

içerisinde yazılır ve deyimler arasında virgül kullanılır. Aşağıdaki karşılaştırmaları  
  a:2;b:3; 

 için inceleyiniz. 

 

 

 

operatör karşılaştırma sonuç 

< if a<b then c:1 else c:0$ c=1 

= if a=b then c:1 else c:2$ c=2 

#:eşit değil if a#b then c:3 else c:4$) c=3 

<,deyimler if a<b then (c:2,d:3)  

    else  (c:3,d:2)$  

display(c,d); 

 

 

c=2 

d=3 

and if a>0 and b>0 then c:1  

else c:0$ 

c=1 

or if a=2 or b=2 then c:a+b 

else c:a-b$ 

C=5 

>= if a>=0 then sonuc:a  

else sonuc:-a$ 

sonuc=2 
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Kullanıcı tarafından sağlanan verileri işleyerek, bir sonuç üreten ve MATLAB deki fonksiyon 

programları veya Pascal daki procedure yapılarına benzer bir yapıdır. 

 

Genel yazılımı: 

 
Blok_ismi(input listesi):=block([varsa yerel değişkenler], 

diğer komutlar) 

 

biçimindedir. Return fonksiyonu kullanılmamaışsa en son hesaplanan değişken değeri geri 

gönderilir. 

Blok yapısı kullanılmak suretiyle belirli amaca yönelik fonksiyon programları 

oluşturulabilir. Aşağıdaki örnekleri inceleyerek, bu yapının işlevini anlamaya çalışalım: 

 

Örnek 

  
Verilen iki sayının büyüyüğü  hesaplayan aşağıdaki bloku hazırlayalım. 
 

 

 
,return(buyukab))$ 
 

 
Yukarıdaki bloku kullanarak verilen üç sayının büyüğünü bulan aşağıdaki bloku 

inceleyelim: 
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Ucbuyuk isimli blokun daha önce tanımlanan buyuk isimli bloku nasıl kullandığına 

dikkat edelim.  

 

Örnek 

 
 𝑤(𝑥) ağırlık fonksiyonu ile 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) fonksiyonlarının [a,b] aralığındaki iç çarpımını 

hesaplayan bir blok oluşturalım. 
 

 

Belirtilen iççarpımın  

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

olarak tanımlandığını hatırlayalım. iccarpw(f,g,w,a,b) komutu ile belirtilen iççarpımı 

hazırlayan bir blok hazırlayalım: 

 

a ve b nin sonlu değerler olması durumunda belirtilen integrali integrate fonksiyonu 

yardımıyla hesaplayabiliriz. Ancak herhangi birinin sonlu olmaması durumunda bu kez söz 

konusu integrali quad_qagi fonksiyonu yarımıyla hesaplayabiliriz.  

 

 Kullanıcı tarafından tanımlanan f,g ve w fonksiyonlarıyla birlikte a ve b değerlerini 

aldıktan sonra 

 a nın −∞ veya b nin ∞ olması durumunda quad_qagi 

 değilse integrate fonksiyonu yardımıyla belirtilen integrali hesaplayarak geri 

döndüren blok aşağıda verilmektedir: 
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Köşeli parantez içerisinde 𝑥 yerel değişken olarak tanımlanmaktadır. Blokta yer alan şartlı 

yapıyı yakından inceleyelim: 

 

if (a=minf or b=inf) karşılaştırması  a nın −∞ veya b nin ∞ olması durumunda 

doğru kabul edilerek birden fazla komutu içeren aşağıdaki blok çalıştırılmaktadır. 

 
block(liste:quad_quagi(f*g*w,x,a,b), sonuc:liste[1]) 

 

quad_qagi fonksiyonu integral sonucu ile birlikte integrasyonla ilgili gerekli olabilecek 

diğer bilgileri bir liste halinde geri döndürmektedir. Bu listenin birinci elemanı aradığımız 

sonuçtur. Dolayısıyla elde edilen sonuclar liste isimli bir listeye atanmakta ve bu listenin ilk 

elemanı sonuc değişkenine atanarak geri döndürülmektedir. 

 

Karşılaştırmanın doğru olmaması durumunda a ve b değerleri sonlu olarak kabul edilerek 

(a=inf veya b=minf olmayacağı kabul edilmektedir) else den sonra yer alan 

integrate fonksiyonu yardımıyla integrasyon işlemi gerçekleştirilmektedir. 

 

 

 İntegral hesaplanarak elde edilen sonuç ise sonuc isimli bir değişkene atanmakta ve 

return fonksiyonu yardımıyla kullanıcıya gönderilmektedir.  

 

Tanımlanan blok aşağıdaki gibi çalıştırılabilir: 

 
 

Hazırlanan blok’un batch dosyası olarak kaydedilmesi: 

 

%i3 ile etiketlenen bloku  batch dosyası olarak iccarpw.mac  ismi ile 

 
C:\Documents and Settings\PC\maxima 
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klasörüne kaydettiğimizi düşünelim. 

 

Kaydedilen blokun başka bir oturumda kullanımı: 

 

 
 

komutu  ile  iccarpw.mac batch blokunu açmış olduğumuz çalışma ortamına tanıtabiliriz. 

Bunun için  Üst karakter tuşunu basılı tutarak  enter tuşuna basmak yeterlidir.  Böylece  

iccarpw blokunu istediğimiz fonksiyonların iccarpw blokunda tanımlanan  𝑤(𝑥) ağırlık 

fonksiyonuyla birlikte iççarpımını elde etmek için kullanabiliriz.   

 

Örnek 

 
Kullanıcı tarafından tanımlanan 𝑓 fonksiyonunun yine kullanıcı tarafından belirlenen  [𝑎, 𝑏] 
aralığındaki Fourier serisinin ilk 𝑁 teriminin toplamını bularak grafiğini çizdiren fourier 

isimli bir blok hazırlayalım. 
 

 

Genel bir [𝑎, 𝑏] aralığında Fourier katsayıları 

𝑎𝑛 =
2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)cos(

2𝑛𝜋𝑥

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

)𝑑𝑥, 𝑛 = 0,1, … 

𝑏𝑛 =
2

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)sin(

2𝑛𝜋𝑥

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

)𝑑𝑥, 𝑛 = 1,2, … 

olmak üzere ilgili Fourier serisinin ilk 𝑁 teriminin toplamını 

𝐹(𝑥) =
𝑎0
2
+∑𝑎𝑛

𝑁

𝑛=1

cos (
2𝑛𝜋𝑥

𝑏 − 𝑎
) + 𝑏𝑛 sin (

2𝑛𝜋𝑥

𝑏 − 𝑎
) 

olarak ifade edebiliriz. 

 

Yukarıda belirtilen 𝐹(𝑥) değerini hesaplayan fourier isimli blok aşağıda verilmektedir: 
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Yukarıdaki fourier blokunda kullanıcı tarafından verilen  𝑓 fonksiyonu, 𝑎 ve 𝑏 aralık uç 

noktaları ve 𝑁 pozitif tamsayısı için 𝐹(𝑥)  kısmi toplamı hesaplanmaktadır. Ayrıca elde 

edilen kısmi toplamın [𝑎, 𝑏] aralığı üzerindeki grafiği çizilmektedir.  
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6.3 Tekrarlı yapı  
 

For döngüsü ile geliştirilen farklı yazılımlardaki tekrarlı yapıyı inceleyelim: 

 

Yazılımı: 

 

  for  değişken: başlangıc_deger step artım thru son_deger do  
 (  

    döngü işlemleri 

 ) 

 veya 

 

 for  değişken: başlangıc_deger unless şart  do  

 (  

  döngü işlemleri 

  ) 

  

 veya  

 

 for  değişken: başlangıc_deger while şart  do  
 (  

  döngü işlemleri 

 ) 

 

biçimindedir. 

 

Örnek 

 
Basit bir faktoriyel işlemi gerçekleştiren faktor isimli bir blok hazırlayalım. 
 

Öncelikle faktöriyel işlemini gerçekleştiren bir for döngüsü oluşturalım: 
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Yukarıdaki işlemleri bir blok içerisinde aşağıdaki gibi gerçekleştirebiliriz: 

 

 
 

Örnek 

 
Verilen bir 𝑓 fonksiyonunun verilen bir 𝑥0 noktasında ve verilen bir 𝑛   sayıda teriminden 

oluşan Taylor polinomunu hesaplayan Taylor isimli bir blok hazırlayalım. 
 

𝑓 fonksiyonunun 𝑥0 noktası komşuluğunda, derecesi 𝑛 e eşit veya 𝑛 den küçük olan Taylor 

polinomunun 

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)

2 

+
𝑓′′′(𝑥0)

3!
(𝑥 − 𝑥0)

3 +⋯
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛  

ile verildiğini hatırlayalım. O halde her defasında yeni bir terimi hesaplayarak önceki toplama 

ilave eden bir yığmalı toplam ile 𝑃𝑛(𝑥) polinomunu oluşturmalıyız. Bu amaçla 

3. 𝑓, 𝑥0, 𝑛 değerlerini kullanıcından alarak 
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4. 𝑓(𝑖)(𝑥0) değeriri 
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑖−1)(𝑥) ile önceki adımda elde edilen turev fonksiyonunun 

türevinin  𝑥0daki değeri olarak elde edelim. 

5. (𝑥 − 𝑥0)
𝑖 carpımını ise  (𝑥 − 𝑥0)

𝑖−1(𝑥 − 𝑥0) ile önceki adımda elde edilen terimi 

(𝑥 − 𝑥0) ile çarpmak suretiyle elde edelim.  

6. 1/𝑖! değerini önceki adımda elde edilen 1/(𝑖 − 1)! değerini 1/𝑖 ile çarparak elde 

edelim. 

7. Böylece i-inci adımda elde ettiğimiz 
𝑓(𝑖)(𝑥0)

𝑖!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑖 terimini önceki toplama ilave 

edelim. 

  

 

 
 

 

Yukarıdaki bloku aşağıdaki fonksiyon örnekleriyle çalıştıralım: 
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Not: 

Yukarıdaki blokta  

 her adımda turev(x) fonksiyonunun bir önceki adımda elde edilen turev(x) 

fonksiyonunun türevi olarak elde  edildiğine terim ve carp terimlerininin de bir önceki 

adımdaki değerler cinsinden elde edildiğine dikkat edelim.  

 Tay yığmalı toplamının do (….)    parantezleri içerindeki son terim olduğu için  

virgülle sonlandırılmadığına dikkat edelim. 

 Benzer biçimde blok ifadenin en son terimi olan retun(tay) komutunun virgülle 

sonlandırılmadığına dikkat edelim. 

 Hazırladığınız bloku  

"C:/Documents and Settings/PC/maxima/taylor.mac"  

olarak kaydediniz. Daha sonraki oturumlarda load(“taylor.mac”) komutuyla 

Taylor blokunu tanıtarak çalıştırabilirsiniz. 
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Örnek 

 

𝑃𝑘(𝑥) =
𝑘!

(2𝑘)!

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(𝑥2 − 1)𝑘, 𝑘 = 0,1, … 

ile tanımlanan Legendre polinomlarını kullanıcı tarafından girilen n derecesine kadar elde 

ederek sunan Legendre isimli bir blok hazırlayalım. 

 

 

Hazırlayacağımız blok for döngüsü kullanan bir tekrarlı yapıdan oluşacaktır.Yukarıdaki 

formül ile tanımlanan polinomları hesaplayarak, öncelikle ratsimp fonksiyonu ile 

sadeleştiren ve ardından terimleri dağıtarak açık formatta display komutu yardımıyla 

sunan legendre isimli blok aşağıda verilmektedir. Gerekli  k!  değerinin Maxima 

ortamında k!   komutu yardımıyla elde edildiğine dikkat edelim: 

 

 
 

 

Legendre blokunu aşağıdaki gibi çalıştırabiliriz: 
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Hazırladığımız bloku içeren çalışma yaprağını legendre.mac isimli bir batch dosyası 

olarak kaydedelim. 

Yeni bir çalışma sayfası açarak dosyayı yükleyerek çalıştırabiliriz: 

 
 

Aşağıdaki örnek  hem tekrarlı ve hem de şartlı yapıya sahip bir bloktan oluşmaktadır. 

 

Örnek 

 
Gram-Schmidt yöntemi ile 𝑝0(𝑥) = 1, olmak üzere  tanımlanan 𝑤(𝑥) ağırlık fonksiyonu ile  

 

𝑝1(𝑥) = [𝑥 −
<𝑥𝑝0,𝑝0>

<𝑝0,𝑝0>
] 𝑝0, 

 

𝑝𝑖+1(𝑥) = [𝑥 −
< 𝑥𝑝𝑖, 𝑝𝑖 >

< 𝑝𝑖, 𝑝𝑖 >
]𝑝𝑖 −

< 𝑝𝑖, 𝑝𝑖 >

< 𝑝𝑖−1, 𝑝𝑖−1 >
𝑝𝑖−1, 𝑖 = 1,2, … 

 

 

ile tanımlanan ortogonal polinomlar dizisini ve her birini hesaplayan ortogonals isimli bir  

blok hazırlayalım. Hazırladığımız blok, gerekli iççarpımları yukarıda tanımlanan iccarpw 

bloku ile gerçekleştirsin. 

 

 

Notasyonel kolaylık açısından  

 

İlk_terim=[𝑥 −
<𝑥𝑝𝑖,𝑝𝑖>

<𝑝𝑖,𝑝𝑖>
] 𝑝𝑖 

ve  

 

İkinci_terim=
<𝑝𝑖,𝑝𝑖>

<𝑝𝑖−1,𝑝𝑖−1>
𝑝𝑖−1 

 

olarak tanımlayalım.  

Daha önce tanımladığımız iccarp isimli batch dosyasını tanıttıktan sonra, p isimli bir 

listenin elemanları olarak yukarıda tanımlanan polinomları elde edebiliriz.  
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𝑝𝑖+1(𝑥) = 𝑖𝑙𝑘𝑡𝑒𝑟𝑖𝑚 − 𝑖𝑘𝑖𝑛𝑐𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑚, i=1,2,… 

olarak ifade edebiliriz.  

Hazırlayacağımız blok sırasıyla aşağıdaki işlemleri gerçekleştirmelidir: 

 

 iccarpw.mac dosyasında kayıtlı iccarpw blokunu load komutu yardımıyla 

oturumumuzda kullanılabilir hale getirelim. 

 𝑝0(𝑥) = 1 olmak üzere 𝑝1(𝑥) = [𝑥 −
<𝑥𝑝0,𝑝0>

<𝑝0,𝑝0>
] 𝑝0  fonksiyonlarını öncelikle p 

isimli bir listenin p[0] ve p[1] elemanları olarak tanımlayalım.  

 i değişkeninin  1 den başlamak üzere kullanıcı tarafından verilen n değerine kadar 

olan  her bir değeri için 

a. p listesinin i+1-inci elemanını yukarıda verilen bağıntı yardımıyla 

tanımlayalım. ve 

b.  ekranda görüntüleyelim. 

 

Yukarıdaki işlemleri sırasıyla gerçekleştiren ortogonals isimli blok aşağıda 

sunulmaktadır: 

Ortogonals  blokunda  

 load("iccarpw.mac") komutu ile iccarpw bloku tatıtılmakta 

 ratprint:false, 

 ile rasyonel formata dönüşümdeki uyarı mesajlarının görüntülenmemesi istenmekte, 

 format:read("rasyonel/reel-->1/0"), 

 komutuyla sonucların rasyonel mi yoksa reel olarak mı görüntülenmesi için format 

değişkenine 1(rasyonel format) veya sıfır(reel format) değeri atanmakta, 

 p[0]:1 ile ilk polinom 1 olarak kabul edilmekte, 

 pay:iccarpw(x*p[0],p[0],w,a,b), 

payda:iccarpw(p[0],p[0],w,a,b), bolum:pay/payda, 

  p[1]:(x-bolum)*p[0] ile 𝑝1(𝑥) polinomu tanımlanmakta, 

 display(p[0]), display(p[1]), 

ile 𝑝0(𝑥) ve 𝑝1(𝑥) polinomları görüntülenmekte, 
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 for döngüsünde ise i nin 1 den n e kadar her bir  değeri için yukarıda tanımlanan 

ilk_terim  ve ikinci_terim hesaplanarak 𝑝𝑖+1(𝑥) polinomu tanımlanmakta ve 

görüntülenmektedir. Eğer format değişkeni 1 değerine sahipse 𝑝𝑖+1(𝑥) in katsayıları 

rasyonel, değilse reel olarak elde edilmektedir. 

 

ortogonals   blokunu aşağıdaki gibi çalıştırabiliriz: 
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Yukarıda elde edilen polinomlar Legendre polinomlarıdır. Legendre polinomlarının 

bütün sıfıryerleri reel ve basit sıfıryerleri olup,  [-1,1] aralığında yer alırlar. 

 

Reel formatta ise reel katsayılı Legendre polinomlarını elde ederiz: 
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Örnek 

 
 [𝑎, 𝑏] aralığında 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0 şartını sağlayan f fonksiyonunun bir reel sıfıryerini 

ikiyebölme yöntemi yardımıyla bulan bir maxima programı geliştirelim. Sonuçlandırma 

kriteri olarak elde edilen en son alt aralığın orta noktası kabul edilen c noktasında |𝑓(𝑐)| <
10−5  sağlanıp sağlanmadığını kontrol edelim. 

 

 

Bu amaçla  

 öncelikle verile aralığın 𝑐 = (𝑎 + 𝑏)/2 ile tanımlanan orta noktasını belirleyelim. 

 𝑖 = 1 den başlayarak |𝑓(𝑐)| < 10−5 olmadığı surece 

o 𝑓(𝑎)𝑓(𝑐) < 0 ise 𝑏 = 𝑐 değilse 𝑎 = 𝑐 alarak yeni [𝑎, 𝑏] alt aralığını 

belirleyelim. 

o 𝑐 = (𝑎 + 𝑏)/2 orta noktasını hesaplayalım. 

o [𝑖, 𝑎, 𝑐, 𝑏] değelerini ekrana görüntüleyelim ve i değerini artıralım. 

 Elde edilen en güncel 𝑐 değerini sıfıryeri olarak geri gönderelim. 

 

Yukarıda adımlanan işlemleri gerçekleştiren blok yapı aşağıda verilmektedir: 
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Yukarıda verilen blok ta for döngüsünün kullanımına dikkat edelim: 

 
 for i:1 unless abs(f(c))<1e-5 

 

ile i değişkeni 1 değerinden başlayarak |𝑓(𝑐)| < 10−5 kriteri sağlanıncaya kadar  

Programı çalıştırmak için öncelikle f  fonksiyonunu tanımlayalım. 

 

 
 

𝑓 fonksiyonunun [0,2] aralığında sıfıryeri olduğunu biliyoruz, çünkü 𝑓(0) < 0, 𝑓(2) > 0 ve 

𝑓 sürekli bir fonksiyondur.  

Programı aşağıdaki gibi çalıştırarak her adımda elde edilen [𝑎, 𝑏] alt aralığı ve orta noktalar 

dizisini görüntüleyebiliriz: 
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14  üncü iterasyonda elde eldilen sıfıryeri ise %o3 de verilen 1.3532104 değeridir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik  Problemler 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 122 

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

 

1. [0, 𝐿] aralığında tanımlı bir 𝑓 

fonksiyonunun Fourier cosinüs 

açılımının kullanıcı tarafından 

verilen 𝑁 teriminin toplamını 

hesaplayarak fonksiyon ile birlikte  

grafiğini aynı eksende çizdiren bir 

blok hazırlayınız.  

 

2. Örnek 2 de verilen iccarpw 

bloku yardımıyla sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) , 𝑛 =

0,1,2, …  fonksiyonlarının [−𝐿, 𝐿] 
aralığında ortogonal olduğunu 

gözlemleyiniz. 

 

 

3. Örnek 3 de verilen fourier blokunu 

𝑓(𝑥) = 𝑥 fonksiyonu, [−1,1] 
aralığı ve farklı 𝑁 değerleri için 

çalıştırarak, Fourier serisine ait  

kısmi toplamlar dizisinin ilgili 

fonksiyona nasıl yakınsadığını 

gözlemleyiniz. 

 

4. Örnek 5 de verilen Taylor 

blokunu 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) fonksiyonu 

için [−1,1] aralığında 𝑁 in artan 

değerleri için çalıştırarak, Taylor 

serisine ait kısmi toplamlardan 

oluşan Taylor polinomlarının 

ilgili fonksiyona nasıl yakınsadığını 

gözlemleyiniz. Fonksiyon ve 

Taylor polinomlarının grafiklerini 

aynı eksende çizdiriniz. 

 

 

5. Örnek 6 da verilen Legendre 

blokunu, ilgili polinomların 

sıfıryerlerini de belirleyerek, 

polinomlar ve sıfıryerlerini  

ekranda görüntüleyecek biçimde 

geliştiriniz. Polinom sıfıryerlerinin 

reel olup,  [−1,1] aralığında yer 

aldığını gözlemleyiniz. 

 

6. Örnek 7 de verilen Ortogonals 

blokunda ağırlık fonksiyonunu 

a.  𝑤(𝑥) = 1/√1 − 𝑥2 ve 

integral aralığını [−1,1] 
alarak  Chebychev 

polinomlarını elde ediniz. 

Ayrıca elde ettiğiniz 

herhangi iki polinomun 

ortogonal olduğunu 

iccarpw bloku yardımıyla 

doğrulayınız. 

b.   𝑤(𝑥) = 𝑒−𝑥 ve intagral 

aralığını [0,∞) alarak 

Laguerre polinomlarını 

elde ediniz. 

c.  𝑤(𝑥) = 𝑒−𝑥
2
 ve  integral 

aralığını (−∞,∞)alarak 

Hermite polinomlarını 

elde ediniz. 
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Bu bölümde  Maxima ortamında  

 Parabolik(Isı) 

 Hiperbolik(Dalga) ve 

 Eliptik(Laplace) denklemlemlerinin Dirichlet 

sınır şartları ile analitik çözümlerinin 

Maxima ortamında nasıl elde edildiğini Maxima 

blok yapıları yardımıyla inceliyoruz. 

 

Amacımız, seri biçiminde elde edilen bir çözümle yetinmek yerine,  Maxima yazılım desteği 

ile ilgili başlangıç-sınır değer problemlerinin çözümlerinin geometrik olarak 

yorumlanabilmesine ve çözümlerin problemde mevcut parametreler ile  başlangıç ve/veya 

sınır değerlerine bağlı olarak nasıl değiştiğinin daha yakından gözlemlenebilmesi için katkı 

sağlamaktır.   

 

Okuyucunu  Kısmi Diferensiyel Denklemlerle ilgili değişkenlerine ayırma yöntemi, 

özfonksiyon açılım yöntemi ve  ayrıca Green fonksiyonları ile Bayağı diferensiyel 

denklemlerin özel çözümlerin nasıl belirlendiğini konularında bilgi sahibi olduğunu kabul 

ediyoruz. Bu amaçla iyi hazırlanmış herhangi bir elemanter Kısmi Diferensiyel Denklem 

kitabına başvurulabilir. Bu bölümde kullanılan teorik alt yapı  [2] nolu kaynak referans 

alınarak hazırlanmıştır.   

 

 

7. BÖLÜM 

Maxima ile Parabolik,   

Hiperbolik  ve Eliptik türden 

denklemler 
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7. Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik  

türden denklemler 
Bu bölümde öncelikle parabolik denklemlerin Maxima ortamında analitik çözümünün 

nasıl elde edilebileceğini ısı denklemi üzerinden inceliyoruz. 

7.1  Maxima ile parabolik türden kısmi diferensiyel 

denklemler 
 

 

Dirichlet sınır şartları ile 

 

𝑈𝑡 = 𝑘𝑈𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 
𝑈(0, 𝑡) = 𝑎, 𝑈(𝐿, 𝑡) = 𝑏, 𝑡 > 0 

 

 

 

 

                                                       (7.1.1) 

 

başlangıç-sınır değer problemini göz önüne alalım. 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) + 𝑆(𝑥) 
biçiminde ve homojen sınır şartlarını sağlayan  𝑉(𝑥, 𝑡) çözümü arayalım. 𝑈(𝑥, 𝑡) çözümünü 

(7.1.1) de  yerine yazarak,  

𝑆′′(𝑥) = 0, 𝑆(0) = 𝑎, 𝑆(𝐿) = 𝑏 
elde ederiz. Buradan  

𝑆(𝑥) = 𝑎 +
𝑏 − 𝑎

𝐿
𝑥 

olup, 𝑉(𝑥, 𝑡) için  

 

𝑉𝑡 = 𝑘𝑉𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿 

𝑉(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) − 𝑆(𝑥), 
𝑉(0, 𝑡) = 0, 𝑉(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0 

 

        

                            

                                     

                                                             (7.1.2) 

homojen başlangıç-sınır değer problemini elde ederiz. Değişkenlerine ayırma yöntemi 

yardımıyla  𝑉(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) biçiminde çözüm arayarak, 

 

𝑇′(𝑡)𝑋(𝑥) = 𝑘𝑇(𝑡)𝑋′′(𝑥) 
veya 
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𝑋′′

𝑋
=

𝑇′

𝑘𝑇
= −𝜆 

elde ederiz. Buradan  

𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0 
 

                                                          

(7.1.3) 

 

ve 

𝑇′ + 𝜆𝑘𝑇 = 0 
 

(7.1.4) 

denklem sistemini elde ederiz. (7.1.3) probleminin 𝑋 ≠ 0 çözümlerine problemin 

özfonksiyonları ve ilgili  𝜆 değerlerine ise özdeğerleri adı verildiğini hatırlayalım. (7.1.3) 

probleminin özdeğerleri reel ve aynı zamanda pozitiftir,  notasyonel kolaylık açısından  

𝜆 = 𝑤2, 𝑤 ≠ 0 olarak ifade edelim. Bu gösterimi (7.1.3) de yazarak,  herhangi 𝑐 ve 𝑑 keyfi 

sabiti için 

 

𝑋(𝑥) = 𝑐 cos(𝑤𝑥) + 𝑑sin(𝑤𝑥) 
 

                                                  

(7.1.5) 

 

elde ederiz. (7.1.3) sınır şartlarından  

𝑋(0) = 0 ⟹ 𝑐 = 0  
  ve  

𝑋(𝑥) = 𝑑sin(𝑤𝑥) 
elde ederiz. Ancak 𝑋(𝐿) = 0 sınır şartından  ise sıfırdan farklı çözüm elde edebilmek  için  

𝑤 = 𝑤𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 = ∓1,∓2, … 

elde ederiz. O halde  

𝜆 = 𝜆𝑛 = 𝑤𝑛
2 = (

𝑛𝜋

𝐿
)
2

, 𝑛 = 1,2, … 

 

                                                  

(7.1.6) 

elde ederiz. Her bir 𝜆𝑛 değerine karşılık gelen özfonksiyonların   katsayılarını 1 seçerek 

 

𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝑤𝑛𝑥) = sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿), 𝑛 = 1,2, … 
 

                                                  

(7.1.7) 

olarak elde ederiz
1
.  Elde edilen 𝜆𝑛  değerlerini (7.1.4) te yazarak, 𝑛 ile indisleyebileceğimiz  

 

                                                 
1
 Bir özfonksiyonunun sabit katı da özfonksiyondur, dolayısıyla katsayısı 1 olanı temsilci olarak 

seçiyoruz, böylece   negatif 𝑛 leri de ihmal edebiliriz. 
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𝑇𝑛
′ + 𝜆𝑛𝑘𝑇𝑛 = 0 

denklemini çözerek  

 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑛𝑘𝑡 = 𝑒−(
𝑛𝜋

𝐿
)
2
𝑘𝑡

 
 

elde ederiz.  O halde lineer homojen denklemler için süperpozisyon prensibi gereği (7.1.2) nin 

sınır şartlarını sağlayan çözümü  

𝑉(𝑥, 𝑡) = ∑𝑏𝑛𝑒
−(

𝑛𝜋

𝐿
)
2
𝑘𝑡 sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿)

∞

𝑛=1

 

 

 

                                                      

(7.1.8) 

olarak elde edilir. Öteyandan   

 

𝑉(𝑥, 0) = ∑𝑏𝑛 sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿)

∞

𝑛=1

= 𝑓(𝑥) − 𝑆(𝑥) 

 

                                            

                                           

(7.1.9) 

 

başlangıç şartı da sağlanmalıdır. (7.1.9) u  𝑓(𝑥) − 𝑆(𝑥) fonksiyonunun [0,L] aralığındaki 

Fourier sinüs açılımı olarak düşünerek,  

𝑏𝑛 =
2

𝐿
∫ (𝑓(𝑥) − 𝑆(𝑥))
𝐿

0

sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿) 𝑑𝑥 

 

                                            

                                                    

(7.1.10) 

 

Fourier sinüs katsayılarını elde ederiz. O halde   

 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) + 𝑆(𝑥) 
 

   (7.1.11) 

çözümünü elde etmiş olduk. 

 

Yukarıdaki işlemler Maxima ortamında hazırlarak aşağıda sunduğumuz kdd_dr.mac 

Maxima bloku ile gerçekleştirebiliriz: 

 

Kullanıcıdan başlangıç değer fonksiyonu 𝑓(𝑥) ile [0, 𝐿] aralığının sağ uç noktası olan 

𝐿değeri, 𝑘 parametresi ve ayrıca sabit olduğu kabul edilen sol ve sağ sınır değerlerini girmesi 
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istenmektedir. Ayrıca çözüm grafiğinin elde edileceği [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥] zaman aralığının sağ uç 

noktası ile seri çözümünde kullanılacak terim sayısı olan 𝑁 değeri de  istenmektedir. 

 

Kullanıcıya ise  değişkenlerine ayırma yöntemi ile elde edilen seri çözümü ile bu çözümün  

[0, 𝐿] × [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥] bölgesinde çizdirilen çözüm yüzeyi grafiği sunulmaktadır.  

 

Bu amaçla hazırladığımız aşağıdaki blok yapısına göz atalım: 

  

 

 

File/export seçeneği ile  hazırlamış olduğumuz kdd_dr.wxm dosyasından 

kdd_dr.mac  isimli çalıştırılabilir dosya(batch dosyası) oluşturalım: 
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Daha sonra load komutuyla kdd_dr.mac dosyasını yeni oturumumuza yükleyerek, 

programımızı uygun bir 𝑓(𝑥) başlangıç değer fonksiyonuyla aşağıda görüldüğü gibi 

çalıştırabiliriz. 

 

Örnek 

 

𝑈𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, 𝑈(𝑥, 0) = 𝑥(1 − 𝑥), 
𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(1, 𝑡) = 0 

ile verilen başlangıç-sınır değer probleminin [0,0.5] zaman dilimi içerisindeki çözümünü 

kdd_dr bloku ile belirleyelim. 
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Örnek 

 
 

𝑈𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, 𝑈(𝑥, 0) = 𝑥(1 − 𝑥), 
𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(1, 𝑡) = 1 

ile verilen başlangıç-sınır değer probleminin [0,0.1] zaman dilimi içerisindeki çözümünü 

kdd_dr bloku ile belirleyelim. 
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elde ederiz. 

 

Örnek 

 

𝑈𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, 𝑈(𝑥, 0) = (𝑥 −
1

2
)
2

, 

𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(1, 𝑡) = 0 
ile verilen başlangıç-sınır değer probleminin [0,0.1] zaman dilimi içerisindeki çözümünü 

kdd_dr bloku ile belirleyelim. 
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çözümünü elde ederiz. 

 

Bölüm Alıştırmaları 

 

 

1. Yukarıda verilen kdd_dr 

programını çalıştırarak, Örnek 1-

3 ile elde edilen sonuçların 

doğruluğunu kontrol ediniz. 

 

2. Her bir örneği farklı 𝑘 pozitif 

tamsayıları için, (örneğin 1,5,10) 

çözerek, 𝑘 sabitinin çözüm 

üzerindeki etkisini araştırınız. 

 

 

3. 𝑈𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, 𝑈(𝑥, 0) =

(𝑥 −
1

2
)
2

, 𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(1, 𝑡) =

5 problemini [0,0.5] zaman 

aralığında çözünüz. Artan 𝑡 
değerleri için çözüm hangi lineer 

fonksiyona yakınsamaktadır. 

 

4.  (7.1.8) ile verilen homojen sınır 

şartlı çözüm bileşeni olan 𝑣(𝑥, 𝑡) 
nin 𝑡 → ∞ için davranışı 

hakkında ne söyleyebilirsiniz? 

Bu durumda homojen olmayan 

problemin çözümü olarak elde 

edilen  𝑢(𝑥, 𝑡) nin 𝑡 → ∞ için 

davranışı hakkında ne 

söyleyebilirsiniz? 

 

 

5. (Proje) kdd_dr blokunu 

genelleştirerek, sınır şartlarının 

𝑎(𝑡) ve 𝑏(𝑡) gibi 𝑡değişkeninin 

fonksiyonu olmasına izin veren 

kddg_dr blokunu geliştiriniz. 

 

6. (Proje) kdd_nm isimli ve her iki 

sınırda 

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡), 𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) =
𝑏(𝑡)Neumann sınır şartlı ısı 

problemini çözecek Maxima 

bloku geliştiriniz. 

 

 

7. (Proje)  Gerekirse yukarıdaki 

blokları kullanmak suretiyle  

𝑐1𝑢(0, 𝑡) + 𝑑1𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 
𝑐2𝑢(𝐿, 𝑡) + 𝑑2𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

Sınır şartlı Robin problemini 

çözen kdd_rb  bloku geliştiriniz. 
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7.2  Maxima ile hiperbolik türden kısmi diferensiyel 

denklemler 
 

Öncelikle 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑐2𝑈𝑥𝑥, −∞ < 𝑥 < ∞ 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 
𝑈𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) 

başlangıç değer problemini göz önüne alalım. Problemin  D’Alembert çözümü olarak ta 

bilinen analitik çözümünün 

𝑈(𝑥, 𝑡) =
1

2
(𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)) +

1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡

 

olarak verildiğini hatırlayalım.  

 

Kulanıcı tarafından tanımlanacak olan 𝑓ve 𝑔 fonksiyonları ile  𝑐  ve 𝑇𝑚𝑎𝑥 sabiti ile yukarıda 

tanımlanan çözümü elde ederek, çözümü ve  [−10,10] × [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥] bölgesinde grafiğini 

ekrana yansıtacak olan dalembert.mac ismiyle hazırlamış olduğumuz blok aşağıda 

sunulmaktadır: 

 

 
 

Yukarıdaki bloku çeşitli örnekler üzerinde inceleyelim: 
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Örnek 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, −∞ < 𝑥 < ∞ 

𝑈(𝑥, 0) = 10𝑒−𝑥
2
, 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = 0 
problemini dalembert bloku yardımıyla çözelim ve elde ettiğimiz çözümün grafiğini 

[−10,10]𝑥[0,10]  bölgesi üzerinde çizdirelim. 

 

 

Öncelikle dalembert programını yüklemeliyiz: 
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Başlangıçtaki dalganın ikiye ayrılarak, farklı yönlerde ve 𝑐 = 1 birim hızıyla  hareket ettiğini 

gözlemleyelim. Ayrıca her bir bileşenin ilk yüksekliğin yarısına sahip olduğuna dikkat 

edelim. 

  

 

Şimdi de 𝑔(𝑥) fonksiyonunun etkisini gözlemlemeye çalışalım.  

 

Örnek 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑈𝑥𝑥, −∞ < 𝑥 < ∞ 

𝑈(𝑥, 0) = 0, 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = 10𝑒−𝑥
2
 

 

problemini dalembert bloku yardımıyla çözelim ve elde ettiğimiz çözümün grafiğini   

[−10,10]𝑥[0,10]  bölgesinde çizdirelim. 
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Burada  

𝑒𝑟𝑓(𝑥) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑡

2
𝑑𝑡

𝑥

0

 

 

olarak tanımlanan ve hata fonksiyonu(error function) olarak bilinen fonksiyondur.  
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Yukarıdaki şekilden 𝑔(𝑥) = 10𝑒−𝑥

2
 hızı verilen sicim(örneğin saz teli)  üzerinde nasıl bir 

𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑡) yer değiştirmesinin oluştuğunu ve  zamanla  nasıl yayıldığını gözlemliyoruz.  

 

O halde başlangıçta 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) ile verilen yer değiştirme ikiye bölünerek ve c hızıyla 

sicim üzerinde farklı yönlerde  ilerlerken, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) > 0  hızını oluşturan dış etken, 

sicim üzerinde 𝑐 hızıyla  her iki yönde artarak yayılan bir yer değiştirme etkisine neden 

olmaktadır. 

 

Örnek 

 

 

𝑈𝑡𝑡 = 4𝑈𝑥𝑥, −∞ < 𝑥 < ∞ 

𝑈(𝑥, 0) = sech2(
𝑥

2
), 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = 0 
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problemini dalembert programı yardımıyla çözelim ve çözümün grafiğini [−10,10]𝑥[0,10]  
bölgesi üzerinde  çizdirelim. 

 

  

D’ Alembert yöntemiyle çözüm  

  

𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑠𝑒𝑐ℎ((𝑥 + 2𝑡)/2)^2 + 𝑠𝑒𝑐ℎ((𝑥 − 2𝑡)/2)^2)/2 
 

olarak elde edilir.  Grafik ise aşağıda sunulduğu gibidir: 

 
 

 

 

 

Bir sonraki hedefimiz ise sonlu bölgede tanımlanan Dalga denklemini değişkenlerine ayırma 

yöntemi yardımıyla çözen Maxima bloku geliştirmektir. Öncelikle analitik çözümü elde 

etmeliyiz. 
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Sonlu Bölgede Dalga Denklemi 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑐2𝑈𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 
𝑈𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) 
𝑈(0, 𝑡) = 𝛼(𝑡), 𝑡 > 0 

𝑈(𝐿, 𝑡) = 𝛽(𝑡) 
 

(7.2.1) 

başlangıç-sınır değer problemini göz önüne alalım. Problemin 

 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) +𝑊(𝑥, 𝑡) 
 

biçiminde çözümünü araştıralım. Burada  

𝑊(𝑥, 𝑡) = 𝛼(𝑡) +
𝑥

𝐿
(𝛽(𝑡) − 𝛼(𝑡)) 

biçiminde  seçebileceğimiz ve (7.2.1) ile verilen  sınır şartlarını sağlayan bir fonksiyondur.  

Bu durumda 𝑉(𝑥, 𝑡) ise aşağıda verilen başlangıç-sınır değer problemini sağlar: 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑉𝑡𝑡 +𝑊𝑡𝑡 = 𝑐2(𝑉𝑥𝑥 +𝑊𝑥𝑥) = 𝑐2𝑉𝑥𝑥 
eşitliğinden 

𝑉𝑡𝑡 = 𝑐2𝑉𝑥𝑥 + ℎ(𝑥, 𝑡), 
𝑉(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) −𝑊(𝑥, 0) 
𝑉𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) −𝑊𝑡(𝑥, 0) 
𝑉(0, 𝑡) = 0 

𝑉(𝐿, 𝑡) = 0 
 

(7.2.2) 

biçiminde homojen sınır şartlı, fakan homojen olmayan başlangıç-sınır değer problemini  elde 

ederiz, burada  

ℎ(𝑥, 𝑡) = −𝑊𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) 
dir. 

(7.2.2) problemi için özfonksiyon açılım yöntemi olarak bilinen yöntemle,  

𝑉(𝑥, 𝑡) = ∑𝑉𝑛(𝑡)𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1
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biçiminde çözüm arayalım, burada   

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝑥/𝐿), 𝑛 = 1,2, … . 
fonksiyonları  homojen olmayan (7.2.2) problemine karşılık gelen homojen problemin, yani  

 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑐2𝑈𝑥𝑥, 
𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) −𝑊(𝑥, 0) 
𝑈𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) −𝑊𝑡(𝑥, 0) 
𝑈(0, 𝑡) = 0 

𝑈(𝐿, 𝑡) = 0 
 

(7.2.3) 

probleminin değişkenlerine ayırma yöntemi ile elde edilen özfonksiyonlarıdır. Gerçekten de 

değişkenlerine ayırma yöntemiyle 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 
biçiminde araştırılan çözüm (7.2.3) de yazılarak, 

 

𝑇′′(𝑡)𝑋(𝑥) = 𝑐2𝑇(𝑡)𝑋′′(𝑥) 
 

veya her iki yanı 𝑐2𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) ≠ 0 ile bölerek,  

 
𝑇′′(𝑡)

𝑐2𝑇(𝑡)
=
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
 

 

                 (7.2.4) 

elde ederiz.  (7.2.4) ün sol yanı sadece 𝑡 nin, sağ yanı ise sadece 𝑥 in fonksiyonu olduğu için 

bu eşitlik ancak ve ancak her iki yanın da bir sabite eşit olmasıyla mümkündür, söz konusu 

sabiti – 𝜆 ile gösterelim. Bu durumda  

 

𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0 

𝑇′′ + 𝜆𝑐2𝑇 = 0 

                 (7.2.4a) 

(7.2.4b) 

 

bayağı diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. (7.2.4a) problemi bir özdeğer-özfonksiyon 

problemidir. Problemin sıfırdan farklı çözümleri özfonksiyonlar ve bu çözümlere karşılık 

gelen 𝜆 değerleri ise özdeğer olarak tanımlanırlar.  

 

𝜆 ≤ 0 olması durumunda (7.2.4a) probleminin sıfırdan farklı çözümü mevcut değildir. 𝜆 > 0 

olması durumunda ise, köklü ifadelerden kaçınmak amacıyla 𝜆 = 𝑘2, 𝑘 ≠ 0 almak suretiyle  

 

𝑋′′ + 𝑘2𝑋 = 0, 𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0 
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sınır-değer probleminin 𝑘 ile indislenebilen ve 

𝑋𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘 sin(𝑘𝑥) + 𝑑𝑘cos(𝑘𝑥) 
 

ile verilen genel çözümünü elde ederiz.  Sol sınır şartı 

 

𝑋𝑘(0) = 𝑑𝑘 = 0 
 

olmasını gerektirir. O halde   

 

𝑋𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘 sin(𝑘𝑥) 
 

olarak ifade edilebilir.𝑥 = 𝐿 deki sağ sınır şartından ise 𝑐𝑘 ≠ 0 için  

 

𝑋𝑘(𝐿) = 𝑐𝑘 sin(𝑘𝐿) = 0 
veya 

𝑘𝐿 = 𝑛𝜋 ⇒ 𝑘 =
𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 ≠ 0, 𝑛 ∈ ℤ 

 

elde ederiz. Bu durumda özfonksiyonların sabit katları da özfonksiyon olacağından temsilci 

bir öz fonksiyon sınıfını 𝑐𝑘 = 1, 𝑛 = 1,2, … 

alarak seçebiliriz. O halde (7.2.4a) probleminin özfonksiyonları, 𝑛 indisi ile   

 

𝑋𝑛(𝑥) = sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) , 𝑛 = 1,2, … 

 

                (7.2.5) 

ve bu özfonksiyonlara katrşılık gelen özdeğerler ise  

 

𝜆𝑛 = 𝑘2 = (
𝑛𝜋

𝐿
)
2

, 𝑛 = 1,2, … 

 

         (7.2.6) 

 

olarak elde edilir. 

 (7.2.2) denkleminin sağ tarafındaki ℎ(𝑥, 𝑡)  fonksiyonunun sabit 𝑡 için Fourier açılımını 

aşağıdaki gibi ifade edebiliriz: 

ℎ(𝑥, 𝑡) = ∑ℎ𝑛(𝑡)sin(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 
(7.2.7) 
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burada 

ℎ𝑛(𝑡) =
2

𝐿
∫ℎ(𝑥, 𝑡)sin(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

0

𝑑𝑥 

(7.2.8) 

 

olarak elde edilir.  

Homojen olmayan (7.2.2) problemi için (7.2.3) homojen problemin (7.2.5) ile verilen 

özfonksiyonları kullanılmak suretiyle  

𝑉(𝑥, 𝑡) = ∑𝑉𝑛(𝑡)sin(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 
(7.2.9) 

 

biçiminde çözüm arayalım. Bu çözümü  ve (7.2.7) ile verilen açılımı (7.2.2) de yazarak, 

 

∑[𝑉𝑛
′′(𝑡) + (

𝑐𝑛𝜋

𝐿
)
2

𝑉𝑛(𝑡)]

∞

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) = ∑ℎ𝑛(𝑡)sin(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

 

            

(7.2.10) 

 

elde ederiz. (7.2.10) eşitliği bize aşağıdaki denklemleri verir: 

 

𝑉𝑛
′′(𝑡) + (

𝑐𝑛𝜋

𝐿
)
2

𝑉𝑛(𝑡) = ℎ𝑛(𝑡), 𝑛 = 1,2, … 
         

(7.2.11) 

Öte yandan,  

𝑉(𝑥, 0) = ∑𝑉𝑛(0)

∞

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) = 𝑓(𝑥) −𝑊(𝑥, 0) 

(7.2.12) 

ifadesinden  

 

𝑉𝑛(0) =
2

𝐿
∫(𝑓(𝑥) −𝑊(𝑥, 0))𝑑𝑥

𝐿

0

 

(7.2.13) 

elde ederiz. 
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Ayrıca  

𝑉𝑡(𝑥, 0) = ∑𝑉𝑛′(0)

∞

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) = 𝑔(𝑥) −𝑊𝑡(𝑥, 0) 

(7.2.14) 

ifadesinden  

𝑉𝑛
′(0) =

2

𝐿
∫(𝑔(𝑥) −𝑊𝑡(𝑥, 0)) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥

𝐿

0

 

(7.2.15) 

elde ederiz. 

 

(7.2.11) denklemini (7.2.13) ve (7.2.15) başlangıç değerleri ile birlikte çözülerek 𝑉𝑛(𝑡) 
çözümlerini elde edebiliriz: 

Bu amaçla 𝑉𝑛(𝑡) yi homojen ve özel bileşenlerden olmak üzere  

 

𝑉𝑛(𝑡) = 𝑉𝑛ℎ(𝑡) + 𝑉𝑛ö(𝑡)  

biçiminde  ifade edebiliriz. Burada 𝑉𝑛ℎ(𝑡)  
 

𝑉𝑛ℎ
′′ (𝑡) + (

𝑐𝑛𝜋

𝐿
)
2

𝑉𝑛ℎ(𝑡) = 0 

𝑉𝑛ℎ(0) = 𝑉𝑛(0), 
𝑉𝑛ℎ
′ (0) = 𝑉𝑛

′(0) 

(7.2.16) 

başlangıç değer probleminin   

 

𝑉𝑛ℎ(𝑡) = 𝑎𝑛 cos (
𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) + 𝑏𝑛 sin (

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) 

(7.2.17) 

ile verilen genel çözümüdür ve  

𝑎𝑛 = 𝑉𝑛(0), 

𝑏𝑛 =
𝐿

𝑛𝑐𝜋
𝑉𝑛
′(0), 𝑛 = 1,2, … 

(7.2.18) 

olarak elde edilir.  

 

(7.2.11) probleminin özel çözümünü Green fonksiyonu yardımıyla hesaplayalım.  
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Bunun için  

 

𝑦′′ + 𝑘2𝑦 = 𝑓(𝑥) 
𝑦(0) = 𝛼, 𝑦′(0) = 𝛽 

                                        (7.2.19) 

başlangıç değer probleminin özel çözümünü parametre değişim yöntemi yardımıyla veya 

buna denk olarak 𝐷2 + 𝑘2  operatörüne ait Green fonksiyonu yardımıyla hesaplayabiliriz. Söz 

konusu operatöre ait Green fonksiyonu 
1

𝑘
sin(𝑘(𝑡 − 𝜏)) olarak elde edilir(Alıştırma 2). O 

halde problemin özel çözümü  

𝑦ö =
1

𝑘
∫ sin(
𝑡

0

𝑘(𝑡 − 𝜏))𝑓(𝜏)𝑑𝜏 

 

      (7.2.20) 

 

olarak verilir. Buna göre verilen başlangıç şartlarını sağlayan çözümü 

 

𝑦 = 𝛼 cos(𝑘𝑥) +
𝛽

𝑘
sin(𝑘𝑥) +

1

𝑘
∫ sin(
𝑡

0

𝑘(𝑡 − 𝜏))𝑓(𝜏)𝑑𝜏 
         (7.2.21) 

olarak elde ederiz. 

 

Bizim problemimiz için operatörümüz 𝐷2 + (
𝑐𝑛𝜋

𝐿
)
2

 olduğundan, (7.2.11) denkleminin özel 

çözümünü 

𝑉𝑛ö(𝑡) =
𝐿

𝑛𝑐𝜋
∫ sin(
𝑡

0

𝑛𝑐𝜋

𝐿
(𝑡 − 𝜏))ℎ𝑛(𝜏)𝑑𝜏 

         (7.2.22) 

 

olarak elde ederiz. 
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Özetle (7.2.1) probleminin çözümü  

 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) +𝑊(𝑥, 𝑡)  

biçimindedir. Burada  

𝑊(𝑥, 𝑡) = 𝛼(𝑡) +
𝑥

𝐿
(𝛽(𝑡) − 𝛼(𝑡)) 

 

ve  

𝑉(𝑥, 𝑡) = ∑𝑉𝑛(𝑡)sin(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

 

dir.  

𝑉𝑛(𝑡) = 𝑉𝑛ℎ(𝑡) + 𝑉𝑛ö(𝑡)  

olup,  

𝑉𝑛ℎ(𝑡) = 𝑎𝑛 cos (
𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) + 𝑏𝑛 sin (

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) 

 

𝑎𝑛 = 𝑉𝑛(0) =
2

𝐿
∫(𝑓(𝑥) −𝑊(𝑥, 0))𝑑𝑥

𝐿

0

, 

𝑏𝑛 =
𝐿

𝑛𝑐𝜋
𝑉𝑛
′(0) =

1

𝑛𝑐𝜋
∫(𝑔(𝑥) −𝑊𝑡(𝑥, 0)) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)𝑑𝑥

𝐿

0

 

ve  

𝑉𝑛ö(𝑡) =
𝐿

𝑛𝑐𝜋
∫ sin(
𝑡

0

𝑛𝑐𝜋

𝐿
(𝑡 − 𝜏))ℎ𝑛(𝜏)𝑑𝜏 

olarak verilir. Burada  

ℎ𝑛(𝑡) =
2

𝐿
∫ℎ(𝑥, 𝑡)sin(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

0

 

ve      

                     ℎ(𝑥, 𝑡) = −𝑊𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) 

dir.  
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Maxima ortamında uygulamalar 

 

Örnek 

 

𝑈𝑡𝑡 = 𝑈𝑥𝑥 

𝑈(0, 𝑡) = 1, 𝑈(5, 𝑡) = 1 

𝑈(𝑥, 0) = 0 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = 0 

başlangıç-sınır değer problemini bölüm sonunda verdiğimiz dalga.mac isimli  Maxima 

bloku yardımıyla çözelim. 

 

Bunun için öncelikle dalga.mac programımızı yüklemeliyiz: 

 
 

Bu işlem sonunda dalga.mac programının belirtilen yol içerisinde algılandığı 

anlaşılmaktadır. 

        
 

Tanımlamaları ardından  

dalga(f,g,alf,bet); 

komutu ile aşağıda verilen analitik çözüm bileşenleri ve çözümünü elde ederiz: 
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𝑈𝑡𝑡 = 𝑐^2𝑈𝑥𝑥, 𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝑈𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 𝑈(0, 𝑡) = 𝑎𝑙𝑓(𝑡), 𝑈(𝐿, 𝑡) = 𝑏𝑒𝑡(𝑡)
𝑐 = 1
𝐿 = 5

𝑇𝑚𝑎𝑥 = 15
𝑤(𝑥, 𝑡) = 1

an =
2(−1)𝑛 − 2

π𝑛
bn = 0

hn(𝑡) = 0

vnh =
(2(−1)𝑛 − 2) cos (

π𝑛𝑡

5
)

π𝑛
vno = 0

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∑
(2(−1)𝑛−2) cos(

π𝑛𝑡

5
) sin(

π𝑛𝑥

5
)

𝑛

𝑁

𝑛=1

π
+ 1

 

 

 

 

𝑁 = 15 için 𝐿 = 5, 𝑇𝑚𝑎𝑥 = 15   ile  [0, 𝐿]𝑥[0, 𝑇𝑚𝑎𝑥] bölgesinde analitik çözümün grafiği 

aşağıdaki  gibidir: 



Maxima ile Parabolik, Hiperbolik ve Eliptik  Problemler 

  K a r a d e n i z  T e k n i k  M a t e m a t i k ,  e r h a n @ k t u . e d u . t r  
 

Sayfa 149 

 
 

Sınır şartları ile başlatılan dalga hareketlerinin sol ve sağ yönden 𝑐 = ±1birim hızlarıyla  orta 

noktaya doğru her iki sınır yönünden ilerlediğini gözlemliyoruz. Daha sonra iki dalganın 

süperpozisyonu ile oluşan 2 birim yüksekliğindeki dalganın her iki sınıra kadar yine aynı 

hızlarla ilerlediği görülmektedir. Sınırdan tekrar yansıyan dalga hareketinin 𝑥 − 𝑡 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve 

𝑥 + 𝑡 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  ile tanımlanan karakteristik doğrular boyunca  ilerlemeye devam ettiği 

görülmektedir.  

 

Örnek 

 
𝑈𝑡𝑡 = 𝑈𝑥𝑥 

𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(5, 𝑡) = 𝑒−𝑡 
𝑈(𝑥, 0) = 0 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = 0 

başlangıç-sınır değer problemini bölüm sonunda verdiğimiz dalga.mac isimli  Maxima 

bloku yardımıyla çözelim. 

 

%i5 ile başlangıç ve sınır şartlarını tanımlayarak, %i6  da girilen komut ile problemin 

analitik çözümünü ve çözüme ait verileri aşağıda sunulduğu biçimde elde ederiz: 
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𝑐 = 1
𝐿 = 5

𝑇𝑚𝑎𝑥 = 15

𝑤(𝑥, 𝑡) =
e−𝑡𝑥

5

an =
2(−1)𝑛

π𝑛

bn = −
10(−1)𝑛

π2𝑛2

hn(𝑡) =
2(−1)𝑛e−𝑡

π𝑛

vnh =
2(−1)𝑛 cos (

π𝑛𝑡

5
)

π𝑛
−
10(−1)𝑛 sin (

π𝑛𝑡

5
)

π2𝑛2

 

 

 
𝐼𝑠𝑡𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒, 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒𝑜𝑟𝑧𝑒𝑟𝑜? 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒

vno =
e−𝑡 (250(−1)𝑛e𝑡 sin (

π𝑛𝑡

5
) − 50π𝑛(−1)𝑛e𝑡 cos (

π𝑛𝑡

5
) + 50π𝑛(−1)𝑛)

π4𝑛4 + 25π2𝑛2
 

𝑈(𝑥, 𝑡) = 

∑(
e−𝑡 (250(−1)𝑛e𝑡 sin (

π𝑛𝑡

5
) − 50π𝑛(−1)𝑛e𝑡 cos (

π𝑛𝑡

5
) + 50π𝑛(−1)𝑛)

π4𝑛4 + 25π2𝑛2

𝑁

𝑛=1

−
10(−1)𝑛 sin (

π𝑛𝑡

5
)

π2𝑛2
+
2(−1)𝑛 cos (

π𝑛𝑡

5
)

π𝑛
) sin (

π𝑛𝑥

5
) + (e−tx)/5 
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Şekilden sağ uç noktada uygulanan 𝛽(𝑡) = 𝑒−𝑡 sınır şartı ile başlatılan dalga sol uç noktaya 

doğru artan zaman değerleri için 𝑐 = −1 birim hızıyla  ilerlemektedir. Daha sonra sol uç 

noktada ters yönde yansıyan dalga bu defa da sağ uç noktaya doğru ilerlemekte ve sağ uç 

noktadan ters yönde yansıyarak zaman yönünde peryodik bir davranış sergilemektedir. 

 

Öte yandan  bütün verileri  Örnek 5 ile aynı, fakat 𝛽(𝑡) = −𝑒−𝑡 için  aşağıdaki çözüm 

grafiğini elde ederiz: 
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Sağ sınırdan başlayarak, sol sınır  noktasına kadar ilerleyen  dalganın ters yönde nasıl 

yansıdığını bu örnekten de gözlemliyoruz. 

 

Öte yandan  bütün verileri  Örnek 5 ile aynı, fakat 𝛼(𝑡) = 𝑒−𝑡, 𝛽(𝑡) = −𝑒−𝑡 için  aşağıdaki 

çözüm grafiğini elde ederiz: 

 

Şekilden  𝛼(𝑡) = 𝑒−𝑡 sınır şartı ile başlatılan dalganın 1 birim hızla 𝑥 = 5 sınır noktasına 

kadar ilerlediğini ve bu noktadan ters yönde yansıyarak sol sınır noktasına doğru -1 brim hızla 

ilerlediği görülmektedir. 𝛽(𝑡) = −𝑒−𝑡 sınır şartı ile başlatılan dalganın -1 birim hızla x=0 

sınır noktasına kadar ilerlediğini ve bu noktadan ters yönde yansıyarak sağ sınır noktasına 

kadar ilerlediği görülmektedir.  

 

Her iki sınırdan hareket eden dalgaların aynı konuma gelmeleri durumunda ikisinin 

toplamı(süperpozisyonu) ile 𝑥 = 5/2 noktasında gerçekleşen dalga oluşumuna dikkat edelim. 

Bu noktadan itibaren her iki dalganın ayrılarak kendi yönlerinde devam ettiklerini 

gözlemliyoruz. 
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Bir başka simulasyonda 

𝑓(𝑥) = 𝑒−(𝑥−
5

2
)
2

, 𝑔(𝑥) = 0, 𝛼(𝑡) = 0, 𝛽(𝑡) = 0 
için aşağıdaki şekilde sunulan dalga hareketini elde ederiz: 

 

𝑓 ile verilen  dalga hareketi iki kısma ayrılarak orjinal dalga yüksekliğinin yarısı ile farklı 

yönlere doğru ve  𝑐 = 1 birim hızla ilerlemektedirler. Sınırdan ve ters yönde yansıyan 

dalgalar yine aynı hızda ilerleyerek 𝑡 = 8 anında sınır noktalara ulaşmaktadır.  
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Şekilde x ekseni boyunca hareket  eden  dalga yönleri aşağıdaki tabloda verilmektedir. 

 

     𝑡 = 8 

 
     

 
     

 
     

 
     

 
     

 
    𝑡 = 0 
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Bölüm Alıştırmaları 

 

1. Aşağıda verilen dalga blokunu  çalıştırarak, örnek 1-5 ile elde edilen sonuçların 

doğruluğunu kontrol ediniz. 

  

 
2. (7.2.19) probleminin özel çözümünün (7.2.20) ile verildiğini Bayağı diferensiyel 

denklemlerdeki parametre değişim yöntemi yardımıyla gösteriniz.  Elde ettiğiniz 
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özel çözümün çekirdeğinin ise ilgili türev operatörünün Green fonksiyonu 

olduğunu gözlemleyiniz. 

 

7.3 Maxima ile eliptik türden kısmi diferensiyel denklemler   

Aşağıdaki tanımlanan homojen olmayan Dirichlet sınır şartlı  Laplace 

denklemini göz önüne alalım:  

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0  

𝑢(0, 𝑦) = 𝑠𝑜𝑙(𝑦) 
𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑠𝑎𝑔(𝑦) 
𝑢(𝑥, 0) = 𝑎𝑙𝑡(𝑥) 
𝑢(𝑥, 𝑏) = 𝑢𝑠𝑡(𝑥) 

 

                                          (7.3.1) 

burada (𝑥, 𝑦) ∈ Ω = (0, 𝑎) × (0, 𝑏) ve  𝑠𝑜𝑙(𝑦), 𝑠𝑎𝑔(𝑦), 𝑎𝑙𝑡(𝑥) ve 𝑢𝑠𝑡(𝑥) ise Ω 

dikdörtgeninin sırasıyla sol, sağ, alt ve üst sınırlarında bilinmeyen 𝑢 fonksiyonunun 

değerlerini belirleyen fonksiyonlardır. 

 

(7.3.1) problemini, karşılıklı olarak  iki kenarda değerleri sıfıra eşit olan iki problemin toplamı 

olarak ifade ederek değişkenlerine ayırma yöntemiyle çözebiliriz. 

Alternatif olarak, belki de daha az karmaşık biçimde her defasında sadece bir kenardaki 

değeri sıfırdan farklı olan dört fonksiyonun toplamı olarak ta ifade edebiliriz. Biz bu yöntemi 

kullanıyoruz. 

Bu yaklaşıma göre, 

 

𝑢_𝑠𝑜𝑙𝑥𝑥 + 𝑢_𝑠𝑜𝑙𝑦𝑦 = 0 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎) × (0, 𝑏) 

𝑢𝑠𝑜𝑙(0, 𝑦) = 𝑠𝑜𝑙(𝑦) 
𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑎, 𝑦) = 0 

𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑥, 0) = 0 

𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑥, 𝑏) = 0, 

 

        (A) 

 

𝑢_𝑠𝑎𝑔𝑥𝑥 + 𝑢_𝑠𝑎𝑔𝑦𝑦 = 0 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎) × (0, 𝑏) 

𝑢_𝑠𝑎𝑔(0, 𝑦) = 0 

      

(B) 
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𝑢_𝑠𝑎𝑔(𝑎, 𝑦) = 𝑠𝑎𝑔(𝑦) 
𝑢_𝑠𝑎𝑔(𝑥, 0) = 0 

𝑢_𝑠𝑎𝑔(𝑥, 𝑏) = 0, 
 

𝑢_𝑎𝑙𝑡𝑥𝑥 + 𝑢_𝑎𝑙𝑡𝑦𝑦 = 0 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎) × (0, 𝑏) 

𝑢_𝑎𝑙𝑡(0, 𝑦) = 0 

𝑢_𝑎𝑙𝑡(𝑎, 𝑦) = 0 

𝑢_𝑎𝑙𝑡(𝑥, 0) = 𝑎𝑙𝑡(𝑥)                                           
𝑢_𝑎𝑙𝑡(𝑥, 𝑏) = 0 

ve 

     (C) 

 

𝑢_𝑢𝑠𝑡𝑥𝑥 + 𝑢_𝑢𝑠𝑡𝑦𝑦 = 0 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎) × (0, 𝑏) 

𝑢_𝑢𝑠𝑡(0, 𝑦) = 0 

𝑢_𝑢𝑠𝑡(𝑎, 𝑦) = 0 

𝑢_𝑢𝑠𝑡(𝑥, 0) = 0 

𝑢_𝑢𝑠𝑡(𝑥, 𝑏) = 𝑢𝑠𝑡(𝑥) 
 

                

(D) 

 

olmak üzere  

 

𝑢 = 𝑢𝑠𝑜𝑙 + 𝑢𝑠𝑎𝑔 + 𝑢𝑢𝑠𝑡 + 𝑢_𝑎𝑙𝑡 

 

biçiminde ifade edilebilir. 

 

Öncelikle (A) problemini çözelim: 

 

 Değişkenlerine ayırma yöntemi ile 

 

𝑢_𝑠𝑜𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)                                      (7.3.2) 

 

biçiminde çözüm arayalım.   

 

𝑢_𝑠𝑜𝑙𝑥𝑥 + 𝑢_𝑠𝑜𝑙𝑦𝑦 = 𝑋′′(𝑥)𝑌(𝑦) + 𝑋(𝑥)𝑌′′(𝑦) = 0          (7.3.3) 

 

veya her iki yanı 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦) ≠ 0 ile bölerek, 

 

𝑋′′(𝑥)/𝑋(𝑥) + 𝑌′′(𝑦)/𝑌(𝑦) = 0                        (7.3.4) 
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elde ederiz. Buradan  da 

 

𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
= −

𝑌′′(𝑦)

𝑌(𝑦)
= 𝜆(𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡)               (7.3.5) 

elde ederiz. Her iki sınırda sıfıra eşit olan  

 

                     𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑥, 0) = 𝑋(𝑥)𝑌(0) = 0, 𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑥, 𝑏) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑏) = 0  
 

homojen sınır şartları ile  

 

𝑋′′(𝑥) − 𝜆𝑋(𝑥) = 0 

𝑌′′(𝑦) + 𝜆𝑌(𝑦) = 0, 𝑌(0) = 0, 𝑌(𝑏) = 0 
       (7.3.6) 

 

bayağı  diferensiyel  denklem sistemini elde ederiz. Burada 𝜆 sabitleri problemin 

özdeğerleri ve bu özdeğerlere karşılık gelen ve sıfırdan farklı olan çözümler ise 

özfonksiyonlarıdır. 

 

𝑌′′(𝑦) + 𝜆𝑌(𝑦) = 0, 𝑌(0) = 0, 𝑌(𝑏) = 0 
 

sınır değer probleminde 𝜆 ≤ 0 olması durumunda sıfırdan farklı 𝑌(𝑦) çözümü 

belirleyemeyiz. Diğer bir değimle problemin negatif  veya  sıfıra eşit olan özdeğeri  

yoktur. 𝜆 > 0 durumunda ise köklü ifadelerden kaçınmak amacıyla 𝜆 = 𝑘2, 𝑘 ≠ 0 

olarak alalım. Bu durumda  

 

𝑌′′(𝑦) + 𝑘2𝑌(𝑦) = 0, 𝑌(0) = 0, 𝑌(𝑏) = 0 (7.3.7) 

 

sınır değer problemini elde ederiz. 

(7.3.11) probleminin    genel çözümünü  

 

𝑌(𝑦) = 𝑐 cos(𝑘𝑦) + 𝑑sin(𝑘𝑦)                (7.3.8) 

 

olarak elde ederiz. 

 

 𝑌(0) = 0 şartından 𝑐 = 0 elde ederiz. Bu durumda  

 

𝑌(𝑦) = 𝑑sin(𝑘𝑦) 
olarak elde edilir.  
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𝑌(𝑏) = 0 sınır şartından ise   

𝑌(𝑏) = 𝑑𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑏) = 0 

 veya  sıfırdan farklı çözümler için 𝑘𝑏 = 𝑛𝜋  den 𝑘 = 𝑘𝑛 =
𝑛𝜋

𝑏
, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑛 ≠ 0 elde 

ederiz. O halde 𝑛 ile indisleyebileceğimiz  özdeğerleri  

𝜆𝑛 = 𝑘𝑛
2 = (

𝑛𝜋

𝑏
)
2

, 𝑛 = 1,2, … 

 

(7.3.9) 

olarak elde ederiz.(Not: Negatif n ler için yeni özdeğerler elde edilmediğine dikkat 

edelim.) Her bir 𝑘𝑛 için   𝜆𝑛 e karşılık  gelen öz fonksiyonu ise katsayısını 1 seçmek 

suretiyle  

𝑌𝑛(𝑦) = sin (
𝑛𝜋

𝑏
𝑦) , 𝑛 = 1,2, … 

 
(7.3.10) 

olarak elde ederiz. 

Öte yandan her bir 𝜆𝑛 için   
𝑋′′(𝑥) − 𝜆𝑋(𝑥) = 0 

 

denkleminin genel çözümünü 𝑛 ile indisleyerek 

 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛 cosh (
𝑛𝜋

𝑏
𝑥) + 𝑑𝑛sinh(

𝑛𝜋

𝑏
𝑥) (7.3.11) 

 

olarak elde ederiz.  

 

O halde  

𝑋𝑛(𝑥)𝑌𝑛(𝑦) 
 

çözümlerinin  süperpozisyonu  olarak  

 

𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑥, 𝑦) =∑ (𝑐𝑛 cosh (
𝑛𝜋

𝑏
𝑥) + 𝑑𝑛sinh(

𝑛𝜋

𝑏
𝑥))

∞

𝑛=1
sin(

𝑛𝜋

𝑏
𝑦) 

 

(7.3.12) 

 

genel çözümünü elde ederiz.  

𝑢𝑠𝑜𝑙(0, 𝑦) =∑ 𝑐𝑛
∞

𝑛=1
sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦) = 𝑠𝑜𝑙(𝑦) 
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ifadesinin  [0, 𝑏] aralığında 𝑠𝑜𝑙(𝑦) nin Fourier sinus açılımı olduğunu dikkate 

alarak,  açılım katsayılarını 

𝑐𝑛 =
2

𝑏
∫𝑠𝑜𝑙(𝑦)

𝑏

0

sin (
𝑛𝜋

𝑏
𝑦)𝑑𝑦, 𝑛 = 1,2, … 

 

(7.3.13) 

olarak elde ederiz. 

 

Benzer biçimde  

𝑢𝑠𝑜𝑙(𝑎, 𝑦) =∑ (𝑐𝑛 cosh (
𝑛𝜋

𝑏
𝑎) + 𝑑𝑛sinh(

𝑛𝜋

𝑏
𝑎))

∞

𝑛=1
sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦) = 0 

eşitliğinden 

𝑐𝑛 cosh (
𝑛𝜋

𝑏
𝑎) + 𝑑𝑛 sinh (

𝑛𝜋

𝑏
𝑎) = 0, 

veya 

 

𝑑𝑛 = −𝑐𝑛 coth (
𝑛𝜋

𝑏
𝑎) 

 
(7.3.13) 

 

elde ederiz. 

 

Benzer işlemleri (B) için yaparak,  

 

 

𝑢𝑠𝑎𝑔(𝑥, 𝑦) =∑ 𝑑𝑛sinh(
𝑛𝜋

𝑏
𝑥)

∞

𝑛=1
sin(

𝑛𝜋

𝑏
𝑦) 

 

(7.3.14) 

 

elde ederiz. Burada  

𝑑𝑛 =
2

𝑏𝑠𝑖𝑛ℎ(
𝑛𝜋

𝑏
𝑎)
∫ 𝑠𝑎𝑔(𝑦)

𝑏

0

sin (
𝑛𝜋

𝑏
𝑦) 𝑑𝑦 

dir(Alıştırma 2 ). 

 

Ayrıca   

 (7.3.15) 
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𝑢𝑎𝑙𝑡(𝑥, 𝑦) =∑ (𝑐𝑛 cosh (
𝑛𝜋

𝑎
𝑦) + 𝑑𝑛sinh(

𝑛𝜋

𝑎
𝑦))

∞

𝑛=1
sin(

𝑛𝜋

𝑎
𝑥) 

 

 (7.3.16) 

 

elde ederiz, burada  

 

𝑐𝑛 =
2

𝑎
∫𝑎𝑙𝑡(𝑥)

𝑎

0

sin (
𝑛𝜋

𝑎
𝑥) 𝑑𝑥 

(7.3.17) 

 

ve 

𝑑𝑛 = −𝑐𝑛 coth (
𝑛𝜋

𝑎
𝑏) 

 
(7.3.18) 

dir(Alıştırma  3). Son olarak  

𝑢𝑢𝑠𝑡(𝑥, 𝑦) =∑ 𝑑𝑛sinh(
𝑛𝜋

𝑎
𝑦)

∞

𝑛=1
sin(

𝑛𝜋

𝑎
𝑥) 

 

(7.3.19) 

ve  

 

𝑑𝑛 =
2

𝑎𝑠𝑖𝑛ℎ(
𝑛𝜋

𝑎
𝑏)
∫ 𝑢𝑠𝑡(𝑥)

𝑎

0

sin (
𝑛𝜋

𝑎
𝑥) 𝑑𝑥 

(7.3.20) 

elde ederiz(Alıştırma 4). 

(7.3.1)  probleminin çözümünü (A), (B), (C) ve (D) problemlerinin çözümlerinin toplamı 

olarak   elde eden laplacedrg.mac  Maxima programı bölüm sonunda verilmektedir. 

 

Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 1, 𝑢(3, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 2) = 0 
probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini bölüm sonunda verilen  

laplacedrg  programı ile çizdirelim. 
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 Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(3, 𝑦) = 1, 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 2) = 0 

probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini  laplacedrg  programı ile 

çizdirelim. 
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   Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(3, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 1, 𝑢(𝑥, 2) = 0 

probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini  laplacedrg  programı ile 

çizdirelim. 
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    Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 1, 𝑢(3, 𝑦) = 1, 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 2) = 0 
probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini  laplacedrg  programı ile 

çizdirelim. 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
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   Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(3, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 2) = 0 

probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini  laplacedrg  programı ile 

çizdirelim. 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) =

 
+ 
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   Örnek 

 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(3, 𝑦) = −𝑦, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢(𝑥, 2) = −𝑥 

probleminin analitik çözümünü  belirleyerek  grafiğini  laplacedrg  programı ile 

çizdirelim. 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 
 

 

+  

+ 

 

+  
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Yukarıda incelediğimiz  problemlerin analitik çözümlerini elde etmek için hazırladığımız 

laplacedrg.mac programı aşağıda verilmektedir.  

 

Bölüm Alıştırmaları 

1. Aşağıda verilen bloku çalıştırarak 

Örnek 6-12 de elde edilen 

sonuçların doğruluğunu kontrol 

ediniz. 

 

2. (B) ile verilen u_sag bilinmeyenli 

probleminin çözümünün    

(7.3.14)-(7.3.15)                ile 

verildiğini kontrol  ediniz. 

3. (C) ile verilen u_alt bilinmeyenli  

problemin çözümünün    (7.3.16)-

(7.3.18)                ile verildiğini 

kontrol  ediniz. 

 

4. (D) ile verilen u_ust  

bilinmeyenli problemin 

çözümünün   (7.3.19)-(7.3.20)                 

ile verildiğini kontrol  ediniz
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Sadeleştir, 13 

solve, 93 

Subst, 11 

sum, 37 

Taylor, 111 
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