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Sunum Misyonu

İnsan sağlı̆gınınıkorunmasıve bozulan sağlı̆gın düzeltilmesi amacıyla
oluşturulan ve bir çok alt bilim dalınıiçeren Tıp biliminin çok özel
bazıalt alanlarında Matematiğin rolünü örneklerle açıklamaktır.
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Sunum Özeti

Tıpta ölçüm sistemleri ve elemanter matematik

Tıbbi teknolojide matematik(Tomografi örneği)

Radon dönüşümü
Fourier dilimleme teoremi
Uygulama

Tıpta matematiksel modelleme

Hill fonksiyonu

Verilere uygun Hill fonksiyonu belirleme

Hill fonksiyonlu modeller

Cheyne-Stokes solunum bozukluğu
Hematopoez(kırmızıkan hücresi regülasyonu)
Antibiyotik-bakteri etkileşim modeli
Göz yaşıfilm kalınlık modeli
Beyin veya kalp kasıhücre zarıpotansiyel modeli

UluslararasıTıpta matematik gelişim mekanizmaları
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SI ve Tıpta kullanılan ev ölçüm sistemleri

Hacim

1 damla,gtt(guttae) → 15 gtt=1mL
1 çay kaşı̆gı,t(tsp) →1t=5mL
1 yemek kaşı̆gı,T(tbs) →1T=3t=15mL
1 oz, 1oz=2T=30mL
1 bardak, 1 bardak=8 oz=240 mL
1 cc(cubic centimetre)= 1mL

Ağırlık

mcg,mg,g,kg,lb(1kg=2.2lb)
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/ 41



Tıpta Elemanter Matematik(ölçüm sistemleri)

Gerekli ilaç miktarı(doğru orantıveya aşağıdaki formül)

X = D ×Q/H

X :Gerekli miktar,
D: İstenen doz,
H: mevcut doz,
Q: mevcut dozdaki miktar.

E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 5
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 5
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Tıpta Elemanter Matematik(ölçüm sistemleri)

Tablet/100mcg biçiminde piyasada mevcut olan ilaçtan 0.05 mg
verilmesi isteniyor. Ne kadar hazırlanmalıdır?

X = D ×Q/H
= 0.05mg × 1tablet/100mcg
= (0.05× 1000mcg)× 1tablet/100mcg
= 50mcg × 1tablet/100mcg = 0.5 tablet
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/ 41



Tıpta Elemanter Matematik(ölçüm sistemleri)

Tablet/100mcg biçiminde piyasada mevcut olan ilaçtan 0.05 mg
verilmesi isteniyor. Ne kadar hazırlanmalıdır?

X = D ×Q/H
= 0.05mg × 1tablet/100mcg

= (0.05× 1000mcg)× 1tablet/100mcg
= 50mcg × 1tablet/100mcg = 0.5 tablet
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Tıpta Elemanter Matematik(enjeksiyon süresi)

Enjeksiyon süresi=Toplam hacim/(birim zamanda enjekte edilen
miktar)

30gtt/dk oranında verilen bir litrelik serum, kaç saatte enjekte olur?
15 gtt(damla)=1 mL,
Dakikada 2mL, saatte 120mL
Süre=1000mL/120mL/saat=8.33 saat.
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/ 41



Tıpta Elemanter Matematik(enjeksiyon süresi)

Enjeksiyon süresi=Toplam hacim/(birim zamanda enjekte edilen
miktar)

30gtt/dk oranında verilen bir litrelik serum, kaç saatte enjekte olur?
15 gtt(damla)=1 mL,
Dakikada 2mL, saatte 120mL
Süre=1000mL/120mL/saat=8.33 saat.
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Tıpta Elemanter Matematik(Kaynakça)

Pharmacological Math Computation Skills, Lilian Ostrander, Professor
of Nursing,(URL:www.bergen.edu).

Fundamentals of Mathematics for Nursing, Cynthia M. McAlister,
Sandra G. Shapiro(URL: www.laniertech.edu)
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Tomografi (Radon, Hounsfield, Cormack)

Johann Radon(AvustralyalıMatematikçi, 1887-1956)

Godfrey Hounsfield(İngiliz Elektrik Müh,1919-2004)

Allan Cormack(1924-1998, Güney Afrika doğumlu ABD li fizikçi

1979 Nobel Tıp ödülü,Tomografi
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Tomografi(lineer atenuasyon)

Tanım
Herhangi bir nesnenin µ ile gösterilen x ı̧sınılineer atenuasyonu, nesneye
ait hacim elemanında, birim uzunlukta absorbe edilen ve saçılan ı̧sın
miktarının hacim elemana gelen ı̧sın miktarına oranıolarak
tanımlanmaktadır.

µsu = 0.2245cm
−1,

µhava = 0.00025,

µyağ = 0.1925,

µkas = 0.2330,

µkemik = 0.5727(yaklas ık)(50keV Enerji için)
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Tomografi(Lineer dönüşüm)

Hounsfield dönüşümü birbirine çok yakın atenuasyon değerlerini su
için sıfır referans noktasıile birbirinden ayırmayıamaçlar:

Hu = 1000× (µ− µsu)/(µsu − µhava)(Hounsfield unit)
Hu(yağ)=1000× (µyağ − µsu)/(µsu − µhava) =

1000× (0.1925− 0.2245)/(0.2245− 0.00025) = −142. 70
Hu(hava) = −1000,
Hu(su) = 0,
Hu(kemik) = 700− > 3000,
Hu(yumusakdoku) = 100−− > 300
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 11
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Tomografi(Beer-Lambert yasası)

Beer-Lambert yasası: dI/dx = −µI , I (0) = I0

I0 :gönderilen x ı̧sınışiddeti, Id : ölçülen ı̧sın şiddeti

− ln( IdI0 ) =
∫ L
0 µ(x)dx → µ(x) =?
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− ln( IdI0 ) =
∫ L
0 µ(x)dx → µ(x) =?
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Tipik bir tomografi görüntü kesiti

Beyin tomografisinden bir görünüm(seçilen bir noktanın koordinatıve
karşıllık gelen Hu sayısı)
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karşıllık gelen Hu sayısı)
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Hounsfield atenuasyon sayılarının(=tomografi
görüntüsünün) belirlenmesi(tomografi çekimi!)

E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 14
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Hounsfield atenuasyon sayılarının belirlenmesi(tomografi
çekimi!)

A9×9, µ9×1, b9×1,

Aµ = b nin keyfi b ∈ R9 için çözümü mevcut değil, çünkü A nın
sütunlarılineer bağımlı!

Yeni ölçüm verileri ile sistem tek bir çözüme sahiptir.3x3 görüntü için
3^2+2 denklem

N ×N (600× 600)tomografi görüntüsü için N2 (360000)den fazla x
ı̧sın atenuasyon değeri(->denklem) gerekli!
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Alternatif yöntem: Radon dönüşümü

F0(x) =
∫ h(x )
g (x ) µ(x , y)dy y-eksenine paralel atenuasyon projeksiyonu

E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 16
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Radon dönüşüm geometrisi ve dönüşümü[
ξ
η

]
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

] [
x
y

]
,

R(ξ, θ)[µ(x , y)] =∫ ∞
−∞ µ(ξ cos(θ)− η sin(θ), ξ sin(θ) + η cos(θ))dη ≡ F (ξ, θ)

Keyfi ξ, θ için F (ξ, θ), µ(x , y) nin Radon dönüşümüdür:
Sabit θ için Fθ(ξ), µ(x , y) nin θ açısıile projeksiyonudur.
Sabit θ ve ξ = L doğrusu için Fθ(L), µ(x , y) nin ξ = L doğrusu
boyunca integralidir.
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Sabit θ ve ξ = L doğrusu için Fθ(L), µ(x , y) nin ξ = L doğrusu
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ξ
η

]
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

] [
x
y

]
,

R(ξ, θ)[µ(x , y)] =∫ ∞
−∞ µ(ξ cos(θ)− η sin(θ), ξ sin(θ) + η cos(θ))dη ≡ F (ξ, θ)

Keyfi ξ, θ için F (ξ, θ), µ(x , y) nin Radon dönüşümüdür:
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Tomografi ve Fourier Dilimleme Teoremi

Teorem
z1(Fθ(ξ)) = F2(µ(x , y))θ ≡ F (u, v)θ
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Tomografi ve Fourier Dilimleme Teoremi

A=[1 2 3 4;3 2 1 0;1 6 7 8;2 1 0 5]

F0(ξ)=[7 11 11 17]

F1(F0(ξ))=[46.0000 -4.0000 + 6.0000i -10.0000 -4.0000 - 6.0000i]

Fπ/2(ξ)=[10 6 22 8]

F1(Fπ/2(ξ))=[46.0000 -12.0000 + 2.0000i 18.0000 -12.0000 - 2.0000i]

fft2(A) =

46.0000 -4.0000 + 6.0000i -10.0000 -4.0000 - 6.0000i

-12.0000+2.0000i -2.0000 4.0000 - 6.0000i 10.0000

18.0000 -12.0000 + 2.0000i -6.0000 -12.0000 - 2.0000i

-12.0000-2.0000i 10.0000 4.0000 + 6.0000i -2.0000
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Tomografi görüntü netleştirme(Gabor Filtresi)

Gabor Filtresi

G (x , y) = exp(− x 2+y 22σ2
) exp( iπνσ (x sin(θ)− y cos(θ))

(a)[γ = 1/2, σ = 4, θ = π/4],(b)[γ = 1/2, σ = 4, θ = π/2],
(c)[γ = 3/2, σ = 4, θ = π/4],(d)[γ = 3/2, σ = 8, θ = π/4]
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 20
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Tomografi görüntüsü filtreleme( Konvolüsyon)

Filtre=0.2*[1 0 0 0 -1 ;0 1 0 -1 0;0 0 1 0 0; 0 1 0 -1 0; 1 0 0 0 -1];

Bulanık ve kabartılmı̧s Görüntü=Orjinal görüntü* Filtre
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/ 41



Tomografi görüntü netleştirme(Gabor Filtresi ile
konvolüsyon)

γ = 5/2, σ = 4,M = 33(Filtre boyutu)

(a)Filtre uygulanmı̧s
görüntü(2,2,1),(b)(θ = π/6), (c)(θ = π/3), (d)(θ = π/2)
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Tıpta modelleme(Hill fonksiyonu)

Archibald Hill(1886-1977),1910; İngiliz fizyolog,1922 Nobel ödülü

f (x) = axn/(xn + bn),biyokimyasal reaksiyonlar, fizyolojik olaylar:

0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1
0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

0 .6

0 .7

0 .8

0 .9

1

n = 1
n = 2
n = 4
n = 1 0

a = 1, b = 1/4

Oksijen konsantrasyonu(yatay eksen)->Oksijenle doymuş hemoglobin
yüzdesi(düşey eksen)
Kandaki karbondioksit yoğunluğu(yatay eksen)->ventilasyon(birim
zamanda solunan hava miktarı)(düşey eksen)
İlaç yoğunluğu(yatay eksen)->ilaç etkisi(düşey eksen)
Substrat yoğunluğu(yatay eksen)->reaksiyon hızı(düşey
eksen)Michail-Menten
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Archibald Hill(1886-1977),1910; İngiliz fizyolog,1922 Nobel ödülü
f (x) = axn/(xn + bn),biyokimyasal reaksiyonlar, fizyolojik olaylar:

0 0 .1 0 .2 0 .3 0 .4 0 .5 0 .6 0 .7 0 .8 0 .9 1
0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

0 .6

0 .7

0 .8

0 .9

1

n = 1
n = 2
n = 4
n = 1 0

a = 1, b = 1/4

Oksijen konsantrasyonu(yatay eksen)->Oksijenle doymuş hemoglobin
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Eğri uydurma için uygun(lineerleştirilebilmekte)!

f (x) = axn/(xn + bn),
u = ln( f (x )/a

1−f (x )/a ),

v = ln(x),
u = cv + d , c = n, d = −n ln(b)

(Lillo, R. S., ve ark, Using animal data to improve prediction of
human decompression risk following air-saturation dives)),Journal of
Applied Physilogy,vol., 93, No.1, 2001.

Dalgıç dalı̧s derinliği(yatay eksen(boyutsuz))->Vurgun(Decompression
Sickness) ihtimali(düşey eksen)
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/ 41
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Hill Fonksiyonlu modeller(Cheyne-Stokes solunum
bozukluğu,L. Glass ve C. Mackey,1977)

Kabul-1:Solunum hacmi atardamar karbondioksit yoğunluğunun
gecikmeli bir Hill fonksiyonudur

c(t) :karbondioksit yoğunluğu

V = Vmax
c(t − T )n

c(t − T )n + bn

Kabul-2: Karbondioksit eliminasyonu karbondioksit yoğunluğu ve
solunum hacminin çarpımıile orantılıdır.
Kabul-3: Vücut Karbondioksit üretim oranısabittir(λ):
Kütle korunumu:

dc
dt
= λ− αc(t)V

L. Glass ve M. C. Mackey, Pathological conditions resulting from
instabilities in physiological control systems, Annals of the New York
Academy of Sciences, 1979
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/ 41



Hill Fonksiyonlu modeller(Cheyne-Stokes solunum
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 26
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik

14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 26
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Hill fonksiyonlu modeller(Hematopoez, Mackey ve
Glass(1977))

Hematopoez: Kandaki kırmızıkan hücrelerinin regülasyonu

Kırmızıkan hücrelerinin azalmasıkemik iliğinde yeni hücrelerin
oluşturulmasınıtetikler
c(t) : t−anındaki kırmızıkan hücre yoğunluğu(milimetreküpteki hücre
sayısı)
Kabul 1: Hücre ölüm oranı, mevcut sayılıile orantılıdır
Kabul 2: Kandaki hücre sayısının azalmasınıtakiben T = 6 günlük bir
gecikme ile ilik yeni hücreleri dolaşım sistemine göndermeye başlar.
Kabul 3: Dolaşım sistemine gönderilen yeni hücrelerin zamana göre
değişim, t − T anındaki kırmızıkan yoğunluğu ile orantılıdır.
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Hill fonksiyonlu modeller(Hematopoez, Mackey ve
Glass(1977))

dc
dt
= λf (c(t − T )− bc(t)

f (c(t)) =
anc(t)

an + cn(t)

a = 0.8,λ = 0.2, n = 10, b = 0.1, c(t) = 0.1, t <= T
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Hill fonksiyonlu modeller(Hematopoez, Mackey ve
Glass(1977))

dc
dt
= λf (c(t − T )− bc(t)

f (c(t)) =
anc(t)

an + cn(t)
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Hill fonksiyonlu modeller(Hematopoez, Mackey ve
Glass(1977))

T = 4(a),T = 6(b),T = 10(c),T = 15(d)(lösemi!)
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Farklıgecikme değerleri(gün) için
hücre yoğunlukları

dde23(MATLAB)
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Hill fonksiyonlu modeller(Hematopoez, Mackey ve
Glass(1977))

T = 4(a),T = 6(b),T = 10(c),T = 15(d)(lösemi!)
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Hill fonksiyonlu modeller(Antibiyotik-bakteri etkileşimi,
Zhi, J. ve ark., 1986)

dN
dt
= αN − EmaxC nt

C n50 + C
n
t
N

N(t) : bakteri populasyonu
α :antibiyotiksiz ortamda bakteri üreme oran sabiti;Emax :maksimum
bakterisidal etki(saat−1)

Ct : t anındaki antibiyotik serum konsantrasyonu(mg/L)

C50 : Emax değerinin %50 sini üreten antibiyotik konsantrasyonu
Zhi, J. ve ark., A pharmacodynamic model for the activity of
antibiotics againist microorganisms under nonsaturable conditions, J.
Pharm. Sci. (1986) 75, 1063-1067.
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C50 : Emax değerinin %50 sini üreten antibiyotik konsantrasyonu
Zhi, J. ve ark., A pharmacodynamic model for the activity of
antibiotics againist microorganisms under nonsaturable conditions, J.
Pharm. Sci. (1986) 75, 1063-1067.
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Zhi, J. ve ark., 1986)

dN
dt
= αN − EmaxC nt

C n50 + C
n
t
N

N(t) : bakteri populasyonu
α :antibiyotiksiz ortamda bakteri üreme oran sabiti;Emax :maksimum
bakterisidal etki(saat−1)

Ct : t anındaki antibiyotik serum konsantrasyonu(mg/L)
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Tipik bir kütle korunum modeli(göz yaşıfilm tabaka
kalınlı̆gı)

Öteyandan göz yaşıfilm tabakasının tek bir noktada h(t) ile
gösterilen kalınlı̆gıbasit bir korunum yasasıifadesi:

dh
dt
= −J + Pc (1− c)

J: buharlaşma sonucu oluşan göz sıvıkaybı(akısı)
Pc (1− c) ise osmoz ile kornea tabakadan gelen sıvıyıtemsil etmekte
c : sıvının boyutsuz ozmolaritesi

J = 1− (heq/h)3
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Tipik bir kütle korunum modeli(göz yaşıfilm tabaka
kalınlı̆gı) H(

Göz yaşıtabakasıfilm kalınlı̆gı)

heq = 0.125,Pc = 1.55 ve farklıbaşlangıç değerler ile zamanla film
kalınlı̆gıdeğişimi

Braun, R., Dynamics of the tear film, OCCAM(Oxford Center for
Collaborative Applied Mathematics) Report number 11/11.
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Hücre zarıpotansiyel modeli(J.D. Murray)

Denge potansiyel(Veq): Elektrik yük yoğunluk farkıile oluşan elektrik alan
kuvvetinin, ilgili kimyasalın zar düzlemine normal yöndeki ortamlardaki
yoğunluk(mol/Hacim) farklıile oluşan difüzyon kuvvetine eşit olduğu elektrik
yük farkı

Hücre zarınormali doğrultusunda yük birikimi olmayacağıiçin net akım sıfıra
eşit (dı̧sarıyön pozitif)->

Cm
dV
dt
+ g(W )

V − Veq
R

= Iappl

Cm : zar kapasitansı; R direnci, Iappl :dı̧s akım. Sinir ve kas hücreleri(kalp
kas hücreleri) bir dı̧s etken ile uyarıldı̆gında potansiyellerinde büyük
değişimler olabilmekte.

dV/dt = (f (V )−W + Iappl )/α

dW/dt = α(V − γW + β)

V (t) : t anında hücre zar potansiyeli(membran potansiyel=zar normali
yönündeki yük yoğunluk farkı)
W (t): potansiyele bağlıion kapısıiletkenlik değişkeni
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W (t): potansiyele bağlıion kapısıiletkenlik değişkeni
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/ 41



Hücre zarıpotansiyel modeli(J.D. Murray)

Denge potansiyel(Veq): Elektrik yük yoğunluk farkıile oluşan elektrik alan
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

I:Pozitif yüklü sodyum iyonlarının başlangıçta negatif potansiyele
sahip hücre zarıiçerine girişi

II:Voltaj bağımlısodyum kanalının açılmasıyla daha hızlıgiriş(I ve II:
depolarizasyon)

III: Potasyum kanalıaçılır ve pozitif yüklü potasyum iyonlarıdı̧sarı
çıkmaya başlar ve ardından Kalsiyum kanalıaçılır ve kalsiyum gririşi
başlar ve potansiyel azalma hızıyavaşlar(Plato)
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/ 41



Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

I:Pozitif yüklü sodyum iyonlarının başlangıçta negatif potansiyele
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 34
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çıkmaya başlar ve ardından Kalsiyum kanalıaçılır ve kalsiyum gririşi
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

IV: Belirli bir potansiyelde kalsiyum kanalıda kapanınca potansiyel
hızla düşer(repolarizasyon)

V: Denge potansiyelden daha aşağıdüşen değer, yavaş sodyum
kanalından sodyum iyon girişi ile denge konumuna
ulaşır(hiperpolarizasyon)
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

w = v − v3/3,w = (v + β)/γ

α = 0.64, β = −0.5,γ = −3 α = 0.64, β = 4,γ = 2
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

w = v − v3/3,w = (v + β)/γ

α = 0.64, β = 0.6,γ = 2.4 α = 0.64, β = 0.6,γ = 4
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Hücre zarıpotansiyeli(FitzHugh-Nagumo)

w = v − v3/3,w = (v + β)/γ

α = 0.28, β = 0.2,γ = 0.1

E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik
14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 39
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UluslararasıTıpta Matematik Gelişim Mekanizmaları

http://www.maths-in-medicine.org/
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/ 41



Kaynakça(ilave)

J. Radon, On the determination of functions from their integral values along
certain manifolds, Almancadan tercüme, IEEE Transactions on Medical
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Smith, K. and Keinert, F., Mathematical foundations of computed
tomography, Appl. Optics, Vol. 24, No: 23, 1983
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/ 41



Kaynakça(ilave)

J. Radon, On the determination of functions from their integral values along
certain manifolds, Almancadan tercüme, IEEE Transactions on Medical
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Smith, K. and Keinert, F., Mathematical foundations of computed
tomography, Appl. Optics, Vol. 24, No: 23, 1983
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İmaging, vol. MI-5,No.4, December, 1986.
Michael C. Mackey, Leon Glass, Oscillation and Chaos in Physiological
Control Systems, Science, New Series, Vol. 197, Issue 4300, 1977
Sylvain Goutelle at al, The Hill Equation: a review of its capabilities in
pharmacological modelling,Fundamental & Clinical Pharmacology, 22(2008),
633-648.
Keener, J. Sneyd, J., Mathematical Physiology I: cellular
physiology,Springer, 2009.
J. D. Murray, Mathematical Biology I,II: Springer, 2002;2009.
J. Proakis, D., manolakis, Digital Signal Processing(Principles, Algorithms,
and Applications), Pearson, 2007.

Guyton & Hall, Tıbbi Fizyoloji, Çeviri: H. Çavuşoğlu, B. Yeğen.
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E. Coşkun ve ark., ESGI100, Gabor Filter Selection and Computational
Processing for Emotion Recognition,Oxford SG., MIIS-670,2014.
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Smith, K. and Keinert, F., Mathematical foundations of computed
tomography, Appl. Optics, Vol. 24, No: 23, 1983
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E. Coşkun (KTÜ) Tıpta Matematik

14. Matematik Sempozyumu,14-16 Mayıs 2015, Niğde Üniversitesi 41
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