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Taylor polinomlari ile yaklasim

Bu béliimde

@ Kuvvet serisi, yakinsaklik yaricapi ve bdlgesi kavramlarini
hatirlayacagiz.
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yardimiyla bilgisayar ortaminda gerceklestirilen aritmetik islemlerde
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Detayh bilgi icin dokiiman sonunda belirtilen referanslara
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Kuvvet serisi ve yakinsaklik aralig

@a c,€R n=0,1,--- sabitleri ve keyfi x € R icin

i (x—a)":=cg+alx—a)+--+c(x—a)"+--- (1)

ifadesine a merkezli ve sabit katsayili bir kuvvet serisi adi verilir.
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Kuvvet serisi ve yakinsaklik aralig

@a c,€R n=01,--- sabitleri ve keyfi x € R icin

i)(-‘n(X—a)”:=C0+C1(x—a)—|—---—|—cn(x_a)"+... (1)

ifadesine a merkezli ve sabit katsayili bir kuvvet serisi adi verilir.

olmak (izere,
lim Spy(x
N—o0 N( )
limitine (1) serisinin x noktasindaki toplami adi verilir. Eger bir x
noktasinda serinin toplami sonlu ise seriye s6z konusu noktada

yakinsak, diger durumda ise wraksaktir denir.
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Kuvvet serisi ve yakinsaklik aralig

@ Oran testi ile
1
cnr1(x —a)""

cn(x —a)n

icin (1) serisi x noktasinda yakinsaktir.

Cn+1

[im

n—oo

= |x — a| lim <1 (2)

n—oo

Cn
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Kuvvet serisi ve yakinsaklik aralig

@ Oran testi ile

_ n+1
fim |Gt | g (2)
n—oo C,,(X - a)” n—oo | Cp
icin (1) serisi x noktasinda yakinsaktir.
e Eger lim, ‘ C”“‘ =0, (1) her x € (—o0, 00) icin yakinsaktir. Bu

cn
durumda (1) serisinin yakinsaklik yaricapi sonsuz ve yakinsaklik araligi
ise (—oo, 00) araligidir.
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@ Oran testi ile

_ n+1
fim |Gt | g (2)
n—oo C,,(X - a)” n—oo | Cp
icin (1) serisi x noktasinda yakinsaktir.
e Eger lim, e ‘ C"le‘ =0, (1) her x € (—00, %) icin yakinsaktir. Bu

durumda (1) serisinin yakinsaklik yarigapi sonsuz ve yakinsaklik aralig
ise (—o0, 00) araligidir.

o Eger lim, . ‘ C’;“‘ = oo ise, (1) serisi x = a noktasi disinda hi¢cbir
n

noktada yakinsak degildir. Bu durumda (1) serisinin yakinsaklk
yaricapi sifirdir ve yakinsaklik araligi mevcut degildir.
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Kuvvet serisi ve yakinsaklik araligi

o Eger lim, . C”C“ mevcut, sonlu ve sifirdan farkl ise bu limiti 1/R

ile gosterelim. Bu durumda (2) ve oran testi yardimiyla (1) serisi
x—al/R <1

esitsizligini saglayan x degerleri, yani x € (a— R, a+ R) igin
yakinsaktir. x = a — R ve x = a+ R noktalarindaki yakinsaklik
durumu farkl kriterler yardimiyla belirlenerek, yakinsaklik bolgesi adi
verilen ve yakinsamanin gerceklestigi noktalar kiimesi belirlenebilir.

3
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Kuvvet serisi ve fonksiyon

o Yakinsaklik araligi icerisinde kuvvet serisi bir fonksiyon tanimlar:
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@ x noktasi (1) serisinin yakinsaklik bolgesi icerisinde bir nokta olmak

lizere,
o0

f(x) = ;)cn(x—a)”,xé(a—R,a+R) (3)
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Kuvvet serisi ve fonksiyon

o Yakinsaklik araligi icerisinde kuvvet serisi bir fonksiyon tanimlar:

@ x noktasi (1) serisinin yakinsaklik bolgesi icerisinde bir nokta olmak

lizere,
o0

f(x):= ;)cn(x—a)",xe(a—R,a+R) (3)

@ veya acitkca yazmak gerekirse
fix):=a+alx—a)+---+c(x—a)"+---

ifadesinden yakinsaklik araligi icerisinde terim terime tiirev
alinabilecegi kuralini kullanarak,

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 3 Kasim, 2018 6/



Taylor serisi

c="f(a),a="Ff(a), = f”(a)/2!, e Cp = f(”)(a)/n! (4)
elde ederiz.

@ (4) ile verilen c degerleri (3) de yazilarak,

f(x):= i}

ile tanimlanan f fonksiyonunun x = a noktasi merkezli Taylor serisi
veya "Taylor acithmi" elde edilir.

() (4
fn!()(x—a)",xe(a—R,a—i—R) (5)
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f(")!(a)(x_a)",xe(a—RvaJFR) (5)

n

@ Ornek olarak x = 0 noktasi komsulugunda
=l x+ x4+ = zox",xe (—1,1)
=
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Taylor serisi

@ Ornek olarak x = 0 noktasi komsulugunda
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Taylor serisi

@ Ornek olarak x = 0 noktasi komsulugunda

o X =14+x+x%/214-- =Y x"/n!,x € (—c0, )
n=0
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Taylor serisi

@ Ornek olarak x = 0 noktasi komsulugunda

[ee]
o X =14+x+x2/214+---= Y x"/n!,x € (—00, 00)
n=0
o sin(x) =x—x3/314+x%/5! — .. = ¥ (=1)"x2*L/(2n+ 1)1 x €
n=0
(—00,00)
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Taylor serisi

@ Ornek olarak x = 0 noktasi komsulugunda

0o X =1+4x+x2/2+---= E x"/nl, x € (—o0, )
n=0
o sin(x) = x —x3/31 4 x5/5l— . = ¥ (1)L /(204 1)l x €
n=0
(o0, 00)
o cos(x) =1—x2/214x*/4l — ... = f (—1)"x?"/(2n)!, x €
n=0
(—00,0)
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Bilinen Taylor acilimlari yardimiyla benzer fonksiyonlarin

acthmlari

@ x = 0 noktasi komsulugunda bilinen Taylor acilimlarini kulalnarak,
benzer fonksiyonlarin Taylor acilimlarini belirleyebiliriz:

! = 14+x+x2+x3+---
1—x
1 1
E— — =1— 2_ 34
1+x 1—(—x) X
2 2 2 4 4
SR D YA W W
3+ 4x 3(1+14x) 3 3773
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Bilinen Taylor acilimlari yardimiyla benzer fonksiyonlarin

acthmlari

@ x = 0 noktasi komsulugunda bilinen Taylor acilimlarini kulalnarak,
benzer fonksiyonlarin Taylor acilimlarini belirleyebiliriz:

1
= 14+x+x2+x3+---
1—x
1 1
= =1 2_ 3
— T+x  1-(—x) X+ x°—x"+
2 2 2
— S 1_ﬂx+(ﬂx)2_...
3+ 4x 3(1+%x) 3 3 3
°
e = 14+x+x3/214x3/30 4

— e X =1-x+x3/21—x3/314+-..
— =1-—x2+x*/21—xb/31 4 ...
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Bilinen Taylor acilimlari yardimiyla benzer fonksiyonlarin

acthmlari

@ Yakinsaklik bolgesi icerisinde Taylor serisi terim terim tiirev veya
integre edilebilir.
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acthmlari

@ Yakinsaklik bolgesi icerisinde Taylor serisi terim terim tiirev veya
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@ Bu islem yardimiyla elde edilen serinin yakinsaklik bdlgesi de orijinal
serinin yakinsaklik arahigi ile aynidir.
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Bilinen Taylor acilimlari yardimiyla benzer fonksiyonlarin

acthmlari

@ Yakinsaklik bolgesi icerisinde Taylor serisi terim terim tiirev veya
integre edilebilir.

o Bu islem yardimiyla elde edilen serinin yakinsaklik bolgesi de orijinal
serinin yakinsaklik arahigi ile aynidir.

@ Buna gore
In(1 4 x)
fonksiyonunun x = 0 komsulugundaki Taylor seri acilimi,

1
1+ x

fonksiyonunun agiliminin terim terime integrali yardimiyla elde
edilebilir.
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Bilinen Taylor acilimlari yardimiyla benzer fonksiyonlarin

acthmlari

@ Ornekleri inceleyelim

1
e = 1—x4+x>—x3+--- ,xc(-1,1)
2 3 4
== |n(1+x):x—%+%—%+---,xe(—l,l]
1 2 4 6
5 1—x"+x"—x" +---

— arctan(x) =x —x3/3+x%/5—x"/T+---
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Taylor Teoremi

(Taylor teoremi) f € C""1[a, b], ve xo € (a, b) secilsin. Bu taktirde

f(x) = Pa(x) + Ra(x) (6)

olarak ifade edilir. Burada P,(x), f nin xo noktasi koslugundaki n — inci
dereceden Taylor polinomu:

Pn(X) = f(X0)+(X_XO)f/(XO)+<X_2!XO)2f//(X0)+‘ . ._|_(X_n!X0)nf(n)( 0

ve 1 N
) = f/ FD) (1) (¢ — xo)"dt
X0

n!

kalan terimdir veya alternatif olarak
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Taylor yaklasim polinomunun derecesini tahmin edebiliriz

e f(x) = e~ fonksiyonuna [—1, 1] araliginda € = 0.1 den kiigiik kesme
hatasi ile xp = 0 noktasi komsulugundaki Taylor polinomu yaklasim
icin en diisiik polinom derecesi ne olmalidir?
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Taylor yaklasim polinomunun derecesini tahmin edebiliriz

e f(x) = e~ fonksiyonuna [—1, 1] araliginda € = 0.1 den kiigiik kesme
hatasi ile xg = 0 noktasi komsulugundaki Taylor polinomu yaklasim
icin en diistik polinom derecesi ne olmalidir?

o (M) (c,) = e, ce(—1,1) olup,

< S <01

Ra()] =[x/ 1te] < s

icin n > 4 olmalidir. O halde belirtilen € = 0.1 dan kiiciik kesme
hatasi ile yaklasim icin fonksiyona en az dérdiincii dereceden

Pi(x) = 14+ x+x%2/24x3/31+ x* /4!

polinomu ile yaklasim yapilmaldir.
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Fonksiyon ve Taylor Polinomlari

e f(x) = cos(x) ve Taylor polinomlari 1,1 — x?/2,1 — x2/2! + x* /4!
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Fonksiyon ve Taylor Polinomlari

4
y /
/
/
3 / 7
/ 7
7
7
2 _ -
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~ —
S — -—/ —
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2=
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T T T T T T T T T 1
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@ [—2,2] araliginda hesaplanan

—x?2
le™ = Pa(x) e

hatalar farkli n degerleri icin asagidaki tabloda verilmektedir.

n

10

12

16

20

17 (x) = Po()][eo

0.98

4.98

5.68

4.98

3.55

2.14

0.51

0.08
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e [—2,2] araliginda hesaplanan

—x2
le™ = Pa(x)l

hatalar farkli n degerleri icin asagidaki tabloda verilmektedir.

n

10

12

16

20

17 (x) = Po(3)][e0

0.98

4.98

5.68

4.98

3.55

2.14

0.51

0.08

lim P,(x)=e*

2

oldugunu gozlemleyelim. Detayli bilgiler icin [1],[2] ve [5] nolu

kaynaklari 6neririz.
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Taylor polinomlari nicin gereklidir?

@ Bir nokta komsulugunda elde edilen Taylor polinomu, s6z konusu
fonksiyonu bu nokta komsulugunda uygun dereceli polinomla temsil
ederek, fonksiyonla gerceklestirilecek islemlerde kolaylik amaciyla

kullanilir.
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ederek, fonksiyonla gerceklestirilecek islemlerde kolaylik amaciyla
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e Ornegin f e dx gibi analitik olarak hesaplanamayan integralleri

—1
yaklasik olarak hesaplamak icin e fonksiyonunun x = 0 noktasi
komsulugundaki Taylor polinomundan faydalanilabilir[7],
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@ Nonlineer problemlerin bir nokta komsulugundaki davranisi, s6z
konusu nokta komsulugunda Taylor acilimi ile elde edilen lineer
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o Nonlineer Diferensiyel denklem veya sistemlerinin ¢oziimlerinin bir
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nokta komsulugundaki davranisi, Taylor acilimlari yardimiyla elde edilen
lineer sistemler yardimiyla analiz edilebilir(Bknz [4])

e Nonlineer cebirsel sistemlerin sayisal ¢oziimleri, Taylor acilimi ile elde
edilen lineer cebirsel sistemlerin ¢éziimleri yardimiyla elde
edilebilir(Bknz [5]).
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

Po(x) = aix" + aox" L -+ apx + api1

olarak ifade edilen polinomun xp noktasindaki degeri
Pno(x0) = a1x§ + 32X6771 + -+ apxg t+ ant1 (7)

ifesinin dogrudan kodlanmasi suretiyle hesaplanmaz.
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

Po(x) = a1x" + aox" 1+ + apx + ant1
olarak ifade edilen polinomun xp noktasindaki degeri
Po(x0) = arxg + axx§ ' + -+ + anxo + aps1 (7)
ifesinin dogrudan kodlanmasi suretiyle hesaplanmaz.

e Ciinkii bu sekliyle n(n+ 1)/2 adet ¢arpma islemi gerceklestirilmesi

gerekmektedir. Ornegin

P3(x) = a1x>+ ax® + asx + as
A XXX XXX+ a XXXX+az3 XX+ ag

polinomu icin P3(xo) degerinin hesaplanmasi 6 adet carpma islemi ve
3 adet toplama islemi gerektirir.

Bolim 3 Kasim, 2018 18 / 46

ec (Karadeniz Teknik Universitesi)



Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

@ Oysa ayni islem

P3(x) = ((aix + a2)x + a3)x + a4

orneginde oldugu lizere ic ice carpim formatinda yazilmak suretiyle 3
adet carpma ve 3 adet toplama islemi ile gerceklestirilebilir.
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

@ Oysa ayni islem

P3(x) = ((a1ix + a2)x + a3)x + as

orneginde oldugu iizere i¢ ice carpim formatinda yazilmak suretiyle 3
adet carpma ve 3 adet toplama islemi ile gerceklestirilebilir.

°
by = a
olarak tanimlanmak iizere
by = bixp+a =aixy+ 82(6n icteki toplam)
bs = byxg+a3= (31X0 + az)Xo -+ ag(en icten ikinci toplam)
by = bsxop+ as = ((a1x0 + a2)xo + a3)xp + as(istenen toplam)
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

b1 = a1
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

by = a1

by = ax + xobk—1, k=2,3,...,n

ile tanimlanan {b}, k =1,2,3,..., ndizisi igin yukaridaki érnegimize
paralel olarak
b, = Py(x0)

elde ederiz.
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Taylor polinom degerlerinin hesaplanmasi(Horner yontemi)

°
b1 = a1
°
by = ax + xobk—1, k=2,3,...,n
ile tanimlanan {b}, k =1,2,3,..., ndizisi igin yukaridaki érnegimize
paralel olarak
b, = Pn(XO)
elde ederiz.

@ Bu islemin sadece (n— 1) adet carpma islemi gerektirdigine dikkat
edelim.
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Horner algoritmasi

e Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektordiir.
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Horner algoritmasi

@ Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektérdiir.

@ n = a nin eleman sayisi
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Horner algoritmasi

@ Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektérdiir.
@ n = a nin eleman sayisi

oblzal
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Horner algoritmasi

@ Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektérdiir.
@ n = a nin eleman sayisi

o bl = a1

@ k=2,3,--- ,nicin

bk — dg +X0 * bkfl;
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Horner algoritmasi

@ Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektérdiir.
@ n = a nin eleman sayisi
@ by =a;
e k=2,3,--- ,nicin
by = ax + xp * bx_1;
o Cikti b,
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Horner tablosu

@ Yukarida belirtilen islemler Horner® tabosu adi verilen tablo iizerinden
kolayca gerceklestirilebilir.

!William George Horner (1786 — 1837, ingiliz matematikgi)
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Horner tablosu

@ Yukarida belirtilen islemler Horner! tabosu adi verilen tablo iizerinden
kolayca gerceklestirilebilir.

X0 ail a2 as d4

° xo b1 xobo xo b3
by = a1 by =axt+xob1 bz =az+xob2 bs =as+xob3

!William George Horner (1786 — 1837, ingiliz matematikgi)
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p(x) = x3 — 2x% + x — 4 polinomunun xy = 1 noktasindaki degerini
Horner ybntemi yardimiyla belirleyiniz.

@ Horner tablosu

1 1 -2 1 -4
1x1 -1x1 0x1
1 -1 0 -4

olup, P(1) = —4 olarak elde edilir.
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir

@ n = a nin eleman sayisi;
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir
@ n = a nin eleman sayisi;

@ m = xp In eleman sayisi;
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir

@ n = a nin eleman sayisi;

@ m = xp In eleman sayisi;

@ by.=[a(l) a(1)...a(1)], m bilesenli satir vektorii
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir

n = a nin eleman sayisi;

m = xp In eleman sayisi;

bi. = la(1) a(1)...a(1)], m bilesenli satir vektorii
k=2,3,---,nicin

bi. = ak + xo. * be_1,;;
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

Birden fazla noktada verilen polinomun degerini hesaplayan algoritma
asagida verilmektedir.

o Girdi a, xp, burada a polinom katsayilarini iceren vektér ve xp ise
hesaplama noktalarini iceren vektordiir

@ n = a nin eleman sayisi;
@ m = xp In eleman sayisi;
e by.=la(l) a(1)...a(1)], m bilesenli satir vektorii
e k=2,3,--- ,nicin
bi,: = ak + xo. * by—1,:;
o Cikti by .
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

@ Yukaridaki Algoritmaya ait Program asagida verilmektedir.

function sonuc = hornerler(a, x0);
n = length(a); m = length(x0);
b(1,:) = a(1) = ones(1, m);
for k=2:n

b(k,:) = a(k) +x0.x b(k —1,:);
end
sonuc = b(n,:);
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

e Ornegin Py(x) = x> — 2x + 3 polinomunun xp = [1 2 —1]
vektoriindeki degerlerini Program ile verilen vektd rel Horner yontemi
yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz:
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Birden fazla noktada polinom deger hesabi

e Ornegin Py(x) = x> — 2x + 3 polinomunun xp = [1 2 —1]
vektoriindeki degerlerini Program ile verilen vektd rel Horner yontemi
yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz:

e >>a=[1-23]
>> x0=[1 2 -1;]
>> hornerler(a,x0)
ans =
236
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Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

1 2 0%f 0%f 2 0%f
+§ (X - a) aX2 + 2(X - a><y - b) aXa + ( - ) ayz |(a,b)
+...
ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 3 Kasim, 2018 27 / 46




Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

o
0 0 of of
<hax+kax> f(a b) . *h&‘(a,b)—i_k@‘(a,b)
) 2\° 232 02 f

notasyonu ile f nin (a, b) noktasi komsulugundaki Taylor serisi
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Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

o
d d of of
<hax+kax) f(a b) . _ha‘(a,b)_‘_k@‘(a,b)
) 2\° 282f 02 f 2a2f

notasyonu ile f nin (a, b) noktasi komsulugundaki Taylor serisi

F(x.y) f <h+kaax>nf(a,b) (8)

olarak ifade edilir.
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Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

f(x,y) = e ) fonksiyonunun (0,0) noktasi komsulugundaki, ilk dort
Taylor yaklasim polinomu bularak fonksiyonla birlikte ayni eksende
grafiklerini ¢iziniz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Boliim 3 Kasim, 2018 29 / 46



Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

£(0,0) = 1

£.(0,0) (—2xe” *#%))(0,0) = 0
£,(0,0) = (—2ye <) (0,0) =0
£x(0,0) = e ) (4x2 —2)(0,0) = —2
fy(0,0) = e ) (ay’ —2)(0,0) = —2
£y (0,0) e~ ) (4xy)(0,0) = 0
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Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari

°
f(0,0) = 1
£(0,0) (—2xe~ ¥ +7))(0,0) = 0
£0,0) = (~2ye < ))(0,0) =0
f(0.0) = e T (4x* —2)(0,0) =
fy(0,0) = e (a2 —2)(0,0) =
fy(0,0) = & *)(4x/)(0,0) = 0
°
1 1
flay) =1=(C 4y + 50 +y")" = 5 (¢ +y2)° +
acilimini elde ederiz. (Bu agilimi yukarida verilen e actlimi ile

karsilastiriniz).
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Taylor yaklasimlari

Po(xy) = 1, (9)
Paxy) = 1= (+y%), (10)
Pi(y) = 1= (@490 + 50 + 1) (11)
Pilxy) = 1= (¢ +y2) 4+ 508 + 12 — 2 (2 + /) +..(12)
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Taylor yaklasimlari

. (202 . o . .
Figure: e (x*+y%) fonksiyonu ve artan n degerleri icin Taylor polinom yaklasimlari
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ x; degeri x icin bir yaklasim olsun ve y = f(x) fonksiyonu verilsin. x
yerine x¢ yaklasiminin kullanilmasi durumunda olusacak olan
Ay = yr — y mutlak hatasi ve &,(y) bagil hatasini tahmin etmek
istiyoruz. Detaylar icin [8] nolu kaynagi éneririz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ xs degeri x icin bir yaklasim olsun ve y = f(x) fonksiyonu verilsin. x
yerine x¢ yaklasiminin kullanilmasi durumunda olusacak olan
Ay = yr — y mutlak hatasi ve &,(y) bagil hatasini tahmin etmek
istiyoruz. Detaylar icin [8] nolu kaynagi éneririz.

@ Taylor acilimi yardimiyla Ay 2 f/(x)Ax olarak yazariz. Burada &
yaklasimi birinci mertebeden tiireve kadar ilgili terimlerin esitligini
ifade etmektedir. y # 0 icin her iki tarafi y ye bolmek suretiyle

Ay ), )
= TR0 T

Sb(}/) XSb(X)
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

x yerine x¢ yaklagimi alinmasi durumunda, y = f(x) = x"
fonksiyonunda olusan mutlak ve bagil hatalari x deki mutlak ve bagil
hatalar cinsinden hesaplayiniz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

x yerine x¢ yaklagimi alinmasi durumunda, y = f(x) = x"
fonksiyonunda olusan mutlak ve bagil hatalari x deki mutlak ve bagil

hatalar cinsinden hesaplayiniz.

o Mutlak hata

olarak elde edilir.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

x yerine x¢ yaklagimi alinmasi durumunda, y = f(x) = /x
fonksiyonunda olusan mutlak ve bagil hatalari x deki mutlak ve bagil
hatalar cinsinden hesaplayiniz.

o Mutlak hata

1
Ay = f'(x)Ax = Ex%*le
olur. Bagil hata ise
f/ 1 (;*1) 1
en(1) 2 8 xen () = 5 res) = Ten(x)

olarak elde edilir.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ Benzer bicimde iki degiskenli bir z = f(x, y) fonksiyonu igin xr, yf
degerleri x ve y icin birer yaklasim olsunlar. Bu durumda

of of
Az *aA —i—afA
ve
x of y of

ep(z) = W&Sb(x) + W@Sb(y)
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ Buna gore 6zel olarak toplama, cikarma, carpma ve bdlme islemleri
icin sirasiyla z = f(x, y) fonksiyonunu

fx,y) =x+y,x—y.xxyx/y

almak suretiyle

toplama/¢ikarma z=f(x,y)=xty
Az = Ax £ Ay
ep(z) = X:ty (xep(x) £ yep(y),x £y #0

elde ederiz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ Buna gore 6zel olarak toplama, cikarma, carpma ve bdlme islemleri
icin sirasiyla z = f(x, y) fonksiyonunu

fx,y) =x+y,x—y.xxyx/y

almak suretiyle

toplama/¢ikarma z=f(x,y)=xty
Az = Ax £ Ay
ep(z) = X:ty (xep(x) £ yep(y),x £y #0

elde ederiz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

@ Benzer bicimde carpma ve bdlme icin asagida verilen mutlak ve bagil
hata ifadelerini elde ederiz:

carpma | z="f(x,y) =xXy
Az = yAx + xAy
er(2) = ep(x) +en(y)
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

bélme z="1(x,y) =x/y
° Az = )leX— }%Ay

ep(z) = ep(x) —ep(y)
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

Karesel bir ofisin bir kenari xr = x = Ax = 3£ 0.1m olarak 6lciilmiis
olsun. Bu durumda ofis alaninin hesaplanmasinda olusan mutlak ve bagil
hata yaklasik olarak ne kadardir?

e y = f(x) = x? alinirsa
Ay = f'(x)Ax = 2xAx =2 x 3% (0.1) = 0.6
elde ederiz. Bagil hatayi ise yaklasik olarak

A
ep(y) = 7y = 0.6/9 = 0.0667

olarak elde ederiz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

Siirtiinmesiz ortamda hareket eden bir cismin kiitlesinin m = 2 £ 0.1(kg)
ve cisme t aninda etki eden kuvvetin ise F =54 0.2(kg x m/s?) oldugu
Slciilmiistiir. Cismin ivmesini, 6lciimlerdeki mutlak hatalardak kaynaklanan
mutlak ve bagil hata ile birlikte belirleyiniz.

Am = 0.1 ve AF = 0.2 mutlak hatalari ve II. Newton yasasi geregi
a= F/m=25(m/s?) ivmesinde olusan mutlak hata

1 F 1 5
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

ep(m) =Am/m=0.1/2=0.05
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

ep(m) =Am/m=0.1/2=0.05

eo(F) = AF/F =0.2/5 = 0.04
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

’ ep(m) =Am/m=0.1/2=0.05
[*]

en(F) = AF/F = 0.2/5 = 0.04
° Aa _ —0.0250

ep(a) = © = N = 001
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

Ornek
f(a,b,c) =—b+ Vb?>—4ac

fonksiyonunu géz éniine alalm. a=1+0.1, b=24+0.1, c = 0.001+
0.001 igin, yani Aa= 0.1, Ab = 0.1, Ac = 0.001 mutlak hatalariyla, f nin
(a, b, ¢) noktasindaki degerinin hesaplanmasinda olusan mutlak ve bagil
hatayi hesaplayiniz.
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

°

. of of of
Af = a—A ﬁAb#- 3 —Ac
—2c b —2a
= 7&9 +(=1+ Ab+ Ac
b? — 4ac ( Vb2 — 4ac) b? — 4ac
= (—0.0010) x 0.1+ (5.0038e — 004) x 0.1 4+ (—1.0005) x 0.001
—0.00105046
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Taylor acilimi ile hata birim analizi

°
. of of of
—2c b —2a
= ———Aa+(-1+ Ab+ Ac
b% — 4ac ( Vb2 — 4ac) b? — 4ac
(—0.0010) x 0.1 4 (5.0038e — 004) x 0.1 + (—1.0005) x 0.001
—0.00105046
°
f(a, b,c) = f(1,2,0.001) = —0.00100025
olup,
Af  0.00105046
fld—=—-—— =1. 1974
e(f) = = = G 00100025 — 102019745
elde ederiz.
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