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Interpolasyon polinomlarıile yaklaşım ve hata

Bu bölümde

grafiği, bir fonksiyon veya ölçüm sonucu elde edilen nokta kümesinden
geçen polinomu belirlemek suretiyle

veri kümesi içerisinde eksik olan değeri tahmin etme işlemi olarak
tanımlanan interpolasyon kavramınıtanıtarak,

interpolasyon polinomunu adıverilen söz konusu polinomun Cebirsel,
Newton ve Lagrange gibi farklıformülasyonlar yardımıyla elde edilişini,

farklıformülasyonların özelliklerini,

elektronik ortamda interpolasyon işleminin nasıl gerçekleştirildiğini ve

interpolasyon işleminde oluşan hata kavramlarınıinceleyeceğiz.
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tanımlanan interpolasyon kavramınıtanıtarak,

interpolasyon polinomunu adıverilen söz konusu polinomun Cebirsel,
Newton ve Lagrange gibi farklıformülasyonlar yardımıyla elde edilişini,
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farklıformülasyonların özelliklerini,

elektronik ortamda interpolasyon işleminin nasıl gerçekleştirildiğini ve
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Interpolasyon

Apsisleri birbirlerinden farklıolan

A = {(ti , yi )|i = 0, 1, ..., n} , eğer i 6= j ise ti 6= tj ,

nokta çiftleri kümesinin verildiğini kabul edelim.

A kümesindeki verilerden hareketle, herhangi bir

t ∈ [t0, tn ], t 6= ti , i = 0, 1, ..., n

noktasındaki bilinmeyen y değerini tahmin etme işlemi sıkça ihtiyaç
duyulan bir işlemdir ve bu işleme interpolasyon işlemi adı
verilmektedir.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 3 / 58



Interpolasyon

Apsisleri birbirlerinden farklıolan

A = {(ti , yi )|i = 0, 1, ..., n} , eğer i 6= j ise ti 6= tj ,
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Interpolasyon ve Extrapolasyon

ti değerleri deney gözlem zamanlarınıve yi ’ler ise bu zamanlarda
elde edilen deneysel gözlem sonuçlarıolabilir.

Gözönüne alınan veri aralı̆gının, yani [t0, tn ] aralı̆gının dı̧sarısındaki bir
noktadaki tahmin işlemi ise ekstrapolasyon olarak adlandırılmaktadır.
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ti değerleri deney gözlem zamanlarınıve yi ’ler ise bu zamanlarda
elde edilen deneysel gözlem sonuçlarıolabilir.

Gözönüne alınan veri aralı̆gının, yani [t0, tn ] aralı̆gının dı̧sarısındaki bir
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Interpolasyon

t noktasındaki bilinmeyen değeri tahmin etmek için

P(ti ) = yi , i = 0, 1, ..., n (1)

özelliğini sağlayan ve interpolasyon polinomu adıverilen derecesi en
küçük P polinomu bulunarak, bilinmeyen P(t) değeri bu polinom
yardımıyla tahmin edilebilir. Bu noktada bir çok soru akla gelmektedir:
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Interpolasyon

Verilen herhangi A kümesi için (1) özelliğini sağlayan bir polinom var
mıdır?

söz konusu polinom nasıl belirlenir?

elde edilen ve belirtilen özellikleri sağlayan en düşük dereceli polinom,
yani interpolasyonu polinomu tek midir ve derecesi hakkında ne
söyleyebiliriz?

elde edilen interpolasyon polinomu yardımıyla gerçekleştirilen
interpolasyon işleminde oluşan hata tahmini olarak ne kadardır?

sözkonusu hatayıminimize etmek için neler yapılmalıdır?
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Interpolasyon

Yukarıda belirtilen soruların önemli bir kısmıgerek Newton ve gerekse
Lagrange’ın çalı̧smalarıyla açıklı̆ga kavuşturulmuş ve

istenilen özellikleri sağlayan interpolasyon polinomunun varlı̆gı,

bu polinomu inşa etmek suretiyle ispatlanmı̧stır.

Kullanılan yöntemler ilerleyen bölümlerde inceleyeceğimiz üzere
birbirinden farklıdır.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 7 / 58



Interpolasyon

Yukarıda belirtilen soruların önemli bir kısmıgerek Newton ve gerekse
Lagrange’ın çalı̧smalarıyla açıklı̆ga kavuşturulmuş ve
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Interpolasyon polinomunun farklıformülasyonları(Newton)

Öncelikle iki adet (t0, y0), (t1, y1) nokta çifti gözönüne alalım.

Bu iki nokta çifti için (1) özelliğini sağlayan çok sayıda polinom
bulabiliriz.

Ancak grafiği bu iki noktadan geçen en düşük dereceli polinom birinci
dereceden olup aşağıdaki gibidir:

P1(t) = y0 +
y1 − y0
t1 − t0

(t − t0) (2)

(2) polinomu, yukarıda yazıldı̆gıbiçimiyle Newton formülasyonudur.
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Interpolasyon polinomunun farklıformülasyonları(Cebirsel)

Alternatif olarak
P1(t) = a+ bt (3)

biçiminde bir polinom arayarak, (1) özelliği sağlanacak biçimdeki a ve
b katsayılarınıbulabiliriz:

a+ bt0 = y0 (4)

a+ bt1 = y1

denklem sistemini çözerek

a = y0 − bt0, b =
y1 − y0
t1 − t0

(5)

elde ederiz.

(4) siteminin çözümünün varlı̆gıve tekliği için t1 6= t0 olması
gerektiğine dikkat edelim.
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Interpolasyon polinomunun farklıformülasyonları(Lagrange)

(2) polinomunun alternatif olarak

P1(t) =
t − t1
t0 − t1

y0 +
t − t0
t1 − t0

y1 (6)

biçiminde de yazılabileceğine dikkat edelim.

Bu formülasyon Lagrange formülasyonu olarak adlandırılır.
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Interpolasyon için cebirsel formülasyon uygulamaları

Örnek
(0, 0), (1, 2), (2, 5) noktalarından geçen interpolasyon polinomunu
cebirsel formülasyon yardımıyla belirleyiniz.
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Grafiği, verilen üç noktadan geçen interpolasyon polinomunu

P2(t) = a+ bt + ct2

ile gösterelim.

P2(ti ) = yi , i = 0, 1, 2

özelliğinden

a = 0

a+ b+ c = 2

a+ 2b+ 4c = 5

elde ederiz. Bu sistemi çözerek, c = 1/2, b = 3/2 elde ederiz.
O halde aradı̆gımız polinom

P2(t) =
t
2
(t + 3)
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Interpolasyon için cebirsel formülasyon uygulamaları

Örnek

Örnek 1 de verilen noktalara ilaveten, grafĭgi (4, 1) noktasından da geçen
interpolasyon polinomunu belirleyiniz.

Sözkonusu polinomu

P3(t) = a+ bt + ct2 + dt3

ile gösterelim.

P3(ti ) = yi , i = 0, 1, 2, 3

özelliğinden

a = 0

a+ b+ c + d = 2

a+ 2b+ 4c + 8d = 5 (7)

a+ 4b+ 16c + 64d = 1
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Interpolasyon için cebirsel formülasyon uygulamaları

a = 0 olduğundan hareketle 1 1 1
2 4 8
4 16 64

 b
c
d

 =
 25
1



Gauss eliminasyon yöntemi yardımıyla 1 1 1
2 4 8
4 16 64

|
|
|

2
5
1

 →

 1 1 1
0 2 6
0 12 60

|
|
|

2
1
−7


→

 1 1 1
0 2 6
0 0 24

|
|
|

2
1
−13
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 =
 25
1


Gauss eliminasyon yöntemi yardımıyla 1 1 1

2 4 8
4 16 64

|
|
|

2
5
1

 →

 1 1 1
0 2 6
0 12 60

|
|
|

2
1
−7


→

 1 1 1
0 2 6
0 0 24

|
|
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2
1
−13
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Interpolasyon için cebirsel formülasyon uygulamaları

Bu sistemden

d = −13/24, c = (1− 6d)/2 = (1+ 13/4) = 17/8

ve
b = 2− 17/8+ 13/24 =

5
12

elde ederiz. O halde

P3(t) =
5
12
t +

17
8
t2 − 13

24
t3

Ancak bu yöntem tercih edilen bir yöntem değildir, çünkü katsayı
matrisi Vandermonde matrisi olarak adlandırılan (7) sisteminin sayısal
çözüm problemi yuvarlama hatalarına karşıçok hassas olan bir
problemdir. Bu tür problemler kararsız problem olarak adlandırılırlar.
Diğer bir değimle çözüm aşamasında oluşan yuvarlama hataları
kontrolsüz olarak büyüyebilmekte ve elde edilen sayısal çözüm kabul
edilemeyecek büyüklükte hata içerebilmektedir. Bu durumda en iyi
alternatif Newton formülasyonudur.
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matrisi Vandermonde matrisi olarak adlandırılan (7) sisteminin sayısal
çözüm problemi yuvarlama hatalarına karşıçok hassas olan bir
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Newton formülasyonu(üç nokta çifti)

İki nokta çifti için (2) ile verilen interpolasyon polinomu Newton
formülasyonu, (t0, y0), (t1, y1), (t2, y2) nokta çiftlerine de benzer
biçimde genelleştirilebilir:

Newton bu nokta çiftleri için ise

P2(t) = a+ b(t − t0) + c(t − t0)(t − t1) (8)

formunda bir polinom önermektedir.
(1) özelliğinin sağlanabilmesi için (2) de olduğu üzere

a = y0, b =
y1 − y0
t1 − t0

olmasıgerektiği açıktır.

y2 = P2(t2)

özelliğinin sağlanmasıgerektiğinden hareketle c değerini

c =
y2−y1
t2−t1 −

y1−y0
t1−t0

t2 − t0
olarak elde edebiliriz:
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Newton formülasyonu

Uygun bir f fonksiyonu için yi değerlerinin y = f (t) bağıntısıyla
tanımlıfonksiyonun ti noktasındaki değerlerini

fi := f (ti ), i = 0, 1, ..., n

ile gösterelim

(8) deki katsayılarıdaha iyi temsil edebilmek için bölünmüş fark adı
verilen aşağıdaki notasyonu tanımlayalım:

f [ti , ti+1] : =
fi+1 − fi
ti+1 − ti

f [ti−1, ti , ti+1] : =
f [ti , ti+1]− f [ti−1, ti ]

ti+1 − ti−1
,

...

f [t1, t2, · · · , ti ] : =
f [t2, · · · , ti ]− f [t1, t2, · · · , ti−1]

ti − t1
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Newton formülasyonu

Bu durumda (8) da

a = f [t0] := f (t0) = f0,

b = f [t0, t1] :=
f1 − f0
t1 − t0

,

c = f [t0, t1, t2] :=
f [t1, t2]− f [t0, t1]

t2 − t0
olarak ifade edilebilir.

Yani (8) polinomu

P2(t) = f [t0] + f [t0, t1](t − t0) + f [t0, t1, t2](t − t0)(t − t1)
= P1(t) + f [t0, t1, t2](t − t0)(t − t1) (9)

olarak ifade edilebilir.
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Newton formülasyonu(genel durum)

En genel halde (ti , fi ), i = 0, 1, ..., n nokta çiftleri için ise,

N0(t) : = 1,

N1(t) : = t − t0,
N2(t) : = (t − t0)(t − t1),

...

Nn(t) : = (t − t0)(t − t1) . . . (t − tn−1)
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Newton formülasyonu

Pn(t) = f [t0]

+f [t0, t1](t − t0) + · · ·
+f [t0, t1, . . . , tn ](t − t0) . . . (t − tn−1)

= Pn−1(t) + f [t0, t1, . . . , tn ](t − t0) . . . (t − tn−1)

=
n

∑
i=0
f [t0, ..., ti ]Ni (t) (10)

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 20 / 58



Newton formülasyonu

Az sayıda nokta çiftleri için (10) polinomunun katsayılarıise Newton
bölünmüş fark tablosu adıverilen Tablo 21 yardımıyla daha kolay bir
biçimde elde edilir.

ti f [ti ] = fi f [., .] f [., ., .] . . .
t0 f0
t1 f1 f [t0, t1]
t2 f2 f [t1, t2] f [t0, t1, t2]
...

...
...

...
. . .

tn fn f [tn−1, tn ] f [tn−2, tn−1, tn ] · · · f [t0, t1, . . . , tn ]

Tablo 21 deki köşegen üzerindeki elemanların (10) interpolasyon
polinomunundaki sabit çarpanlar olduğuna dikkat edelim.
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Newton formülasyon uygulaması

Örnek

(0, 0), (1, 2), (2, 5) noktalarından geçen interpolasyon polinomunu
belirleyerek, t = 3/2 noktasındaki bilinmeyen dĕgeri tahmin ediniz.
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Öncelikle verilerimize ait Newton bölünmüş fark tablosunu
oluşturalım:

ti fi f [., .] f [., ., .]
0 0
1 2 2−0

1−0 = 2
2 5 5−2

2−1 = 3
3−2
2−0 =

1
2
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Newton bölünmüş fark tablosu

Örnek
(t,y) vektör çifti için bolfark(t,y) komutu ile Newton bölünmüş fark
tablosunu oluşturan program hazırlayınız.

function D=bolfark(t,y)

n=length(t);

D=zeros(n,n);

D(:,1)=y;

for j=2:n

iv=j:n;

D(iv,j)=(D(iv,j-1)-D(iv-1,j-1))./(t(iv)-t(iv-j+1))’;

%Tablonun j-inci sütunu

end
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Newton formülasyon uygulaması

O halde aradı̆gımız interpolasyon polinomunu

P2(t) = f [t0] + f [t0, t1](t − t0) + f [t0, t1, t2](t − t0)(t − t1)

= 0+ 2(t − 0) + 1
2
(t − 0)(t − 1)

= 2t +
1
2
(t2 − t)

=
t
2
(t + 3)

olarak elde ederiz.

Polinom grafiğinin gerçekten de verilen noktalardan geçtiğine dikkat
edelim. t = 1.5 noktasındaki değeri ise

P(3/2) = 3/4× (3/2+ 3) =
27
8

olarak tahmin ederiz.
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Newton formülasyon uygulaması

Örnek
Yukarıdaki örnekte verile noktalara ilaveten (4, 1) noktasından da geçen
interpolasyon polinomunu belirleyiniz ve t = 3 noktasındaki bilinmeyen
dĕgeri tahmin ediniz.
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Newton formülasyonu

ti fi f [., .] f [., ., .] f [., ., ., .]
0 0
1 2 2−0

1−0 = 2
2 5 5−2

2−1 = 3
3−2
2−0 =

1
2

4 1 1−5
4−2 = −2

−2−3
4−1 = −

5
3

− 5
3−

1
2

4−0 = − 1324
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Newton formülasyonu uygulaması

Aradı̆gımız polinom Örnek 3 için elde ettiğimiz polinom yardımıyla
bulunabilir:

P3(t) = f [t0] + f [t0, t1](t − t0) + f [t0, t1, t2](t − t0)(t − t1)
+f [t0, t1, t2, t3](t − t0)(t − t1)(t − t2)

= P2(t) + f [t0, t1, t2, t3](t − t0)(t − t1)(t − t2)

=
t
2
(t + 3)− 13

24
t(t − 1)(t − 2)

= −13
24
t3 +

17
8
t2 +

5
12
t
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Newton formülasyon uygulaması

Elde edilen polinomun grafiği Şekil ?? de sunulmaktadır. Polinom
grafiğinin verilen nokta çiftlerinden geçtiğine dikkat edelim.

1 1 2 3 4

2

4

6

8

x

y
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Newton formülasyon ile interpolasyon

Ayrıca t = 3 noktasındaki bilinmeyen değeri

P(3) = −13
24
× 33 + 17

8
× 32 + 5

12
× 3 = 5. 75

olarak tahmin ederiz.

(t, y) vektör çiftini kullanıcıdan alarak istenilen t0 noktasındaki
değerini yukarıda verilen Newton formülasyonu yardımıyla hesaplayan
Algoritma aşağıda verilmektedir:

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 30 / 58



Newton formülasyon ile interpolasyon

Ayrıca t = 3 noktasındaki bilinmeyen değeri
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Newton formülasyonu ile interpolasyon( Algoritma)

Girdiler: (t, y) vektör çifti ve tt interpolasyon noktasıveya vektörü

D bölünmüş fark alt üçgensel matrisini hesapla

D nin birinci sütununa y vektörünü ata,
her bir j = 2, ..., n ye karşılık gelen i = j , j + 1, ...n için D(i , j) değerini
hesapla,

tt nin nokta olmasıdurumunda

N(tt) = [N1(tt),N2(tt), · · · ,Nn(tt)]

vektörünü

tt nin vektör olmasıdurumunda ise N(tt) matrisini hesapla

D nin köşegen elemanlarından oluşan vektör ile N(tt) nin iç çarpımı
olan P(tt) değerini hesapla ve geri gönder.
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Newton formülasyonu ile interpolasyon(kod)

function yy=newinterp(t,y,tt)

n=length(t);m=length(tt);
D=bolfark(t,y);
N=zeros(n,m);
N(1,:)=1;n1=n-1;
for i=1:n1
N(i+1,:)=N(i,:).*(tt-t(i));
%Newton tabanının tt deki değeri(değerleri)

end
for i=1:n
fark(i)=D(i,i); %bölünmüs farklar köşegen elemanları
end
for i=1:m
yy(i)=N(:,i)’*fark’;
% yy(i) interpolasyon polinomunun tt(i) deki değeridir.
end
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end
for i=1:n
fark(i)=D(i,i); %bölünmüs farklar köşegen elemanları
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end
for i=1:m
yy(i)=N(:,i)’*fark’;
% yy(i) interpolasyon polinomunun tt(i) deki değeridir.
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end

for i=1:m
yy(i)=N(:,i)’*fark’;
% yy(i) interpolasyon polinomunun tt(i) deki değeridir.
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end

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 32 / 58



Newton formülasyonu ile interpolasyon(test)

Örnek

t=[0 1 2 4] ve y=[0 2 5 1] için

>> newinterp(t,y,3)
ans =5.7500

Ayrıca çok sayıdaki interpolasyon noktasıiçin de programımız çalı̧sır.
Örneğin
>> tt=[1,2,3]
>> newinterp(x,y,tt)
ans =
2.0000 5.0000 5.7500
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Lagrange formülasyonu

İki nokta çifti için (6) ile verilen Lagrange formülasyonu,
(t0, y0),(t1, y1),(t2, y2) nokta çiftlerine de benzer biçimde
genelleştirilebilir.

Ancak
L0(t) :=

t − t1
t0 − t1

, L1(t) :=
t − t0
t1 − t0

(11)

polinomlarınıtanımlayarak (6) nin

P1(t) = y0L0(t) + y1L1(t)

formunda yazılabileceğine dikkat edelim. Ayrıca L0(t) ve L1(t) nin

L0(t0) = 1, L0(t1) = 0;

L1(t0) = 0, L1(t1) = 0; (12)

özelliklerini sağlayan polinomlar olduklarına ve dolayısıyla da

P1(t0) = y0, P1(t1) = y1
interpolasyon polinom özelliklerinin sağlandı̆gına dikkat edelim.
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Lagrange formülasyonu
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Lagrange formülasyonu

(t0, y0), (t1, y1), (t2, y2) nokta çiftleri için aradı̆gımız interpolasyon
polinomunun

P2(t) = y0L0(t) + y1L1(t) + y2L2(t) =
2

∑
i=0
yiLi (t)

formunda olmasınıbekleriz. (12) e benzer olarak eğer

L0(t0) = 1, L0(t1) = L0(t2) = 0;

L1(t0) = 0, L1(t1) = 1, L1(t2) = 0;

L2(t0) = L2(t1) = 0, L2(t2) = 1; (13)

özellikleri sağlanırsa bu taktirde

P2(ti ) = yi , i = 0, 1, 2

interpolasyon polinomu özellikleri de sağlanmı̧s olur.
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ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 35 / 58



Lagrange formülasyonu

(t0, y0), (t1, y1), (t2, y2) nokta çiftleri için aradı̆gımız interpolasyon
polinomunun

P2(t) = y0L0(t) + y1L1(t) + y2L2(t) =
2

∑
i=0
yiLi (t)

formunda olmasınıbekleriz. (12) e benzer olarak eğer
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Lagrange formülasyonu

Ancak genelde grafiği üç noktadan geçen polinom ikinci dereceden
olmasıgerektiği için bu defa (11) dekilerin aksine Li (t) lerin ikinci
dereceden polinomlar olmasınıbekleriz. Örneğin L0(t) nin (13) de
belirtilen

L0(t1) = L0(t2) = 0

özelliğini sağlamasıiçin

L0(t) = c × (t − t1)(t − t2)
formunda olmasıgerekir. Ayrıca L0(t0) = 1 olmasıiçin de

L0(t0) = c × (t0 − t1)(t0 − t2) = 1⇒ c =
1

(t0 − t1)(t0 − t2)
olmalı, yani

L0(t) =
(t − t1)(t − t2)
(t0 − t1)(t0 − t2)

=
2

∏
j=1

(t − tj )
(t0 − tj )

olmalıdır. Benzer biçimde,
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Lagrange formülasyonu

Benzer biçimde,

L1(t) =
(t − t0)(t − t2)
(t1 − t0)(t1 − t2)

=
2

∏
j=0
j 6=1

(t − tj )
(t0 − tj )

L2(t) =
(t − t0)(t − t1)
(t2 − t0)(t2 − t1)

=
1

∏
j=0

(t − tj )
(t2 − tj )

elde ederiz. Her üç polinomu

Li (t) =
2

∏
j=0
j 6=i

(t − tj )
(ti − tj )

, i = 0, 1, 2

formunda ifade edebiliriz.
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Lagrange formülasyonu

(t0, y0), (t1, y1), . . . , (tn, yn) nokta çiftleri için ise yukarıdaki
formülasyonlarda 2 yerine n almak yeterlidir. Yani

Pn(t) =
n

∑
i=0
yiLi (t), (14)

Li (t) =
n

∏
j=0
j 6=i

(t − tj )
(ti − tj )

, i = 0, 1, ..., n (15)

olarak ifade edebiliriz.
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

Örnek

Örnek (3) ü Lagrange formülasyonu ile tekrar ediniz. Yani,
(0, 0), (1, 2), (2, 5) noktalarından geçen interpolasyon polinomunu
Lagrange formülasyonu yardımıyla elde ediniz.

n = 2 olup, t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2 için

L0(t) =
(t − t1)(t − t2)
(t0 − t1)(t0 − t2)

=
(t − 1)(t − 2)
−1× (−2)

=
1
2
t2 − 3

2
t + 1
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

L1(t) =
(t − t0)(t − t2)
(t1 − t0)(t1 − t2)

=
t(t − 2)
1× (−1)

= −t2 + 2t

L2(t) =
(t − t0)(t − t1)
(t2 − t0)(t2 − t1)

=
t(t − 1)
2× 1

=
1
2
t2 − 1

2
t
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

polinomlarıyardımıyla

P2(t) = y0L0(t) + y1L1(t) + y2L2(t)

= 0× L0(t) + 2× (−t2 + 2t) + 5× (
1
2
t2 − 1

2
t)

=
t
2
(t + 3)

elde ederiz. Bu polinom daha önce Newton formülasyonu yardımıyla
elde ettiğimiz polinomdur.
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

Örnek

Örnek (7) ü Lagrange formülasyonu için tekrar ediniz. Yani,
(0, 0), (1, 2), (2, 5), (4, 1) noktalarından geçen interpolasyon polinomunu
Lagrange formülasyonu yardımıyla elde ediniz.

n = 3 olup, t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2, t3 = 4 için

L0(t) =
(t − t1)(t − t2)(t − t3)
(t0 − t1)(t0 − t2)(t0 − t3)

=
(t − 1)(t − 2)(t − 4)
(0− 1)(0− 2)(0− 4)

= −1
8
t3 +

7
8
t2 − 7

4
t + 1
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

L1(t) =
(t − t0)(t − t2)(t − t3)
(t1 − t0)(t1 − t2)(t1 − t3)

=
(t − 0)(t − 2)(t − 4)
(1− 0)(1− 2)(1− 4)

=
1
3
t3 − 2t2 + 8

3
t

L2(t) =
(t − 0)(t − 1)(t − 4)

(t2 − t0)(t2 − t1)(t2 − t3)

=
(t − 0)(t − 1)(t − 4)
(2− 0)(2− 1)(2− 4)

= −1
4
t3 +

5
4
t2 − t

L3(t) = 1
24 t

3 − 1
8 t
2 + 1

12 t

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 43 / 58



Lagrange formülasyonu ile uygulama
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Lagrange formülasyonu ile uygulama

O halde

P3(t) = y0L0(t) + y1L1(t) + y2L2(t) + y3L3(t)

= 0× L0(t) + 2× L1(t) + 5× L2(t) + 1× L3(t)

= 2× (1
3
t3 − 2t2 + 8

3
t)

+5× (−1
4
t3 +

5
4
t2 − t)

+1× ( 1
24
t3 − 1

8
t2 +

1
12
t)

= −13
24
t3 +

17
8
t2 +

5
12
t
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Lagrange formülasyonu ile interpolasyon(algoritma)

Girdiler: (t, y) vektör çifti ve tt interpolasyon noktasıveya vektörü

n : t nin eleman sayısıve m ise tt nin eleman sayısıolmak üzere
Li (tt) yi hesapla

Her bir i = 1, 2, ..., n ve j = 1, 2, ...,m ve j 6= i için
Li (tt) değerini 15 ile hesapla,

tt nokta is L(tt) = [L1(tt), L2(tt), · · · , Ln(tt)] vektörü
veya vektör ise L(tt) matrisini hesapla

y vektörü ile L(tt) nin iç çarpımıolan

Pn(tt) değerini hesapla ve geri gönder.
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Pn(tt) değerini hesapla ve geri gönder.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 45 / 58



Lagrange formülasyonu ile interpolasyon(algoritma)

Girdiler: (t, y) vektör çifti ve tt interpolasyon noktasıveya vektörü

n : t nin eleman sayısıve m ise tt nin eleman sayısıolmak üzere
Li (tt) yi hesapla

Her bir i = 1, 2, ..., n ve j = 1, 2, ...,m ve j 6= i için
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Lagrange formülasyonu ile interpolasyon(kod)

function yy=laginterp(t, y , tt)

n=length(t);m=length(tt);L=zeros(n,m);
for i=1:n
carp=ones(1,m);
for j=1:n
if (j ! = i)
carp=carp.*(tt-t(j))./(t(i)-t(j));

end
L(i,:)=carp;
end
end
for j=1:m
yy(j)=L(:,j)’*y’; % interpolasyon polinomunun
end % tt(j) deki değeri
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Lagrange formülasyonu ile interpolasyon(test)

Örnek

>> t=[0 1 2 4] ve >> y=[0 2 5 1] için

>> laginterp(t,y,3)

ans =5.7500
>> laginterp(t,y,[1 3])
ans =2.0000 5.7500
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>> laginterp(t,y,[1 2 3])

ans =
2.0000 5.0000 5.7500
elde ederiz.
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Interpolasyon işleminde hata

Theorem

[1] (̇Interpolasyon işleminde hata): Ĕger Pn(t) interpolasyon polinomu elde
edilirken kullanılan yi dĕgerleri y = f (t) băgıntısıile tanımlı(n+ 1)-inci
basamaktan türevi mevcut ve sürekli olan bir f fonksiyonunun ti
noktasındaki dĕgerleri, yani

yi = f (ti ), i = 0, 1, ..., n

ve I ise tüm ti noktalarınıiçeren en küçük bir açık aralık olmak üzere,
t ∈ I için

E (t) : = f (t)− Pn(t)
= (t − t0)(t − t1)...(t − tn)f (n+1)(ξt )/(n+ 1)! (16)

băgıntısısăglanacak biçimde ξt ∈ I noktasımevcuttur.
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
1 Grafĭgi (1,−1), (2, 3) noktalarından geçen polinomu

cebirsel yöntem,
Newton yöntemi ve
Lagrange yöntemi yardımıyla belirleyiniz.

2 Soru 1 de verilen noktalara ilaveten (3, 9) noktasından da geçen
polinomu yine her üç yöntem yardımıyla belirleyiniz. İnterpolasyon
işleminde nokta ilavesi söz konusu ise hangi yöntemi kullanmayıtercih
edersiniz? Genelde hangi yöntemi tercih edersiniz? Neden?

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 4 Kasım, 2018 50 / 58



Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
3 Faklıti dü̆güm noktalarıile oluşturulan Vandermond matrisinin
determinantısıfırdan farklıolmasıgerektĭgini 3× 3 lük 1 t0 t20

1 t1 t21
1 t2 t22


matrisi için gösteriniz. Çarpım notasyonu yardımıyla determinantı
ifade ediniz.
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
4 Aşăgıda verilen Newton bölünmüş fark tablosunda boş bırakılan yerleri
doldurunuz.

ti yi
1 1
2 3 −
3 5 − −
4 8 − − 1/6
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
5 Soru 4 de verilen bölünmüş fark tablosuna ait P3(t) Newton
interpolasyon polinomunu belirleyiniz. P3(3/2) dĕgerini Horner
yöntemi yardımıyla hesaplayınız.

6 Grafĭgi (0, 1), (1, 2), (2, 4) noktalarından geçen interpolasyon
polinomunu belirleyiniz.

7 Soru 6 deki noktalara ilaveten grafĭgi (3, 8) noktasından da geçen
interpolasyon polinomunu Newton formülü yardımıyla belirleyiniz.
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
8 Beş adet nokta çiftinin üçüncü elemanında oluşacak olan ε hatasının
Newton bölünmüş fark tablosuna nasıl yayıldı̆gınıinceleyelim: Bu
amaçla ti = i , i = 0, 1, 2, 3, 4 olmak üzere yi gerçek dĕgerleri ile

Yi =
{

yi i 6= 3
yi + ε i = 3

olmak üzere Yi dĕgerleri arasındaki farklarıiçeren

t 0 1 2 3 4
E 0 0 ε 0 0

veri kümesine ait Newton bölünmüş fark tablosunu hazırlayınız.
Tablonun üst köşegeninde yer alan ε lu terimlere dikkat ediniz.
Üçüncü bileşende oluşan hata tabloya nasıl yayılmaktadır?
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
9 Grafĭgi

t 0 1 2 3 4
y 1 2 4 8 12

noktalarından geçen P4(t) polinomunu ve

t 0 1 2 3 4
y 1 2 4+ ε 8 12

noktalarından geçen P4(t, ε) polinomunu belirleyiniz. P4(t) ve
P4(t, ε) polinomlarınıkarşılaştırınız. Üçüncü bileşende oluşan hata
interpolasyon polinomunu nasıl etkilemektedir? Bu durumda hata
içermesi muhtemel veri kümesi içerisinde bilinmeyen bir dĕgeri
interpolasyon polinomu yardımıyla tahmin etmek săglıklıbir yaklaşım
olur mu?
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma

10 y = f (t) = t2 + 1 fonksiyonu verilsin.

t = 0 ve t = 1 noktalarında f fonksiyonuyla aynıdĕgerleri alan P1(t)
interpolasyon polinomunu belirleyiniz
f (t)− P1(t) interpolasyon hatasınıbelirleyiniz.
(16) ile verilen E (t) hatasınıbelirleyiniz. Elde ettĭginiz sonuç (b) deki
sonuçla aynıdır, neden?
[0, 1] aralı̆gında E (t) hata fonksiyonunun grafĭgini çizerek, hatanın
mutlak dĕgerce bu aralık içeresinde en fazla hangi noktada oldŭgunu
gözlemleyiniz.
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Alı̧stırmalar

Alı̧stırma
11 Apsisleri farklıolan (ti , yi ), i = 0, 1, 2, ..., n, nokta çifti verilmiş olsun.
p(ti ) = yi özellĭgini săglayan interpolasyon polinomunun derecesinin n
e eşit veya n den küçük oldŭgunu gösteriniz.

12 Soru 11 deki özellikleri săglayan ve derecesi n den küçük veya n e eşit
olan birden fazla polinomun olamayacăgınıispatlayınız.
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