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Elemanter fonksiyonlarla yaklasim ve hata

Bu béliimde

@ Bu boliimde 6ncelikle verilen bir ayrik veri kiimesi icin

@ standart ve

@ agirhikh en kiiciik kareler yontemi ile en uygun yaklasim polinomunun
nasil belirlenecegini inceliyoruz. Ayrica

@ standart en kiiciik kareler yontemi ile bir aralik iizerinde verilen
herhangi bir siirekli fonksiyona daha basit fonksiyonlarla uygun
yaklasimlarin nasil gerceklestirilebilecegini inceliyoruz .
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Ayrik veri kiimesine elemanter fonksiyonlarla yaklasim

@ Hata iceren noktalardan gecen yiiksek dereceli interpolasyon
polinomunu bulmak yerine,
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Ayrik veri kiimesine elemanter fonksiyonlarla yaklasim

@ Hata iceren noktalardan gegen yiiksek dereceli interpolasyon
polinomunu bulmak yerine,

@ hatali veri kiimesine yeterince yakin noktalardan gecen daha diisiik
dereceli polinomu belirleyerek,
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Ayrik veri kiimesine elemanter fonksiyonlarla yaklasim

@ Hata iceren noktalardan gegen yiiksek dereceli interpolasyon
polinomunu bulmak yerine,

@ hatali veri kiimesine yeterince yakin noktalardan gecen daha diisiik
dereceli polinomu belirleyerek,

@ interpolasyon islemini elde edilen diisiik dereceli polinomla
gerceklestirmek daha akilci bir yontemdir.
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Standart En Kiiciik Kareler yontemi(EKKY) ile yaklasim

@ Veri kiimemizin
(Xlx}/l)v (X2,)/2):---v(va)/m)
nokta ciftlerinden olustugunu ve bu nokta ciftlerine en yakin
Pi(x) = a+ bx

polinomunu belirlemek istedigimizi kabul edelim .
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Standart En Kiigiik Kareler yontemi(EKKY) ile yaklasim

@ Veri kiimemizin

(leyl)y (X2vy2)1 M) (me}/m)
nokta ciftlerinden olustugunu ve bu nokta ciftlerine en yakin
Pi(x) = a+ bx

polinomunu belirlemek istedigimizi kabul edelim .

@ Bu durumda en uygun 6lcii iki normu yardimiyla

m m

E(a.b) =) (Pi(x) = yi)* =} (a+ bxi — y)? (1)

i=1 i=1

ile tanimlanmaktadir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Amacimiz E(a, b) yi minimum yapan a ve b degerlerini belirlemektir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

e Amacimiz E(a, b) yi minimum yapan a ve b degerlerini belirlemektir.

@ Sozkonusu minimum nokta igin gerek sart (yeter sart degil!)
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EKKY yontemi ile yaklasim

e Amacimiz E(a, b) yi minimum yapan a ve b degerlerini belirlemektir.

@ Sozkonusu minimum nokta igin gerek sart (yeter sart degil!)
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EKKY yontemi ile yaklasim

e Amacimiz E(a, b) yi minimum yapan a ve b degerlerini belirlemektir.

@ Sozkonusu minimum nokta igin gerek sart (yeter sart degil!)

9E_ OE
da ' db
°
E & .
5 = 2) (a+bxi—y) =0= ma+ (ZX,> b=Yy (2
i=1 i=1 i=1
°

elde ederiz.
Kasim, 2018
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ (2) ve (3) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da istenilen
P1(x) polinomu elde edilmis olunur.(1) daki karelerin toplamini
minimize etmek(en kii¢ciik yapmak) i¢in kullanilan bu ydénteme, En
Kiiciik Kareler Yontemi(EKKY) adi verilir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ (2) ve (3) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da istenilen
P1(x) polinomu elde edilmis olunur.(1) daki karelerin toplamini
minimize etmek(en kii¢ciik yapmak) i¢in kullanilan bu ydénteme, En
Kiiciik Kareler Yontemi(EKKY) adi verilir.

e Ote yandan (2) ve (3) sistemi matris-vektér notasyonu yardimiyla da
ifade edilebilir:
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ (2) ve (3) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da istenilen
P1(x) polinomu elde edilmis olunur.(1) daki karelerin toplamini
minimize etmek(en kii¢ciik yapmak) i¢in kullanilan bu ydénteme, En
Kiiciik Kareler Yontemi(EKKY) adi verilir.

e Ote yandan (2) ve (3) sistemi matris-vektor notasyonu yardimiyla da

ifade edilebilir:
°
1 = [1,1, 1], (m elemanl)
T
X =[x, x,  Xm|
-
= [y uyml
u [a, b]T

vektorleri ile
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ u = [a, b]" bilinmeyen vektorii
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EKKY yontemi ile yaklasim

o u=[a b] bilinmeyen vektorii
°
A=[1x]
matrisi ile

AT Au= ATy (4)

sisteminin ¢oziimii olarak elde edilir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

(0,0),(1,3/2),(2,1/2),(3,4), (4,3) noktalari igin

Pi(x) = a+ bx

bicimindeki birinci dereceden en iyi yaklasim polinomunu En Kiiciik
Kareler Yontemini kullanarak belirleyiniz.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Ornegimiz icin

10 0
11 3/2
A=|1 2|, y=]1/2
1 3 4
1 4 3
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EKKY yontemi ile yaklasim

o Ornegimiz icin

10 0

11 3/2

A=|1 2 |,y=1|1/2

13 4

1 4 3

e ile

s[5 107 ,7 [ 10
AA_[10 30 |4V = s53/2

olup, bilinmeyen vektérii u = [a b]T olmak iizere, (4) den

5a+10b = 10
10a+30b = b5B3/2

denklem sistemini elde ederiz.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Bu sistemi ¢ozerek,
a=1/10;b=17/20

elde ederiz. Elde edilen
P1(x) =1/10+ 17/20x

dogrusunun () ile belirtilen verilere uygun mesafelerden gecerek (1)
ile verilen E(a, b) hatasini minimize etmeye calistigi gériilmektedir.

10 / 48
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EKKY yontemi ile yaklasim

/
e
2 & / i
4

. P RTO _ . .
ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018 11 / 48




EKKY yontemi ile yaklasim

Ornek

Verilen (x;, y;),i = 1,2, -+, m noktalarina uygun Py(x) = a+ bx
polinomunu belirleyerek, 1 ile verilen hatay belirledikten sonra

t in (x), -
€ (min (3}, max (xi))

icin t noktasindaki degeri Py(x) yardimiyla tahmin
[toplam__hata, tahmin] = ekkyl(x, y, t)

komutu ile ¢calisan bir En Kiiciik Kareler Yontemi uygulamasi gelistiriniz.

Burada x ve y sirasiyla nokta ciftlerinin apsis ve ordinatlarini iceren
vekérlerdir.
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)

@ m := x in eleman sayisi
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)

@ m := x in eleman sayisi

Q@ x: = XT,y = yT siitun vektérini tanimlayalim.
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
Q@ x:=x",y:=yT siitun vektorini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
Q@ x:=x",y:=yT siitun vektorini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.

@ A := [birler x| matrisini olustur.
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
Q@ x:=x",y:=yT siitun vektorini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.

Q@ A := |birler x| matrisini olustur.

@ B := AT A matrisi ve c := A"y vektériinii olustur
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
Q@ x:=x",y:=yT siitun vektorini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.

Q@ A := |birler x| matrisini olustur.
@ B := AT A matrisi ve c := ATy vektériinii olustur
@ Bu = c sistemini c6zerek u:= [a b]" bilinmeyenlerini belirle

@ (x,y) ikililerinin eksende yerlerini isaretle
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)

@ m := x in eleman sayisi

Q x:=xT,y:=yT siitun vektsrini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.

Q@ A := |birler x| matrisini olustur.

@ B := AT A matrisi ve c := ATy vektériinii olustur

@ Bu = c sistemini c6zerek u:= [a b]" bilinmeyenlerini belirle
@ (x,y) ikililerinin eksende yerlerini isaretle

Q p(x) = a+ bx polinomunun grafigini ayni eksende cizdir.
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EKKY yontemi ile yaklasim algoritmasi

Q Girdi(x,y)
@ m := x in eleman sayisi
Q@ x:=x",y:=yT siitun vektorini tanimlayalim.

Q birler isimli m bilesenli 1 rakamlarindan olusan siitun vektériinii
tanimlayalim.

Q@ A := |birler x| matrisini olustur.

@ B := AT A matrisi ve c := ATy vektériinii olustur

@ Bu = c sistemini c6zerek u:= [a b]" bilinmeyenlerini belirle
@ (x,y) ikililerinin eksende yerlerini isaretle

Q p(x) = a+ bx polinomunun grafigini ayni eksende cizdir.

@ a ve b degerlerini geri gonder
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);

@ birler=ones(m,1);
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);

@ A=[birler x];
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];

@ B=A’x*A;
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;

@ c=A’xy;
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;

@ u=B\c;
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;
@ u=B\c;

@ p=0(xx) u(1)+u(2)*xx;
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;
° u=B\c;
@ p=0(xx) u(1)+u(2)*xx;
@ xx=x(1):0.1:x(end);
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;
° u=B\c;
@ p=0(xx) u(1)+u(2)*xx;
@ xx=x(1):0.1:x(end);

@ plot(x,y,’*’, ’markersize’,10); hold on;
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;
° u=B\c;
@ p=0(xx) u(1)+u(2)*xx;
@ xx=x(1):0.1:x(end);
@ plot(x,y,’*’, ’markersize’,10); hold on;

@ yy=p(xx); plot(xx,yy);
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EKKY yontemi ile yaklasim

function [a,bl=ekkyl(x,y)
@ x=x’;y=y’;m=length(x);
@ birler=ones(m,1);
@ A=[birler x];
@ B=A’x*A;
@ c=A’xy;
° u=B\c;
@ p=0(xx) u(1)+u(2)*xx;
@ xx=x(1):0.1:x(end);
@ plot(x,y,’*’, ’markersize’,10); hold on;
@ yy=p(xx); plot(xx,yy);
@ a=u(1);b=u(2);
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EKKY yontemi ile yaklasim

Test

>> x=[01234];
>>y=[03/21/24 3],
>> [a,b]=ekkyl(x,y)
a=1/10

b =17/20
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EKKY yontemi ile yaklasim

o Eger
Py(x) = a+ bx + cx?
biciminde olup, veri kiimesine en iyi yaklasan ikinci dereceden

polinomu belirlemek istersek yine ayni islemleri takip ederiz, ancak bu
defa coziilmesi gereken lineer sistem 3 X 3 liik bir sistem olur.
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EKKY yontemi ile yaklasim

o Eger
Py(x) = a+ bx + cx?

biciminde olup, veri kiimesine en iyi yaklasan ikinci dereceden
polinomu belirlemek istersek yine ayni islemleri takip ederiz, ancak bu
defa coziilmesi gereken lineer sistem 3 X 3 liik bir sistem olur.

@ Veri kiimesi iistel veya logaritmik bir dagilima sahip olmasi
durumunda en iyi yaklasim polinomu da veri kiimesi icin iyi bir
yaklasim olmaz. Bir deney sonucunda degerleri zamanla istel olarak
artan veya azalan pozitif ordinath bir veri kiimesi icin en iyi yaklasim

y:aeb",a>0

biciminde olmalidir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Bu durumda
m

E(a b) =) (ae™ —y)? (5)

i=1

ifadesini minimize eden a ve b degerlerinin belirlenmesi gerekir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Bu durumda .

E(a, b) = Z(aebx" —y,-)2 (5)

i=1
ifadesini minimize eden a ve b degerlerinin belirlenmesi gerekir.

@ Ancak bu durumda

oE

m

92 2 Y (ae™ —yp)ei =0,
i=1

oE ”

5 = 2 Z(aebx" — yi)axje?i =

I
—

]

bicimde yazilabilen a ve b bilinmeyenleri icin nonlineer bir sistem elde
ederiz ki bu sistemin ¢6ziimii de Newton ydntemi gibi sayisal bir
yontem gerektirir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

o Alternatif bir yontem takip edebiliriz:
y(xi) = ae®(a > 0)

degerlerini verilen y; > 0 degerlerine yaklastirmaya calismak In(y(x;))
degerlerini In(y;) degerlerine yaklastirmaya denktir: Gergekten de

y(Xi) = yi
ise, logaritma fonksiyonunun siirekliligi geregi

In(y(xi)) — In(y;)
dir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

o Tersine

ise

veya

yani y(x;) — y; dir.

In(y(xi)) — In(y;)
In(y(xi)) —In(y;) — 0

y(xi)

n(X)y g YOOy
Yi Yi
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ O halde (5) ile verilen fonksiyonu minimize etme problemi

E(a.b) = Y(n(ae™) ~In(y))
= i(ln(a) + bx; — In(y;))? (6)

fonksiyonunu minimize etme problemine denktir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

)A/i = In(y,-), | = 1,2, e, m

olarak tamimlarsak, problem (1) a benzer olarak

E(a b) =) (a+ bxi — 9i)° (7)

s

Il
—

ifadesini minimize eden a ve b degerlerini belirleme problemine, diger
bir degimle
Y =3+ bx

lineer ifadesini elde etme problemine doniisiir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

gi=1In(y),i=12,...m

olarak tanimlarsak, problem (1) a benzer olarak

E(5,b) = Y (54 bxi — §;)? (7)

s

1

ifadesini minimize eden & ve b degerlerini belirleme problemine, diger
bir degimle

Y =3+ bx
lineer ifadesini elde etme problemine déniisiir.

@ Yukarida gerceklestirilen isleme EKKY icin lineerlestirme islemi adi
verilmektedir.
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EKKY yontemi ile yaklasim

(0,1/2),(1,2),(2,5), (3,8) noktalari icin

y = ae?

bicimindeki en iyi yaklassimi EKKY ile belirleyiniz.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ (2) ve (3) sisteminin katsayilarini elde etmek i¢in asagidaki tabloyu

olusturalim:
yi | 3i=1In(y)
1/2 (1/2) —In2
2 | In(2)
5 |In(5)
8 | In(8) =3In(2)

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Bélim 5
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Buna gore

—1In(2)
In(2)
In(5)
31In(2)

>

Il
==
W N = O

<>

Il
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Buna gore

10 —1In(2)
11 . In(2
A=11 2 |P= |nE5§
13 3In(2)

- 4 6 To 3In(2) +In(5
A Az{ }A Y:{10|n((2))+2|n()5)
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Buna gore

10 —In(2)
I N B (e
A=l 2 [T )
1 3 3In(2)
Gin 46 . 3In(2) + In(5
ATA = [ 6 14 ] Aly = [ 10In((2))+2|§1(?5)

45+6b = 3In(2)+In(5) = 3.6889
62+14b = 10In(2) +2In(5) = 10.15

olarak elde ederiz.

24 / 48
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Bu sistemi cozerek 3 = —0.4628, b = 0.9233 elde ederiz.
a= e’ =0.6295

ve y = ae® = 0.6295¢0-9233x elde ederiz.
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Bu sistemi cozerek 3 = —0.4628, b = 0.9233 elde ederiz.
a=e’ =0.6295

ve y = aeP¥ =0.6295¢09233x elde ederiz.

@ Verilen nokta ciftleri ve elde edilen egrinin grafigi Sekil (2) te
verilmektedir.

Kasim, 2018 25/

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Bélim 5



Figure: Elde edilen iistel fonksiyon ve verilen nokta ciftleri ()
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EKKY yontemi ile yaklasim

@ Benzer bicimde (x;, y;) nokta ciftleri igin

o _ o . a1
Y = i biciminde egri araniyorsa y = Y
y = 1 1] }7 — 1

Vatbx y?

biciminde doniisiimlerle EKKY problemi lineer probleme dénistiiriiliir.

Kasim, 2018 27 / 48
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Agirhikh EKKY yontemi ile yaklasim

o Agirhkh En Kiiciik Kareler yontemi ile verilen veri kiimesi icin uygun
yaklasim belirlenirken, verilerin givenilirligi bilgisi de dikkate alinir.
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Agirhikh EKKY yontemi ile yaklasim

o Agirlikh En Kiiciik Kareler yontemi ile verilen veri kiimesi icin uygun
yaklasim belirlenirken, verilerin giivenilirligi bilgisi de dikkate alinir.

@ Bu amacla

m
w= (wy,wy, - ,Wm),W;ZO,ZW,-zl
i=1
ozelligini saglayan w; carpanlarn( veya agirliklan) icin

m

E(a byw) =) wi(axi+ b—y;)? (8)
i=1

ile tanimlanan normu minimize eden a ve b sabitleri belirlenir.
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Agirhkh EKKY yontemi ile yaklasim

@ Sozkonusu minimum nokta icin gerek sart (yeter sart degil!)
JdE(a, byw) 0 dE(a, b; w)

9a ob 0
saglanmasidir. Fakat
JE d
= = 2;Wi(a—|—bx,'—y/') =0

(S

—_

= ( W,'> a+ (ix,—w,—) b= iy,—w,- (9)
i=1 i=1
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

@ Sozkonusu minimum nokta igin gerek sart (yeter sart degil!)
dE(a, byw) 0 JE(a byw) 0
da - ob N

saglanmasidir. Fakat

(9)

%5 = 2éw,-(a+bxl'—yi)=0
= (i W;) a+ <iX;W/) b= iy;wl'
. i=1 i=1 i=1
?)i = 2iw;(a+bx,-y;)><i=0
= (ix,-w,-) a-+ (iX;ZW,) b= iXiYIWi (10)
i=1 i=1 i=1
elde ederiz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018

29 / 48



Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

@ (9) ve (10) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da
istenilen P;(x) polinomu elde edilmis olunur.
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

@ (9) ve (10) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da
istenilen P;(x) polinomu elde edilmis olunur.

@ (8) daki karelerin toplamini minimize etmek(en kiiciik yapmak) icin
kullanilan bu yonteme, Agirlikli En Kiiciik Kareler Yoéntemi(EKKY))
ad verilir.
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

@ (9) ve (10) sistemi ¢oziilerek a ve b degerleri ve dolayisiyla da
istenilen P;(x) polinomu elde edilmis olunur.

o (8) daki karelerin toplamini minimize etmek(en kiiciik yapmak) icin
kullanilan bu yonteme, Agirlikli En Kiiciik Kareler Yéntemi(EKKY))
ad verilir.

@ Ote yandan (9) ve (10 sistemi matris-vektor notasyonu yardimiyla da
ifade edilebilir: Oncelikle

1 = [1,1,---,1],

X = [X]_,XQ,"' va]Tr
= Dynys - oym)|
= [a,b]"

vektorlerini ve
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Agirlikhh EKKY ile yaklasim

o
A = [1 X]m><2
W1 0 0
W = 0 %]
.0
0 0 wpy

matrisini tanimlayalim.
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

o
A = [1 X]m><2
w1 0 0
W — 0 w
- 0
0 0  wy

matrisini tanimlayalim.
@ Bu durumda

AT WA — nf":l W Z;::l XWi | ATy — Zn;'-”:l Yiwi
Yitixiwi Lty X7 w; Y1 Xiyiw

olarak elde ederiz.
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim

o
w1 0
W — 0 w
0

matrisini tanimlayalim.
@ Bu durumda
m m
AT WA = Lit1 Wi i=1XiWi
- m m 2
Yt xiwi Lty X
olarak elde ederiz.
e Istenilen u = [a, b] " vektorii ise

0
0
0  wy
],ATWy:[

AT WAu = AT Wy

sisteminin coziimii olarak elde edilir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Bélim 5
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

Sirasiyla wy = 1/8, w, = 1/8 ve wy = 3/4 agirliklara
sahip{(0,0), (1,1/2),(2,4)} veri kiimesini géz éniine alaim. Bu veri
kiimesi icin en uygun Py(x) = a+ bx polinomunu

@ Standart EKKY ve
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

Sirasiyla wy = 1/8, w, = 1/8 ve wy = 3/4 agirliklara
sahip{(0,0), (1,1/2),(2,4)} veri kiimesini géz éniine alaim. Bu veri
kiimesi icin en uygun Py(x) = a+ bx polinomunu

e Standart EKKY ve

o Agirlikli EKKY ile belirleyiniz

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Bélim 5 Kasim, 2018 32 /48



Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

°
10 1/8 0 0 0

A= |1 1| W= 0 1/8 0 y=11/2
1 2 0 0 3/4 4
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

°
10 1/8 0 0 0

A= |1 1| W= 0 1/8 0 y=11/2
1 2 0 0 3/4 4

@ Standart EKKY ile,
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

10 1/8 0 0 0
A= |1 1| W= 0 1/8 0 y=11/2
1 2 0 0 3/4 4

@ Standart EKKY ile,

3 3 9/2
Ta_ T, _ T Ay — AT
o A A{?)S}'AyHl?/ZH’A Au= A’y veya

3a+3b = 9/2
3a+5b = 17/2

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018 33 /48



Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

°
10 1/8 0 0 0

A= |1 1| W= 0 1/8 0 y=11/2
1 2 0 0 3/4 4

@ Standart EKKY ile,

3 3 9/2
TA_— T, _ TAn — AT
o A A—{?) 5},A y—HN/zH,A Au= A’y veya

3a+3b = 9/2
3a+5b = 17/2

@ sistemini cézerek a = —1/2, b = 2 elde ederiz.
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

o Agirlikh EKKY ile

10 1/8 0 0 0
A=|1 1| . w=| 0 1/8 0 |,y=]1/2
1 2 0 0 3/4 4

ile
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

o Agirlikh EKKY ile

10 1/8 0 0 0
A=11 1| W= 0 1/8 0 y=11/2
1 2 0 0 3/4 4

ile

ATWA — [ 1 13/8 49/16}

T —
13/8 25/8 } AWy = { 97/16
ATWAuU = AT Wy

sistemini ¢cozerek, a = —18/31, b = 139/62 elde ederiz.
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Agirlikh EKKY y

emi ile yaklasim ornegi

standart|
- girlikli

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt
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EKKY polinom grafikleri
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Agirlikh EKKY yontemi ile yaklasim 6rnegi

‘ 710 0‘2 0‘.4 0‘6 0‘.3 :‘l 1‘2 1‘.4 1‘6 1‘.5 2
Figure: (x;,y;) noktalari(*) ile Standart ve Agirlikl EKKY polinom grafikleri

o Agirhkli EKKY ile ws = 3/4 agirhgina sahip noktaya daha yakiniz!
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Aralik tizerinde integrallenebilir fonksiyona yaklasim

@ Onceki bsliimiimde incelenen ayrik veri kiimesi yerine, bazen bir [c, d|
araligi tizerinde integrallenebilir bir f fonksiyonuna yiiksek dereceli bir
interpolasyon polinomu yerine daha basit fonksiyon veya polinomlar
yardimiyla yaklasim elde edilmek istenebilir.

Kasim, 2018 36 / 48
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Aralik iizerinde integrallenebilir fonksiyona yaklasim

@ Onceki bsliimiimde incelenen ayrik veri kiimesi yerine, bazen bir [c, d|
araligi tizerinde integrallenebilir bir f fonksiyonuna yiiksek dereceli bir
interpolasyon polinomu yerine daha basit fonksiyon veya polinomlar
yardimiyla yaklasim elde edilmek istenebilir.

@ Verilen fonksiyona

Pi(x) = a+ bx

gibi en kiiciik kareler yaklasim polinomunu belirlemek icin bu defa (1)
deki toplam yerine integral sembolii yardimiyla polinom ve fonksiyon
arasindaki farkin bir dl¢iisii olan(Ly normunun karesi)

d

E(ab) = /(Pl(x)—f(x))2dx

C

d
- / (a+ bx — F(x))%dx

ifadesini minimum yapan a ve b degerlerini buluruz.
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Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

@ Bu amacla yine
9E _ 9E
da ' db

saglanmalidir.

oE d

= 2 (a+bx—fl))dx=0
d

gi = 2/ (a4 bx —f(x))xdx =0

veya

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018 37 / 48



Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

@ Bu amagla yine
JE  _ OE

0a  ob

saglanmalidir.

oE d

5 = 2/C (a+bx—1f(x))dx=0
d

35 = 2/ (a4 bx — f(x))xdx =0

veya

(/Cddx)a—l—('/cdxdx)b - /Cd,c(x)dx
(‘/C‘dxdx>a+<'/cidx2dx)b - /Cdxf(x)dx (11)

lineer denklem sistemini saglayan a ve b degerleri verilen f
fonksiyonuna en iyi yaklasan P;(x) polinomunu verir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018



Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

f(x) = sin(x) fonksiyonuna [0, 7t/2] araliginda

P1(x) = a+ bx

bicimindeki en kiiciik kareler yaklasim polinomunu belirleyiniz.
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Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

E(a, b) = /On/2(a + bx — sin(x))?dx

fonksiyonelini minimize eden a ve b degerleri (11) den

</0m dx) at (/Omxdx> b = /Omsin(x)dx
/Om (xdx) a+ </Om x2dx> b — /Onmxsin(x)dx
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Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

°
7T/2 /2 %n
/ sin(x)dx = 1ve/ xsin(x)dx = —/ (—cosx) dx =1
0 Jo 0
integral degerleri yardimiyla

2
7T 7T
—_ _ —_= 1
2a+ 8b

1, 1 3

— — b p—

87t a+247t
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Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

/2 /2
/ sin(x)dx = 1ve/ xsin(x)dx = —/ (—cosx) dx =1
0 0 0

integral degerleri yardimiyla

2
T T
i Zp = 1
> a-+ 3 b
1, I 3,
@ lineer denklem sisteminden
1
a—= p= (87r —24) =0.11477
ve
1
b= —— (2471 —96) = 0.664 44
7T
elde ederiz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018 40 / 48



Integrallenebilir fonksiyona yaklasim

L L
0 05 1 15

Figure: sin(x) fonksiyonu ve [0, 1.5] araligindaki en kiiciik kareler yaklasimi.

Sin(X) fonksiyonu ve en kiiciik kareler anlamindaki en iyi
Pi(x) = 0.114 77 + 0.664 44x

yaklasim polinomu.
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki

bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki

bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.

o Py(x)=a
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki

bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.

o Py(x)=a
o Pi(x)=a+ bx

ec (Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Fakiilt Béliim 5 Kasim, 2018 42 / 48



Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki

bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.

o Py(x)=a
o Pi(x) =a+ bx
o Py(x) =a+ bx+ cx?
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki

bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.

o Py(x)=a

° Pl(X)Ia—l—bX

o Py(x) = a+ bx+ cx?

o P3(x) = a+ bx+ ox® + dx3
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda
elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.
Po(x) =a
P1(x) = a+ bx
Py(x) = a+ bx + cx?
P3(x) = a+ bx 4 cx? + dx3

2 Soru 1 icin verilen nokta kiimesi ile elde ettiginiz polinom grafiklerini
ayni eksende gosteriniz.
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Alistirmalar

1(0,1),(1,3),(2,1),(3,6) veri kiimesi icin EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim polinomlarini belirleyiniz.(a) sikkinda

elde ettiginiz sonucu nasil yorumlarsiniz.

Po(x) = a

P1(x) = a+ bx

Py(x) = a+ bx + cx?
P3(x) = a+ bx + ox® + dx3

2 Soru 1 icin verilen nokta kiimesi ile elde ettiginiz polinom grafiklerini
ayni eksende gosteriniz.

3 Soru 1 icin elde ettiginiz her bir yaklasim icin (1) ile verilen hatayi
hesaplayiniz. Hata hangi yaklasim icin daha kiiciiktiir?
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Alistirmalar

4 Soru 1 isirasiyla wy =1/16,w, =1/16, w3 =1/8, wy = 3/4
agirliklari ile ve Agirlikli EKKY ile tekrar ediniz.
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Alistirmalar

4 Soru 1isirasiylawy =1/16,wr, =1/16, w3 =1/8, wy = 3/4
agirliklari ile ve Agirlikl EKKY ile tekrar ediniz.

5 Soru 1 de verilen nokta kiimesi ve soru 4 te elde ettiginiz polinom
grafiklerini ayni eksende gosteriniz.
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Alistirmalar

4 Soru 1isirasiylawy =1/16,wr, =1/16, w3 =1/8, wy = 3/4
agirliklari ile ve Agirlikl EKKY ile tekrar ediniz.

5 Soru 1 de verilen nokta kiimesi ve soru 4 te elde ettiginiz polinom
grafiklerini ayni eksende gosteriniz.

6 Soru 2 ve soru 5 te elde ettiginiz grafikleri inceleyerek, w;,i = 1,2,3,4
agirliklarinin, yaklasim polinomlari iizerindeki etkisini inceleyiniz.
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Alistirmalar

4 Soru 1isirasiylawy =1/16,wr, =1/16, w3 =1/8, wy = 3/4
agirliklari ile ve Agirlikl EKKY ile tekrar ediniz.

5 Soru 1 de verilen nokta kiimesi ve soru 4 te elde ettiginiz polinom
grafiklerini ayni eksende gosteriniz.

6 Soru 2 ve soru 5 te elde ettiginiz grafikleri inceleyerek, w;,i =1,2,3,4
agirhiklarinin, yaklasim polinomlari iizerindeki etkisini inceleyiniz.

7 Grafigi Soru 1 de verilen noktalardan gecen Q3(x) interpolasyon
polinomunu belirleyiniz. Q3(x) ile Soru 1(d) de elde ettiginiz P3(x) i
karsilastiriniz. Ne gézlemliyorsunuz?
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Alistirmalar

Alistirma

4 Soru 1isirasiylawy =1/16,wr, =1/16, w3 =1/8, wy = 3/4
agirliklari ile ve Agirlikl EKKY ile tekrar ediniz.

5 Soru 1 de verilen nokta kiimesi ve soru 4 te elde ettiginiz polinom
grafiklerini ayni eksende gosteriniz.

6 Soru 2 ve soru 5 te elde ettiginiz grafikleri inceleyerek, w;,i =1,2,3,4
agirhiklarinin, yaklasim polinomlari iizerindeki etkisini inceleyiniz.

7 Grafigi Soru 1 de verilen noktalardan gecen Q3(x) interpolasyon
polinomunu belirleyiniz. Q3(x) ile Soru 1(d) de elde ettiginiz P3(x) i
karsilastiriniz. Ne gézlemliyorsunuz?

8 (0,1),(1,2),(2,2.5),(3,2.8) veri kiimesi icin EKKY e gére en iyi
f(x) =+va-+ bx

yaklasim fonksiyonunu belirleyiniz ve olusan E(a, b) hatasini

hesaplayiniz. Fonksiyon ve veri kiimesinin grafigini ayni eksende
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Alistirmalar

9 Soru 8 de verilen veri kiimesi icin en iyi

g(x) = In(a+ bx)

fonksiyonunu ve olusan E(a, b) hatasini hesaplayiniz. Elde ettiginiz
hatayi soru 3 deki deger ile karsilastiriniz. Belirtilen veri kiimesi icin f
ve g fonksiyonlarindan hangisi daha uygundur?
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Alistirmalar

9 Soru 8 de verilen veri kiimesi icin en iyi

g(x) =In(a+ bx)

fonksiyonunu ve olusan E(a, b) hatasini hesaplayiniz. Elde ettiginiz
hatayr soru 3 deki deger ile karsilastiriniz. Belirtilen veri kiimesi icin f
ve g fonksiyonlarindan hangisi daha uygundur?

10 (0,1/2),(2,3),(3,8) veri kiimesi icin EKKY e gére en iyi
f(x) = ae™

yaklasim fonksiyonunu belirleyiniz.
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Alistirmalar

11 f(x) = cos(x) fonksiyonu icin [—1, 1] araliginda EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim fonksiyonlarini ve olusan

E= [ (1) ~ 5(x))x

hatalarini belirleyiniz.
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Alistirmalar

11 f(x) = cos(x) fonksiyonu icin [—1, 1] araliginda EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim fonksiyonlarini ve olusan

E= [ (7(x) - g(x)x

hatalarini belirleyiniz.

o g(x)=a
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Alistirmalar

11 f(x) = cos(x) fonksiyonu icin [—1, 1] araliginda EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim fonksiyonlarini ve olusan

E= [ (7(x) - g(x)x

hatalarini belirleyiniz.

o g(x)=a
o g(x) =a+ bx
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Alistirmalar

11 f(x) = cos(x) fonksiyonu icin [—1, 1] araliginda EKKY gére asagidaki
bicimde belirtilen en iyi yaklasim fonksiyonlarini ve olusan

E= [ (7(x) - g(x)x

hatalarini belirleyiniz.

o g(x)=a
o g(x)=a+ bx
o g(x) =a+ bx+ cx?
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Alistirmalar

12 Soru 6 da elde verilen f icin x = 0 noktasinda sirasiyla sifirinci ve
ikinci dereceden Taylor yaklasimlari sonucunda olusan
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Alistirmalar

12 Soru 6 da elde verilen f icin x = 0 noktasinda sirasiyla sifirinci ve
ikinci dereceden Taylor yaklasimlari sonucunda olusan

@ E = [! (cos(x) —1)2dx,
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Alistirmalar

12 Soru 6 da elde verilen f icin x = 0 noktasinda sirasiyla sifirinci ve
ikinci dereceden Taylor yaklasimlari sonucunda olusan

0 E= f cos(x) — 1)2dx,

9 E= f cos(x) — (1 —x2/2))?dx
hata/arm/ elde ediniz. (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglari sirasiyla,
soru 6(a) ve soru 6(c) ile karsilastiriniz. Taylor mu yoksa EKKY
yaklasimi mi daha kiiciik hata tiretmektedir?
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Alistirmalar

12 Soru 6 da elde verilen f icin x = 0 noktasinda sirasiyla sifirinci ve
ikinci dereceden Taylor yaklasimlari sonucunda olusan

0 E= f cos(x) — 1)2dx,

Q@ E= f cos(x) — (1 — x2/2))%dx
hata/ar/n/ elde ediniz. (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglari sirasiyla,
soru 6(a) ve soru 6(c) ile karsilastiriniz. Taylor mu yoksa EKKY
yaklasimi mi daha kiiciik hata iiretmektedir?

13 Soru 6 ve 7 deki islemleri Maxima ortaminda da gerceklestiriniz.
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Alistirmalar

14 (x,y) veri kiimesi icin en iyi n—inci dereceden polinomu hesaplayarak
katsayilarini geri génderen ve

katsayi = ekkypol(x,y, n)

yazihmi ile ¢alisan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.
Hazirladiginiz program (x, y)nokta ciftlerinin ve elde edilen polinomun
grafigini de ayni eksende cizmelidir.
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Alistirmalar

14 (x,y) veri kiimesi icin en iyi n—inci dereceden polinomu hesaplayarak
katsayilarini geri génderen ve

katsayi = ekkypol(x, y, n)

yazihmi ile ¢alisan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.

Hazirladiginiz program (x, y)nokta ciftlerinin ve elde edilen polinomun
grafigini de ayni eksende cizmelidir.

15 (x,y) veri kiimesi icin en iyi y = ae®™  fonksiyonunu hesaplayarak a
ve b degerlerini geri génderen ve

[a, b] = ekkyustel(x, y)

yaziimi ile ¢alisan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.
Hazirladiginiz program (x, y) nokta ¢iftlerinin ve elde edilen y = g
fonksiyonunun grafigini de ayni eksende cizmelidir.
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