Bolim

Ekonomide Denge(Leontief Modeli)

Bu boliimde Wassily Leontief' tarafindan gelistirilen ve Leontief tiiketim-
iiretim modeli olarak bilinen modeli inceliyoruz[1]. Wassily Leontief bir iilke
veya bolge ekonomisinin farkli sektorlerini goz 6niine alarak, iiretim siirecinde
her bir sektoriin birim deger {iretimi i¢in diger sektorlerden kullandig: tiretim
degerlerini dikkate alarak, herhangi bir dig iilke talebini kargilamak igin
her bir sektoriin toplam iiretiminin nekadar olmasi gerektigini belirleyen bir
model énermigtir. Girdi(input)-gikti(output) modeli olarak adlandirilan bu
modelde girdi harcama veya tiiketimi ve cikt1 ise iiretimi temsil ettigi icin
modeli kisaca tiiketim-tiretim modeli olarak adlandirilacaktir.

Modeli basit bir 6rnek iizerinde inceleyelim: Tarim ve sanayiden olusan
ve sadece iki sektorden olusan bir ekonomiyi géz oniine alalim.

Tarim sektoriiniin 1 birim degerindeki {iretiminin, tarim sektoriinden 0.2
birim ve sanayi sektoriinden ise 0.3 birim degerinde iiriine ihtiya¢ duydugunu
kabul edelim.

Ayrica sanayi sektoriiniin 1 birim degerindeki tiretimin ise tarim sektoriin-
den 0.3 ve sanayi sektoriinden ise 0.4 birim degerindeki iirtine ihtiyag duy-
dugunu kabul edelim.

Bu verileri asagidaki Tabloda sunalim:

1(1906-1999) Rus asili Nobel Ekonomi Odiil(1973) sahibi Amerikali ekono-
mist(https://tr.wikipedia.org/wiki/Wassily _Leontief)
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2 Ekonomide Denge(Leontief Modeli)

1 birim degerindeki tarimsal(T) iiretim(output) i¢in
T
Gerekli(input) Tarim— T 0.2
Gerekli(input) Sanayi S 0.3

1 birim degerindeki sanayi(S) tiretim icin
S
Gerekli Tarrm— T 0.3
Gerekli Sanayi S 0.4

Bu iki tabloyu birlegtirerek

1 birim degerindeki {iretim igin
T S
Gerekli Tarom T 0.2 0.3
Gerekli Sanayi S 0.3 04

elde ederiz. Tablodaki verileri iceren

0.2 0.3
A= [0.3 0.4}

matrisine tiiketim-iiretim matrisi adi1 verilmektedir.
Simdi 20 birim degerindeki tarim ve 15 birim degerindeki sanayi dig iiriin
talebinin oldugunu kabul edelim. Bu verileri igeren

46
o= ]

vektoriine dig talep vektorii adi verilmektedir.

Problemimiz, i¢ tiiketimi karsiladiktan sonra dis talebi de karsilayacak
olan tarim ve sanayi iiretim miktarlarini belirlemektir.

Problemi matematiksel platforma tagimaya calisalim: z—ile iiretilmesi
gereken tarimsal {iriin degerini ve y—ile de sanayi {iriin degerini gosterelim.
Belirtilen degerlerdeki iiretimlerin 6ncelikle tarim sektoriinden ne kadar bir

iiriin talep ettigini belirleyelim:
1 birim degerindeki tarimsal iiretim, 0.2 birim degerinde tarimsal {iriine

ihtiyac duyduguna gore z birim degerindeki tarimsal tiretim 0.2z birim degerinde

tarimsal iirtine ihtiyac duyar.
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Benzer bicimde, 1 birim degerindeki sanayi tiretimi 0.3 birim degerinde
tarimsal {iriine ihtiya¢ duyduguna gore, y birim degerindeki sanayi {iretimi
0.3y birim degerinde tarim iiriiniine ihtiyac¢ duyar.

O halde bu iiretim i¢in gerekli tarimsal iiriiniin degeri

0.2x 4 0.3y (2.1)

kadardar.

Benzer bigimde sz konusu iiretim igin gerekli sanayi tirtiniiniin degeri
0.3z + 0.4y (2.2)

kadardir.
O halde (2.1) toplam tarimsal i¢ tiiketim ve (2.2) ise toplam sanayi ig
tiiketim degerleridir.
<]
Y

iiretim vektorii olmak iizere, toplam tarimsal ve sanayi i¢ tiiketimini vektorel

formatta
02x+03y | | 02 0.3 T |
{0.3x+0.4y}_{0.3 O.4}{y]_AX

bi¢iminde ifade edebiliriz.
Uretilen miktardan ic tiiketimi cikardiktan sonra geriye kalan kisim dig
talebe egit olmalidir:

X—-AX=D
veya
10
Lo Y]
birim matrisi ile,
(I-—AX=D

elde ederiz.
Ornegimiz i¢in

10 02 0.3 08 -03
I_A_[o 1}_{0.3 0.4}_{—0.3 0.6 ]

olup, coziilmesi gereken sistem
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EarvaiME

veya sistemin her iki yanini da 10 ile carparak,
8§ -3 x | | 460
-3 6 y | | 120

En genel AX = b(A,xn, Xnx1,bnx1) lineer denklem sistemi i¢in Gauss
eliminasyon yontemini hatirlayalim:

Elemanter satir operasyonlar ile bu sistem, U bir iist iiggensel matris
olmak iizere,

elde ederiz.

UX =c
bi¢iminde bir lineer sistemine doniistiiriilebilir.
Uc adet elemanter elemanter satir islemi ise asagidaki gibidir:
e herhangi bir satir sifirdan farkli bir sabitle ¢arpilabilir.
e herhangi iki satir yer degistirebilir.

e herhangi bir satir sifirdan farkl bir sabitle carpilarak diger satira ilave
edilebilir.

Elemanter satir iglemleri altinda denklem sisteminin ¢oziimii degigmez!
Elde edilen tist {icgensel sistem ise geriye ¢oziim yontemi ile ¢oziilebilir.
Buna gore ekli matris

8 —3 | 460 8 —3 | 460
3 6 | 120 | 3/8x S5 +S, |0 39/8 | 585/2

O halde iist tiggensel sistem

8r —3y = 460
39/8y = 585/2

olarak elde edilir ve bu sistem ¢oziilerek

z =80,y = 60
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elde ederiz ki bu degerler belirtilen dig talebi karsilayabilmek igin sirasiyla
iiretilmesi gereken tarim ve sanayi iiriin degerleridir. Bu iiretim siirecindeki
i¢ tiirekimin ise

weex-p-[3]-[4]- (3]

birim degerinde oldugunu elde ederiz.

Bu o6rnekte pozitif bilegenlere sahip bir D dig talep vektorii i¢in yine
pozitif bilegenlere sahip tek bir X iiretim vektorii belirlemis bulunmaktayiz.
Bu o6zellik her zaman dogru olmayabilir. Asagidaki teorem ile iiretim-tiiketim
matrisinin baz 6zellikleri saglamasi durumunda bilegsenleri negatif olmayan
herhangi bir dig talep vektorii i¢in yine bilegenleri negatif olmayan bir tiretim
vektoriiniin bulunabilecegi ifade edilmektedir.

Bilesenleri nonnegatif (a,b,c,d > 0) olan

a b
A=l ]
matrisi i¢in eger a+c < 1 ve b+d < 1 ise bu taktirde herhangi D = [ Zl } >
2
0 i¢cin
(I—A)X =D

sistemini ¢oziimii mevcut ve tektir; ayrica ¢ozim nonnegatif bilesenlere sahip-
tir, yant X > 0 dwr. Burada X > 0 notasyonu ile X wvektoriniin biitin
bilegenlerinin nonnegatif oldugunu ifade ediyoruz.

e

—c 1—-d
1¢in

det(I — A) = (1 —a)(l —d) —be
dir. Ote yandan

at+c < 1
b+d < 1
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6 Ekonomide Denge(Leontief Modeli)

¢cin
l—a>c

L—d=b = (1-a)(l1—-d)>bc=det(I —A)>0

elde ederiz. Buradan

R e A ey | PR

elde ederiz.

Yukaridaki sonuctan, 2 x 2 lik Leontief matrisinin her bir eleman1 non-
negatif ve siitun toplamlar1 1 den kiigiik olmasi durumunda nonnegatif iire-
tim vektorii elde edilebilmektedir, ancak bu sartlar yeterli olmasina ragmen
gerekli degildir. Bu durum agagidaki ornekte incelenmektedir.

0.3 0.8 | . o 10
A= 02 04 ] input-output matrisi ile D = [ 20 } drs

talebini karsilayan tretimi belirleyiniz.

A matrisi teorem 2.1 in hipotezlerini saglamamaktadir. Ciinkii ikinci
stitun toplami birden biiyiiktiir. Buna ragmen

0.7 —0.8
B=1-4= { —-0.2 06 ]
olmak {izere,
BX =D

sisteminin ¢oziimii olarak

84.6154
X = { 61.5385 }

pozitif tiretim vektoriinii elde ederiz.

Tarim, Enerji ve Otomotiv sektorinden olusan bir ekono-
mide, her bir sektorin birim deger tretimi icin diger sektorlerden thtiyag
duydugu birim degerler asagida ifade edilmistir.
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o 1 birim degerindeki tarvmsal tiretim 1/8 birim degerinde tarim, 1/4
birim degerinde enerji ve 1/4 birim degerinde otomotiv triniine,

e 1 birim degerindeki enerji iretimi 1/4 birim degerinde tarim, 1/5 birim
degerinde enerji ve 1/8 birim degerinde otomotiv triniine ve

e 1 birim degerindeki otomotiv tretimi 1/4 birim degerinde tarvm, 1/4
birim degerinde enerji ve 1/4 birim degerinde otomotiv triniine ihtiyag
duymaktadir. Buna gore i¢ talebi karsiladiktan sonra 400 birim degerinde
tarvm, 250 birim deger enerji ve 300 birim degerinde otomotiv tiretim
dis talebini karsilayabilmek i¢in her bir sektoriin dretim miktaring be-
lirleyiniz.

Verilen bilgileri agagidaki tabloda ozetleyebiliriz:

Birim deger iiretim igin
T E O
1/8 1/4 1/4

E 1/4 1/5 1/4

O 1/4 1/8 1/4

Gerekli
iiretim degeri

O halde tiiketim-iiretim matrisimiz

1/8 1/4 1/4
A=|1/4 1/5 1/4
1/4 1/8 1/4
dir.
1 00 3 33
_ _ 1T 1 1
B =1-A=]1010{-{3 5 3
001 13 3
7
—1 T8 1 300
icin
BX =D
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8 Ekonomide Denge(Leontief Modeli)

lineer cebirsel sistemini ¢ozmeliyiz.
Simdi Gauss eliminasyon yontemi ile yukarida verilen BX = D sistemi-
nine denk olan asagidaki sistemi ¢ozelim:

T -1 —3 | 4007 8xS5 — 5 7 -2 =2 | 3200
-3 F -1 1 20| 4x5 -5 -1 ¥ -1 | 1000
—5 —% 2 300 4x5 -5 -1 -1 3 | 1200
1 L =3 ] —1200
bx S 45, 0 @ g | e
IXS+S—8 |0 —g5 ¥ 1w
1+ =3 | —1200
o 02 _9 | 10200
1l 3 G 1 G G 0 305 10] 20750
11 X 193 X P2+ 03 — O3 w |

Bu sistemi en son denklemden baslayarak geriye dogru ¢ozerek, gerekli tarim,
enerji ve otomotiv iiretim degerlerini sirasiyla

r1 = 956.5217
Ty = 881.9876
r3 = 865.8385

olarak elde ederiz. Bu durumda i¢ tiiketim degerini ise

956.5217 400 556.5217
X—-D=AX = | 8819876 | — 250 = | 631.9876
865.8385 300 565.8385

olarak elde ederiz.
Yukaridaki iglemler MATLAB veya OCTAVE ortaminda da gerceklegtir-
ilebilir. Asagidaki MATLAB/OCTAVE komutlarini inceleyelim:

>> A=[1/8 1/4 1/4;1/4 1/5 1/4;1/4 1/8 1/4]; % A matrisi

>> I=eye(3); % 3 x 3 liikk birim matris
>> B=I-A; % I — A matrisi

>> D=[400 250 300]’; % D dig talep vektorii
>> X=B\D % BX = D denklem

sisteminin ¢oziimiinii
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X = 956.5217 881.9876 865.8385
olarak elde ederiz.

MATLAB/OCTAVE 1n matematiksel amaglarla kullanimi igin [2] ye bagvu-
runuz.

1. Asagda verilen tretim matrisleri ve dis talep wvektorleri i¢in talebi
karsilayacak tiretim degerlerini belirleyiniz. Her bir durum icin i¢ tike-
timi Gauss eliminasyon yontemi yardimayla belirleyiniz.

(a)

0.3 0.1 100
A= {0.2 0.5]’D_{ 80 }

(b)

(0.2 0.1 ] [ 50 ]
A= | 0.4 0.2_’D_ | 90 |
(c) ) ) -
0.1 0.3 70
A= | 0.2 0.4_’D* | 60 |
(d)
0.1 0.2 0.5 100
A=102 01 01 |,D=1| 80
0.3 0.4 0.2 120

2. Tarim ve hayvancilik sektérinden olugan bir ekonomide

o 1 birim degerindeki tarimsal tiretim 0.2 birim tarim ve 0.4 birim
degerinde hayvancilik sektori trintiniin kullanilmasing

e 1 birim degerindeki hayvancilik sektori tretimi 0.3 birim tarim ve
0.2 birim degerinde hayvancilik sektori triniinin kullanilmasing
gerektirmektedir.

120 birim tarim ve 100 birimlik hayvancilik sektori dis talebini karsilay-
acak sektérel diretim degerleri ne olmaldur. I¢ tiketim ne kadardir?
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3. Tekstil ve qida sektoriinden olusan bir ekonomide

o 1 birim degerindek: tekstil tiretimi 0.3 birim tekstil ve 0.4 birim
degerinde quda sektori trinii,

o 1 birim degerindeki qida sektori tretimi 0.2 birim tekstil ve 0.5
birim degerinde gida sektori irininin kullanmilmasin gerektirmek-
tedir.

90 birim tekstil ve 80 birim degerindeki gida sektori dis talebini

karsilayacak sektorel iiretim degerleri ne olmahdur. I¢ tiketim ne
kadardir?

4. Gida, tekstil ve enerji sektorinden olusan bir ekonomide

o 1 birim degerindeki gida sektori tiretimi sirasiyla 0.1,0.3,0.4 birim
degerinde quda, tekstil ve enerji triniine;

o 1 birim degerindeki tekstil sektorii tretimi swrasiyla 0.2,0.3,0.2
birim degerinde qida, tekstil ve enerji tiriniine;

o 1 birim degerindeki enerji sektori tretimi swraswyla 0.2,0.1,0.4
birim degerinde qida, tekstil ve enerji trinine ihtiya¢ duymak-
tadar.

300 birim degerinde gida, 150 birim degerinde tekstil ve 200 birim
degerinde enerji sektori dis talebini karsilayacak sektorel diretim
degerleri ne olmaldur. I¢ tiketim ne kadardur?

5. Sorul—4 i MATLAB/OCTAVE ortamunda da ¢ozerek, sonuglarinizin
dogrulugunu kontrol ediniz.

6. Teorem 2.1 1 3 x 3 lik bir matris i¢in ifade ve ispat ediniz.
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