Bolim

Tomografi Uygulamalar

Bu boliimde tomografi cekim islemi ile elde edilen verilerden tomografi
goriintiisii elde edilme siireci arasinda kullanilan matematiksel yontem ve
teoriye deginiyoruz.Verilerde hata olmasi veya olmamasi durumlarina gore
tomografi goriintiisiine esas tegkil eden lineer atenuasyon sabitlerinin nasil
belirlendigini inceliyoruz.

6.1 Beer-Lambert Yasasi

Tomografi goriintiisii, tomografi cihaz1 kafes bolgesi icerisinde yer alan ¢cem-
bersel bolgeden viicudumuza gonderilen x 1ginlarinin giddeti ile viicudu
gectikten sonraki sidetlerini iceren verilerin karsilagtirilmas: ve degerlendi-
rilmesi sonucu elde edilir. Bunun icin esas kabul edilen yasa Beer-Lambert
yasasidir:

Oncelikle [a, b] araligina yerlestirilen birim alanh kesite homojen bir cisim
gozoniine alalm. Cismin x 1511 (lineer) soniim sabiti, cismin birim hacminde
absorbe edilen veya sacgilan x 1gim1 miktarinin, birim hacme gelen x 111
miktarina orani olarak tanimlanmaktadir ve genelde u ile gosterilir.

Beer-Lambert yasasi bir noktadaki 1sin siddetinin yer degiskenine gore
degisim oraninin, mevcut 1gin siddetiyle orantili oldugunu ifade eder.Cismin
icerisinde ilerleyen 1511 siddeti gittikce azalacagindan dolayi, s6z konusu oran
negatif olmaldir.

I(x) ile x noktasindaki 1gin siddetini gosterelim. Bu durumda Beer-
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2 Tomografi Uygulamalan

Lambert yasasina gore
dl
— = —ul 6.1
= H (6.1)
olarak ifade edilir.
6.1 ile ilgili farkli senaryolar ile uygun baglangic veya sinir deger problem-

leri olugturabilir ve ¢oziimler aragtirabiliriz:

1 sabit ve biliniyor olmasi durumunda cisme x = a noktasinda giren 1s1n
siddeti I, := I(a) bilindigine gore (6.1) ¢oziilerek,

dl
T —pdx
den integral alarak
In(l) = —px + ¢
veya
[ =e M =Cem C =e°
elde ederiz.
I(a) = Ce™™ =1,

yan sartindan
C = I,e"

elde ederiz. O halde
I(z;p) = Lette ™ = [,e "= 1> ¢ (6.2)

elde ederiz. (6.2) bagmtisi, 151 séniim sabiti biiyiik olan cisimlerde 15 gid-
detinin cisim boyunca daha hizli bicimde azaldigini ifade eder. Teknik bir
ifade ile, iistel fonksiyonun monoton azalan bir fonksiyon olmasinin dogal bir
sonucu olarak

fiy > iy = 1w py) < I(z;p5)

elde ederiz.

6.2 Tomografi Uygulamalari

Bu boliimde Beer-Lambert yasasini esas alan tomografi uygulamalarini ince-
liyoruz. Oncelikle gercekci olmasa bile bir boyutlu bir cismin tek bir 2 151
ile incelendigi 6zel durumu gozoniine alalim.
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6.2 Tomografi Uygulamalari 3

6.2.1 Homojen nesne igin tipik bir tomografi uygula-
masi

Tomografi uygulamalarinda goriintiisii ¢ekilen nesneler siiphesiz ki homojen
degillerdir. Ancak konuya bir basit baglangig olmasi amaciyla [a, b] X [, d] bol-
gesine yerlestirilmig homojen bir cisim gozoniine alalim. Cismin 1g1in séniim
sabiti olan p sabitinin bilinmedigini, ancak tomografi uygulamasinda oldugu
iizere cisme a noktasindan giris yapan ve b noktasindan c¢ikan isin sid-
det degerlerinin olgiilerek belirlendigini ve sirasiyla I, ve I olarak ad-
landirildigini kabul edelim:

[gl — D — [(;1
Bu durumda Beer-Lambert yasasina gore, p bilinmeyen sabitinin de be-
lirlenmesini gerektiren

% = —ul (6.3)
In : =1I(a),Iy :=1(b) (6.4)

smir deger problemini elde ederiz. (6.3)-(6.4) iyi taniml bir problemdir: yani

e ¢OzUim mevcuttur,
o tektir ve

e sinir degerlerdeki kiiciik degisim ¢oziimde de kiiciik degisime neden
olur.

(6.3) y1,

7= —udx

bigiminde degigkenlerine ayirdiktan sonra, sag tarafin [a,b] araligi ve sol
tarafin da bu noktalardaki I degerlerine karsilik gelen [, I1] aralig: iiz-

erinden integralini alarak,
dl /
T = / — udw
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4 Tomografi Uygulamalan

In <%) — _u(b—a)

elde ederiz. Dolaysiyla p bilinmeyen degerini

= (1) o

ve buradan

olarak elde ederiz.

Yukarida elde ettigimiz p degerini kontrol etmek isteyelim. Bunun igin
diisey yonde y = c noktasindan giren /g, siddetindekiismin y = d noktasinda
olciilen I siddetiyle cismi terk ettigini kabul edelim.

T1s

Iy — |:| — lg
11,

Yukaridaki iglemlere benzer olarak

1 I
=——— In(= 6.6
=g (1) (66)
elde ederiz.

Eger ol¢iim degerlerinde hata yoksa, (6.5) ve (6.6) de elde edilen degerler
birbirine egit olmalidir.

Eger olctimlerde hata s6z konusu ise, bu taktirde celigkili bir durum elde
ederiz.

Bu durumda

olmak iizere

K= H
peo= p (6.7)
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6.2 Tomografi Uygulamalari 5

denklemlerinden olusan p; # p, oldugu igin tek bilinmeyenli ve iki den-
klemden olusan ¢6ziimii mevcut olmayan (6.7) sistemini elde ederiz. Bu du-
rumda (6.7) sisteminin en yakin ¢oziimiinii En Kiigiikk Kareler Yontemi

ile elde edebiliriz:
A = |: 1 :| s F e |: Ml 1 s
1 fho

Ap=F

olmak iizere

sisteminin En Kiiciik Kareler ¢oziimii
ATAu=A"F
normal denklemlerinin ¢oziimii olarak elde edilir. Ancak
ATA =2 ATF =y + iy
olup, buradan en yakin ¢oziim olarak elde edilen iki ¢oziimiin ortalamasi olan
=y + pa)/2
degerini elde ederiz.

Bir birtm uzunluklu homojen bir cisme sol kenarindan yatay
olarak gonderilen 1, siddetine sahip x 1gimanan sag kenardan cismi 1. = 0.91,
siddetiyle terk ettigi gézlemlenmektedir. Buna gore cismin p 151 soniim sabi-
tini belirleyiniz.

(6.5) den

1 I,
"= ‘<b—a>m<f_g>
— —(0.97,/1,)
= —1n(0.9) = 0.10536

birim olarak elde ederiz.
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6 Tomografi Uygulamalan

6.2.2 Homojen olmayan nesne igin tipik bir tomografi
uygulamasi

Uygun bir [a, b] X [c, d] bolgesine yerlegtirilen homojen olmayan bir nesne(6rnegin
viicut kesiti) gtz oniine alarak, soz konusu nesneye ait u = p(z,y) 1510
soniim fonksiyonunu yaklagik olarak elde etmek isteyelim. Bu amacla 15
soniim degerlerinin asagida gosterildigi gibi kesitin dort ayr1 alt bolgesinde
yaklagik olarak p,;,7 = 1,2, 3, 4. sabitleri ile gosterildigini kabul edelim:

M3 [y
My o

Viicut kesitine yatay yonde(soldan saga) iki adet ve diigey yonde(asagidan
yukariya) dogru da iki adet 1gin gonderildigini kabul edelim. Niifuz eden x
isilarmin bilinen giris 7, ve 1510 detektorti ile olgiilen I, degerlerini agagidaki
gibi gosterelim:

I3<; I4<;
T 1
Ly — | g | g | — Iy
Ly — |y | e | — I
T 1
139 149

Az = (b—a)/2 ve Ay = (d — ¢)/2 olmak iizere, Q2 = [a, b] X [c, d] goriintii
bolgesi iizerinde asagidaki ag1 tanimlayalim

Q= {(1,y;)i=1,2,3;j =1,2,3} (6.8)
Burada,
1 = a,x3=a+ Ax,x3=a+ 20z = b;
n = cyp=c+Ay,ys=c+2Ay=d
dir.

Ayrica sirasiyla x ve y ekseni boyunca 9 agindaki orta noktalarini
T =21+ Ax/2, 209 = 29 + Az /2

ve
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6.2 Tomografi Uygulamalari 7

Y = + AY/2,yc2 = y2 + Ay/2,

ile gosterelim.
(a,ye1) noktasindan kesite girerek (b,y.1) noktasindan kesiti terk eden
yatay yondeki I, — I, 1511 boyunca

dl
7 = _M(x7 ylc)dx

denkleminin integralini alarak

_[ b
—m(ﬁ>=/u@wmw (6.9)
I, “
elde ederiz.

Integraller icin Orta Nokta Kuralini hatirlayalim:

a+b

b
[ twis = - ap() (6.10)
Ayrica
251 = M(l’cb ycl)S Mo 1= /L(iUcz, ycl);
M3 = M(:Eclvyc?);uzi = lj'(x027yc2);

olarak tamimlayalim.
(6.9) teki integrale orta nokta kural ile yaklagarak,

I b
—in (55) = [ peyp)da
I, a
X9 x3=b
= / p(, yre)d + / (@, yre)dx
a=x1 Z2
= Az(py + po)
elde ederiz. Buradan integral yaklagim hatasini ihmal ederek,
_ L —
py + py = —1In T JAx = by
1g

elde ederiz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



8 Tomografi Uygulamalan

Yukaridaki iglemleri In, — Iog, I3g — I3¢, Isg — I4c 191nlari icin de tekrar-
layarak,

pyt+py = b
fs + g = by (6.11)
py+ps = bs
fo g = by

elde ederiz. Bu sistemi matris vektor formatinda da ifade edebiliriz:

11007 [m by
oot | | b
A=10 01 0 |70 | b

(6.11) sistemini egelon forma indirgemeye galigalim:

1100 | b 11 00 b
0011 | b| N R N
1010 | bs| 0 -1 10 | by—b
001 01 | by | 1XI+S=>5 14 1 g1 'y,
1 1 00 | b
______ N NS TVES U
0 -1 10| by—b
S2< = > 5 00 111 b
1100 | by
______ oo by
00 1 1 | by—bi+bs
SQ+83_>S?, 00 1 1 | by
1100 | by
________ oo by
00 1 1 | bs—b+bs
IXS3454=> 501000 0 | byt by— bs— by

elde ederiz. Son adimdan ¢oziimiin mevcut olmasi igin

b1+b2:b3+b4
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6.2 Tomografi Uygulamalari 9

saglanmalidir. Bu sonug (6.11) dan da goriilmektedir, ¢iinkii hem by + by ve
hem de b3 + by toplami
4
Z H
i=1

toplamina esittir.
Ancak bu durumda dort bilinmeyenli ve ii¢ denklemden olusan

fy e = b
o+ g = Dby
,U3+,U4 = b3—b1+b4

sistemini elde ederiz. Buradan

py = —Hgtbs—br+by
o = —Hy+ by
py = —Hat+b
= ,u4+b1—b4
veya
:ul 1 bl—b4
_ | M2 | _ —1 by
ol IR B U BT I I My € R
Hy 1 0

ile verilebilen sonsuz sayida ¢oziim mevcuttur. Bu durum goriintii kesitine
gonderilen x 1511 sayisinin ilgili p,, 7 = 1,2, 3, 4 151n séniim degerlerini elde et-
mek i¢in yeterli olmadigini ifade etmektedir. O halde ekstra = 1ginina ihtiyag
vardir. Sekilde goriilen Ir, " I, 151 ile de gortintiiniin degerlendirildigini
kabul edelim.

T T s
Iog = | 3 | g | = Ing
Ly = [ [ By | = Dy
Isg /T 1

I3 Iy
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10 Tomografi Uygulamalan

Bu durumda (6.11) sistemi

py+py = b
pyt i = by (6.12)
py+pg = bs
to+ g = Db
pa gy = bs

olarak ifade edilir. 6.12 sistemine ait katsayl matrisinin siitunlari lineer
bagimsizdir. Gergekten de elemanter satir iglemleri ile

1100 1000
0011 0100
A=11 01 0| —-]0010
0101 0001
1001 0000

eselon formunu elde ederiz. Buradan A nin siitunlarimin lineer bagimsiz
oldugu goriilmektedir.

Verilerde hata olmamasi, yani b; + by = b3 + b4 olmasi durumunda sistem
coziilerek bilinmeyen p;,7 = 1,2, 3,4 degerleri elde edilebilir.

Ancak verilerde hata olmasi durumunda(b; +be # bs+b4) (6.12) sisteminin
¢oziimii mevcut degildir. Bu durumda da

AT Ay = ATh

sistemi ¢oziilerek(tek ¢oziim mevcut, ¢iinkii A nin siitunlar lineer bagimsiz)
en yakin ¢oziim elde edilir.

Asagqidaki sekilde belirtilen gorinti kesitinin dort alt kesitine
ait 15w sontim sabitlerinin p,;, 1 = 1,2, 3,4 ile gosterelim. Yatay yonde toplam
150 sontim: degerlert

M3 Hy

Ky Mo
ile gosterilsin. Yatay yonde gonderilen wsinlardan toplam g sontim deger-
lerinin

py+py = 0.7
Py =+ Hy 0.3
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6.2 Tomografi Uygulamalari 11

olarak elde edildigini ve diigsey yonde gonderilen iginlardan ise toplam isin
soniim degerlerinin

pp Tz = 04
o +py = 0.6

olarak elde edildigini kabul edelim. Bu verilerden hareketle p;,i = 1,2,3,4
degerlerinin tek tirli olarak belirlenemeyecegini gosteriniz. Bu durumda gorinti
kesitinin sol alt kdsesinden sag tist kosesine dogru gonderilen besinci bir 1gin
ile de bu yddeki toplam soniim degerinin

pq + gy = 0.5
oldugunu kabul edelim. Bu durumda p;,i = 1,2,3,4,5 degerlerini elde ediniz.

Oncelikle ilk dért denkleme ait ekli sistemi gézéniine alalim:

1100 | 07 1 1 00| 071
001103 _ oo 11 03
1010 | 04 0 -1 10| —03
00101 | 06| XN FS=>% 10 1 g1 o6
11 00| 07
______ o1t 01 o6
0 -1 10| —03
S2< = > 5 00 111 03
1100 | 07
______ oo o6
0011/ 03
52+ 8= > 53 0011{03
1100 | 07
________ _ o101 06
0011/ 03
—1XS3+S4—>S4 OOOOI 0
veya

py +py = 0.7
py+pg = 03
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12 Tomografi Uygulamalan

olarak ifade edilebilen dort bilinmeyenli ii¢ denklemden olusan bir sistem elde
ederiz. Ornegin p, cinsinden (6.13) sisteminin genel ¢oziimiinii

1ty 0.1+ puy 1 0.1
po | =1 06—p, | =pg| =1 |+ |06 |,u R

olarak elde ederiz. O halde mevcut veriler ile p,,7 = 1,2, 3,4 degerlerini tek
tiirlii olarak elde edememis bulunmaktayiz.
Bu durumda beginci 1s1n verisi ile elde edilen

py + oy = 0.5
denklemini de ilave ederek,

py+ g = 0.7
fo +py = 0.6 (6.14)
p3+ g = 0.3
pyptpy = 05

sistemini elde ederiz. Bu sistemi ¢ozerek

1100 | 07 1 1 00| 07
o101 06| R U R X
00111 03 00 11] 03
100 1 | 05| PXOFS==5 1o 4 g1 | _oo
1 1 00| 07 1100 | 07
o101 06| oo os
00 11] 03 0011] 03
0 -1 0 1 | 02| 2F5=>5% 0002/ 04

elde ederiz. Elde edilen sistemi geriye dogru ¢ozerek,
degerlerini tek tiirlii olarak elde ederiz. O halde kesit tizerindeki degerler

0.1 0.2
0.3 04

olarak elde edilir.
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6.2 Tomografi Uygulamalari 13

6.2.2.0.1 Verilerde hata olmasi durumu Verilerde hata olmas: duru-
munda ilgili sisteminin ¢6ziimii mevecut degildir. Ornegin 6lciim sonucunda

pq + iy = 0.6

olarak elde ettigimizi diisiinelim. Bu durumda

py +py = 0.6
ps+pg = 03
pq +ps = 04 (6.15)
po +pg = 0.6

py+py = 05

elde ederiz ki bu sistem ¢oziime sahip degildir, ¢iinkii ilk iki denklemi
taraf tarafa toplayarak

g + g+ piz + py = 0.9
elde ederken, ii¢ ve dordiincii denklemleri taraf tarafa toplayarak
p T+ pg +pg +py =1

elde ederiz. Bu durumda En Kiiciik Kareler ¢oziimiinii elde etmeliyiz: 6.15
sistemini,

1100 0.6
0011 0.3 =
A=11010|,b=]04|,u=|"
0101 0.6 s
1001 0.5 Ha
olmak {izere matris-vektor notasyonu ile
Au=1>
bigiminde yazabiliriz. Bu ssitemin En Kiigiik Kareler ¢oziimii ise
AT Ap = A"h
sisteminin ¢oziimiidiir.
31 11 1.5
1 2 01 1.2
T A Ty
A= 1 0 21  ATb = 0.7
111 3 1.4
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14 Tomografi Uygulamalan

olup s6z konusu ¢oziim
dir ve kesit tizerindeki degerler

0.1 0.225
0.275 0.35

olarak elde edilir.

6.2.3 Hounsfield Sayilar:

Birbirine yakin olan soniim sabitlerini birbirinden ayirt etmek amaciyla G.
Hounsfield! tarafindan tanimlanan ve Hounsfield olcegi adi verilen 6lcekle,
orjinal séniim sabitleri Hu sabitleri veya Bilgisayar Tomografi sabitleri adi
verilen sabitlere asagidaki doniisiim yardimiyla doniistiiriiliir:

Hsu = Hhava
Bu olgege gore
Hu(/'bhava) = —1000,
Hu(ps,) = 0

dir. Tomografi goriintiisiinii olusturan degerler, orjinal p sabitleri yerine,
bu sabitlere karsilik gelen Hu sabitleridir. Ornegin asagida verilen beyin
tomografisi goriintiisiinde fare (218,134) piksel koordinatina sahip noktanin
Hu sayisinin -986( yaklagik hava degeri) oldugunu gostermektedir.

Yukarida tzetlenen lineer cebirsel yontem ile i, degerlerinin elde edilmesi,
pratikte tercih edilmez, ciinkii her bir bilinmeyen i¢in en az bir lineer denk-
lem gerekmektedir. Bu durumda 600 x 600 boyutundaki tipik bir tomografi
goriintiisii i¢in yaklagik 400000 x 400000 boyutunda biiyiik bir lineer sistemin
¢oziilmesi gereklidir.

Giincel yontemler, Fourier Dilimleme teoremi[2] ve Radon doniistimii[3]
gibi ileri diizey teorik alt yap1 gerektirdikleri i¢cin bu yontemlere lisans diizeyi
ile uyumlu olarak hazirladigimiz bu kaynakta yer veremiyoruz.

11919-2004(Ingiliz elektrik miihendisi)
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6.2 Tomografi Uygulamalari 15

1. Bir birim uzunlugundaki bir cisme /, siddetinde bir x 15m1 gonder-
ilmekte ve ¢ikig degerinin ise I, = 0.9 x I, oldugu 6l¢tilmektedir. Buna
gore cismin 1g1n soniim sabiti nedir?

2. Bir birim uzunlugunda ve 151 soniim sabiti 4 = 0.2cm™! olan cisme
gonderilen /; 151n siddetinin cismi terkedis degeri olan I, degeri, I, nin
yiizde kac1 kadardir?

3. 2 x 2 lik alt kesitlerde farkli bilegenlere sahip ve sekilde belirtilen
M3 Hy
Ky Hg
1510 soniim sabiti bir cisim gozoniine alalim. Yatay, diisey ve yonlerden
gonderilen 1g1inlardan,
py+py = 0.7
ps+pg = 0.3
py+py = 0.4
po+py = 0.6

elde edilmistir. Buna gore pu;,7 = 1,2, 3,4 degerlerini tek tiirlii olarak
elde edemiyeceginizi gosteriniz. Sistemin genel ¢oziimiinii yaziniz.

4. Soru 3 deki verilere ilaveten cismin sol iist kogesinden sag alt kogesine
dogru gonderilen bir diger 151n ile 5 + py = 0.9 verisini elde ettigimizi
diistinelim. Bu durumda p,,7 = 1,2,3,4 degerleri ne olur?

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



16

Tomografi Uygulamalan

5. Soru 3 i

py+py = 0.7
py+py = 0.3
py -z = 0.4
to + iy = 0.6

icin tekrar ediniz. g 4+ g = 0.5 verisini de ilave ederek tek ¢oziim
belirleyiniz.

6. Soru 5 teki sistemde ilk denklemin sag yani 0.8 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda g5 + 5 = 0.5 verisinin de ilavesiyle stz konusu sistemin
¢Oziimiiniin mevcut olmayacagini gostererek, En Kiiciik Kareler yon-
temi ¢oziimiinii belirleyiniz.

7. Su ve havanin soniim degerlerini aragtirarak, soru 6 da elde ettiginiz
w1 =1,2,3,4 degerlerine karsilik gelen Hu sayilarini belirleyiniz.
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