
Bölüm 7
GPS Uygulamaları

Bu bölümde son yıllarda günlük yaşamımızın bir parçasıhaline gelen ve hay-
atımızıbüyük ölçüde kolaylaştıran, araçlarımızda ve telefonlarımızda sıkça
başvurduğumuz GPS sisteminin matematiğini kısaca ve basitleştirerek özetleye-
ceğiz. Gerçek mühendislik hesaplamaları teknik detayları dikkate alması
gerektiği için daha karmaşıktır. Buradaki sunumumuz fenbilimleri ve özellikle
matematik bölümü öğrencilerine yöneliktir.
Çeşitli amaçlarla dünya etrafında peryodik biçimde hareket eden uydular

mevcuttur. Haberleşme uyduları televizyon yayınlarınıbizlere ulaştırırlar.
Hava araçlarıbaşta olmak üzere istenilen heryerde kullanılabilen konum be-
lirleme uyduları ise yeryüzünden 20 − 30 km metre yükseklikte belirli bir
yörüngede hareket ederek devamlıbir biçimde yeryüzüne sinyaller gönderir-
ler[1]. Gönderilen sinyal içerisinde, sinyalin nereden ve ne zaman gönderildiği
bilgisi yer alır.
Öteyanda uydu sinyal alıcısistemler bu bilgiyi alarak, sinyalin nekadar

sürede kendilerine ulaştı̆gınıhesaplarlar. Eğer sinyal uydudan t = t1 anında
gönderilmi̧s ve uydu alıcısına t = t2 anında ulaşmı̧s ise, uydu saati ve sinyal
alıcısaatinin senkron olmasıdurumunda sinyalin alıcıya ulaşma süresi

∆t = t2 − t1
dir. Öte yandan sinyalin sabit c ı̧sık hızıile hareket ettiği kabul edilirse uydu
ile bulunduğumuz konum arasındaki uzaklık

d1 = c∆t

olur.
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2 GPS Uygulamaları

7.1 Verilerde hata olmamasıdurumu

Öncelikle düzlemde bir P (x, y) noktasında GPS alıcısı ile bulunduğumuzu
kabul edelim. Alıcımıza ulaşan sinyalin ise A(x1, y1) noktasında bulunduğunu
kabul edelim. Bu durumda iki nokta arasındaki uzaklık formülünden

(x− x1)2 + (y − y1)2 = d21

elde ederiz. Ancak bu bilgi P (x, y) konumumuzu belirlemek için yeterli
değildir. Öte yandan B(x2, y2) konumunda bulunan uydudan aldı̆gımız bilgi
ile de bu uyduya olan uzaklı̆gımızın d2 olduğunu hesapladı̆gımızıdüşünelim.
Bu durumda P (x, y) ve B(x2, y2) noktalarıarasındaki uzaklık bağıntısından

(x− x2)2 + (y − y2)2 = d22

elde ederiz. O halde bu iki çemberin arakesit noktasıüzerinde bulunmalıyız:
Yani P (x, y) noktasınıbelirlemek için

(x− x1)2 + (y − y1)2 = d21
(x− x2)2 + (y − y2)2 = d22

sisteminin reel çözümünü veya çözümlerini belirlemeliyiz. Parantezli ifadeleri
açarak, taraf tarafa fark almak suretiyle,

ax+ by = c,

a = 2(x2 − x1),
b = 2(y2 − y1),
c = d21 − d22 + x22 − x21 + y22 − y21

lineer bağıntısınıelde ederiz. Buradan y veya x i çözerek, yukarıdaki den-
klemlerde yerine yazmak suretiyle istenilen çözümleri elde edebiliriz.

ÖRNEK 7.1. O(0, 0) olarak belirtilen bir şehrin 5 birim kuzeyine olan uza-
klı̆gımız

√
17 birim ve aynışehrin 5 birim dŏgusuna olan uzaklı̆gımız ise

√
37

birim olarak tahmin edilmiştir. O(0, 0) konumlu şehrin batısında oldŭgumuzu
bildĭgimize göre, bulundŭgumuz P (x, y) konumunu belirleyiniz.

O(0, 0) ın 5 kilometre kuzeyinin koordinatları olan A(0, 5) noktası ile
P (x, y) noktasıarasındaki uzaklıktan

(x− 0)2 + (y − 5)2 = 17
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7.1 Verilerde hata olmamasıdurumu 3

elde ederiz. O(0, 0) ın 5 kilometre doğusunun koordinatlarıolan B(5, 0) nok-
tasıile P (x, y) noktasıarasındaki uzaklıktan

(x− 5)2 + y2 = 37

elde ederiz. Daha açık olarak bununduğumuz konum (x, y) bu iki çemberin
arakesiti üzerinde olmalıdır:

x2 + y2 − 10y = −8

x2 + y2 − 10x = 12

Taraf tarafa fark alarak

−10(y − x) = −20

veya

y = x+ 2

elde ederiz. Elde ettiğimiz y deği̧sken değerini birinci denklemde yerine
yazarak,

x2 + (x+ 2)2 − 10(x+ 2) = 2x2 − 6x− 16 = −8

elde ederiz.

x2 − 3x− 4 = 0

denkleminin köklerinden x1 = 4, x2 = −1 elde ederiz. Kaŗsılık gelen y değer-
lerini ise

y1 = x1 + 2 = 6, y2 = x2 + 2 = 1

olarak elde ederiz. O halde P (4, 6), P (−1, 1) olarak belirlenen iki kon-
umumuz mevcuttur. Ancak O(0, 0) konumlu şehrin batısında olduğumuzu
bildiğimize göre konumumuz P (−1, 1), yani O(0, 0) konumlu şehrin tam
olarak kuzey batısında ve

√
2 birim uzakta bulunmaktayız.
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4 GPS Uygulamaları

Yukarıdaki örnekte olduğu üzere C(a,b) ve r yarıçaplıçember grafĭgini

x(t) = a+ rcos(t),

y(t) = b+ rsin(t), 0 ≤ t ≤ 2π

parametrik tanımıyardımıyla ve Program 7.1 ile çizdiriyoruz.

%--------------------------------------------------
function cember(a,b,r)
t=linspace(0,2*pi,30);
x=a+r*cos(t);
y=b+r*sin(t);
plot(x,y,’linewidth’,2);
plot(a,b,’*’);

%--------------------------------------------------

Program 7.1: (a,b) merkezli ve r yarıçaplıçember grafĭgi

ÖRNEK 7.2. A(1,1,1) konumuna olan uzaklı̆gımız
√

2 birim; B(1,-1,1) kon-
umuna olan uzaklı̆gınız

√
2 birim ve C(-1,1,1) konumuna olan uzaklı̆gınız√

10 birim ise P(x,y,z) konumunuzu belirleyiniz.
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7.1 Verilerde hata olmamasıdurumu 5

P (x, y, z) konumumuzun sırasıyla A, B ve C noktasına olan uzaklıklarını

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 2 (7.1)

(x− 1)2 + (y + 1)2 + (z − 1)2 = 2 (7.2)

(x+ 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 10 (7.3)

olarak veya bu denklemleri açık yazarak

x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z = −1 (7.4)

x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 2z = −1 (7.5)

x2 + y2 + z2 + 2x− 2y − 2z = 7 (7.6)

elde ederiz. (7.5) denklemini (-1) ile çarpıp (7.4) ile toplayarak

−4y = 0 ⇒ y = 0

elde ederiz.

(7.6) denklemini (-1) ile çarpıp (7.4) ile toplayarak

−4x = −8⇒ x = 2

elde ederiz . Elde ettiğimiz x ve y değerlerini (7.6) denkleminde yerine
yazarak,

z2 − 2z + 1 = 0

elde ederiz. Buradan da z = 1 değerini elde ederiz. O halde konumunuz
şekilde de görüldüğü üzere P(2, 0, 1) noktasıolmalıdır.
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6 GPS Uygulamaları

Yukarıdaki kürelerin grafiklerini, kürenin parametrik denklemi yardımıyla
elde ediyoruz.

(a, b, c) merkezli ve r yarıçapılıkürenin parametrik denklemini hatırlaya-
lım:

x = a+ r cos(θ) sin(φ),

y = b+ r sin(θ) sin(φ),

z = c+ r cos(φ), θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π]

Buna göre (a, b, c) merkezli ve r yarıçapılıkürenin grafĭgini çizdiren Prog-
ram 7.2 aşağıda verilmektedir.

Alı̧stırmalar 7.1.

1. Aşăgıda verilen noktalar arasındaki uzaklıklarıhesaplayınız

(a) A(−1, 2), B(3, 5);d1 =

(b) A(−1, 2), C(2,−4);d2 =

2. Soru 1 de elde ettĭginiz A ve B noktaları arasındaki d1 uzaklı̆gı ve A
ve C noktaları arasındaki d2 uzaklı̆gını kullanarak, B noktasına olan
uzaklı̆gıd1 ve C noktasına olan uzaklı̆gıd2 olan noktalarıbelirleyiniz.
A(−1, 2) noktasıelde ettĭginiz noktalar içerisinde yer alıyor mu?
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7.2 Verilerde Hata OlmasıDurumu 7

%---------------------------------------
function kure(a,b,c,r);

teta=linspace(0,2*pi, 30);
fi=linspace(0,pi, 15);
[Teta,Fi]=meshgrid(teta,fi);
X=a+r*cos(Teta).*sin(Fi);
Y=b+r*sin(Teta).*sin(Fi);
Z=c+r*cos(Fi);
surf(X,Y,Z);

%---------------------------------------

Program 7.2: (a,b,c) merkezli ve r yarıçaplıküre grafĭgi.

3. Aşăgıda verilen noktalar arasındaki uzaklıklarıhesaplayınız

(a) P (1, 0, 1),A(1, 3, 1)− > d1 =

(b) P (1, 0, 1),B(1, 2, 1)− > d2 =

(c) P (1, 0, 1),C(2, 1, 1)− > d3 =

4. Soru 3 de elde ettĭginiz d1, d2 ve d3 uzaklıklarıyardımıyla A noktasına
olan uzaklı̆gıd1, B noktasına olan uzaklı̆gıd2 ve C noktasına olan uza-
klı̆gı d3 olan noktaları belirleyiniz. P noktası elde ettĭginiz noktalar
içerisinde yer alıyor mu?

7.2 Verilerde Hata OlmasıDurumu

ÖRNEK 7.3. Yukarıda verilen örnek 7.1 deki konumumuzu dŏgrulamak için
O(0,0) konumlu şehrin 5 birim güneyinden gönderilen sinyal ile bu noktaya
olan uzaklı̆gımız 6 birim olarak belirlenmiş olsun. Bu durumda yukarıda be-
lirledĭginiz konum dŏgru mudur? Dĕgilse gerçek konumumuz nedir?

O(0, 0) ın 5 birim güneyinin koordinatlarıolanC(0,−5) noktasıile P (x, y)
noktasıarasındaki uzaklıktan

x2 + (y + 5)2 = 36
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8 GPS Uygulamaları

elde ederiz. Örnek örnek 7.1 ile tahmin edilen P (−1, 1) konumu bu denklemi
sağlamamaktadır, çünkü

(−1)2 + 62 = 37 6= 36

dır.
Grafiksel olarak ta

(x− 0)2 + (y − 5)2 = 17

(x− 5)2 + y2 = 37

x2 + (y + 5)2 = 36

çemberlerinin ortak bir arakesit noktasına sahip olmadı̆gınıgörebiliriz:

Bu durumda c sinyal yayılma ve dt ise sinyal gönderici ile sizin saatiniz
arasındaki küçük te olsa saat senkronizasyon farkı(pozitif veya negatif) ol-
mak üzere z = cdt değerine eşit senkronizasyon kaynaklımesafe hesaplama
hatasımevcut olmalıdır. O halde P (x, y) konumunuz√

x2 + (y − 5)2 + z =
√

17 (7.7)√
(x− 5)2 + y2 + z =

√
37 (7.8)√

x2 + (y + 5)2 + z = 6 (7.9)
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7.2 Verilerde Hata OlmasıDurumu 9

sisteminin çözümüdür. Bu sistem aşağıdaki gibi de düzenlenebilir:

x2 + (y − 5)2 − (z −
√

17)2 = 0 (7.10)

(x− 5)2 + y2 − (z −
√

37)2 = 0 (7.11)

x2 + (y + 5)2 − (z − 6)2 = 0 (7.12)

( 7.10)-(7.12) sistemi nonlineer cebirsel sistemdir. Sistem analitik olarak
çözülebilir, ancak analitik çözüm çok sayıda köklü terimler içerir.
Alternatif olarak sayısal yöntemler, örneğin Newton yöntemi kullanıla-

bilir:

f(x) = 0

denkleminin x = p çözümünü belirlemek amacıyla geli̧stirilen Newton yön-
temini hatırlayalım[2]:

x0 başlangıç noktasıp ye yeterince yakın seçilmek üzere

f ′(xn)∆x = −f(xn)

xn+1 = xn + ∆x

ile tanımlanan {xn} dizisi için

lim
n→∞

xn = p

dir.
Şimdi de Nonlineer sistemler için Newton yöntemini hatırlayalım:
Bu amaçla

f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0 (7.13)

h(x, y, z) = 0

sistemini gözönüne alalım. Sisteme ait Jacobien matrisi

J(x, y, z) =

 ∂f/∂x ∂f/∂y ∂f/∂z
∂g/∂x ∂g/∂y ∂g/∂z
∂h/∂x ∂h/∂y ∂h/∂z


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10 GPS Uygulamaları

olarak tanımlanmaktadır. X = [x y z]T , F = [f, g, h]T olmak üzere (7.13)
sistemi

F (X) = 0 (7.14)

biçiminde ifade edilebilir. Bu durumda uygun birX(0) ile Newton yöntemi

J(X(n))∆X = −F (X(n))

X(n+1) = X(n) + ∆X,n = 0, 1, ... (7.15)

olarak ifade edilir.
( 7.10)-(7.12) sistemini yukarıda özetlenen Newton yöntemi ile çözen Prog-

ram 7.3 aşağıda verilmektedir.

%--------------------------------------------------------
function konum=konumikiboyut(a,b,c,x0)

F=@(x) [(x(1)-a(1))^2+(x(2)-a(2))^2-(x(3)-a(3))^2;
(x(1)-b(1))^2+(x(2)-b(2))^2-(x(3)-b(3))^2;
(x(1)-c(1))^2+(x(2)-c(2))^2-(x(3)-c(3))^2 ];

J=@(x) 2*[x(1)-a(1) x(2)-a(2) -x(3)+a(3) ;
x(1)-b(1) x(2)-b(2) -x(3)+b(3) ;
x(1)-c(1) x(2)-c(2) -x(3)+c(3) ];

konum=newton(F,J,x0’);
%--------------------------------------------------------------

Program 7.3: iki boyutta konum belirleme uygulaması.

Ölçüm hatalarıiçeren ( 7.10)-(7.12) sistemini çözerek
>> a=[0 5 sqrt(17)];%sinyal göndericinin koordinatıve bilinmeyen konum

ile arasındaki uzaklık
>> b=[5 0 sqrt(37)];
>> c=[0 -5 6];
>> x0=[1 1 0.5]; %tahmini konum(1 1) ve mesafe hatası(0.5)
>> konumikiboyut(a,b,c,x0)
komutu ile

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



7.2 Verilerde Hata OlmasıDurumu 11

[x = −1.060987, y = 0.960097, z = −0.053796]

elde ederiz. Bu durumda

x2 + (y − 5)2 = (−0.053796−
√

17)2 = 17.447

(x− 5)2 + y2 =
(
−0.053796−

√
37
)2

= 37. 657

x2 + (y + 5)2 = (−0.0537967− 6)2 = 36. 648

elde ederiz. Yukarıda verilen çemberlerin grafikleri aşağıda gösterilmektedir:

Şekilden görüldüğü üzere çemberler tek bir noktada kesi̧smektedirler ve
bu nokta gerçek konumu veren

P (−1.060987, 0.960097)

noktasıdır.z = −0.053796 değeri ise senkronizasyon kaynaklımesafe hatasıdır.
Program 7.3 de kullandı̆gımız Newton yöntemine ait Program 7.4 aşağıda

verilmektedir:
Yukarıda kısaca özetlenen GPS konum belirleme problemi teknik detaylar

içermektedir ve harita mühendisleri tarafından hala aktif araştırma konusu
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12 GPS Uygulamaları

%--------------------------------------------------------
function x1=newton(f,fp,x0)
min_tol=1e-5;max_tol=1e5;test=1;sayac=0;max_sayac=50;
while test
sayac=sayac+1;
dx=-fp(x0)\ f(x0);
x1=x0+dx;
fark=norm(x1-x0,inf);
x1norm=norm(x1,inf);
test=(fark>min_tol)&(x1norm<max_tol);
x0=x1;
if (sayac==max_sayac)|| ( x1norm>=max_tol)
disp(’iterasyon iraksak’);
x1=[];

end
end

%--------------------------------------------------------------

Program 7.4: f(x)=0 denklem veya denklem sistemi için Newton uygulaması.

olarak çalı̧sılmaktadır. Buradaki sunumumuz sadece basitleştirilmi̧s bir ma-
tematiksel modeldir. Konuyla ilgili detaylıbilgiler için aşağıda sunulan refer-
anslara başvurabilirsiniz.

Alı̧stırmalar 7.2.

1. A(0, 4) noktasına olan uzaklı̆gınız
√

5 birim, B(−1, 1) noktasına olan
uzaklı̆gınız ise

√
13 birim olarak ölçülmüş olsun. Bu durumda mümkün

olabilecek konumlarınız nelerdir?

2. Soru 1 deki konumunuzu dŏgrulamak için C(1,−1) noktasına olan uzak-
lı̆gınızın da gönderilen sinyal yardımıyla 4 birim oldŭgunu ö̆grendĭginizi
kabul edelim. Bu durumda oluşacak üç çemberin tek bir noktada ke-
sişmeyecĕgini, yani konumunuzu saat senkronizasyon hatasısonucu olarak
oluşan mesafe ölçüm hatalarınedeniyle belirleyemeyecĕginizi gösteriniz.

3. Soru 3 deki mesafelerin herbirinde oluşan hatayı z ile göstererek, il-
gili nonlineer sistemi (7.7)-(7.9) e benzer biçimde yeniden yazarak ve
Program 7.3 i kullanarak çözünüz.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



7.2 Verilerde Hata OlmasıDurumu 13

4. A(2, 3, 2), B(1,−2,−1) ve C(−2,−3,−2) konumlarına olan uzaklık-
larınız sırasıyla

√
14,
√

17 ve
√

26 olarak ölçülmüş olsun. P(x, y, z)
konumunuzu Nonlineer sistemler için Newton yöntemi yardımıyla be-
lirleyiniz.

5. Soru 4 te elde ettĭginiz konumunuzu dŏgrulatmak amacıyla D(−4, 2, 1)
konumuna olan uzaklı̆gınızın da

√
19 oldŭgunu belirledĭginizi kabul ede-

lim. Bu durumda konumunuzu belirlemek için oluşturacăgınız kürelerin
ortak bir kesişim noktasına sahip olamayacăgını gösteriniz.(Yardım:
Soru 4 te elde ettĭginiz P(x, y, z) koordinatıile D arasındaki mesafenin√

19 olmadı̆gınıgösteriniz.)

6. Program 7.3 ile verilen konumikiboyut isimli kodu

konum = konumucboyut(a, b, c, d, x0)

komutuyla ve

>> a=[a1 a2 a3 a4];

>>b=[b1 b2 b3 b4];

>> c=[c1 c2 c3 c4];

>> d=[d1 d2 d3 d4] ;

>> x0=[x01 x02 x03 x04] ;

verleri ile çalı̧sacak biçimde geliştiriniz. Burada a,b,c,d verilerinin ilk
üç bileşeni ilgili uydunun koordinatı, dördüncü bileşeni ise koordinatı
belirlenmek istenen nesne veya kişinin bu koordinata olan uzaklık bil-
gisi olmalıdır. x0 verisinin ilk üç bileşeni tahmini konum ve dördüncü
bileşen ise tahmini senkronizasyon hatasıolmalıdır.Konumikiboyut isimli
kodda yer alan Newton programıbu veriler için de çalı̧sacaktır, ayrıca
bir düzenleme yapılmasına gerek yoktur.

7. Soru 5 teki sorunun mesafe ölçümlerinde oluşan hatadan kaynaklandı̆gını
kabul ederek, hatalı veriler için nonlineer sistemi (7.7)-(7.9) e benzer
sistemi üç boyutlu veriler için yeniden yazarak Soru 6 da geliştirecĕginiz
konumucboyut programıyla belirleyiniz.
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