Bolim

GPS Uygulamalar:

Bu boliimde son yillarda giinlitk yagamimizin bir pargasi haline gelen ve hay-
atimizi biiyiik olgiide kolaylastiran, araclarimizda ve telefonlarimizda sikga
bagvurdugumuz GPS sisteminin matematigini kisaca ve basitlestirerek tzetleye-
cegiz. Gergek miihendislik hesaplamalar1 teknik detaylar1 dikkate almasi
gerektigi icin daha karmagiktir. Buradaki sunumumuz fenbilimleri ve 6zellikle
matematik boliimii 6grencilerine yoneliktir.

Cegitli amaglarla diinya etrafinda peryodik bicimde hareket eden uydular
mevcuttur. Haberlesme uydular: televizyon yaymlarini bizlere ulagtirirlar.
Hava araclar1 bagta olmak iizere istenilen heryerde kullanilabilen konum be-
lirleme uydular: ise yeryiiziinden 20 — 30 km metre yiikseklikte belirli bir
yoriingede hareket ederek devamli bir bigimde yeryiiziine sinyaller gonderir-
ler[1]. Génderilen sinyal igerisinde, sinyalin nereden ve ne zaman gonderildigi
bilgisi yer alir.

Oteyanda uydu sinyal alic1 sistemler bu bilgiyi alarak, sinyalin nekadar
siirede kendilerine ulagtigini hesaplarlar. Eger sinyal uydudan ¢t = ¢; aninda
gonderilmis ve uydu alicisina ¢t = ¢, aninda ulagmis ise, uydu saati ve sinyal
alic1 saatinin senkron olmasi durumunda sinyalin aliciya ulagma siiresi

At =ty — 14

dir. Ote yandan sinyalin sabit ¢ 151k hiz1 ile hareket ettigi kabul edilirse uydu
ile bulundugumuz konum arasindaki uzaklik

dl = c/At

olur.
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2 GPS Uygulamalarn

7.1 Verilerde hata olmamasi durumu

Oncelikle diizlemde bir P(z,y) noktasinda GPS alicist ile bulundugumuzu
kabul edelim. Alicimiza ulagan sinyalin ise A(z1,y;) noktasinda bulundugunu
kabul edelim. Bu durumda iki nokta arasindaki uzaklik formiiliinden

(=21 +(y— )’ =i

elde ederiz. Ancak bu bilgi P(z,y) konumumuzu belirlemek igin yeterli
degildir. Ote yandan B(zs, ;) konumunda bulunan uydudan aldigimiz bilgi
ile de bu uyduya olan uzakhigimizin ds oldugunu hesapladigimizi diigiinelim.
Bu durumda P(x,y) ve B(xg,y2) noktalar arasindaki uzaklik bagintisindan

(2 —22)" + (y —1)* = &3

elde ederiz. O halde bu iki gemberin arakesit noktasi iizerinde bulunmaliyiz:
Yani P(z,y) noktasim belirlemek igin

(z—z1)’+(y—wm)® = di
(z—2)+ (y—p)® = d

sisteminin reel ¢oziimiinii veya ¢oziimlerini belirlemeliyiz. Parantezli ifadeleri
acarak, taraf tarafa fark almak suretiyle,

ar+by = c,
a = 2(xe— ),
b = 2(y2— 1),
c = di—dytay -ty -y

lineer bagintisini elde ederiz. Buradan y veya x i c¢ozerek, yukaridaki den-
klemlerde yerine yazmak suretiyle istenilen ¢oziimleri elde edebiliriz.

0(0,0) olarak belirtilen bir sehrin 5 birim kuzeyine olan uza-
kligvmaz /17 birim ve ayne sehrin 5 birim dogusuna olan uzakligumaz ise /37
birim olarak tahmin edilmistir. O(0,0) konumlu sehrin batisinda oldugumuzu
bildigimize gore, bulundugumuz P(x,y) konumunu belirleyiniz.

0(0,0) n 5 kilometre kuzeyinin koordinatlar1 olan A(0,5) noktasi ile
P(z,y) noktasi arasindaki uzakliktan

(=072 +(y—5)>=17
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7.1 Verilerde hata olmamasi durumu 3

elde ederiz. O(0,0) mn 5 kilometre dogusunun koordinatlar: olan B(5,0) nok-
tasi ile P(x,y) noktasi arasindaki uzakliktan

(x —5)? +y* =37

elde ederiz. Daha agik olarak bunundugumuz konum (z,y) bu iki gemberin
arakesiti tizerinde olmalidir:

224y —10y = -8
2P —100 = 12

Taraf tarafa fark alarak

—10(y — ) = —20

veya

y=x+2
elde ederiz. Elde ettigimiz y degisken degerini birinci denklemde yerine
yazarak,

22+ (r+2) - 10(x +2) = 22° — 62 — 16 = —8

elde ederiz.
v —3r—4=0
denkleminin koklerinden x; = 4, x5 = —1 elde ederiz. Karsilik gelen y deger-
lerini ise
’y1:$1+2:67y2:$2+2:1
olarak elde ederiz. O halde P(4,6), P(—1,1) olarak belirlenen iki kon-
umumuz mevcuttur. Ancak O(0,0) konumlu sehrin batisinda oldugumuzu

bildigimize gore konumumuz P(—1,1), yani O(0,0) konumlu sehrin tam
olarak kuzey batisinda ve v/2 birim uzakta bulunmaktayiz.
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4 GPS Uygulamalarn

Yukaridaki 6rnekte oldugu iizere C(a,b) ve r yaricaph ¢ember grafigini

z(t) = a+rcos(t),
y(t) = b+rsin(t),0 <t < 2w

parametrik tanimi yardimiyla ve Program 7.1 ile gizdiriyoruz.

function cember(a,b,r)
t=linspace(0,2*pi,30);
x=a+r*cos(t);
y=b+r*sin(t) ;
plot(x,y,’linewidth’,2);
plot(a,b,’*’);

Program 7.1: (a,b) merkezli ve r yarigapli gember grafigi

A(1,1,1) konumuna olan uzakhgumiz /2 birim; B(1,-1,1) kon-
umuna olan uzakhgimiz /2 birim ve C(-1,1,1) konumuna olan uzakhginiz
V10 birim ise P(x,y,z) konumunuzu belirleyiniz.
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7.1 Verilerde hata olmamasi durumu 5

P(z,y, z) konumumuzun sirasiyla A, B ve C' noktasina olan uzakliklarim

(-1 +@y—-12+(z—-1)7? = 2 (7.1)
(z =12+ (y+1)>+ (z — 1)
(z+1)*+(y—-1)*+(2-1?% = 10

olarak veya bu denklemleri acik yazarak

Py -20-2y—22 = —1
P24y 42220 +2y—22 = —1
Py A2 -2y —22 = T

elde ederiz. (7.5) denklemini (-1) ile ¢arpip (7.4) ile toplayarak

—dy=0 = y=0

elde ederiz.

(7.6) denklemini (-1) ile garpip (7.4) ile toplayarak

—4r=-8=>x=2

elde ederiz . Elde ettigimiz x ve y degerlerini (7.6) denkleminde yerine
yazarak,

22—-2241=0

elde ederiz. Buradan da z = 1 degerini elde ederiz. O halde konumunuz
sekilde de goriildiigii iizere P(2,0, 1) noktasi olmahdir.
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6 GPS Uygulamalarn

Yukaridaki kiirelerin grafiklerini, kiirenin parametrik denklemi yardimiyla
elde ediyoruz.
(a, b, ¢) merkezli ve r yarigapili kiirenin parametrik denklemini hatirlaya-
lim:
a + rcos(f) sin(¢),
= b+ rsin(f)sin(¢),
z = c+rcos(p),0 € [0,2n],¢ € [0,7]
Buna gore (a, b, ¢) merkezli ve r yarigapih kiirenin grafigini ¢izdiren Prog-
ram 7.2 agagida verilmektedir.

Alistirmalar 7.1.
1. Asagda verilen noktalar arasindaki uzakhklar hesaplayiniz
(a) A(—1,2), B(3,5);d; =
(b) A(—1,2), C(2,—4);dy =

2. Soru 1 de elde ettiginiz A ve B noktalart arasindaki dy uzakhgr ve A
ve C' noktalary arasindaki dy uzakliginy kullanarak, B noktasina olan
uzaklhge d; ve C noktasina olan uzakhgu ds olan noktalary belirleyiniz.
A(—1,2) noktas elde ettiginiz noktalar icerisinde yer alyor mu?
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7.2 Verilerde Hata Olmasi Durumu 7

function kure(a,b,c,r);
teta=linspace(0,2*pi, 30);
fi=linspace(0,pi, 15);
[Teta,Fil=meshgrid(teta,fi);
X=a+r*cos(Teta) .*sin(Fi);
Y=b+r*sin(Teta) .*sin(Fi);
Z=c+r*cos(Fi);
surf(X,Y,Z);

Program 7.2: (a,b,c) merkezli ve r yarigaph kiire grafigi.

3. Asagquda verilen noktalar arasindaki uzakliklar hesaplayiniz

(a) P(1,0,1),A(1,3,1)— > d; =
(b) P(1,0,1),B(1,2,1)— > dy =
(¢) P(1,0,1),C(2,1,1)— > ds =

4. Soru 8 de elde ettiginiz dy, dy ve dz uzakliklary yardimiwyla A noktasina
olan uzaklhgr di, B noktasina olan uzakhgr dy ve C noktasina olan uza-
klgr ds olan noktalar belirleyiniz. P noktasy elde ettiginiz noktalar
icerisinde yer alwyor mu?

7.2 Verilerde Hata Olmasi Durumu

Yukarida verilen érnek 7.1 deki konumumuzu dogrulamak i¢in
0(0,0) konumlu sehrin 5 birim gineyinden gonderilen sinyal ile bu noktaya
olan uzakligymaz 6 birim olarak belirlenmis olsun. Bu durumda yukarida be-

lirlediginiz konum dogru mudur? Degilse gercek konumumuz nedir?

0(0,0) 1n 5 birim giineyinin koordinatlari olan C'(0, —5) noktasi ile P(x, y)
noktasi arasindaki uzakliktan

2®+ (y+5)* = 36
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8 GPS Uygulamalarn

elde ederiz. Ornek 6rnek 7.1 ile tahmin edilen P(—1,1) konumu bu denklemi
saglamamaktadir, ¢iinkii

(—1)* + 6> = 37 # 36

dir.
Grafiksel olarak ta

(-0 +(@y—5?> = 17
(x—5)+y* = 37
22+ (y+5)° = 36

¢emberlerinin ortak bir arakesit noktasina sahip olmadigimi gorebiliriz:

Bu durumda c sinyal yayilma ve dt ise sinyal gonderici ile sizin saatiniz
arasindaki kiiciik te olsa saat senkronizasyon farki(pozitif veya negatif) ol-
mak iizere z = cdt degerine esit senkronizasyon kaynakli mesafe hesaplama
hatas1 mevcut olmalidir. O halde P(z,y) konumunuz

224+ (y—52+2z = VIT
(x—5)2+y2+z = V37
22+ (y+5)?%+2z = 6
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7.2 Verilerde Hata Olmasi Durumu 9

sisteminin ¢oziimiidiir. Bu sistem agagidaki gibi de diizenlenebilir:

P4 (y—52—(z—V17)? = 0 (7.10)
(z—5)%+12—(2—V37)2 = 0 (7.11)
Py +5)2—(2—6)?% = 0 (7.12)

( 7.10)-(7.12) sistemi nonlineer cebirsel sistemdir. Sistem analitik olarak
¢oziilebilir, ancak analitik coziim ¢ok sayida koklii terimler igerir.

Alternatif olarak sayisal yontemler, 6rnegin Newton yontemi kullanila-
bilir:

flz) =0
denkleminin x = p ¢6ziimiinii belirlemek amaciyla gelistirilen Newton yon-

temini hatirlayalim|2]:
xo baslangic noktasi p ye yeterince yakin secilmek tizere

flan)dr = —f(2,)

Tpni1 = Tp+ Ax

ile tammmlanan {x,} dizisi i¢in

lim z, =p
dir.
Simdi de Nonlineer sistemler i¢in Newton yontemini hatirlayalim:
Bu amagla
flz,y,2) =
9(x,y,2) = 0 (7.13)
h(z,y,z) = 0

sistemini gozoniine alalim. Sisteme ait Jacobien matrisi

of/0x 0f/0y Of]0z
J(z,y,z) = | 0g/0x 0g/dy 0g/0z
Oh/O0x 0Oh/Oy Oh/Oz
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10 GPS Uygulamalan

olarak tammlanmaktadir. X = [z y 2]T, F = [f, g, h]" olmak {izere (7.13)
sistemi

F(X)=0 (7.14)

biciminde ifade edilebilir. Bu durumda uygun bir X© ile Newton yontemi

JXMAX = —F(X®)
X+ — XM 4 AX n=0,1,.. (7.15)

olarak ifade edilir.
(7.10)-(7.12) sistemini yukarida 6zetlenen Newton yontemi ile ¢6zen Prog-
ram 7.3 asagida verilmektedir.

function konum=konumikiboyut(a,b,c,x0)

F=0(x) [(x(1)-a(1))"2+(x(2)-a(2))"2-(x(3)-a(3))"2;
(x(1)-b(1)) "2+ (x(2)-b(2)) "2-(x(3)-b(3)) "2;
(x(1)-c(1)) "2+ (x(2)-c(2)) "2-(x(3)-c(3)) "2 ];

J=0(x) 2x[x(1)-a(l) x(2)-a(2) -x(3)+a(3) ;
x(1)-b(1) x(2)-b(2) -x(3)+b(3) ;
x(D-c(1) x(2)-c(2) -x(3)+c(3) 1;

konum=newton(F,J,x0’);

Program 7.3: iki boyutta konum belirleme uygulamasi.

Olgiim hatalar iceren ( 7.10)-(7.12) sistemini ¢ozerek

>> a=[0 5 sqrt(17)];%sinyal gondericinin koordinati ve bilinmeyen konum
ile arasindaki uzaklik

>> b=[5 0 sqrt(37)];

>> ¢=[0 -5 6];

>> x0=[1 1 0.5]; %tahmini konum(1 1) ve mesafe hatasi (0.5)

>> konumikiboyut(a,b,c,x0)

komutu ile
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7.2 Verilerde Hata Olmasi Durumu 11

[z = —1.060987,y = 0.960097, z = —0.053796]

elde ederiz. Bu durumda

22+ (y—5)?% = (—0.053796 — V17)? = 17.447
2

(e =572 +y* = (-0.053796 - V37) = 37.657

2+ (y+5)* = (—0.0537967 — 6)* = 36. 648

elde ederiz. Yukarida verilen cemberlerin grafikleri asagida gosterilmektedir:

Sekilden goriildiigii iizere ¢emberler tek bir noktada kesismektedirler ve
bu nokta gercek konumu veren

P(—1.060987,0.960097)

noktasidir.z = —0.053796 degeri ise senkronizasyon kaynakli mesafe hatasidir.
Program 7.3 de kullandigimiz Newton yontemine ait Program 7.4 asagida
verilmektedir:
Yukarida kisaca ¢zetlenen GPS konum belirleme problemi teknik detaylar
icermektedir ve harita miihendisleri tarafindan hala aktif arastirma konusu
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12 GPS Uygulamalan

function xl1=newton(f,fp,x0)
min_tol=le-5;max_tol=1eb;test=1;sayac=0;max_sayac=50;
while test
sayac=sayac+1;
dx=-fp(x0)\ £f(x0);
x1=x0+dx;
fark=norm(x1-x0,inf) ;
x1lnorm=norm(x1,inf);
test=(fark>min_tol)&(xlnorm<max_tol) ;
x0=x1;
if (sayac==max_sayac)|| ( xlnorm>=max_tol)
disp(’iterasyon iraksak’);
x1=[1;
end
end

Program 7.4: f(x)=0 denklem veya denklem sistemi i¢in Newton uygulamasi.

olarak caligilmaktadir. Buradaki sunumumuz sadece basitlestirilmis bir ma-
tematiksel modeldir. Konuyla ilgili detayl bilgiler i¢in asagida sunulan refer-
anslara bagvurabilirsiniz.

1. A(0,4) noktasina olan wzaklhgimz /5 birim, B(—1,1) noktasima olan
uzaklhgimiz ise \/13 birim olarak 6l¢iilmiis olsun. Bu durumda mimkin
olabilecek konumlarimiz nelerdir?

2. Soru 1 deki konumunuzu dogrulamak i¢in C(1, —1) noktasina olan uzak-
hginazan da gonderilen sinyal yardimayla 4 birim oldugunu 6grendiginizi
kabul edelim. Bu durumda olusacak ti¢ ¢emberin tek bir noktada ke-
sigmeyeceqini, yani konumunuzu saat senkronizasyon hatasi sonucu olarak
olusan mesafe ol¢iim hatalar nedeniyle belirleyemeyeceginizi gosteriniz.

3. Soru 3 deki mesafelerin herbirinde olusan hatayr z ile gostererek, il-
gili nonlineer sistemi (7.7)-(7.9) e benzer bicimde yeniden yazarak ve
Program 7.3 © kullanarak ¢oziiniiz.
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7.2 Verilerde Hata Olmasi Durumu 13

4. A(2,3,2), B(1,—-2,—1) ve C(—2,-3,-2) konumlarna olan uzaklik-
larmiz suraswyla /14,17 ve /26 olarak dlgilmiis olsun. P(x,y, z)
konumunuzu Nonlineer sistemler i¢in Newton yontemi yardimayla be-
lirleyiniz.

5. Soru 4 te elde ettiginiz konumunuzu dogrulatmak amacwyla D(—4,2,1)
konumuna olan uzakliginazin da v/19 oldugunu belirlediginizi kabul ede-
lim. Bu durumda konumunuzu belirlemek i¢in olusturacagimiz kiirelerin
ortak bir kesigim noktasina sahip olamayacagini gosteriniz.(Yardim:
Soru 4 te elde ettiginiz P(x,y, z) koordinati ile D arasindaki mesafenin
V19 olmadigima gésteriniz.)

6. Program 7.3 ile verilen konumikiboyut isimli kodu
konum = konumucboyut(a, b, ¢, d, z0)

komutuyla ve

>> a=[al a2 a3 af);
>>b=[b1 b2 b3 bjj;

>> c=[cl c2 ¢3 cff;

>> d=[d1 d2 d3 d4] ;

>> 10=[z01 z02 203 x04] ;

verlert ile ¢alisacak bicimde gelistiriniz. Burada a,b,c,d verilerinin ilk
ti¢ bilesent ilgili wydunun koordinati, dordiinci bileseni ise koordinat:
belirlenmek istenen nesne veya kiginin bu koordinata olan uzaklik bil-
gisi olmalidir. x0 verisinin ilk ¢ bileseni tahmini konum ve dordiinci
bilesen ise tahmini senkronizasyon hatasi olmalidir. Konumikiboyut isimli
kodda yer alan Newton programa bu veriler i¢in de calisacaktir, ayrica
bir diizenleme yapilmasina gerek yoktur.

7. Soru 5 teki sorunun mesafe él¢iimlerinde olusan hatadan kaynaklandigine
kabul ederek, hataly veriler i¢in nonlineer sistemi (7.7)-(7.9) e benzer
sistemi ti¢ boyutlu veriler i¢in yeniden yazarak Soru 6 da geligtireceginiz
konumucboyut programayla belirleyiniz.
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