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Bilgisayar sayısistemi ve hata

Bu bölümde Atkinson[1] başta olmak üzere bölüm sonunda verilen [1]-[10]
kaynaklarından faydalanarak

hata kavramı,

bilgisayar sayısistemi, aritmetiği ve ilgili hatalar,

taban dönüşümleri ve ilgili hatalar ile

anlam kaybıhatalarınıinceleyeceğiz.
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ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 2 / 68



Hata(mutlak)

x ile gösterilen bir büyüklüğün gerçek değeri ile onu temsil eden xf
değeri arasındaki fark, gerçek değerin xf ile temsilinde oluşan mutlak
hata veya xf deki mutlak hata olarak tanımlanır ve ∆x = x − xf
notasyonu ile gösterilir.

x = 10.1 birim uzunluğa sahip sahip olan cismin uzunluğu xf = 10
birim olarak ölçülmüşse, bu ölçüm sonucunda oluşan mutlak hata
∆x = 0.1 değerine eşittir.
x = 1.1 birim gerçek uzunluğuna sahip olan başka bir cismin uzunluğu
xf = 1 birim olarak ölçülmüşse, bu ölçüm sonucunda oluşan mutlak
hata da ∆x = 0.1 değerine sahiptir.
Ancak ikinci ölçümde daha fazla hata yaptı̆gımızıdüşünürüz!
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Hata(bağıl)

Hatanın diğer bir ölçüsü ise, yapılan hatanın gerçek değere oranı
olarak tanımlanan ve

εb(x) = ∆x/x .= ∆x/xf , x 6= 0, xf 6= 0

notasyonu ile göstereceğimiz bağıl hatadır

Bu tanıma göre yukarıdaki birinci ölçüm için oluşan bağıl hata
εb(x) = 0.01,

ikincisi için ise εb(x) = 0.1 dir.

İkinci ölçümde oluşan bağıl hata beklentilerimiz doğrultusunda daha
büyüktür.

O halde bağıl hata günlük hayatta algıladı̆gımız hata ile daha
uyumludur.
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Yuvarlama hataları

Sayısal analiz sürecinde oluşan hataların bir kısmıbilgisayar sayı
sistemi ile ilgilidir ve bu tür hatalar genelde yuvarlama hataları
olarak bilinirler.

Bilgisayarlar, sayılarısınırlıbellek alanlarında saklarlar.

Örneğin π gibi irrasyonel sayıların söz konusu alanlarda saklanmaları
için belirli bir basamaktan sonraki basamaklarının ihmal edilmesi
gerekir.

Bu durumda oluşan hata bir yuvarlama hatasıdır.

1/3 = 0.333... gibi her devirli rasyonel sayının sınırlıbilgisayar bellek
alanında temsili esnasında da bu tür yuvarlama hatalarıkaçınılmazdır.

Öte yandan 0.1 gibi on tabanlıbir rasyonel sayı, aşağıda
inceleyeceğimiz üzere, ikili sistemin devirli bir sayısıdır ve ikili sistem
kullanan bilgisayar sisteminde tam olarak temsil edilemez.
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Kesme hataları

Öte yandan bir fonksiyon yerine, bir nokta komşuluğunda n−inci
dereceden Taylor polinom yaklaşımının kullanılması(Bölüm 3, Taylor
polinomlarıve hata) ,

interpolasyon polinomu veya basit fonksiyonlarla aralık üzerinde
yaklaşım(Bölüm 4, interpolasyon),

sonsuz toplam yerine sonlu bir toplamla integrale yaklaşım(Bölüm 7,
Sayısal integrasyon),

teğet eğimi(türev) yerine kiriş eğimi( Sayısal Türev, Diferensiyel
Denklemler için Sonlu Fark Yöntemleri)

sonucunda oluşan hatalar, kesme hatalarıiçin birer örnektirler.
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sonucunda oluşan hatalar, kesme hatalarıiçin birer örnektirler.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 6 / 68



Kesme hataları

Öte yandan bir fonksiyon yerine, bir nokta komşuluğunda n−inci
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Sayısal analiz ve hata

Sayısal analiz, yuvarlama ve kesme hatalarınıminimize edecek uygun
yaklaşımlarıbelirlemeyi amaçlar

Sayısal analizde amaç, yuvarlama hatalarınıkontrol altında tutan ve
"makul" düzeyde kesme hatalarıile işlemler yürüten sayısal yöntemler
geliştirerek verilen problemlerin çözümüne uygulamaktır.

Sayısal analiz sürecinde oluşabilecek olan yuvarlama hatalarını
anlayabilmek için öncelikle bilgisayar sayısistemini ve bu sistem
üzerindeki aritmetiği yakından inceleyelim.
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Bilgisayar sayısistemi, aritmetiği ve ilgili hatalar

R, reel sayılar kümesi olmak üzere, bilgisayarlar sadece Rf ile
göstereceğimiz

R nin sonlu elemanlıbir alt kümesini belleklerinde saklayabilir ve bu
sayılarla işlem yapabilirler.

MATLAB veya OCTAVE ortamında tüm sayılar kayan nokta
formatı(floating point format) adıverilen bir formatta saklanırlar.
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sayılarla işlem yapabilirler.

MATLAB veya OCTAVE ortamında tüm sayılar kayan nokta
formatı(floating point format) adıverilen bir formatta saklanırlar.

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 8 / 68



Bilgisayar sayısistemi, aritmetiği ve ilgili hatalar

Bilgisayar belleğinde saklanabilen sıfırdan farklıbir kayan noktalısayı

xf = ±qf × βe

biçiminde ifade edilebilen bir sayıdır.

Burada qf sonlu basamağa sahip olan ve qf = 0.d1d2...dn biçiminde
ifade edilebilen sayının kesir kısmı(mantis veya d1 6= 0 için normalize
edilmiş mantis, 0 ≤ di < β, i = 1, 2, ..., n)
β ise kullanılan sayısisteminin tabanı(örneğin iki tabanlısistem için
β = 2,on tabanlısistem için β = 10 vb)
e ise üs olarak adlandırılır.
Böylece bir kayan noktalısayıyıtanımlayabilmek için işaret, mantis ve
üs bilgileri gerekmektedir.
Mantisdeki noktanın pozisyonu, üs değiştirilmek suretiyle sağa veya
sola kaydırılabileceği için bu tür sayılara kayan noktalısayılar adı
verilmektedir.

0.2× 10−1 = 0.02× 100 = 2.0× 10−2
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Bilgisayar sayısistemi, aritmetiği ve ilgili hatalar

En genel halde β tabanlısistemde

x = ±q × βe , q = 0.d1d2 · · · dn−1dndn+1 · · · , d1 6= 0

bilgisayar sayısistemi bellek sınırlamalarıdolayısıyla mantisinde en
fazla n basamağa izin veriyorsa bu durumda, en yakın sayıya
yuvarlama prensibine göre

qf =
{

0.d1d2 · · · dn−1dn 0 ≤ dn+1... < β/2
0.d1d2 · · · dn−1(dn + 1) dn+1... ≥ β/2

ile

xf = ±qf × βe yaklaşımıelde edilir.
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Bilgisayar sayısistemi, aritmetiği ve ilgili hatalar

Bu durumda x değeri en yakın xf bilgisayar sayısına yuvarlanmı̧s olur
ve εb(x) ise yaklaşım sonucu oluşan bağıl yuvarlama hatasıdır ve

|εb(x)| ≤
1
2

β−n+1 (1)

1
2 β−n+1 sayısına bilgisayar hassasiyeti(machine precision) adıverilir .
MATLAB/Octave ortamında bu sayı

>> eps(1)
ans =
2.2204e-016(= 2−52)
olarak elde edilir.
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Sanal bir kayan nokta sayısistemi

Gerçekçi olmayacak kadar çok az sayıda nokta içerdiği için sanal olarak
adlandıracağımız bir kayan nokta sistemi örneği gözönüne alarak, bu
sistem üzerinde bilgisayar aritmetiğini yakından inceleyelim:

Sanal sistemimizin üs için −1, 0, 1 ve mantis için
q = 0.d1, d1 = 1, . . . , 9 değerlerini alabileceğini kabul edelim.

Sistemimiz tabloda belirtilen noktalar ve negatifleri ile sıfır
noktasından oluşur(toplam 55 nokta!):

-1 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Table: e(sol sütun) ve Sanal sistem üzerinde kayan noktalıpozitif sayılar
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Rf nin özellikleri

Rf toplama işlemine göre kapalıdeğildir: Örneğimiz için 5, 6 ∈ Rf
fakat 11 /∈ Rf dir.

Rf de belirli değerden küçük olan sonuçlar sıfır olarak kabul
edilir(bazısistemler bu durumu "undeflow" hatasıolarak yorumlarlar):

a = 0.01/2 = 0.

Rf de toplama işlemine göre birleşme özelliği geçerli değildir:

(0.3+ 0.4) + 1 = 2 6= 1 = 0.3+ (0.4+ 1)
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Gerçek bir kayan nokta sistemi örneği üzerinde bilgisayar
aritmetiği ve hata kaynakları

Rf sonlu sayıda elemandan oluşur.

>> realmax
ans =1.7977E + 308
O halde kullandı̆gımız bilgisayarın sayısistemi

[−1.7977E + 308, 1.7977E + 308]
aralı̆gıiçerisindeki kayan nokta sayılarından oluşan sonlu bir kümedir.
Herhangi bir işlemin sonucunun bu aralı̆gın dı̧sarında bir değer
üretmesi durumunda sonuç çok büyük sayı(overflow veya inf) hatası
olarak yorumlanır.
Örneğin MATLAB/Octave ortamında
>>1.797693134862316E + 308+ 1e292

ans = inf

x = 2.2251E − 308 .
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları

Ayrıca belirsizlik adınıverdiğimiz tanımlıolmayan (0/0, ∞/∞ gibi)
bir işlem sonucu ise NaN(Not a Number- sayıdeğil) olarak kabul
edilir.

Hiç bir irrasyonel sayı(π, e,
√
2) veya devirli rasyonel sayıRf de yer

almaz.

Kayan nokta sayısisteminde sayılar sıfır noktasının komşulŭgunda
daha sıkça serpiştirilmiştir

ve sonuç olarak işlemlerin gerçekleştirilme sırasıfarklıyuvarlama
hatalarına neden olabilir ve bu durum işlem sonucunu
dĕgiştirebilir(Toplama işlemine göre birleşme özellĭgi olmayabilir).

Bu sonucu MATLAB/Octave yazılımlarında kullanılan eps()
fonksiyonu yardımıyla gözlemleyebiliriz.

>>eps(x) komutu, x ile x e en yakın bilgisayar sistemindeki sayı
arasındaki uzaklı̆gıverir:
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları
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x |x − xf |
1× 10−2 1.7347E − 018

1 2.2204E − 016
1× 102 1.4211E − 014
1× 104 1.8190E − 012
1× 108 1.4901E − 008
1× 1016 2
1× 1032 1.8014E + 016

Table: Sayılar ve komşularıarasındaki uzaklık
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları

Sıfır komşuluğundaki sayıların birbirlerine çok yakın olmasıve mutlak
değerce büyük olan kayan nokta sayılarıarasındaki uzaklı̆gın kısmen
daha büyük olmasısonucu sayıların küçükten büyüğe veya büyükten
küçüğe sıralanarak toplanmasısonucu farklısonuçlar elde
edilebilmektedir.
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları

Örneğin
N

∑
i=1

1
i2
= 1+ 1/22 + · · ·+ 1/N2

N = 1e5 için

top=0; for i=1:N top=top+1/(i*i); end

program parçacı̆gıçalı̧stırıldı̆gında

top = 1.64492406689824
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları

Şimdi de

N

∑
i=1

1
(N − (i − 1))2 = 1/N2 + 1/(N − 1)2 + · · ·+ 1/12

olarak ifade edilen küçükten büyüğe toplamınıhesaplayalım:

top = 1.64492406689823

elde ederiz. Sonuçların farklıolduğunu görüyoruz.

∞

∑
i=1

1
i2
= π2/6 = 1.64493406684823

olduğu dikkate alınırsa küçükten büyüğe toplamın daha doğru sonuç
ürettiğini gözlemleriz.
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Bilgisayar aritmetiği ve hata kaynakları

Aynınedenden dolayı"çok farklıbüyüklüklerdeki" sayılarla
gerçekleştirilen işlemlerde büyük hatalar oluşabilir. Bu duruma örnek
olarak aşağıdaki işlem sonuçlarınıinceleyelim:

İşlem Yaklaşık hata
0+ 5E − 324 = 4.940656458412465E − 324 6E − 326

1E5× (1− 1E − 17) = 1E5 1E − 12
1E10× (1E16+ 1E − 1) = 1E26 1E + 09

Table: Farklımertebeden büyüklüklere sahip sayılarla işlemler ve oluşan hata
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ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 20 / 68



Taban dönüşümleri ve ilgili hatalar

İki tabanlısistemden on tabanlısisteme dönüşüm

(101101)2 = 1× 25 + 0× 24 + 1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20

= 32+ 8+ 4+ 1 = 45.

(101.101)2 = 1× 22 + 0× 21 + 1× 20 + 1× 2−1 + 0× 2−2 + 1× 2−3

= 5+ 1/2+ 1/8 = 5.625.
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Taban dönüşümleri ve ilgili hatalar

On tabanlısistemden iki tabanlısisteme dönüşüm

1964 = c10210 + c929 + · · · c121 + c020

1964 = 2× 982+ c0

Şimdi ise eşitliğin her iki tarafınıikiye bölerek elde edilen

982 = c1029 + c928 + · · ·+ c221 + c1

ifadesinden de c1 in 982 nin 2 ye bölümünden elde edilen kalan
olduğuna dikkat edelim. Yani

982 = 2× 491+ c1
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Taban dönüşümleri ve ilgili hatalar

1964 = 982× 2+ c0 ⇒ c0 = 0

982 = 491× 2+ c1 ⇒ c1 = 0

491 = 245× 2+ c2 ⇒ c2 = 1

245 = 122× 2+ c3 ⇒ c3 = 1

122 = 61× 2+ c4 ⇒ c4 = 0

61 = 30× 2+ c5 ⇒ c5 = 1

30 = 15× 2+ c6 ⇒ c6 = 0

15 = 7× 2+ c7 ⇒ c7 = 1

7 = 3× 2+ c8 ⇒ c8 = 1

3 = 1× 2+ c9 ⇒ c9 = 1

1 = 0× 2+ c10 ⇒ c10 = 1

1964 = (11110101100)2 iki tabanlıgösterimi elde edilir.
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Taban dönüşümleri ve ilgili hatalar

Kesirli sayıdönüşümleri

Öncelikle [x ] notasyonu ile x sayısının tam değerini ve {x} ile de
kesirli kısmınıgösterelim.
A = 0.125 sayısının ikili sistemdeki gösterimini belirleyiniz.
Onlu sistemde

A = 0.125 = 1× 10−1 + 2× 10−2 + 5× 10−3

Aynısayıyıiki tabanına göre

A = 0.125 = (0.d1d2d3d4 . . .) = d1× 2−1+d2× 2−2+d3× 2−3+ · · ·
şeklinde ifade ettiğimizi varsayalım
İfadenin her iki yanını2 ile çarparsak

2A = 0.250 = d1 + d2 × 2−1 + d3 × 2−2 + d4 × 2−3 + · · ·

Burada
d1 = [2A] = 0

ve
k1 = {2A} = 0.250 = d2 × 2−1 + d3 × 2−2 + ...× 2−3 + · · ·
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şeklinde ifade ettiğimizi varsayalım
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Taban dönüşümleri ve ilgili hatalar

On tabanlısistemden iki tabanlısisteme dönüşüm

Her iki yanıtekrar 2 ile çarparak

2k1 = 0.50 = d2 + d3 × 2−1 + d4 × 2−2 + · · ·

d2 = [2k1 ] = 0

Benzer biçimde

k2 = {2k1} = 0.50 = d3 × 2−1 + d4 × 2−2 + · · ·

2k2 = 1.0 = d3 + d4 × 2−1 + · · ·
d3 = [2k2 ] = 1

ve k3 = {2k2} = 0 elde edilir. Böylece kesir kısmısıfır olana kadar işleme
devam ettirilerek elde edilen di , i = 1, 2, . . .değerleri kaydedilir. O halde
A = 0.125 = (0.001)2 iki tabanlıgösterimi elde edilir.
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Rf (10)− > Rf (2) dönüşümü

Örnek

1964.125 sayısının iki tabanlıgösterimini elde ediniz
Bunun için yapmamız gereken işlem, yukarıdaki iki örneğe ait
sonuçlarıbirleştirmektir. On tabanlısistemde

1964.125 = 1× 103+ 9× 102+ 6× 101+ 4× 100+ 1× 10−1+ 2× 10−2+ 5× 10−3

olacak şekilde ifade edildiği gibi, tam ve kesirli kısımlara karşılık gelen
iki tabanlıgösterimler de birleştirildiğinde

1964.125 = (1111010100.001)2 = (1.1110101100001)2 × 29

elde edilir.
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Rf (2)− 32 ve Rf (2)− 64 bit gösterimleri

IEEE754 standartıadıverilen uluslararasıstandarta göre xf ile
gösterilen sayı, 32 bit formatta

1 bit(sayıişareti) 8 bit(Üs) 23 bit ( Mantis)

64 bit formatta ise

1 bit(sayıişareti) 11 bit(Üs) 52 bit ( Mantis)

bellek alanlarında temsil edilebilir.
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Rf (2)− 32 bit sistemi

Orjine göre simetrik olmayan(biased) formatta negatif üsleri temsil
etmek için işaret biti kullanılmaz ve

depolanan üs =gerçek üs+127
kuralına göre üs değerleri depolanır.

Burada 127 ise öteleme sabiti olarak adlandırılır. 32 bit formatına
göre −126 ≤ e ≤ 127 dir.
Bu kurala göre aşağıdaki tabloda belirtilen gerçek üsler, karşılarındaki
belirtilen depolanan üs değerleri ile temsil edilirler:
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Rf (2)− 32 bit sistemi

gerçek üs(e) depolanan üs(ed (10))→ ikili sistem karşılı̆gı(ed (2))
−126→ 1 00000001
−125→ 2 00000010

...
...

1→ 128 10000000
127→ 254 11111110
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Rf (2)− 32 bit sistemi

1.964125× 103 = (1.111010100001)2 × 29

sayısının 32 bit formatta bellek alanına yerleşimini belirleyiniz.

Yukarıdaki tabloya göre verilen sayının gerçek üssü olan e = 9 değeri
ed = 136 depolanan üs değerine karşılık gelmektedir.

Öte yandan
136 = (10001000)2

dir. Mantisin başlangıç bitindeki 1 değeri kapalıbit gösterimine göre
depolanmaz. Kesir noktasıda bellek gösteriminde yer almaz.
Sadece kesir kısmıolan

111010100001

değeri 23 bitlik alana sağa yaslıolarak depolanır. Sayıpozitif olduğu
için işaret biti 0 olmalıdır.
Dolayısıyla
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Rf (2)− 32 bit sistemi

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1

gösterimini elde ederiz, burada 0 =00000000000 dır.
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Rf (2)− 32 bit sistemi

Bu formatta 8 bitlik üs alanında ikili sisteme göre temsil edilebilecek
en büyük üs

ed (2) = (11111110)2
= 0× 20 + 1× 21 + 1× 22 + 1× 23

+1× 24 + 1× 25 + 1× 26 + 1× 27

= 254
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Rf (2)− 32 bit sistemi

ve yukarıdaki tabloya göre depolanan bu değer e = 127 gerçek üs
değerini temsil eder.

Ayrıca en büyük mantis değeri

(1.1112 . . . 123)2 = 1+ 1/21 + 1/22 + · · ·+ 1/223

=
1− (1/2)24

1− 1/2
= (2− 2−23)

olup

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 33 / 68



Rf (2)− 32 bit sistemi

ve yukarıdaki tabloya göre depolanan bu değer e = 127 gerçek üs
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Rf (2)− 32 bit sistemi

en büyük pozitif kayan noktalısayı

xf = (2− 2−23)× 2127 = 3.402823466385289e + 038
= 0 11111110 111...1
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Rf (2)− 32 bit sistemi

Bu sayıMATLAB/Octave ortamında
>> realmax(’single’)
ans =
3.4028235e+ 038
olarak elde edilir.

Benzer olarak en küçük pozitif değer ise üssün mutlak değerce
alabileceği en büyük negatif sayıya(−126) karşılık gelir.−126 için
depolanan değer, yukarıdaki tablodan 1 e eşittir. O halde ikili sistemde

ed = (00000001)2

olup,
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xf = 2
−126 = 1.175494350822288e − 038

sayısının 32-bit formatta bellek gösterimi

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

olarak elde edilir, burada 0 = (0102...023) dür.
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Rf (2)− 32 bit sistemi

Bu sayıMATLAB/Octave ortamında

>> realmin(’single’)
ans =
1.1754944e− 038
olarak elde edilir.

Benzer biçimde

0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

bellek gösterimi ∞(inf), ve
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Rf (2)− 32 bit sistemi

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

ise −∞(− inf) sembolünü temsil eder.

e = (11111111)2 üssü ve mantis kısmında herhangi bir bit değerinin
sıfırdan farklıolacak biçimde depolanan değer ise NaN(Not a
Number(sayıdeğil)) sembolünü temsil eder.
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Rf (2)− 32 bit sistemi
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Rf (2)− 64 bit sistemi

İkili sistemde 64 bit formatında temsil edilebilecek normalize edilmiş

xf = ±(1.d1d2 . . . d52)× 2e

sayısınıgöz önüne alalım

64−bit formatında da orjine göre simetrik olmayan(biased) formatta
negatif üsleri temsil etmek için işaret biti kullanılmaz, ancak bu
durumda
depolanan üs=gerçek üs +1023
kuralına göre üs değerleri depolanır.

64 bit formatına göre −1022 ≤ e ≤ 1023 dür
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Rf (2)− 64 bit sistemi

Bu kurala göre aşağıdaki tabloda belirtilen depolanan üsler,
karşılarındaki gerçek üs değerlerini temsil ederler:

gerçek üs(e) depolanan üs(ed ) ikili sistem karşılı̆gı
−1022→ 1 00000000001
−1021→ 2 00000000010

...
...

...
0→ 1023 01111111111
1→ 1024 10000000000
...

...
...

1023→ 2046 11111111110
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Rf (2)− 64 bit sistemi

Pozitif bir sayıiçin 64−bit formatta 11 bitlik üs alanında ikili sisteme
göre temsil edilebilecek en büyük üs

e = (11111111110)2 = (2046)10 → 1023

en küçük üs ise

e = (00000000001)2 = (1)10 → −1022

Ayrıca en büyük mantis değeri, 2 den bir önceki sayıolan

(1.1112 · · · 152)2 = 1+ 1/21 + 1/22 + · · ·+ 1/252

=
1− (1/2)53

1− 1/2
= (2− 2−52)
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Rf (2)− 64 bit sistemi

ve en büyük pozitif kayan noktalısayıise

xf = (2− 2−52)× 21023 = 1.797693134862316e + 308

olup bu sayının bellek gösterimi

0 1112...110011 111213...152

elde edilir.

Bu sayıMATLAB/Octave ortamında yukarıda belirtildiği üzere

>> realmax
ans =
1.797693134862316e+ 308
olarak elde edilir.
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Rf (2)− 64 bit sistemi

Benzer olarak en küçük pozitif değer ise üssün alabileceği mutlak
değerce en büyük negatif sayıya(−1022) karşılık gelir ve

xf = 2
−1022 = 2.225073858507201e − 308

olup,

ikili sistem karşılı̆gı

0 0000000001 0

dır, burada 0 = (0102...052) dir.
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Rf (2)− 64 bit aritmetiği ve hata
Bu sayıyukarıda da belirtildiği gibi MATLAB/Octave ortamında
>> realmin
ans =
2.225073858507201e− 308
olarak elde edilir. ∓∞ ve NaN gösterimleri 32−bit formatta olduğu
gibidir.

Rf (2)− 64 -bit sonlu sayıda elemandan oluşur :
Rf (2)− 64 sisteminde, kullandı̆gımız bilgisayar

[−1.7977E + 308, 1.7977E + 308]
aralı̆gıiçerisindeki kayan nokta sayılarından oluşan sonlu bir sayı
kümesi ile çalı̧sır.
Herhangi bir işlem sonucunun bu aralıkta yer alan sayıdan daha büyük
bir sayıolmasıdurumunda sonuç sonsuz=inf olarak yorumlanır.
Örneğin
>>1.797693134862316E + 308+ 1E292

ans = inf
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Rf (2)− 64 sisteminde, kullandı̆gımız bilgisayar
[−1.7977E + 308, 1.7977E + 308]

aralı̆gıiçerisindeki kayan nokta sayılarından oluşan sonlu bir sayı
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Rf (2)− 64 bit aritmetiği ve hata

Bilgisayarımızda yer alan ve sıfırdan büyük normalize edilmiş ilk pozitif
sayıyıise realmin komutuyla belirlenebilir:

>> x=realmin

x = 2.2251E − 308 .
>> 0/0
ans =
NaN
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Rf (2)− 64 te toplama işleminin birleşme özelliği yoktur

Örneğin MATLAB/Octave ortamında
>> 1− (1/3+ 1/3+ 1/3)
ans =
0

Fakat
>> (1− 1/3− 1/3)− 1/3
ans =
1.1102e − 016 olarak elde edilir.
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Kayan nokta sayılarının dağılımından kaynaklanan hatalar

Kayan nokta sayısisteminde sayılar sıfır noktasının komşulŭgunda
daha sıkça serpiştirilmiştir ve sonuç olarak işlemlerin gerçekleştirilme
sırasına göre farklıyuvarlama hatalarıoluşabilir ve bu durum işlem
sonucunu dĕgiştirebilir:

Bu durumu MATLAB/Octave yazılımlarında kullanılan eps()
fonksiyonu yardımıyla gözlemleyebiliriz.

eps(x) biçimindeki kullanımıyla, x sayısıile bu sayıya en yakın
bilgisayar sistemindeki sayıarasındaki uzaklı̆gıverir.
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Kayan nokta sayılarının dağılımından kaynaklanan hatalar

x |x − xf |
1× 10−2 1.7347E − 018

1 2.2204E − 016
1× 102 1.4211E − 014
1× 104 1.8190E − 012
1× 108 1.4901E − 008
1× 1016 2
1× 1032 1.8014E + 016

Table: Bilgisayar sayılarıve komşularıarasındaki uzaklık

1 noktasıile 1 e en yakın sayıarasındaki uzaklık 2.2204E − 016 iken
1× 1016 ile 1× 1016 + 1 sayısıarasında hiç bir bilgisayar sayısıyoktur,
çünkü en yakın sayıiki birim uzaklıktadır.
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Kayan nokta sayılarının dağılımından kaynaklanan hatalar

Bu durum sayıların küçükten büyüğe veya büyükten küçüğe
sıralanarak toplanmasısonucu farklısonuçlar elde edilebilmektedir

Örneğin
N

∑
i=1

1
i2
= 1+ 1/22 + · · ·+ 1/N2

büyükten küçüğe toplamınıgözönüne alalım:

N = 1e7 için

top=0; for i=1:N top=top+1/(i*i); end

program parçacı̆gıçalı̧stırıldı̆gında

top = 1.64492406684726

elde ederiz.
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Kayan nokta sayılarının dağılımından kaynaklanan hatalar

Şimdi de

N

∑
i=1

1
(N − (i − 1))2 = 1/N2 + 1/(N − 1)2 + · · ·+ 1/12

olarak ifade edilen küçükten büyüğe toplamınıhesaplayalım:

top=0; for i=N:-1:1 top=top+1/(i*i); end
program parçacı̆gıçalı̧stırıldı̆gında

top = 1.64492406684823

elde ederiz.
Sonuçların farklıolduğunu görüyoruz.

∞

∑
i=1

1
i2
= π2/6 = 1.64493406684823

olduğu dikkate alınırsa küçükten büyüğe toplamın doğru sonucu
ürettiğini gözlemleriz.
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Büyüklükleri çok farklısayılarla işlemler ve hata

Büyüklükleri çok farklısayılarla gerçekleştirilen işlemlerde büyük
hatalar oluşabilir. Bu duruma örnek olarak aşağıdaki işlem sonuçlarını
inceleyelim:

İşlem Yaklaşık hata
0+ 5E − 324 = 4.940656458412465E − 324 6E − 326

1E5× (1− 1E − 17) = 1E5 1E − 12
1E10× (1E16+ 1E − 1) = 1E26 1E + 09

Table: Farklımertebeden büyüklüklere sahip sayılarla işlemler ve oluşan hata
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Rf (10)− > Rf (2) dönüşümü kaynaklıhatalar

Bu durumun en açık örneği onlu sistemdeki 0.1sayısıdır.

Bu sayının iki tabanlısistemdeki karşılı̆gı(0.0
(
0011

)
)2 devirli

sayısıdır.

Ancak 32 bit formatta bu sayının mantisi için 23 bitlik bir alan tahsis
edildiği için bu formattaki gösterimi

(0.00011001100110011001100)2

dir.

bu sayının on tabanlısistemdeki karşılı̆gınıhesaplarsak
9.999996E − 002 elde ederiz.
Böylece 0.1 sayısının ikili sistemdeki devirli gösterimi, tahsis edilen
bellek alana yerleştirilirken atılmasıgereken kısmıönemli bir hataya
neden olmuştur.
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bellek alana yerleştirilirken atılmasıgereken kısmıönemli bir hataya
neden olmuştur.
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)
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Rf (10)− > Rf (2) dönüşümü kaynaklıhatalar

Tablodaki dönüşümler bölüm sonunda sunduğumuz Program
yardımıyla hesaplanmı̧stır.

Program sayının 32 bir formatında ikili sistem karşılı̆gınıbelirledikten
sonra, elde edilen ikili sayıyıtekrar on tabanlısisteme
dönüştürmektedir.

>> onluikili(0.1)
ikili sayi
0.0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
Onlu sayi 0.0999999.

Görüldüğü üzere 32 bit formatına göre elde edilen gösterimin iki
tabanlıkarşılı̆gı0.1 e eşit değildir.
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Görüldüğü üzere 32 bit formatına göre elde edilen gösterimin iki
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Rf (10)− > Rf (2) dönüşümü kaynaklıhatalar

>> x = 0.1;

>> y = (x + x + x + x + x + x + x + x + x + x)

>> z = (1− y) ∗ 1E20
z = 1.1102E + 004

0.1→ 0.0001100 0.6→ 0.1001100
0.2→ 0.001100 0.7→ 0.101100
0.3→ 0.010011 0.8→ 0.1100
0.4→ 0.01100 0.9→ 0.11100
0.5→ 0.1
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Anlamlıbasamak kaybıhatası

Anlamlıbasamak sayısı: On tabanlısistemde eğer |εb(x)| ≤ 5× 10−k
ise xf yaklaşımıx gerçek değerini k − 1 anlamlıbasamakla temsil
etmektedir denir.

xf = 1.1 yaklaşımıx = 1 değerini 0 anlamlıbasamakla temsil
etmektedir, çünkü

|εb(x)| = 1× 10−1 < 5× 10−1

xf = 1.23 yaklaşımıx = 1.2 değerini 1 anlamlıbasamakla temsil
etmektedir, çünkü

|εb(x)| = 2.5× 10−2 < 5× 10−2

xf = 1.234 yaklaşımıx = 1.232 değerini 2 anlamlıbasamakla temsil
etmektedir, çünkü

|εb(x)| = 1.6× 10−3 < 5× 10−3
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Anlamlıbasamak kaybıhatası

Birbirine eşit olan

h(x) = 1000(log(x + 1)− log(x))
ve

g(x) = 1000log((x + 1)/x)

fonksiyonlarınıgöz önüne alalım ve bu fonksiyonların x = 100000
noktasındaki değerlerini virgülden sonra altıbasamağa kadar ve
yuvarlama prensibine göre çalı̧san hesaplayıcıda hesaplayarak sonuçları
karşılaştıralım.

x = 100000 ve y1 = log(x + 1) = 5.00000434292310 dir.
Ancak altıbasamaklıve yuvarlama prensibine göre çalı̧san
hesaplayıcıda y1f ∼= 5.000004 olarak kabul edilir.
y1f değeri y1 değerini 6 anlamlıbasamakla temsil eder, çünkü∣∣∣∣y1f − y1y1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣5.000004− 5.000004342923105.00000434292310

∣∣∣∣
= 6. 858 5× 10−8 < 5× 10−7
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Anlamlıbasamak kaybıhatası

Öteyandan
y2 = y2f = log(x) = 5;

O halde

h(100000) = 1000(y1f − y2f ) = 0.004;

ve

g(100000) = 1000log((10001)/10000) .= 1000× 0.000043 = 0.04343.

Gerçek sonuç ise 0.00434292310448164 dir.
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Anlamlıbasamak kaybıhatası

Yuvarlatılmı̧s y1f değeri 6 anlamlıbasamağa sahipken birbirine çok
yakın y1f , y2f sayılarının farkıy1f − y2f = 0.000004 olarak elde edilir.

y1f − y2f yaklaşımı
y1 − y2 = 0.00000434292310469431

gerçek değerini hiçbir anlamlıbasamakla temsil etmez, çünkü
0.00000434292310 değerini hiçbir anlamlıbasamakla temsil
etmez.Çünkü ∣∣∣∣ (y1f − y2f )− (y1 − y2)(y1 − y2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣0.000004− 0.000004342923104694310.00000434292310469431

∣∣∣∣
= 7. 896 13576910079× 10−2 < 5× 10−1

olup, anlamlıbasamak sayısıtanımında k = 1 dir.
Dolayısıyla fark işlemi anlam basamağıkaybına neden olmuştur.
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gerçek değerini hiçbir anlamlıbasamakla temsil etmez, çünkü
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Anlamlıbasamak kaybıhatası

O halde birbirine yakın değerler almasımuhtemel değişkenlerin
farklarının alınmasından kaçınmak gerekmektedir.

Bunun için yukarıdaki örnekte olduğu üzere, verilen ifade belirtilen
değişken değerlerinin farkının hesaplanmasınıiçermeyen alternatif
biçimlerde yazılmalıdır.

f (x) → f (x)
ln(x)− ln(y) x ' y ln(x/y)
1− 1/(1+ x) x ' 0 x/(1+ x)
1− cos(x) x ' 0 sin2(x)/(1+ cos(x))
1-sin(x)/x x >> 1 xˆ2/3!− xˆ4/5!+ · · ·
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Alı̧stırmalar

1 xf = ±q × βe , q = 0.d1d2, d1,2 = 0, 1, . . . , 5 ;d1 6= 0, β = 10 tabanlı
ve e = −1, 0, 1 üs değerlerine sahip bir Rf sayısistemi gözönüne
alalım ve gerçekleştirilen her işlem sonucunun Rf de olmaması
durumunda, sistemde bulunan en yakın sayıya yuvarlatıldı̆gınıkabul
edelim. Buna göre

Rf nin elemanları(sayıları) nelerdir.
Rf nin en büyük pozitif ve en küçük pozitif sayılarınelerdir.
Rf de "overflow veya inf" hatasına neden olabilecek birer işlem
tanımlayınız.
Rf kümesinin toplama işlemine göre kapalılık özelliğini
sağlamayabileceğini bir örnekle gösteriniz.
Rf de toplama işlemine göre birleşme özelliği olamayabileceğini bir
örnekle gösteriniz.
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2 (R ,+, .) nın yani Reel sayılar kümesinin bilenen skalerle çarpma ve
toplama işlemine göre sağladı̆gıbaşka hangi özelliklerin (Rf ,+, .) de
geçerli olmayabileceğini düşünüyorsunuz?

3 xf = ±q × βe , q = 0.d1d2d3 , 0 ≤ di < β,formatında yazılabilen
kayan noktalısayılara izin veren sanal bir bilgisayar sistemi gözönüne
alalım. Buna göre aşağıdaki tabloda verilen β, e değerleri için
sistemde temsil edilebilecek en büyük ve en küçük pozitif tamsayıları
belirleyiniz.

4 Soru 3 deki Rf sayısistemini inceleyerek, hangi tür işlemlerde
daha fazla hata oluşabileceğini düşünüyorsunuz?

5 (R ,+, .) nın yani Reel sayılar kümesinin bilenen skalerle çarpma ve
toplama işlemine göre sağladı̆gıbaşka hangi özelliklerin (Rf ,+, .) de
geçerli olmayabileceğini düşünüyorsunuz?

6 xf = ±q × βe , q = 0.d1d2d3 , 0 ≤ di < β,formatında yazılabilen
kayan noktalısayılara izin veren sanal bir bilgisayar sistemi gözönüne
alalım. Buna göre aşağıdaki tabloda verilen β, e değerleri için
sistemde temsil edilebilecek en büyük ve en küçük pozitif tamsayıları
belirleyiniz.

7 Soru 3 deki Rf sayısistemini inceleyerek, hangi tür işlemlerde
daha fazla hata oluşabileceğini düşünüyorsunuz?
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8 x = 0.d1d2...dndn+1...dm × βe ,xf = 0.d1d2...dn × βe için

|εb(x)| =
∣∣∣∣x − xf

x

∣∣∣∣ ≤ 1
2

β−n+1

olduğunu gösteriniz.(ipucu: Öncelikle

|x − xf | ≤
︷ ︸︸ ︷
n adet
.00...0(

1
2

β)× βe = (
1
2

β)β−n−1 × βe =
1
2

βe−n

olduğunu gözlemleyiniz ayrıca β tabanlısistemde 1/0.1 = β−1

olduğuna dikkat ediniz.)
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9 Aşağıda verilen on tabanlısayıların karşılarında verilen iki tabanlı
gösterimlere sahip olduklarınıgösteriniz
3 (11)2
8 (1000)2
10 (1010)2
50 (110010)2
100 (1100100)2
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Alı̧stırmalar

10 Aşağıda verilen iki tabanlısayıların on tabanlıgösterimlerini belirleyiniz

(11001)2
(1001011)2
(1100000)2
(100001)2

11 Aşağıda verilen kesirli sayıların iki tabanlıgösterimlerinin doğruluğunu
kontrol ediniz.1001 üs çizgi notasyonu sayının devirli sayıolduğunu
ifade etmektedir.

2.5→ (10.1)2
3.6→ (11.

(
1001

)
)2

1.25→ (1.01)2
1.125→ (1.001)2

ec (Karadeniz Teknik Üniversitesi) Bölüm 2 Kasım, 2019 64 / 68



Alı̧stırmalar

12 Onlu tabanda 0.2 sayısı32 bitlik (0.001100110011001100110011)2
gösterimine sahiptir. Elde edilen bu ikilik sistem gösterimini on tabanlı
sisteme dönüştürdüğümüzde yine 0.2 sayısınıelde ederiz. Bu sonucu
kendi işlemlerinizle kontrol ediniz.

13 Bilgisayar sisteminizde 1 ve 2 arasındaki her sayıile bu sayıya en yakın
sayı arasındaki mesafenin birbirine eşit olduğunu eps komutu
yardımıyla gözlemleyiniz. Buna göre örneğin
eps(1) = eps(1.5) = eps(1.8) olmalıdır.

15 Bilgisayar sisteminizde 2 ile 2 den büyük olan en büyük hangi sayı
arasında yer alan bütün sayılar birbirine eşit uzaklıktadırlar?
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16 realmax sayısının (2− eps)× 21023 olduğunu gözlemleyiniz. Bu
durumda 21024 sayısisteminizde yer alır mı?

17 Aşağıda verilen yaklaşımların karşılarında verilen değerleri kaç anlamlı
basamakla temsil ettiğini açıklayınız

xf = 12.36, x = 12.345
xf = 0.0013, x = 0.00125
xf = 0.000011, x = 0.0000125

19 Anlam basamak kaybıhatasının önlenmesi için aşağıdaki fonksiyonlar
belirtilen nokta komşuluğunda alternatif olarak nasıl yazılabilir?

e−x , x > 0
(−b+

√
b2 − 4c)/2, b >> 0(sıfırdan çok büyük), c ' 0

ex−y , x ' y

20 Girilen on tabanlıpozitif tamsayıyıiki tabanlısayıya dönüştüren bir
kod hazırlayınız.
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