Bolim

Sayisal Analiz Siireci

Bu boliimde matematiksel analiz yontemleri olarak bilinen analitik, saisal,
kalitatif ve sembolik analiz yontemlerini kisaca tanitarak, sayisal analiz yon-
teminin biitiin agsamalarini ii¢ elemanter problem iizerinde inceliyoruz.

1.1 Matematiksel analiz yontemleri

Coziimii matematiksel yontemlerin kullanilmasini gerektiren bir problemin,

ilgili matematiksel yontemler yardimiyla incelenmesi veya diger bir ifade ile

"analiz" edilmesi matematiksel analiz olarak adlandirilmaktadir. Herhangi

bir matematiksel problem analitik, saiyisal, kalitatif ve sembolik analiz adi

verilen analiz tiirlerinden birisi veya birden fazlasi yardimiyla analiz edilebilir.
Analitik analiz, verilen problemi

e teorik olarak geligtirilmis matematiksel formiilasyon veya argiimanlar
yardimiyla ve

e kagit-kalem gibi temel araclar1 kullanarak irdeleme siirecidir.

Analitik analiz yontemi, verilen problem i¢in akla gelen yontemdir, ancak
her problem icin ve tzellikle son yiizyilda uygulamali matematik kapsaminda
incelenmesi gereken problemlerin ¢oziimii veya analizi i¢in yeterli degildir.

Konuya 151k tutmasi agisindan agagida sunulan ve bir kismi ortadgretim
matematik ders miifredatlarinda ve diger bir kismi ise elemanter lisans ders-
lerinde incelenen temel konulardan birkacina goz atalim:
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2 Sayisal Analiz Siireci

1. a,b,c € R ve a # 0 olmak tizere az?®+bx +c = 0 denkleminin koklerinin
belirlenmesi,

2. (zo,Y0), (x1,y1) noktalarindan gegen dogru denkleminin belirlenmesi,

3. a;; € R,b; € R olmak tizere

anr +apy = b

a1 + axpy = by

denklem sisteminin ¢oziimii,
1

4. [ sin(z)dz integralinin hesaplanmasi ve
0

5.y =t—y,t € (a,b),y(a) = yo baglangig deger probleminin ¢dziimiiniin
belirlenmesi problemini gz éniine alalim.

Birinci problem, iizerinde uzun yillar 6éncesinden beri ¢alismig bir prob-
lemdir.
32 +5r—1=0

gibi baz1 6zel denklem tiirlerinin ¢oziimii i¢in geometrik yaklagimlar 800 li
yillarin baginda Harezmi' tarafindan gelistirilmistir. Katsayilar1 verilen en
genel ikinci dereceden polinom denklemin ¢oziimiinii veren

—b+Vb? — 4dac

2a

T2 =

formiilii(analitik yontemi) mevcuttur ve bu formiil kullanmlarak problemin
kagit-kalem ¢oziimii(kagit iizerinde ve kalem yardimiyla) elde edilebilir. O
halde bu problemin analitik yontemle analizi miimkiindiir. Ancak simdi de

ar® + b’ +cx+d=0

veya
ax* + b +ex? +dr+e=0

1780(Horasan)-850(Bagdat), Cebir ismi, yazmis oldugu 'El-Kitab ’iil Muhtasar(ozet) fi
'l Hesab ’iil cebri ve 'l Mukabele(kargilagtirma ve denklestirme)’ isimli kitaptaki iil-cebri(Al
Cebri ->algebra) sozctigiinden tiiretilmisgtir[8].
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1.1 Matematiksel analiz yontemleri 3

denklemlerinin koklerini bulmaya ¢alisalim. Bu durumda 3. veya 4. derece-
den polinomlarin koklerini bulmamiz gerekmektedir. S6z konusu denklem
koklerinin belirlenmesi i¢in de Hayyam ? ve/veya Cardano’ya atfedilen ve
koklii ifadeler iceren karmasik formiiller mevcuttur ve bu formiiller kagit iiz-
erinde ve kalem yardimiyla ilgili koklerin belirlenmesi i¢in genelde kullanila-
mazlar. Bununla beraber derecesi bese esit veya begten daha biiyiik olan
en genel bir polinomun koklerinin belirlenmesi icin daha diisiik dereceli poli-
nom denklemlerine benzer olarak koklii ifadeler iceren hig bir formiilasyonun
verilemeyecegini ise Abel! ve Galois® isimli matematikcilerin calismalarmdan
biliyoruz.

Ote yandan transandant fonksiyon olarak bilinen iistel, logaritmik veya
trigonometrik fonksiyonlar iceren denklemlerin ¢oziimii i¢in herhangi bir genel
formiil soz konusu degildir. Ornegin

e —(zr+4)=0

denklemini saglayan ve birisi negatif(z = —3.9813) digeri ise pozitif(z =
1.7490) olan x degerlerini belirlemek i¢in bir formiil mevcut degildir. En
genel halde f(z) = 0 denkleminin sifir yerlerini belirleme problemini, bu
boliimiin ilerleyen kisimlarinda sayisal analiz siirecine 6rnek olarak ve ayrica
6. Boliimde ise daha kapsaml olarak inceleyecegiz.

Ikinci probleme baktigimizda o # x; igin (z0,v0),(21,%1) noktalarindan
gecen dogru denkleminin

Y1 — Yo
X1 — Zo

Y =Yo+ (x — x9)

bagintisiyla verildigini hatirlayalim. Bu bagint1 yardimiyla
r € (min(x;), max(z;)),i = 0,1

noktasindaki bilinmeyen bir deger tahmin edilebilir. Ancak en genel halde,
verilen keyfi sayidaki(6rnegin n > 3)

($0, y0>7 (1'17 y1)7 teey <$n7 yn)

2Omer Hayyam(1048-1131, Irank bilim adama)

3 Girolamo Cardano (1501-1578, Italyan bilim adama)

4 Abel, Niels Henrik(1802-1829, Norvecli bilim adam).

®Galois, Evariste(1811-1832). Galois gruplar teorisini geligtiren ve geng yasta yagamimi
yitiren Fransiz matematikgi.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



4 Sayisal Analiz Siireci

nokta kiimesini esas alarak, istenilen bir
r € (min(x;), max(x;)),r # x;,i =0,1,...,n

noktasindaki degeri tahmin etme iglemi olarak bilinen interpolasyon islemi
i¢in analitik yontem mevcut olsa bile yontemin elektronik ortamda uygulan-
masi gerekir. S6z konusu problemi 4. Boliimde inceleyecegiz.

Benzer bigimde verilen keyfi sayida nokta ciftine yakin noktalardan gegen
en genel bicimdeki uygun bir egrinin belirlenmesi problemi(egri uydurma)
analitik olarak incelenebilecek problem degildir, ve bu problemi 5. Boliimde
inceleyecegiz.

Uciincii problem lineer bir denklem sistemidir ve ¢oziimii yok etme yon-
temi adin verilen bir analitik yontemle kolayca belirlenebilir. Ancak denk-
lem ve bilinmeyen sayisinin artmasi durumunda ilgili sistemin "kagit-kalem"
¢oziimii agir1 dikkat ve zaman gerektirir ve hatta belirli bir noktadan sonra
ise miimkiin olmaz. Ancak, ozellikle miihendislikte bir ¢ok arastirma prob-
lemi, binler, yiizbinler ve hatta milyonlarca bilinmeyenli lineer sistemlerin
¢oziimiinii gerektirmektedir. 7. Boliimde lineer denklem sistemleri igin sikca
kullanilan sayisal yontemleri inceleyecegiz.

Dérdiincii probleme gelince

1

/ sin(z)dz = 1 — cos(1)

0

oldugunu kolayca gorebiliriz, ¢iinkii ’integrand’ olarak adlandirilan

f() = sin(z)

fonksiyonunun belirsiz integrali mevcuttur. Kalkiiliis’iin Temel Teoremi|9]
yardimiyla s6z konusu belirli integrali hesaplayabiliriz. Ancak simdi de

1
/ sin(x?)dx
0

intregralini goz oniine alalim. Tiirevi sin(z?) fonksiyonuna esit olan ve sonlu
sayida elemanter fonksiyonunun lineer bilesimi bi¢ciminde ifade edilebilen hig
bir fonksiyon bulamayiz. Bu ve benzeri bir ¢ok fonksiyonun sonlu sayida ele-
manter fonksiyonun lineer bilesimi bi¢iminde ifade edilebilen belirsiz integrali
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1.1 Matematiksel analiz yontemleri 5

mevcut degildir. O halde bu problem i¢in de analitik yontemi uygun bir yon-
tem degildir. 8. Boliimde sikga kullanilan sayisal integrasyon yontemlerini
inceleyecegiz.

Son olarak beginci problem birinci basamaktan sabit katsayil bir baglangic
deger problemidir ve ¢oziimii

y=t—1+(1—a+ye™?
olarak elde edilir. Ancak simdi de

y = t—1y*te(a,b)
yla) = wo

baglangic deger problemini gtz oniine alalim. Bilinen analitik yontemlerle
problemi ¢ozemeyiz! Analitik yontemler gok ©zel denklem tiirleri(lineer,
degiskenlerine ayrilabilen, homojen, vb) i¢in gecerlidirler ve en genel bir
Bayag1 Diferensiyel Denklem icin uygun degildir. Benzer durum Kismi Di-
ferensiyel Denklemler i¢in de gecgerlidir. Bu amacgla gelistirilen ve sonlu fark
yontemleri adi verilen sayisal ¢oziim yontemlerini, " Diferensiyel Denklemler
icin Sonlu Fark Yontemlerif4]" isimli caligmada inceliyoruz.

Yukarida goz oniine aldigimiz problemlerin bir kisminda veri sayisinin
artmas1 ve diger bir kisminda ise problem formiilasyonununda yapilan ufak
degigiklikten sonra analitik yontemlerin artik miimkiin olmadigini gozlemli-
yoruz. Bu durumda sikca bagvurulan yontemler sayisal analiz yontemleridir.

Sayisal analiz, genellikle analitik yontemle analizin miimkiin olmadig:
veya bu yontemle elde edilen ¢oziimiin kullanigh olmadigi durumlarda bilgisa-
yar yardimiyla problemin gercek ya da genellikle yaklagik ¢oziimiinii belirleme
ve irdeleme(analiz etme) yontemidir.

Genellikle bilgisayar ortaminda gerceklestirilebilen sayisal analiz yontem-
leri, matematigin dogusu itibariyle kullanilmakta olan analitik yontemlere
kiyasla olduk¢a yeni bir yontem tiiriidiir ve ¢zellikle X X. yiizyilin ikinci
yarisinda geligen ve yayginlagan bilgisayar teknolojisine paralel olarak énem
kazanmigtir. Kisaca sayisal yontemler olarak adlandirilan sayisal analiz yon-
temleri ise ¢ok cegitli aragtirma alanlarinda kullanilmakta olup, bu kaynagin
esas konusunu tegkil etmektedir.

Ote yandan matematiksel literatiirde kalitatif analiz ise ¢oziimii belir-
lemeksizin(ya da belirleyemeksizin) ¢oziim hakkinda bilgi edinmeyi saglayan
analiz yontemidir. Bu yontem de modern ve kismen yeni bir analiz yon-
temidir. Ornegin bir diferensiyel denklemi ¢ézmeden yon alanlari yardimryla
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6 Sayisal Analiz Siireci

¢oziim egrilerinin davranigi belirlenebilir. Denge ¢oziimler ve bu ¢oziimlerin
kararhlik analizleri ilgili problemlerin c¢oziimiinii belirlemeden gerceklegtir-
ilebilir. Ornegin, y = y(x) olmak iizere

Y =y(1-19),y0) =y

baglangic deger problemini ¢ézmeden ¢oziim egrilerinin davranigini tahmin
edebiliriz:

e 1o > 1igin 3/ < 0 olup, ¢oziim egrileri azalarak y = 1 asimtotuna teget
olur,

e 0 <1y < 1iginy > 0 olup, ¢dziim egrileri artarak y = 1 asimtotuna
teget olur ve

e o < 1icin ¢/ < 0 olup, ¢oziim egrileri artan = degerleri icin azalir. S6z
konusu yon alanlar1 Sekil 1.1 de sunulmaktadar.

Sekil 1.1: Kalitatif analiz 6rnegi: y/ = y(1 — y) denkleminin yon alanlar1 ve
baz1 ¢oziim egrileri.
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1.1 Matematiksel analiz yontemleri 7

Son olarak sembolik analiz yonteminden bahsedelim. Sembolik analiz,
analitik analizi miimkiin olan ancak daha ¢ok islem karmagikligina neden
olan problemlerin analitik c¢oziimlerinin bilgisayar cebir programi adi veri-
len programlar yardimiyla elde etme yontemidir. Sembolik analiz, Mazima
[[6],[3]], veya MATLAB [[5],]2]] Sembolik Ara¢ Kutusu veya Maple, Math-
ematica, Macysma ve benzeri yazilimlar yardimiyla gercgeklestirilebilen ve
kismen yeni bir analiz yontemidir.

Sekil 1.1 de verilen yon alanlar1 Mazima yazihiminmin plotdf fonksiyonu
yardimiyla elde edilmigstir:

plotdf (y + (1 —y), [x,0,4], [y, —2,2]);

Bu ornekte gosterilen yon alanlari herhangi bir yazilima ihtiyag duyul-
madan da elde edilebilir. Elde edilen yon alanlarina teget olan ¢oziim egri-
lerinin davranig1 kolayca tahmin edilebilir.

Asagida verilen basglangic deger problemini gz ¢niine alalim.

y// _|_ yl — T
y(0) = 0,4'(0)=0
Verilen problemin analitik ¢oziimiiniin
y=(2>—-22+2)/2—¢"

ile verildigi yukarida bahsedilen yazilimlardan herhangi birisi yardimiyla ko-
layca goriilebilir. Ornegin Mazima ortaminda soz konusu problemin ¢ozii-
miinii veren komutlar asagida sunulmaktadir:

7{2 %i1) denklem: diff(y x,2)+'diff(y,x)=x
i 2
(denklem) —— v+ — yv=x
d x@ d x
_7£ %i2) cozum:ode2(denklem,y,x)
_ _ _x . XP-2x+2
(cozum) v=%k2%e “+ — +%k1
_7£ %i3) ic2(cozum,x=0,y=0,"diff(y,x)=0)
o %% -2 x+2 x
(%03) y=———— "¢
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8 Sayisal Analiz Siireci

MATLAB/OCTAVE ve Mazima nmin matematiksel amacla kullanimin,
ozetle ve sirasiyla [2] ve [3] nolu kaynaklarda inceliyoruz.

1.2 Sayisal analiz siireci

Sayisal analiz siireci

e uygun bir matematiksel dille ifade edilmis bir problem ile baglayip,

e problemin ¢oziimii i¢in gerekli sayisal yontem(ve miimkiinse yakin-
saklik analizi),

e s0z konusu sayisal yontemin uygulanabilmesi i¢in, takip edilmesi gereken
adimlarin kiimesi olarak adlandirilan algoritma®,

e algoritmanin uygun bir programlama diline doniigtiiriilmiis kodu veya
diger deyimle programu,

e geligtirilen programin 6érnek problemler iizerinde test edilmesi(uygulama)
ve

e sonug, yorum, yontemin kritigi ile miimkiinse zayif yonler i¢in alternatif
arayis asamalarindan olugmaktadir.

Sayisal analiz agamalarini 6ncelikle verilen bir nokta komgulugunda sifir
yerini iceren aralig1 belirleme problemi iizerinde inceleyelim:

1.2.1 Problem I: Verilen siirekli bir fonksiyonun, veri-
len bir nokta komsulugunda reel sifir yerini(eger
mevcutsa) igeren araligi belirleme problemi

Verilen bir 2y noktasi komgulugunda siirekli olan bir f fonksiyonunun, stz

konusu komgulukta sifir yerini igeren [a, b] araligin1 belirleme problemini goz
oniine alalim.

6 Algoritma sozciigii El-Harizmi’'nin isminin latince okunugundan tiiretilmistir[8].
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1.2 Sayisal analiz siireci 9

1. Problem ifadesi(sifir yerini iceren aralik belirleme) Reel sayilarin
uygun bir alt kiimesi iizerinde tanimli ve reel sifir yeri olan siirekli
bir f fonksiyonun verilen bir zy noktasmnin (zg — R,z + R),0rnegin
R = 10,komsulugundaki sifir yerini igeren X = [a,b] araligim belir-
leyiniz.

2. Sayisal yontem(sag veya sol yonde tarama) xy noktasini iceren uygun
bir [Tmin = To — R, Tmax = To + R] kiimesine sifir yeri tarama aralig
adi verelim. x = xy noktasindan baslayarak once saga dogru, uygun
bir A > 0 adim uzunlugu ile ilerleyelim: x < z,,, oldugu siirece

J(@)f(x+h) <=0

esitsizligini saglayan ilk (z,x + h) nokta ¢iftini belirleyelim. Bu du-
rumda istenilen aralik X = [z, z + h] dir.

Eger belirtilen kriterleri saglayan nokta cifti bulunamaz ise, bu du-
rumda x = x( noktasindan baglayarak, x > x,;, oldugu siirece

flx—=h)f(z) <0

esitsizligini saglayan ilk (z — h, ) nokta ¢iftini belirleyelim. Bu du-
rumda X = [z — h, x] dir.

Eger sol yonde tarama isleminde de belirtilen kriteri saglayan nokta
¢ifti bulunamaz ise bu durumda [Ty, Tmax] tarama arahigl igerisinde
sifir yerini iceren alt aralik belirlenememis olur.

3. Algoritma Yonteme ait Algoritma 1.1 asagida verilmektedir:

4. Program(Kod) Algoritma 1.1’ ait Program 1.1 agagida verilmekte-
dir.

5. Uygulama
f(z) = exp(x) — x — 4 fonksiyonunun xo = 0 noktas

komsulugundaki sifir yerini i¢eren ve h = 0.1 wzunluklu [a,b] araligina
belirleyiniz.
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10 Sayisal Analiz Siireci

Algoritma 1.1 Sifir yerini iceren aralik belirleme algoritmasi.
(a) Girdi: f,xg

(b) Varsayilan parametreler:

i. R =10 varsayillan tarama yaricapi
i, Tmin = 2o — R, Tymax = To + R sifir yeri tarama aralig.
iii. h = 0.1 ardigik noktalar arasi mesafe, x = xq ilk tahmini deger
(c) Sag yonde tarama:
i. & < xpax oldugu siirece
A. eger f(z)f(x + h) <0ise X = [z, + h] tamimla ve gk
B. degilse © = x + h olarak tamimla ve c(i) ye git
(d) Sol yonde tarama
. T =uxg
il. & > Ty, oldugu siirece
A. eger f(z — h)f(z) <0ise X = [z — h,z] tammla ve ¢ik
B. degilse © = = — h olarak tamimla ve d(ii) ye git
(e) Sifir yeri igin tahmini aralik bulunamadi yaz, X=[| tamimla ve gik.

(f) Cikti: X

>> f=0(x) exp(x)-x-4

>> X=bul(f,0)

X=1.7000 1.8000

f(z) = In(z) — x + 4 fonksiyonunun xo = 10 noktast
komsulugundaki sifur yerini i¢eren ve h = 0.1 wzunluklu [a,b] araligina
belirleyiniz.

>> f=0(x) log(x)-x+4
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1.2 Sayisal analiz siireci 11

function X=bul (f,x0)

R=10; %» varsayilan tarama bdlgesi yaricapi
x_min=x0-R; x_max=x0+R; % aralik u¢ noktalari
h=0.1; Ytarama adim uzunlugu

x=x0; % basglangi¢ noktasi
while x<x_max %sag yonde arama
if f(x)*f(x+h) <=0 X=[ x,x+h]; return;
else
x=x+h;
end;
end

x=x0; % baslangi¢ noktasi
while x>x_min %sol yonde arama
if f(x-h)*f(x)<=0 X=[x-h,x]; return;
else
Xx=x-h;
end;
end
disp(’sifiryerini igeren aralik bulunamadi’);X=[];

Program 1.1: Verilen nokta komsulugunda sifir yerini iceren aralik belirleme
uygulamasi.

>> X=bul(f,10)

X=5.7000 5.8000

6. Yontemin analizi ve gelistirme Onerileri
e Siireksiz fonksiyonlar i¢in siireksizlik noktalarini iceren aralik yu-

karida tanimlanan yontem ile yanlighkla sifir yeri olarak yorum-
lanabilir. Ornegin f(z) = 1/z fonsiyonuna = = 0 noktasmi iceren
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bir aralikta yontem uygulandigi taktirde bu tiir bir yanlis sonug
olugabilir. Yontem Siirekli Fonksiyonlar i¢in Ara Deger Teoremini
(Teorem 1.1) esas aldig i¢in sadece siirekli fonksiyonlara uygulan-
abilir.

e Siirekli fonksiyonlar icin ara deger teoremi geregi, yontem sadece
sifir noktasi komsulugunda igsaret degistiren siirekli fonksiyonlarin
sifir yerlerini( yani tek kath sifir yerlerini) belirlemek amaciyla kul-
lanilabilir, fakat f(x) = 22 gibi gift kath sifir yerlerine sahip olan,
yani sifir yeri komsulugunda isaret degistirmeyen fonksiyonlarin
sifir yerlerinin belirlenmesinde kullanilamaz.

Problem II de ise verilen bir araligin u¢ noktalarinda isaret degistiren
fonksiyonun sifir yerini belirleme problemi incelenmektedir.

1.2.2 Problem II: Verilen bir fonksiyonun, verilen bir

araliktaki sifir yeri icin yaklasim belirleme prob-
lemi

1. Problem ifadesi

f fonksiyonu [a,b] araliginda taniml ve araliginin ug¢ noktalarinda isa-
ret degigtiren (yani, f(a)f(b) <0 ) sirekli bir fonksiyon olsun. Fonk-
siyonunun [a,b] arahgindaki v sifir yeri igin yeterince kiigiik € > 0 ile
|f(c)| < € kriterini saglayan ¢ = r yaklagimim belirleyiniz.

Soz konusu problemin ¢oziimii mevcuttur. Asagida ifade edilen ve
Siirekli Fonksiyonlar igin ara deger Teoremi(Teorem 1.1) olarak bi-
linen teorem geregince f fonksiyonunun [a,b] araliginda en az bir reel
sifir yeri oldugunu biliyoruz. O halde f siirekli oldugu igin | f(c)| < € kri-
tering saglayan en az bir ¢ = r sifir yeri yaklasimn mevecuttur. Oncelikle
stirekli fonksiyonlar i¢in ara deger teoremini hatirlayalim:

(Stirekli fonksiyonlar i¢in ara deger teoremi) f fonk-
siyonu |a,b] kapal arabginda siirekli ve

m := min f(x); M := max f(z)

a<z<b a<z<b

olarak tamymlansin. Bu taktirde ¥ s € [m, M| igin f(r) = s denkle-
mini saglayan ve [a,b] aralign icerisinde bulunan en az bir r noktast
mevcuttur.
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1.2 Sayisal analiz siireci 13

Ozetle ifade etmek gerekirse, siirekli fonksiyonlar icin ara deger teoremi,
stirekli bir fonksiyonun kapali araliktaki en kiigiik ve en biiyiik deger
dahil, bu degerler arasinda kalan her degeri en az bir noktada alacagim
ifade etmektedir.

Ara deger teoreminin bir sonucu olarak, eger f fonksi-
yonu [a,b] aralginda sirekli ve f(a)f(b) <0 ise f(r) =0 denklemini
saglayan ve (a,b) arahge icerisinde yer alan en az bir v noktasi mev-
cuttur.

Ciinkii f(a)f(b) < 0 olmasi durumunda sifir noktasi f(a) ile f(b)
arasindadir, o halde f fonksiyonu altinda sifir noktasina resmedilen
(a,b) arahiginda en az bir nokta mevcut olmalidir. Bu sonuca gore ka-
pali aralikta siirekli olan ve bu araligin u¢ noktalarinda isaret degistiren
herhangi bir fonksiyonun s6z konusu aralik icerisinde en az bir sifir yeri
mevcuttur.

Bir sonraki agama ise stz konusu sifir yerini elektronik ortamda be-
lirleyecek olan ve sayisal yontem olarak bilinen uygun bir matematiksel
yontemin belirlenmesidir.

2. Sayisal Yontem( ikiye bolme yontemsi)

Sayisal yontem problemin elektronik ortamda ¢oziimii i¢in ne yapilmasi
gerektigini ifade eder.

Bu amacla ikiye bolme yontemi adi verilen sayisal yontemi kullanalim.

Bu yontem ile [a, b] araligi ile baglanarak, bu aralik her adimda iki egit
parcaya boliiniir ve fonksiyonun isaret degistirdigi alt aralik belirlenir.
Aralik bolme iglemine fonksiyonun isaret degistirdigi yeni aralik ile de-
vam edilir. Islemin ne zaman sonlandirilacagini sonuclandirma kriteri
ad1 verilen kriter belirler.

Sonuglandirma kriteri olarak, belirlenen yeni araligin orta noktasindaki
fonksiyon degerinin mutlak degerce verilen(veya tanimlanan) yeterince
kiigiik bir € > 0 dan kiigciik olma kriteri olarak kabul edelim. Bu du-
rumda elde edilen en son alt araligin orta noktasini sifir yeri icin bir
yaklagim olarak kabul edebiliriz.

Ote yandan elde edilen en son araligin uzunlugunun yeterince kiiciik
pozitif bir sayidan kiiciik olmasi kriteri gibi daha farkl sonuclandirma
kriteri de kullanilabilir.
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f(x) = 2®—1 fonksiyonunun [0, 3] arahgindaki sifir yeri
1¢in tkiye bolme yontemsi ile ilk ti¢ yaklagima elde ediniz.

e f fonksiyonu siirekli ve

f(0)f(3) = -8<0

oldugu i¢in fonksiyonun verilen aralikta bir sifir yeri mevcuttur ve
ikiye bolme yontemi uygulanabilir. Sifir yerini iceren ve n—inci
adimda(n > 1) elde edilen araligi [a,,, b,] ve bu araligin orta nok-
tasini da ¢, ile gosterelim. Buna gore ilk adimda

a; = O,bl = 3,01 = 3/2
elde ederiz.

e f(c1) = 5/4 # 0 oldugundan sifir yeri heniiz elde edilmemistir,
sifir yerini iceren ikinci alt araligi belirleyelim: Bu alt aralik ya

la1,c1] = 10,3/2] veya [e1,b1] = [3/2, 3]
araligi olmalhdir.
f(0)f(3/2) = =5/4 <0
oldugu i¢in yeni alt aralik
[az, ba] = [0,3/2] olup, bu araligin orta noktasi ise co = 3/4

tir.

o f(co) = f(3/4) = —=T7/16 # 0 oldugundan sifir yeri heniiz elde
edilmemigtir. Sifir yerini iceren ii¢iincii alt aralig1 da benzer bigimde
belirleyebiliriz: Bu alt aralik ya

[ag, o] = [0,3/4] veya [ca,bs] = [3/4,3/2]
araligi olmalhdir.
f(3/4)f(3/2) = —35/64 < 0
oldugu ic¢in yeni alt aralik
las, bs] = [3/4,3/2] ve bu araligin orta noktasi c3 = 9/8
dir.
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e Dolayisiyla verilen fonksiyonun sifir yeri i¢in problemde istenilen
ilk ti¢ yaklagimi

C1 = 3/2,62 = 3/4,03 = 9/8
olarak elde etmis olduk.

Asagida gorecegimiz iizere ikiye bélme yontemi ile her bir adimda elde
edilen araligin orta noktasi olarak tanimlanan {c,} dizisi fonksiyonun
sifir yerine yakinsamaktadir.

Ancak verilen keyfi bir fonksiyonun sifir yerini belirlemek igin gerekli
islemleri yukarida oldugu gibi kagit ve kalem ile gerceklestiremeyiz.
Bilgisayar ortaminda gergeklestirilmesi gereken bu islemler i¢in her bir
adimda gergeklegtirilmesi gerekli olan iglemler acik ve net olarak ifade
edilmelidir.

3. Algoritma

Sayisal yontemin hangi advmlar takip edilerek ve nasil uygulanacagini
ifade eder. Daha acik bir ifade ile Algoritma

e Girdi(veya input) adi verilen verilerin alimmas,
e yontemin icrasi i¢in gerekli her bir adim ve

e Cikti(veya Output) adi verilen ve kullaniciya iletilecek sonugclarin
acik ve net bir bicimde ifade edildigi komutlar kiimesidir.

Model problemimiz i¢in Algoritma 1.2 asagida sunulmaktadir. Bu
algoritmada her bir adimda elde edilen alt aralik yine [a, b] aralig1 olarak
tanimlanmaktadir, Problem I’ deki uygulamanin aksine burada indis
kullanmiyoruz.

(a) adiminda kullanicinin sifir yerini belirlemek istedigi fonksiyonu ve
bu fonksiyonun igaret degistirdigi araliginin a ve b ile gosterilen ug
noktalarini tanimlamasi istenmektedir. Ayrica sifir yeri igin uygun bir
yaklagimin belirlendigini test yapmak amaciyla yeterince kiiciik € > 0
sabitinin tanimlanmasi istenmektedir.

(b) de f(a)f(b) > 0 olmasi durumda ydntemin c¢aligmayacag ifade
edilmektedir.
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Algoritma 1.2 Ikiye bolme yontemi algoritmasi
(a) Girdi: f,a,b,¢
(b) Eger f(a)f(b) > 0 ise ¢k,

(¢) ¢ = (a+0b)/2 alt araligin orta noktasi olmak iizere a, ¢, b, f(c) degerlerini
yaz,

(d) |f(c)] > € oldugu siirece i,ii,iii adimlarini tekrarla,
i. Yeni alt araligi belirle: eger f(a)f(c) < 0 ise b = ¢, degilse a = ¢
(sifir yerini igeren yeni [a, b] aralig )
ii. Yeni alt araligin orta noktasi: ¢ = (a + b)/2
iii. Qikti: a,c,b, f(c) degerlerini yaz.

(¢) de [a, b] arahigimin orta noktas: belirlenerek ¢ degigkenine atanmakta
ve a, ¢, b, f(c) degerleri yazdirilmaktadir.

(d) de|f(c)| > € oldugu siirece

tekrar [a,b] araligi olarak adlandirlmaktadir. Eger f(a)f(c) < 0 ise

(d) — (i) de sifir yerini igeren alt aralik belirlenerek, bu alt aralik
= [a, ], yani b = ¢, degilse yeni [a,b] = [¢, b], yani a = ¢ dir.

yeni [a, b]
(d) — (ii) de yeni alt araligin orta noktasi belirlenmekte

(d) — (i1i) de ise a,c,b, f(c) degerleri yazdirilmaktadir.

4. Program(Kod)

Bir sonraki agama ise algoritmasi belirlenen probleme ait program gelistirme
asamasidir. Bu asama algoritmada belirtilen komutlar kiimesinin Bil-
gisayar Dili'ne doniistiiriilmesi asamasidir. Bu baglamda Programlama
Dili olarak adlandirilan uygun bir dil(Basic, Pascal, Fortran, C, vs)
veya Programlanabilme ozelligine sahip yazilim kullanilir.

Uygulamalarimiz i¢in ¢ogunlukla MATLAB veya ayni yazim kural-
larim kullanan OCTAVE" [2] kullamyoruz. Yukaridaki problem igin
OCTAVE programi asagida verilmektedir.

OCTAVE (hitp : //www.gnu.org/software/OCT AV E) adresinden
kolayca erisilebilen ticretsiz bir yazilimdir ve matematiksel islemler icin
kullanimini[2] nolu kaynakta 6zet olarak inceliyoruz.
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function c=ikibol(f,a,b)

% f fonksiyonunun [a,b] araligindaki

% sifir yerini ikiye bdlme ydntemi ile bulur.
%Yazilimi : c=ikibol(f,a,b)

eps=le-5; YJparametre
if f(a)*f(b)>0
error("ikiye bolme yoéntemi uygulanamaz");
end;

c=(a+b)/2;
fprintf( a c b £(0) \');
fprintf("%9.6f %9.6f %9.6f %9.6f\n',a,c,b, f(c));
while abs(f(c))>eps
if f(a)*f(c)< 0
b=c;
else
a=c;
end
c=(atb)/2;
forintf('%9.6f %9.6f %9.6f %9.6f \n',a,c,b, f(c));

end

Program 1.2: Matlab veya Octave ile ikiye bolme yontemi uygulamasi.

5. Uygulama

f(z) = cos(x) —x fonksiyonunun [0, 2] araligindaki sifer
yerini tkiye bolme yontem: yardimayla belirleyiniz.

f fonksiyonunu

f=0(x) cos(x)-x ;
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komutu ile tanimlayalim. Daha sonra agagidaki komut yardimiyla Prog-
ram 1.2 i caligtirarak asagida gosterilen sonuclari elde edebiliriz.

>>ikibol(£,0,2)

.000000
.000000
.500000
.500000
.625000
.687500
. 718750
. 734375
. 734375
. 738281
. 738281
. 738281
. 738770
.739014
.739014
.739075
. 739075

O OO OO OO OO OOOOOOOoOOoOoOo

ans

0.7391

O O O OO O OO OO OO0 O o

.000000
.500000
.750000
.625000
.687500
. 718750
. 734375
. 742188
. 738281
. 740234
. 739258
. 738770
.739014
. 739136
.739075
.739105
. 739090

. Yontemin Analizi

[eelNolNeolNolNolNololNoBoNoRoRoleol sl S

.000000
.000000
.000000
.750000
.750000
. 750000
.750000
.750000
. 742188
. 742188
. 740234
. 739258
. 739258
. 739258
.739136
.739136
.739105

.459698
.377583
.018311
.185963
.085335
.033879
.007875
.005196

0.
-0.
-0.

0.

0.
-0.

0.
-0.
-0.

001345
001924
000289
000528
000120
000085
000017
000034
000008

Hazirlanan programin dogru g¢aligtiginin kontrol edilmesini takip eden
son asama ise elde edilen sonuclarin irdelenmesi ve yorumlanmasidir.

Bu baglamda cevaplandirilmas: gereken sorular:

e Yontemin stz konusu araliktaki sifir yerini her zaman belirleyip
ya da belirleyemeyecegi(Teorem 1.2) ve

e sifir yerini belirleyebilme hizi(orta noktalardan olusan dizinin ya-
kinsama hizidir.
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Bu sorulara verecegimiz cevaplar yardimiyla yontemin yakinsaklige, ya-
kinsama hize ve bilgisayar sistem kaynaklarine hangi diizeyde kullandige
konusunda bilgi sahibi oluruz. Bu bilgiler yontemin “kimlik” bilgi-
leridir ve bir diger yontemle kargilagtirilirken kullanilir.

f fonksiyonu [a,b] = [a1,b1] arabgiman ug¢ nokta-
larnda isaret degistiren stirekli bir fonksiyon ve r de fonksiyonun her
n igin f(an)f(bn) < 0 sartine saglayan |a,,b,| aralbgindaki sifer yeri ve
{en}2 | ise ¢, = (a, +by,)/2 ile tanvmlanan orta noktalar dizisi olsun.
Bu taktirde

limc, =7
dir.
Ispat[1] 7 sifir yeri igin
el < 2
r—cpl <
2

oldugu aciktir. Ote yandan her bir alt araligin uzunlugu onceki alt
araligin uzunlugunun yarisina egit oldugundan

bn — Qap bnfl — Qp—1 bl —ax
— < p— = e e . T
|7" Cn| — 2 922 omn

elde ederiz. Yukaridaki egitsizlikten

lim |r—¢,| =0

n—oo
elde ederiz. Ote yandan
—|r—cy| <r—c, <|r—cf

esitsizligi ve genel matematik dersinden bilinen sikigtirma teoreminden
[9] sonug agikca goriiliir.

Simdi de yakinsama hizini belirlemek amaciyla "yakinsama basamag:"
kavramini tanimlayalim.

Birr noktasina yakinsayan {c,} -, dizisi verilmis olsun.
Eger hern > N i¢in

Ir = cpia] < alr — ¢,
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esitsizligi saglanacak bicimde o > 0,3 > 1 reel saylar ve N > 0 tam-
sayist meveutsa {c,} o, dizist f-ince basamaktan yakinsak bir dizidir
denir. B = 1 olmast durumunda yakinsama i¢in o € (0,1) olmaldur
ve bu durumda diziye lineer yakinsak dizi adiy verilir. [ = 2 olmast
durumda 1se diziye kuadratik yakinsak dizi ady verilir.

e Ikiye bolme yontemi icin

bn—l—l — Gp41 o 1 bn — Qp

2 22

|7’ - Cn+1| S

ve
bn — Qp

Ir — ¢, < 5

esitsizliklerini kargilagtirarak
1
A
elde ederiz. O halde yontem lineer olarak yakinsaktir ve

1
= canl/lr = eal 2 5

sabiti ise ortalama yakinsaklik orani olarak tanimlanir.

7. Geligtirme Onerileri ve alternatif yontemler

En iyi sayisal yontem, gercek sonucu en biiyiik hassasiyetle ve minimal
bilgisayar bellek ve zaman kaynagi kullanimi ile elde eden yontemdir.
Alternatif olarak daha degisik yontemler uygulanabilir:

¢ Kirigle B6lme(Regula Falsi, false position) yéntemi: Genel-
likle Regula Falsi olarak bilinen yontem, her adimda araligi orta
noktasindan ikiye bolmek yerine, f(a)f(b) < 0 olmak iizere (a, f(a)),
(b, f(b)) noktalarin birlestiren kirigin x eksenini kesim noktasi yar-
dimiyla araligi iki alt parcaya boler. Kirigin ekseni kesim noktasini
belirlemek i¢in 6ncelikle kirig denklemini gz 6niine alalim:
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Bu dogrunun x = ¢ olarak adlandiracagimiz = eksenini kesim nok-
tasini, y = 0 almak suretiyle

=a— (b—a) a
e OO
o, (b—a)
N T TATAL 1)

olarak elde ederiz.
Bu yonteme ait algoritmayi, Algoritma 1.2’de kiigiik bir degisiklik
yapmak suretiyle elde edebiliriz: Algoritma 1.2’de

c=(a+b)/2
yerine b—a)
S DT

almak yeterlidir.

f(x) = 2% =1 fonksiyonunun [0, 3] arahgindaki sifir yeri
wein kirigle bolme yontems ile ilk ¢ yaklasima elde ediniz.

f fonksiyonu siirekli ve

f(0)f3)=-8<0

oldugu i¢in fonksiyonun verilen aralikta bir sifir yeri mevcuttur ve kirigle
bslme yontemi uygulanabilir. Sifir yerini igeren ve n—inci adimda(n >
1) elde edilen arahig1 [a,,b,| ve (an, f(a,)),(bn, f(b,)) noktalarimi bir-
lestiren kirigin = eksenini kestigi noktay1 da c, ile gosterelim. Buna

gore
(bn — an)

Flow) = Fany? o)

Ccp = b, —

dir.

e ilk adimda

ale,bl :3701:§

dir. f(1/3) = —8/9 # 0 olup, sifir yeri heniiz belirlenmemistir.
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e Simdi sifir yerini igeren ikinci alt araligi belirleyelim: Bu alt aralik

ya
la1,c1] = 10,1/3] veya [eq,b1] = [1/3, 3]

araligi olmalhdir.
F(L/3)£(3) = ~64/9 < 0
oldugu ic¢in yeni alt aralik

[CLQ, bg] = [1/3, 3]

ve

Cy = 3/5
dir. f(3/5) = 9/25 — 1 = —16/25 # 0 olup, sifir yeri heniiz
belirlenmemistir.

e Sifir yerini igeren {iciincii alt araligi da benzer bigcimde belirleye-
biliriz: Bu alt aralik ya

[az, o] = [1/3,3/5] veya [ca, bo] = [3/5, 3]
aralig1 olmaldir.
f(3/5)f(3) =—128/25 <0
oldugu i¢in yeni alt aralik
las, bs] = [3/5, 3]

ve

03:7/9

dur.

O halde sifir yeri icin kirigle bélme yontemi ile elde ettigimiz ilk iig
yaklagimi

C1 — 1/3,62 = 3/5,03 = 7/9
olarak elde ederiz.

Kirigle bolme yontemi de her bir adimda elde edilen [a,,, b,] araliginda
yer alan ve (a,, f(a,)), (bn, f(b,)) noktalarm birlestiren kirigin x ekse-
nini kesim noktasi olarak elde edilen {¢, } noktalar dizisinin fonksiyonun
sifir yerine yakimsadigini éngoriir(Ahgtirma 14).
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tkibol.m isimli dosyada da

deqisikligini  yaparak elde ettiginiz programa kirislebol.m isimli dosyada
kaydediniz. function ikibol(f,a,b) satirine ise function kirislebol(f,a,b)
olarak degistirmeyi unutmayiniz(Algtirma 8).

Bir diger alternatif ise kirislerle yaklasim yontemidir:

e Kirisglerle yaklagim Yo6ntemi: Kirisle bolme yontemindeki sifir
yerini igeren aralikla baslayip(yani f(a)f(b) < 0) ve yine sifir
yerini igeren alt aralik ile devam etme kriterinden vazgecilebilir.

— Bu durumda verilen f fonksiyonu ve belirlenmesi istenilen
sifir yerine yakin komsuluktaki keyfi iki x1, 5 noktast ile bagla-
yarak (x1, f(x1)), (22, f(x2)) noktalarmdan gegen kirigin x ek-
senini kestigi x5 noktas: (1.1)

(29 — 71)

f(%) - f(xl)f(x2)

T3 = Ty —

olarak ta ifade edilebilir.

— Daha sonra en giincel iki yaklasim noktasi olarak z; := wxo,
x9 = x3 alarak, igleme | f(x3)| > € kriteri dogru oldugu siirece
devam edilir. Elde edilen en son x3 degeri sifir yeri i¢in yak-
lasim kabul edilir. Bu yontem kirigle bélme yontemi ile ¢ogu
kez karigtirilir ve kisaca Kirig(secant) veya Kiriglerle yaklagim
yontemi olarak adlandirilir(Boliim 6).

e Parabollerle yaklasim yontemi: Kiriglerle yaklagim yontemi
de geligtirilebilir.

— Sifir yeri komgulugunda iki nokta yerine, x1,z2 ve x3 gibi iic
nokta alarak,

(2, f(,)) (25,£(7,) ), (75,f(3))

noktalarindan gecen ikinci dereceden polinomun z, ile gostere-
cegimiz sifir yerini fonksiyonun sifir yeri i¢in yaklagim kabul
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edelim. Bir sonraki adimda x1 = x9, 19 = x3, x3 = x4 alarak
isleme devam edelim. |f(z3)| > € oldugu siirece igleme de-
vam edelim. Kriteri saglamayan ilk x3 degerini sifir yeri olarak
kabul edelim. Yukarida ana hatlariyla bahsedilen ve parabol-
lerin sifir yerleri ile verilen fonksiyonun sifir yerine yaklagimi
esas alan bu yontem, 1956 yillinda David E. Muller” tarafin-
dan geligtirilmis olup Muller yontemi olarak bilinir( [1] ) .

Problem III ile verilen bir sonraki 6rnegimizde, sayisal analiz agamalarini
stirekli bir fonksiyonun verilen bir nokta komsulugundaki sifir yerini be-
lirleme problemi iizerinde inceliyoruz.

1.2.3 Problem III: Siirekli bir fonksiyonun, verilen bir
nokta komsulugundaki sifir yeri icin yaklagim be-
lirleme problemi

Problem I igin gelistirilen yontem ile Problem II’deki yontemi birlestirerek
karma(hibrid) olarak adlandirilan bir yéntem gelistirebiliriz.

1. Problem ifadesi
Stirekli bir f fonksiyonunun, verilen bir zy noktasi komgulugundaki
sifir yerini belirleyiniz.

2. Yontem(karma y6ntem)

Oncelikle f fonksiyonunun verilen bir x4 noktas: komsulugundaki sifir
yerini igeren [a, b] araligin1 Problem I icin gelistirdigimiz yontem ile be-
lirledikten sonra, elde edilen araligi ikiye bolme yontemine gondererek
fonksiyonunu sifir yerini belirleyebiliriz.

3. Algoritma Yonteme ait Algoritma 1.3 asagida verilmektedir.

4. Program

Algoritmaya ait Program 1.3 asagida verilmektedir.

5. Uygulama

"David E. Muller(1924-2008) Amerikali matematik ve bilgisayar bilimci.
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Algoritma 1.3 Verilen nokta komsulugunda sifir yeri belirleme algoritmasi.
(a) Girdi f,x0

(b) f nin sifir yerini igeren [a,b] araligin1 Problem I deki yontem ile belirler

(c) 1i. eger f(a)=0 ise c=a,

ii. degil ve eger f(b)=0 ise c=b dir,

iii. degilse Problem II deki yontem ile c=ikibol(f,a,b) ile ¢ yi bul
(d) Cikti: ¢

function c=fsifir(f,x0);
X=bul (f,x0) ;
if isempty(X)
c=[]; return;
else
a=X(1) ;b=X(2);
if f(a)==0 c=a;
elseif f(b)==0 c=b;
else
c=ikibol(f,a,b);
end
end

Program 1.3: Girilen nokta komsgulundaki sifir yerini belirleme uygulamas.

f(z) = In(x) — x + 4 fonksiyonunun xo = 4 noktast
komsulugundaki sifir yerini belirleyiniz.

>> f=0(x) log(x)-x+4;

>> fsifir(f,4)

ans
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5.7490

Aym iglem MATLAB/OCTAVE fzero fonksiyonu yardimiyla da ger-
ceklestirilebilir:

>> fzero(f,4)

5.7490

f(z) = xsin(1/x) fonksiyonunun xo = 4 noktas: komsu-
lugundaki sufir yering belirleyiniz.

>> f=0(x) =x*sin(1/x);

>> fsifir(f,4)
ans =

0.3183

elde ederiz.
Benzer yazilimlarla kargilagtirma:

MATLAB/OCTAVE fzero fonksiyonunun yukarida tammlanan f fonk-
siyonunun sifir yerini xo = 4 baglangic noktasiyla belirleyememektedir:

>> fzero(f,4)
Exiting fzero: aborting search for an interval containing

a sign change because NaN or Inf function value encountered
during search.
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(Function value at -Inf is NaN.)

Check function or try again with a different starting value.
ans =NaN

Ancak baglangic noktasi fonksiyonun sifir yerine daha yakin segilerek,
fzero yardimiyla da sifir yeri belirlenebilmektedir:

>>fzero(f,1)
ans =

0.3183

6. YoOntemin analizi ve Alternatif arayislar

Verilen bir reel zy noktasi komsulugunda tek kath ve reel sifir yerini
bulan bu yontem

(a) ift kath sifir yerlerini ve

(b) karmagik sifir yerini belirleyemez.

Verilen bir reel zy noktast komgulugunda reel sifir yerini bulan yontem,
karmagik sifir yerini bulmak icin gelistirilebilir.

Problem I-III ile sayisal analiz siirecine 6rnek olarak inceledigimiz ikiye
bolme ve kirisle bolme yontemleri béliimleme yontemleri olarak adlandirilir-
lar, ¢iinkii sifir yerini igeren aralik, mevcut araligin uygun bir bigimde boliin-
mesi suretiyle elde edilmektedir.

Yukarida kisaca 6zetlenen Kkirigler ve parabolerle yaklagim yontemleri yi-
nelemeli(veya iteratif) yontemler olarak adlandirilirlar ve yinelemeli
yontemleri Boliim 6 da inceliyoruz.

=l izl n]>-7]

21  QG22 by Yy

olmak iizere AX = b denklem sisteminin ¢6ziimiinii belirleme probleminin
sayisal analizini asagidaki adimlari uygulayarak gerceklestiriniz:
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(a) det(A) # 0 ise Cramer yéntemini sayisal yéntem olarak deneyiniz.
det(A) = 0 ise yéntemin uygulanamayacagi mesajini kullaniciya ile-
tiniz.

(b) Yénteme ait algoritmanizi adim adim ve agik bir bicimde yaziniz. Al-

goritma kullanicidan Ao matrisi ve byyq vektoriinii alarak Xoyq ¢6-
ziimiinii sunmalidir.

(c¢) Algoritmaya ait programinizi MATLAB/OCTAVE yazilim diline uygun
olarak gelistiriniz.

(d) Programiniz farkli A matrisleri ve b sag yan vektorleri icin test yapiniz.

ar’+br+c=0

denkleminin kéklerini belirleme probleminin sayisal analizini asagidaki adim-
lari uygulayarak gerceklestiriniz.

(a) a # 0 icin bilinen kuadratik polinom kék formiillerini sayisal yéntem
olarak deneyiniz.

(b) Yénteme ait algoritmanizi adim adim ve acik bir bicimde yaziniz. Al-
goritma kullanicidan a, b, c katsayilarini alarak, reel veya kompleks
kokleri belirlemelidir.

(c¢) Algoritmaya ait programinizi MATLAB/OCTAVE yazihm dilinde ge-
listiriniz.
(d) Programinizi farkli a,b, ¢ katsayilari icin test yapiniz.

(e) a =0 olmasi durumundaki kokii ayrica hesaplatmayr unutmayiniz.

3. Soru 2 deki analiziniz yardimiyla Ay matrisinin Szdegerlerini belirleme
probleminin sayisal analizini gerceklestiriniz.

2 ry? =

—ar*+y = 0
cember ve paraboliiniin arakesit noktalarini belirleme probleminin sayisal

analizini gerceklestiriniz. Verilen r yaricapi ve a # O katsayisi icin her iki
arakesit noktasi belirlenmelidir.
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5. f(z) =2* — bz, a = —2,b =3 verilsin. f nin |a,b] araligindaki sifir yeri

10.

11.

icin ilk (¢ yaklasimi

(a) ikiye bélme ve

(b) kirisle bélme yontemleri ile belirleyiniz.
flx) =23 —x—1,a=—2,b=3 verilsin. f nin [a,b] araligindaki sifir
yeri icin ilk ti¢ yaklasimi

(a) ikiye bélme ve
(b) kirisle bélme yéntemleri ile belirleyiniz.
Ikiye bslme yontemine ait Program 1.2'yi asagida verilen fonksiyonlar ve

la,b] araliklari icin calistirarak sifir yerlerini belirleyiniz. Epsilon sabitini
eps = le — 10 olarak aliniz.

(a) f(z)=2>—5x,a=—-2,b=3

(b) fl(x)=2>—2—1,a=-2,b=3
(c) fla) =In(z+1)— 2%, a=1,b=14
(d) f(z) =5e " — coshx,a=0,b=4

T
T

Soru 7'yi kirisle bslme(regula falsi) yéntemi icin tekrarlayiniz.

Kullanicidan f fonksiyonu , a,b degerleri ve eps toleransi ile birlikte yontem
isimli bir degisken degerini de alarak yontem = 1 olmasi durumunda ikiye
bélme yéntemini, yontem = 2 olmasi durumunda kirisle bélme yéntemini
cagirarak sifir yerini belirleyen bir uygulama gelistiriniz.

Soru 7'de verilen fonksiyonlar ve yine verilen a degerleri icin xo = a alarak
Program 1.1 yardimiyla sifir yerlerini iceren araliklari hesaplayiniz.

Ikive bslme yéntemini, her adimda elde edilen aralik icerisinde rasgele
iiretilen bir noktayi(érnegin MATLAB/OCTAVE ortaminda rand fonksi-
yonu ile ) ¢ noktasi olarak kabul edecek bicimde modifiye ediniz. Elde
ettiginiz yontemi ikiye bélme yéntemiyle karsilastiriniz. Ne gézlemliyor-
sunuz?
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12.

15.

1.

15.

16.

17.

Program 1.3 ile tanimlanan fsifir programi ve MATLAB/OCTAVEa ait
fzero programlari yardimiyla Soru 7'de verilen fonksiyonlarin sifir yerlerini
yine ayni soru da verilen a degerlerini baslangic noktasi alarak hesaplayiniz.

MATLAB/OCTAVE ortaminda roots komutu, katsayilari verilen polino-
mun sifir yerlerini belirler. Buna gére Soru 7(a),(b) deki polinomlarin kat-
sayilarini girerek koklerini elde ediniz. Elde ettiginiz sonuglar yukaridaki
formiil ile elde edilen sonuclarla ayni olmalidir. Ornegin

>> roots(la b c]) komutu ile
p(r)=az® + bz + ¢
polinomunun kokleri hesaplanir.

Kirisle bélme yonteminde her bir adimda elde edilen |a,,b,] araliginda
yer alan ve (ay, f(a,)), (by, f(b,)) noktalarini birlestiren kirisin x eksenini
kesim noktasi olarak elde edilen {c,} noktalar dizisinin fonksiyonun sifir
yerine yakinsadigini gosteriniz.

Bilgisayarinizin bellek kullanim kapasitesini test yapiniz:

MATLAB/OCTAVE ortaminda A = rand(n) komutu ile n = 1000 icin
rasgele bir A,., matrisini lireterek, matrisin tersi, determinanti ve rankini
bulmaya calisiniz.

n = 2000, 4000, 10000
icin ayni islemleri yapmaya calisarak tersini hesaplayabileceginiz en biiyiik
boyutlu matrisi tahmin etmeye calisiniz.

Rand komutu yardimiyla iireteceginiz ve elemanlari rasgele elamanlardan
olusan A matrisi ve b vektorii icin MATLAB/OCTAVE ortamindax = A\b
komutuyla ¢ézebileceginiz en biiyiik boyutlu Ax = b lineer cebirsel denklem
sisteminin boyutunu belirlemeye calisiniz.

Bilgisayarinizin CPU hizini test yapiniz:

N
Sy=> 1/k
k=1

toplamini
N = 1000, 10000, 100000, 1000000
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18.

19.

degerleri icin hesaplayarak her bir islem icin kullanilan CPU zamanini be-
lirlemeye calisiniz. Artan N degerleri icin CPU zamani nasil degismektedir.
N degerlerine karsi, toplama islemi icin gerekli CPU zamanlarinin grafigini
¢cizdiriniz. Bu amagla MATLAB/OCTAVE ortaminda cputime komutunu
skaler cebirsel islemlerle ve dongii kullanmak suretiyle uygulayan asagidaki
programi kullanabilirsiniz:

function sonuc=topla(N)
topla=0;
zaman=cputime;
for i=1:N
topla=topla+1/i;
end
zZaman=cputime-zaman;
disp([’zaman=’,num2str(zaman)]) ;

Program 1.4: For dongiisii ile seri toplami i¢in cpu testi.

Soru 17 deki toplam for déngiisii kullanilmadan ve vektér cebirsel bir al-
goritma ile asagida belirtilen adimlari takip etmek suretiyle gerceklestiren
toplav isimli vektor cebirsel islem gerceklestiren bir fonksiyon programi

hazirlayiniz. Hazirlayacaginiz programi Soru 17 deki N degerleri icin calistirarak

CPU zamanlarini karsilastiriniz. Hangi kod daha az CPU zamani gerek-
tirmektedir?

(a) birler isimli N elemanli ve 1 sayilarindan olusan birler=ones(1,N)
vektoriinii tanimlayiniz.

(b) indis isimli indis=1:N vektériinii tanimladiktan sonra MATLAB/OCTAVE

./ operatérii ile dizi=1./indis vektériinii tanimlayiniz.

(c) (a) da elde ettiginiz birler dizisi ile (b) de elde ettiginiz dizi isimli
vektériin ic carpimini (birler*dizi’) hesaplayiniz.

Soru 17'yi
N
Sy=> 1/
k=1
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toplami icin tekrarlayiniz. Belirtilen N degerleri icin elde ettiginiz kismi
toplamlar dizisi Euler sayisi olarak bilinen w*/6 degerine yakinsamalidir.

20. Soru 19 daki Sy icin Soru 18 de 6zetlenen adimlari uygulayan vektor ce-
birsel islem gerceklestiren bir fonksiyon programi hazirlayiniz. Soru 17 de
belirtilen N degerleri icin Soru 19 da elde ettiginiz sonuglari karsilastiriniz.
Hangi kod daha az CPU zamani gerektirmektedir?
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