Bolim

Bilgisayar Say1 Sistemi, Aritmetigi ve
Hata

Sayisal yontemler bilgisayarlarda uygulanir, ancak bilgisayarlar reel veya
kompleks sayilar kiimesi yerine, bu kiimelerin sonlu sayida elemandan olusan
cok oOzel alt kiimeleri tizerinde calisir. Bu boliimde 6ncelikle bilgisayar say
sistemi adi verilen bu ¢ok ézel alt kiimeyi ve bu kiimenin 6zelliklerini inceleye-
cegiz. Ayrica bilgisayar say1 sistemi iizerindeki aritmetik iglemleri inceleye-
rek, bu iglemlerin reel sayilar kiimesi iizerinde alisik oldugumuz kapalilik ve
birlesme gibi elemanter tzelliklere sahip olmadigini gorecegiz. Boylece gerek
bilgisayar say1 sistemi ve gerekse say1 sistemi iizerindeki aritmetik iglemleri
yakindan taniyarak, sayisal analiz siirecinde say1 sistemi ve aritmetiginden
kaynaklanabilecek hatalar1 minimize etmenin yollarim1 6grenmis olacagiz.
Bu amagla bu boliimde sirasiyla

e hata kavramini inceleyerek,

e R ile gosterilen reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olan ve R((10) ile
gosterecegimiz on tabanli kayan nokta say1 sistemini,

e R den R(10) say1 sistemine, yani,
R— > Rf(lO)
doniigtimii ve bu doniisiimde olugabilen hatalari,

o R¢(2) ile gosterecegimiz iki tabanl kayan nokta say1 sistemini,
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2 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

o
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R (B (Ro)2 (Ry)2(32 veya 64 — bit)

Sekil 2.1: R den Ry(2) ye doniistim siireci

e R(10) dan R(2) kayan nokta sistemine, yani,
Ry(10)— > Ry(2)
doniisiimii ve bu doniisiimde olusan hatalari,
e Iki tabanlh kayan noktali sayilarin 32—bit formata dénitistimii:
R¢(2) — Ry(2)(32 — bit)
veya 64—bit formata doniigtimii:
R¢(2) — Ry(2)(64 — bit)
ve bu doniisiimlerde olusabilen hatalar1 inceliyoruz. Ozetle sematik
olarak Sekil 2.1 ile ifade edilen ve reel sayilar kiimesinden bilgisayar

say1 sistemine doniisiim siirecinin her bir agamasinda olugabilen hatalari
inceliyoruz.

e Ayrica, bilgisayar say1 sisteminden kaynaklanan ve anlam kaybi hatasi
ad1 verilen 6zel bir hatanin nasil olustugunu érnekler iizerinde gozlem-
liyoruz.

e Yukaridaki her bir asamada olugsmasi miimkiin olan hatanin ilerleyen
aritmetik islemlere nasil yayildiginin incelenmesi de ayri bir konudur ve
bu konuyu Taylor yaklagimlariyla ilgili oldugu igin bir sonraki boliimiin
son kisminda inceliyoruz.

Konuyla ilgili detaylar igin, bu boliimii hazirlarken faydalandigimiz [1],[3],
[4],[7],8] ve [10] temel kaynaklarin éneriyoruz.
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2.1 Hata(kesme ve yuvarlama hatalari) 3

2.1 Hata(kesme ve yuvarlama hatalar1)

Olciim islemlerinde genelde gercek deger yerine, gercek degeri en yakin bicimde
temsil eden yaklagimi kullaniriz. Bu durumda

hata=gercek deger-yaklasim

bagintisi ile tamimlanan ve yaklagimdan kaynaklanan bir hata olusur ki bu
hata sayisal analizde mutlak hata olarak tanimlanir.

x tle gosterilen bir biiytikligiin gercek degeri ile bu deger: temsil
eden x¢ degeri arasindaki fark xy yaklasiminan mutlak hatast veya kisaca
mutlak hata olarak tanymlanir ve

Ax =z — x5
notasyonu ile gosterilir.

xs yaklagim degeri, x gercek degerinden agagida tamimlandig tizere
kesme veya yuvarlama yapmak suretiyle elde edilebilir:

xr = do.dyds....d,dy11... degerine, noktadan(virgilden) sonraki
n basamakla kesme esasina gore elde edilen yaklasim vy = dy.dyds....d,, olup,
bu yaklasim sonucu olugan

———
Ar=z—x;=0.0." adet ) Apy1---

hatasina mutlak kesme(chopping) hatasy adv verilir.

Ornegin z = 1.76' degerine noktadan sonra bir basamakla kesme esasina
gore elde edilen yaklasim z; = 1.7 olup, bu yaklasim sonucunda olusan mut-
lak kesme hatasi ise

Arx =z — x5 =0.06

dir.

Giincel bilgisayarlar bu yaklagim yontemini kullanmamaktadir, dolayi-
siyla bu boliimde hata kavrami deyince aksi belirtilmedikce teknik olarak
agagida tamimlanan ve genelde daha kiiciik yaklagim hatasina neden olan
yuvarlama hatasiny ifade ediyor olacagiz.

'Kesirli sayilarda kullanilan nokta, virgiil anlamindadir. Uygulamalarimizda kul-
landigimiz MATLAB/Octave ile uyum agisindan virgiil yerine biz de nokta kullaniyoruz.
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4 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

On tabanl sistemde © = dy.dyds....d,d,1(0 < d; < 9) dege-
rine, noktadan sonraki n basamakla en yakin sayiya yuvarlama esasina
gore elde edilen yaklagim

- do.d1d>....d,, egerdiger d,,ler
YT do-duds....dy, + (1/10)7, dpi1 > 5

olup, bu yaklasim sonucu olusan
Ax =z —xf
hatasina mutlak yuvarlama(round off ) hatasi adv verilir.

Yukaridaki 6rnekte x = 1.76 degerine noktadan sonra bir basamakla yu-
varlama esasina gore elde edilen yaklagim

rp=1.7+(1/10)' = 1.8

olup, bu yaklagim sonucunda olugsan mutlak yuvarlama hatasi ise —0.04 tiir.
Ote yandan x = 1.73 degerine noktadan sonra bir basamakla yuvarlama
esasina gore elde edilen yaklagim

T = 1.7
olup, bu yaklagim sonucunda olusan mutlak yuvarlama hatas1 ise 0.03 tiir.

Mutlak hata giinliik hayatta algiladigimiz hata kavramana tam olarak karsilik
gelmez:

Ornegin z = 10.1 birim uzunluga sahip olan cismin uzunlugu z; = 10
birim olarak ol¢iilmiigse, xs yaklasiminda olusan mutlak hata veya mutlak
yuvarlama hatasi

Ar=2—2;=101-10=0.1

degerine esittir.
Ote yandan 2 = 1.1 birim gercek uzunluguna sahip olan baska bir cismin
uzunlugu z; = 1 birim olarak ol¢iilmiigse, x; yaklagiminin mutlak hatasi

Ar=11-1=0.1

degerine sahiptir.
Her iki 6l¢iim sonucunda olugsan mutlak hatalar birbirine esgit olmasina
ragmen, her nedense ikinci dl¢iimde daha fazla hata yaptigimizi diisiiniiriiz.
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2.2 R¢(10) Kayan nokta sayi sistemi 5

Dolayisiyla mutlak hata kavraminin giincel hayatta algiladigimiz hata kavramina
tam olarak karsilik gelmedigini goriiyoruz!

Bu durumda giincel algilarimiza uygun bir hata kavrami mevcut olmalidir
ki bu kavram asagidaki tanim ile verilmektedir.

x # 0 degerine x5 # 0 ile yuvarlama prensibine gore yak-
lagimda olusan mutlak hatanin x e oranu olarak tanimlanan hataya x¢ yak-
lastmiman bagil yuvarlama hatasi veya kisaca bagil hatasr adi verilir ve

Ax . Ax
Eb(ZE) = = —
i Xy
notasyonu ile gosterilir.
Buna gore yukaridaki birinci ol¢timde olusan bagil hata

Az 01 .01

= == =001
) =2 =101~ 10
ve ikincide olusan hata ise
Az 0.1 . 0.1
o)== 0

dir, yani ikinci 6lgiim sonucu yapilan bagil hata beklentilerimiz dogrultusunda
daha biiyiiktiir. O halde bagil hata giinliik hayatta algiladigimiz hata ile daha
uyumludur.

Olciim sonuclar icin yapmak durumunda oldugumuz yaklasimlara ben-
zer olarak, bilgisayarlarin sinirli bellek kapasiteleri ve hiz limitleri nedeniyle
de, sayisal analiz siirecinde bilgisayarlar tizerinde elimizdeki verilerle calis-
mak yerine, onlar1 temsil eden yaklagimlarla calismak durumunda kaliriz.
Bu durumda kesme veya yuvarlama hatalar: adin1 verdigimiz hatalar olugur.
Sayisal analiz siirecinde olusabilecek olan kesme veya yuvarlama hatalarim
anlayabilmek icin oncelikle agagida tanimlanan R;(10),R;(2) say1 sistemleri
ve R;(2) say1sisteminin Ry(2)—32-bit ve Ry(2)—64-bit bellek gosterimlerini
yakindan incelemeliyiz.

2.2 Rf(10) Kayan nokta say1 sistemi

Bu béliimde R(10) say: sistemini olugturan sayilarin ozelliklerini ve R— >
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6 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

R¢(10) doniigiimiinde olugsan mutlak ve bagil kesme ve yuvarlama hatalarin
inceliyoruz.

Sonlu sayida ondalik basamaga sahip herhangi bir = reel sayisi, uygun
m > 0,n > 0 tamsayilar1 icin

U={10"10""1 ... 10°, 107!, --- ;107™} (2.1)
kiimesinin elemanlarinin lineer bilesimi olarak ifade edilebilir. Diger bir de-
yimle, uygun

¢; €40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

icin

T = (0102 e Cpgredy - 'dm—ldm)lo
110" + 10" + -+ + ¢, 1 10° (2.2)
+di 107 + - dp 1100 4 4,107

bigiminde ifade edilebilir. Burada cicy - - - ¢,,41 saymin tam kismini ve
dy - dy_1d,, 1se kesirli kismim ifade eder.

x sayisinin U kiimesinin elemanlariin lineer bilesimi olarak bu sekildeki
ifadesine x in onluk sisteme(on tabanlh sisteme) gore gosterimi adi verilmek-
tedir. Ornegin

196424 =1x10° +9x 102 4+6 x 10" +4 x 10°+2 x 107  +4 x 1072
olarak (n = 3, m = —2) ifade edilebilir. O halde verilen say1,

U = {10*,10% 10", 10°, 10, 1072}

kiimesini elemanlar: cinsiden( veya lineer cebirsel terminoloji ile taban ele-
manlarinin lineer bilegimi olarak) ifade edilmigtir.
En genel olarak R(10) say1 sistemi

zp = g5 x 10°

formatinda ifade edilebilen sayilardan olugur ve bu formatta ifade edilebilen
sayllara on tabanli kayan noktali sayilar adi verilir, burada q; ye, xy nin
kesir kismi(veya mantis) adi verilir ve
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2.2 R¢(10) Kayan nokta sayi sistemi 7

biciminde olup, 0 < ¢y < 1 dir. e ise {is ad1 verilen bir tam sayidir.

Kesirdeki noktanin pozisyonu, iis degistirilmek suretiyle saga veya sola
kaydirilabileceginden ¢tiirti bu formatta ifade edilen sayilara kayan noktal:
sayrlar ad1 verilmektedir. Ornegin on tabanl sistemde

123.4 = 12.34 x 10" = 1.234 x 10?> = 0.1234 x 103

kayan nokta sayilar1 birbirine egittir ve bir saymin birden fazla kayan nokta
gosterimi mevecuttur . Us degistirmek suretiyle kesir noktasinin sola dogru
nasil kaydirildigina dikkat edelim.

On tabanh sistemde bir kayan noktali sayiy1 tanimlayabilmek icin isaret,
kesir(qy) ve ts(e) bilgileri gerekmektedir.

Yukaridaki ornekte gorildigi tzere ayni sayr birden fazla dis
ve mantis ile ifade edilebilir. Diger deyimle en genel halde kayan nokta gos-
terimi tek tirli degildir. Ancak normalize edilmis formatta bu gdosterim tek
tirlidir: Kesir noktasinin sagindaks ilk rakaman sifirdan farkl olmast duru-
munda kayan nokta formati, sayinin mantis ve s degerini tek tirli olarak
belirler.

Ornegin
123.4 = 0.1234 x 10°
gosteriminde kesir .1234, taban 10, iis 3 ve sayinin inceligi 4 tiir.

x5 = £qp x10° kayan nokta gosteriminde, g5 = 0.d1ds...d,, nin
dy ile gosterilen baslangic pozisyonundaki rakam sifirdan farkl ise x; ye nor-
malize edilmag sayr adv verilir. Bu durumda 0.1 < gy < 1 dir. Normalize
edilmis formatta, kayan noktamin sagindaki rakamlarn sayisina(burada n)
xy nin tnceligi(precision) adv verilir.

Ornegin 0.1234 x 103 gosterimi 123.4 sayismim normalize edilmis kayan

nokta gosterimidir ve gosterimin inceligi dorttiir.

2.2.1  R;(10) say1 sisteminin 6zellikleri

Kayan nokta say1 sisteminde temsil edilebilecek sayilarinin biiytikliiklerini
ve birbirlerine gore konumlarini yakindan gorebilmek icin bu say1 sistemini
yakindan incelemek gerekir. Bunun icin cok az sayida nokta icerebilen 6zel
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8 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

bir kayan nokta say1 sistemi goz 6niine alacagiz. Ozel diyoruz, ciinkii hi¢ bir
sistem bu kadar az sayida nokta icermez. Gergekci olmayacak kadar az sayida
nokta igermesine ragmen, ornegimizdeki kayan nokta sistemi ve tizerindeki
islem sonuclar1 bilgisayarlarda kullanilan gercek sistemlerin tipik 6zelliklerini
icermektedir.

2.2.2 Ozel bir R;(10) érnegi:6zel R;(10)

ok az sayida eleman iceren ve 6zel R;(10) C R ile gosterecegimiz on ta-
banli bir kayan nokta say1 sistemi gozoniine alalim. Sistemimizin normalize
edilmis

Ty = Fqf X 10°

bi¢giminde sayilardan olustugunu ve
e=0,1,2

ve

qf:0.d1d2,d1#O,dgzO,l,...,9

degerlerini alabilecegini kabul edelim. Teknik bir ifade ile

(%d_RAm)—{xf:$%X10Mf:0%®Mﬁ=QLHW&}

i=0,1;d; #0;e=0,1,2

noktalarinda olugsmaktadir.

Ozel R#(10) kayan nokta kiimesinin elemanlarim belirleyerek, sayilarin
birbirlerine gore konumlarii ve 6zel  R¢(10) iizerindeki aritmetik islemlerin
ozelliklerini incelemeye caligalim:

e Ozel R;(10) da temsil edilebilecek en biiyitk say1 d; = 9,dy = 9 ve
e = 2 ile pozitif isaretli z; = 0.99 x 10? = 99 sayisidir. O halde negatif
isareti de dikkate aldigimizda

ozel _Ry(10) C [—99,99]

oldugunu goriiriiz.
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2.2 R¢(10) Kayan nokta sayi sistemi 9

o Ornek sistemde her bir iis icin temsil edilebilecek pozitif sayilar asag-
daki tablolarda gosterilmektedir.

e=20
dg=1— 1010|0111 --- ] 0.19
di=2—10200211]---10.29
di=9— 1090091 |---10.99
e=1

d=1— (1011 ---]19

di=2— 12021 ---129

di=9— 190191 ---199

e=2

dg=1— 10|11 ]--- |19

di=2— 12021 1]--- 129

d=9— 19091 ]--- 199

Her bir tabloda 90 adet olmak iizere dzel R(10) da 270 adet pozitif
sayimnin yer aldigim goriiriiz. Negatif sayilarin da ilavesiyle 6rnek kayan
nokta say1 sistemimiz toplam 540 adet normalize edilmis sayidan olus-
maktadir.

e Ozel R;(10) da komsu noktalar arasindaki uzakhgn esit olmadigim
ve orjinden uzaklastikca komsu noktalar arasindaki mesafenin e nin
her bir yeni degeri igin 10 kati(taban kadar) arttigimi gozlemliyoruz.
Ancak e nin ayni degeri i¢in elde edilen ve birbirine komsu olan kayan
nokta sayilar1 arasindaki uzakhigin esit oldugunu goriiyoruz. Ornegin

— e = 0 icin komsu sayilar arasindaki uzaklik 0.01,
— e =1 icin komsu sayilar arasindaki uzaklik 0.1 ve

— e = 2 ic¢in komsgu sayilar arasindaki uzaklik 1 dir ve e nin her
bir degeri icin elde edilen komsu sayilar arasindaki uzaklik, bir
oncekilerin 10(yani taban) katidur.
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10 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

e Sifir sayisinin normalize edilmis bir kayan nokta sayisi olmadigini go-
riiyoruz. d; = 0 degerine izin verilmesi durumunda sifir sayisini da sis-
temde temsil edebiliriz. d; = 0 degerine karsilik gelen normalize edilmis
formatta ifade edilemeyen sayilara subnormal sayilar adi verilmekte-
dir. Bu durumda sistemimizin subnormal sayilar1 0.01, 0.02, ...,0.09 ve
bu sayilarin negatifleri ile birlikte 0.0, —0.0 sayis1 olmak iizere toplam
20 adet sayidir. Burada 0.0 ve —0.0 1 her ikisi de sifir sayisini temsil
etmektedir.

e Temsil edilebilecek en biiyiik pozitif sayidan daha biiyiik bir say1 icin
inf(oco) ve en kiigiik negatif sayidan daha kiiciik bir say1 durumunda
—inf(—o0) sembolleri uygun subnormal formatta ifade edilirler. Ayrica
reel sayilarda belirsizlik durumlari olarak bilinen 0/0, co/co igin NaN,
Not a Number(say1 degil) gosterimi kullanilir. Ornek say1 sistemimizde

99 4+ 1 = inf,—99 — 1 = — inf,0/0 = NaN

olarak sembolize edilir. Bu semboller i¢in bellekte 6zel gosterimler kul-
lanilir.

e Ozel R;(10) da kesme ve yuvarlama: Ozel  R;(10) say1 sisteminde
herhangi iki say1 ile gerceklestirilen aritmetik islem sonucu dzel _ R(10)
say1 sisteminin bir elemam degilse(¢ok biiyiik ve kiigiik say1 olma du-
rumu haric), bu durumda elde edilen sonug en yakin dzel  R;(10)
sayisina kesme veya yuvarlama prensibine gore yuvarlanir. Kesme
prensibine gore yuvarlama iglemi asagida goriildiigii bicimde noktadan
sonraki kismin kesilmesi suretiyle gerceklestirilir:

10.4 = 10,10.5 = 10,10.7 = 10

Yuvarlama prensibinde ise virgiilden(veya noktadan) sonraki kisim dogru-
dan kesilmeyerek, virgiilden(veya noktadan) sonraki ilk rakammn ta-
banin yarisindan biiyiik veya esit olmasi veya kiiciik olmasi durum-
larinda farkli yuvarlama iglemleri gerceklestirilir. Asagidaki érnekleri
inceleyelim:

10.4 = 10,10.5 = 11,10.7 = 11

Simdi de yuvarlama iglemlerinin Ozel_Rf(lo) tizerindeki aritmetigi nasil
etkiledigini inceleyelim:
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2.2 R¢(10) Kayan nokta sayi sistemi 11

e Ozel R;(10) da toplama iglemine gore birlesme 6zelligi gegerli degildir:
Islemlerin en yakin saywa yuvarlama prensibine gore gerceklestirildigini

kabul edersek
(0.3404)+10=0.7+10=11 # 10 = 0.3 + (0.4 + 10)
elde ederiz. Cinkii 10.7 say1 sistemimizin bir elemani degildir ve sis-

temde bu sayiya en yakin say1 11 dir. Benzer bigimde 10.4 = 10 dur.

Eger islemlerin kesme prensibine gore gerceklestirildigini kabul edersek
(0.640.7) + 10 =11 # 10 = 0.6 + (0.7 + 10)

elde ederiz, ciinkii kesme prensibine gore 11.3 = 11 ve 10.7 = 10,
10.6 = 10 dur.

e Ozel R;(10) toplama islemine gére de kapal degildir: Ornegimiz igin
50,60 € Gzel_R;(10)

fakat
110 ¢ dzel _R¢(10)

dur.

e R — > Ozel R;(10) doniigiimii ve hata: x € R\R;(10) C [—99,99]
olmasi durumunda, x yerine z; € Rf(10) yaklagim kullamlir. Stz
konusu yaklagim kesme veya en yakin sayiya yuvarlama esasina gore
gerceklestirilir: x = 11.6 sayis1 gozoniine aldigimiz 6rnek kayan nokta
say1 sisteminde temsil edilmemektedir. Bu durumda kesme prensibine
gore xy = 11 yaklagimi kullanihir. Bu durumda olusan mutlak hata

Az =116—-11=0.6

ve bagil hata ise

Ax 0.6
== = = 0.051
T 11.6 0.0517

dir. En yakin sayiya yuvarlama prensibine gore ise kesir kisim atilarak,
bir ondeki rakama 1 ilave etmek suretiyle x; = 12 alimir. Bu durumda
olusan mutlak hata

Eb(l‘)

Ar=116—-12=-04
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12 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

ve bagil hata ise

Az —04
e (1) = 7:” = g = 00345

dir.

Simdi de gergek bir kayan nokta sistemine doniigiimde olusabilen hatalar:
inceleyelim:

2.2.3 R— > R;(10) doniisiimii ve hata

x € R yerine z;y € Ry yaklagiminin alinmasi durumunda yuvarlama hatalar:
olugur:

e On tabanl sistemde
x=(0dy - dpdpir--+) x10°d; #0,0<d; <9,i=1,2,...,9
say1s1 i¢in kesme yontemine gore Ry deki yaklasim
zy=(0.dy---d,) x 10°
olarak tanimlanir. Bu durumda olugan mutlak hatanin iist sinir1

Ar = x—uxy

= (0.0...0d,41 -+ ) x 10°
(dps1dpgo -+ ) x 1070FD 5 10
< 10 x 107" ' x 10° = 10"

olarak tahmin edilebilir(burada d,1.d, 2+ < 10 esitsizligini kul-
landik).

e Yine on tabanl sistemde
T = (Odldndn+1> X 106,0 <d; < 9,d1 % O,Z = 1,2,...,9
saylis1 icin en yakin saywya yuvarlama esasina gére Ry de

B (0.dy-+-dy) X 105, dpyy <4
YT 0dy - dy +1077) X 10° dypyy > 5
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2.2 R¢(10) Kayan nokta sayi sistemi 13

olarak tanmimlanir. Ornegin d,,; < 4 olmasi durumunda

Ar = x—uxy
= (0.0y---0,dps1--+) x 10°
) X 10~ (nt1)+e

N

=~ (dn+1-dn+2 e

1
< 5 x 10" (H)te = 5 % 10"

olarak tahmin edilebilir.d, ;1 > 5 olmas1 durumunda ise

Ar = z—uxy
= (0.dy---dpdyyq--+) x 10° = (0.dy - - - dp, +1077) x 10°
= (0.0 0,dps1---) x10° =1 x 107"
= (0.dpyq--+) x 107" = 10"
= —[1—(0.dpy1---)] x 107"

olup,
1
|Az| =[1—(0.dypyy---)] x 107" < g X 10" (2.3)

elde ederiz. O halde en yakin sayiya gore yuvarlama esasina gore d,, .1
degerinden bagimsiz olarak

1
Azx| < = x 107"
2

elde ederiz.

e Ote yandan yukarida incelenen yuvarlama islemin gerceklestirilme bici-
minden bagimsiz olarak

les(@)l = (2.4)

Ly 100
(0-dy - dpdpyr -+ ) x 10°

1
< 3 X 107" =5x10™"

elde ederiz ciinkii d; > 1 oldugundan

0.dy - dpdpyiq--- >= 107"
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dir. Bagil hata icin elde ettigimiz iist sinir1 ey, ile gosterecegiz. O
halde 10 tabanh say1 sistemi igin

dir.

e 2 tabali sistem icin

€Emax = D X 107"

€max = = X 27" =277

2

olarak elde edililir ve bu deger bilgisayar epsilonu olarak adlandirilir:

lep(2)] < €max dir.

xr =

3.14159265358979
0.314159265358979 x 10*

1¢in en yakin sayya yuvarlama prensibine gore elde edilen

zy = 0.31416 x 10"

yaklagima ile olusan mutlak ve bagil hatayr belirleyiniz ve (2.3) ,(2.4) ile ve-
rilen st sinarlarin gegerli oldugunu gézlemleyiniz.

Ax =

IN

ve

<

<

Xr — l’f
7.34641020683213 x 10~¢

0.0734641020683213 x 10~*

1 1
- x10'7% = = x 107"
2 2

Az

Xz

1 _

5 X 101 5
0.314159265358979 x 101

1
—x 10
2

olup, (2.3) ,(2.4) ile verilen iist siirlar gegerlidir.
Bir diger hata kaynagi on tabanl sistemden iki tabanh sisteme doniistimde

olugan hatalardir.
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2.3 Ry(10) «— R(2) Taban doniisiimleri ve il-
gili hatalar

Bilgisayarlarin cogu iki tabanli  say1 sistemini kullanir. Kullandigimiz on
tabanl say1 sisteminde sonlu sayida rakamla temsil edilebilen bir sayinin
bilgisayarlarin kullandiklar: iki tabanli say1 sisteminde sonlu sayida rakamla
ifade edilememe ihtimali stz konusudur.

Bu noktay1 agiklamak icin oncelikle gz oniine aldigimiz bilgisayar sis-
teminin iki tabanh say1 sistemini kullandigimi kabul ederek, iki tabanh ve
on tabanli say1 sistemleri arasindaki dontistimiin nasil gergeklestirildigini in-
celeyelim:

2.3.1 Ry(2) ve R¢(2)— > R;(10) doniistimii
Ikili sistemde sonlu sayida basamaga sahip herhangi bir
r = (6102 e Cn+1.d1d2 s dm)g

reel sayisi, uygun m > 0,n > 0 tamsayilar1 i¢in (2.1) e benzer olarak

V={2n 2t ... 20 271 L. 9Ty (2.5)
kiimesinin veya taban elemanlarini lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

Diyer deyimle uygun ¢;,d; € {0,1} ve n > 0,m > 0 tamsayilar igin

xr = (0102 s Cn+1.d1d2 s dm>2
= 2"+ 2" 42 (2.6)
Fd 27+ dyy 27 27
bigiminde V' kiimesinin elemanlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir.

Rs(2) ile gosterdigimiz iki tabanh sistemde kullanilan rakamlar 0 ve 1
olup, taban ise 2 dir.

Ikili say1 sisteminde herhangi bir tam say1 ¢; € {0, 1} rakamlar1 ve 2 nin
azalan kuvvetleri cinsinden ifade edilerek on tabanli sisteme doniistiiriiliir.
Ornegin

(101101); = 1x2°+0x2'+1x 2 +1x22+0x 2" +1x2°
= 32+8+4+1
= 4x10"+5 x 10°
= (45)19
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16 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

Iki tabanl sistemdeki kesirli bir say1 da benzer bicimde on tabanli sisteme
doniistiiriilebilir. Ornegin

(0.101111)5 x 2° = (101.111),
= I1x2240x2'+1x2°+1x2 1 4+1x224+1x273
= 44+1+1/24+1/4+1/8 =5.875.

olarak elde edilir.

Genelde
P(z) = 12" 4+ cox™ o enx + e
ve
Q) = dpa™ +dp 2™+ dy
olmak {izere
(c109 -+ Cpyr.didy -+ dpy)2

iki tabanli gosteriminin on tabanl kargihgini (2.6) den

P(@)+ 5Q(1/2) 27)

olarak ifade edebiliriz. P(z) polinomunun z = 2 noktasinda ve Q(x) polino-
munun = = 1/2 noktasindaki degerini ise MATLAB/Octave Polyval fonk-
siyonu ile hesapliyoruz. Aymi iglemi 3. Boliimde inceleyecegimiz Horner
yontemi ile de gerceklestirebiliriz.

c= [Clv Coy - Cn+1]7 d= [d17 d27 o adm]
olmak {izere
(C.d)g
ikili sayisinin on tabanli gosterimini hesaplayan Program 2.1 agagida

verilmektedir. Ikili sistemdeki saymin kesir kismi mevcut degilse d = 0, tam
kismi mevcut degilse ¢ = 0 olarak girilmelidir.
Ornek Uygulamalar:

e (101101), sayisinin on tabanl gosterimini Program 2.1 ile belirleyiniz.

>>c=[101101];
>>d = 0;

>> ikidenon(c, d)

Onlu taban gosterim: 45
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function ikidenon(ikitam,ikikesir)

% ikili sistemden onlu sisteme donusum

% ikitam, tam kesime ait 0 ve 1 ler dizisi

% ikikesir: kesirli kesime ait 0 ve 1 ler dizisi, ec.

x0=2;

tamon=polyval (ikitam,x0); %

x0=1/2;

ikikesir=fliplr(ikikesir); % kesir indislerinin tersten dizilimi
tamkesir=polyval (ikikesir,x0) ;

sonuc=tamon+1/2*xtamkesir;

fprintf(’Onlu taban gosterim: ’); disp(num2str(sonuc));

Program 2.1: Ikili sistemden onlu sisteme doniisiim uygulamasi

e (101.111)5 sayisinin on tabanl gsterimini Program 2.1 ile belirleyiniz.
>>c=[101];d=[111];

>> ikidenon(c, d)

Onlu taban gosterim:5.875

e (0.001)y sayisimin on tabanh gosterimini Program 2.1 ile belirleyiniz.
>>c=0;d=00 1];
>> ikidenon(c, d)

Onlu taban gosterim: 0.125

2.3.2 Rf(10)— > Ry(2) doniistimii

e Tamsay: doniisiimii: Bu doniisiim i¢in asagidaki ornegi inceleyelim.

1964 sayrsima ki tabanl gosterimini elde ediniz.

210 — 1024
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18 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

oldugu dikkate alindiginda
1964 = 12" + 227 4 -+ - €102" + 112"
saglanacak bicimdeki
¢; €4{0,1},i=0,1,...,10

sabitlerini belirlemeliyiz. En son sabit olan c1;’in 1964’iin ikiye boliimiinde
elde edilen kalan oldugu aciktir. Yani

1964 = 2 x 982 + C11

dur ve 1964 ¢ift say1 oldugu icin ¢;; = 0 dir. Simdi ise egitligin her iki tarafini
ikiye bolerek elde edilen

982 = 127 + 28 + - - 4+ 92 + ¢4

ifadesinden de c1p’nun 982'nin 2’ye boliimiinden elde edilen kalan olduguna
dikkat edelim. Yani
982 = 2 x 491 + ¢1

dur. Benzer islemler tekrar edilerek

1964 = 2x982+4c;1 =11 =0
982 = 2 X491+ cig=c1o=0
491 = 2x2454c9g=>c9=1
245 = 2X1224cg=>cg=1
122 = 2x6l+c;=c;=0
61 = 2x304+cg=>c5=1
30 = 2Xx154+c5=>c5=0
15 = 2XT74+cp=>cy=1

7 = 2X3+c3=>c3=1
3 = 2Xx14+c=>c=1
1 = 2x04+c=>c=1

elde edilir. O halde
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1964 = 1x10°49x 10>+ 6 x 10' +4 x 10°
120 4+ 27 + - 4 922 + 102 + e
Ix20 41 x224+1x284+1x%x27
O0x2604+1x254+0x2"+1x2%+1x22
0x2'+0x2°

+ +

olup,
1964 = (11110101100),

iki tabanl gosterimini elde ederiz.

Ozetle on tabanl sayiy1 iki tabanli bir sayiya doniistiirmek icin uygula-
mamiz gereken pratik kural sudur:

Say ikiye boliinerek kalany not ettikten sonra bolim kisma ile ayna islems
tekrarlanir. Elde edilen kalanlarin sondan basa dogru yan yana dizilimi ilgils
saywnan ki tabanl gosterimidir.

Program 2.2 yukarida aciklanan yontemi kullanmak suretiyle, girilen on
tabanli pozitif bir sayinin iki tabanh gosterimini belirler:

>> tamdaniki(1964)

ans =

11110101100

Program 2.2 ile Tablo 2.1 ile verilen doniigiimleri elde ederiz:

On tabanl say1 | Iki tabanh gosterimi

2 10
3 11
4 100
5 101

10 1010

100 1100100

1000 1111101000

Tablo 2.1: On tabanh baz tam sayilarin ikili sistem gosterimleri

e Sifir ve bir arasindaki on tabanl kesirli bir sayinin iki tabanina déniigiimii:
On tabanl sistemde ifade edilen sifir ve bir arasindaki herhangi bir ke-
sirli say1 10 nun negatif kuvvetleri yardimiyla ifade edilebilecegi gibi,
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function ikili=tamdaniki(sayi)
% Onlu sistem tam sayini ikili sisteme doniigtiiriir, ec.

sayac=1;
while sayi>=2
kalan=mod(sayi,2);
ikili(sayac)=kalan; % kalanlar dizisi
sayi=(sayi-kalan)/2;
sayac=sayac+1;
end
ikili(sayac)=sayi; % son kalan eleman
ikili=ters_cevir(ikili);
function ters_ikili=ters_cevir(ikili)
m=length(ikili);

for i=1:m % ikili dizisinin tersten dizilimi
ters_ikili(i)=ikili(m+1-i); 7% MATLAB/Octave fliplr fonksiyonu
end % ayni isglemi gerceklegtirir

Program 2.2: Onlu sistem tam sayisini ikili sisteme doniigtiirme uygulamasi

iki tabanli say1 sisteminde de 2 nin negatif kuvvetleri yardimiyla ifade
edilebilir: Kesirli say1 doniigiimiinde [z] notasyonu ile x sayisinin tam
kismim ve {z} ile de kesirli kismim gosterelim. Kesirli say1 taban
doniisiimiinii agagidaki ornek iizerinde inceleyelim:

A = 0.125 sayrsinan ikili sistemdeki gosterimini belirleyiniz.

On tabanl sistemde
A=0125=1x10"+2x 102 +5x 1073
olarak ifade edilir. Ayni sayiy1 iki tabanl sistemde

= A x 2 4 dyx2 2 4dy3x 23 4dyx 27+

seklinde ifade ettigimizi varsayalim. Ifadenin her iki yanim 2 ile carparsak

2A:0.25O:d1+d2X2_1+d3x2_2+d4x2_3+...
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elde ederiz. Burada

ve
ki ={2A} =0250 =dy x 27 +dg x 272 +dy x 273 4+ - -

dir. Her iki yani tekrar 2 ile carparak
2k1 =050 =dy +d3 x 27 +dy x 272 4+

dg - [2]{31] - O

dir. Benzer bicimde
ky=1{2k1} =050 =dg x 27  +dy x 2724 -

2ky =1.0=dg+dy x 271 4 -+
d3:[2]€2]:1

ve
kg == {ng} == 0

elde edilir. Boylece kesir kismui sifir olana kadar igleme devam ettirilerek elde
edilen d;,2 = 1,2, .. .degerleri kaydedilir. O halde

A =0.125 = (0.001),

iki tabanli gosterimi elde edilir.

Yukaridaki 6rnekte 6zetlenen sifir ve bir arasindaki kesirli bir sayinin iki
tabanina dontigtimiinii gergeklestiren Program 2.3 asagida verilmektedir.

Program 2.3 ikili sistem gosteriminin noktadan(virgiilden) sonraki basamak-
larini vermektedir:

>> kesirdeniki(0.125)

ans = 001

O halde istenilen gosterim 0.001 dir.

Program 2.3 ile Tablo 2.2 ile verilen déniigiimleri elde ederiz:

Tablo 2.2 de 0.1 sayisina karsilik gelen ikili gosterimin, 0011 rakamlar
grubunun tekrar etmesiyle, devirli bir say1 oldugu goriilmektedir.

e On tabanli herhangi bir kesirli bir sayinin iki tabanina doniigiimii:

1964.125 saysvman iki tabanly gosterimini elde ediniz.
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function d=kesirdeniki(sayi)
% On tabanli sayisini O<sayi<1l, iki tabanli sisteme ddniigtiiriir, ec.

tamsayi=fix(sayi) ;kesirsayi=sayi-tamsayi;
kesir(1)=2*kesirsayi-fix(2*kesirsayi);
d(1)=fix(2*kesirsayi);

i=1;
while (kesir(i)>0)&&(i<23)

i=i+1;

d(i)=fix(2*kesir(i-1)) ;
kesir(i)=2xkesir(i-1)-fix(2*xkesir(i-1));
end

Program 2.3: On tabanlikesirli sayisinin ikili sisteme doniisiim uygulamasi

Kesirli say1 | Iki tabanh gosterimi
0.125 0.001
0.250 0.01
0.5 0.1
0.75 0.11
0.1 0.0 0011

Tablo 2.2: Baz kesirli sayilarin ikili sistem gosterimleri.

Bunun i¢in yapmamiz gereken islem, Ornek 2.2 ve Ornek 2.3’e ait sonuclari
birlestirmektir. On tabanlh sistemde

1964.125 = 1x10°+9x 10%2+6 x 10! +4 x 10°
+1x107'+2x102+5x1073

olacak sekilde ifade edildigi gibi, tam ve kesirli kisimlara karsilik gelen iki
tabanli gosterimler de birlestirildiginde

1964.125 = (1111010100.001),
= (1.111010100001)5 x 2°

normalize edilmig kayan nokta gosterimi elde edilir.
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On tabanli herhangi bir sayiy1 iki tabanli sisteme doéniigtiiren Program
2.4 asagida verilmektedir.

function ondaniki(sayi)
% On tabanli herhangi bir sayiyi ikili tabana doniigtiirir ve
% sonucu kontrol eder, ec.

tamsayi=fix(sayi) ;kesirsayi=sayi-tamsayi;
if tamsayi>O
k=tamdaniki(tamsayi) ;

else

k=0;

end

if kesirsayi>O

d=kesirdeniki(kesirsayi) ;

else

d=0;

end
fprintf(’ikili taban gosterimi: ’);
sayi=strcat (num2str(k),’.’);
sayi=strcat(sayi,num2str(d));
display(num2str(sayi));
fprintf (’Kontrol : ’);
ikidenon(k,d);

Program 2.4: On tabanli sistemden iki tabanli sisteme doniigiim uygulamasi

Program 2.4 ile elde edilen iki tabanh gosterimin dogrulugu da kontrol
edilmektedir. Bu amacla onlu sistemdeki sayimin tam ve kesirli kissmlarinin
ikili sistem kargiliklar1 Program 2.1 fonksiyon programina gonderilerek, on
tabanh gosterim tekrar elde edilmektedir.

>> ondaniki(1964.125)

ikili taban gosterimi: 11110101100.001
Kontrol:

Onlu taban gosterimi: 1964.125

>> ondaniki(21.75)

ikili taban gosterimi: 10101.11

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



24 Bilgisayar Sayi Sistemi, Aritmetigi ve Hata

Kontrol:

Onlu taban gosterimi: 21.75

Boylece on tabanh sistemdeki kesirli bir sayinin ikili sistemdeki kargiligini
nasil elde edecegimizi 6grenmis bulunuyoruz. Simdi de R;(2) say1 sisteminin
elemanlariin bilgisayar belleginde nasil temsil edildiklerini inceleyelim.

2.4 Rf(2) nin bellek gosterimi

IEFEET54 standart1 ad1 verilen uluslararas: standarta gore x; ile gosterilen
bir kayan nokta sayisi, 32 bit formatta

’ 1 bit(say1 isareti) ‘ 8 bit(Us) ‘ 23 bit ( Mantis) ‘

ve 64 bit formatta ise

’ 1 bit(say1 isareti) ‘ 11 bit(Us) ‘ 52 bit ( Mantis) ‘

bellek alanlarida temsil edilir. MATLAB/Octave 64 bit format1 kullanir[8].
Isaret bitindeki ‘07, ilgili saymin pozitif ve ‘1’ ise negatif olmasi anlamina
gelir.
Ikili sistemde 32 bit formatinda temsil edilebilecek normalize edilmis

Ty = i(ldldg R d23) x 2°

sayisini gz oniine alalim. Kapali bit gosterimi(implicit bit representation)
ad1 verilen bir standarta gore baglangi¢ rakami olan 1 sisteme kaydedilmez.

Orjine gore simetrik olmayan(biased) formatta negatif iisleri temsil etmek
i¢in isaret biti kullanilmaz ve

depolanan {is(ey)=gergek iis(e) + 127
kuralina gore iis degerleri depolanir. Burada 127 ise Oteleme sabiti olarak

adlandirilir. 32 bit formatina gore —126 < e < 127 dir. Bu kurala gore
asagidaki tabloda belirtilen gercek iisler, karsilarindaki belirtilen depolanan
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iis degerleri ile temsil edilirler:

gergek iis(e) | depolanan iis(ey(10))—  ikili sistem karsiligi(eq(2))
—126 — 1 00000001
—125 — 2 00000010
1— 128 10000000
127 — 254 11111110

1.964125 x 10° = (1.111010100001)y x 2°

sayisinan 32 bit formatta bellek alanina yerlesimini belirleyiniz.

Yukaridaki tabloya gore verilen saymin gercek {issii olan e = 9 degeri
eq = 136 depolanan iis degerine karsilik gelmektedir. Ote yandan

136 = (10001000),

dir. Mantisin baglangi¢ bitindeki 1 degeri kapali bit gosterimine gore de-
polanmaz. Kesir noktasi da bellek gosteriminde yer almaz. Sadece kesir

kismi olan
111010100001

degeri 23 bitlik alana saga yash olarak depolanir. Say1 pozitif oldugu icin
isaret biti 0 olmalidir. Dolayisiyla

(o[ 1]ofofofs]ofofofoft[t[t[oftJoft[ofofofOf1]

gosterimini elde ederiz, burada 0 =00000000000 dir.

2.4.1 Ry(2) — 32-bit sisteminde en biiyiik ve en kiigiik
sayllar ve MATLAB /Octave gosterimleri

Bu formatta 8 bitlik iis alaninda ikili sisteme gore temsil edilebilecek en
biiyiik iis
eq(2) = (11111110),
= 0x2°+1x2"+1x2°41x2°
1 x 2t 41 x 22 +1x 26 +1x27
= 254
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tiir ve yukaridaki tabloya gore depolanan bu deger e = 127 gergek iis degerini
temsil eder.
Ayrica en biiyiik mantis degeri

(1.141g. .. 193) = 1+41/2'+1/22 ... +1/2%

1—(1/2)* 23
1-1/2 (2=-277)

olup, en biiyiik pozitif kayan noktali say1

zp = (2—27%) x 217 = 3.402823466385289¢ + 038
= [ 0] 11111110 | 111...1 |

dir.

Bu say1 MATLAB/Octave ortaminda

>> realmax('single’)

ans =

3.4028235e + 038

olarak elde edilir.

Benzer olarak en kiigiik pozitif deger ise iissiin mutlak degerce alabile-
cegi en biiyiik negatif sayiya(—126) kargilik gelir.—126 igin depolanan deger,
yukaridaki tablodan 1 e esittir. O halde ikili sistemde

eq = (00000001),

olup,
Tf= 27126 — 1.175494350822288¢ — 038

sayisinin 32-bit formatta bellek gosterimi

(0JoJofofoJoJofof1]0]

olarak elde edilir, burada 0 = (010,...023) tiir.
Bu say1 MATLAB/Octave ortaminda
>> realmin('single’)
ans =
1.1754944e — 038
olarak elde edilir.
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Benzer bicimde

(ofz[s[s]z]2[1[1]1]0]

bellek gosterimi oo semboliinii ve

(t[z]s[s]z]2][1[1]1]0]

ise —oo semboliinii temsil eder. e = (11111111), ve mantis kisminda
herhangi bir bit degerinin sifirdan farkh olacak bigimde depolanan deger ise
NalN semboliinii temsil eder.

2.4.2 Ry;(2) — 64-bit sisteminde en biiyiik ve en kiigiik
sayllar ve MATLAB/Octave gésterimleri

Ikili sistemde 64 bit formatinda temsil edilebilecek normalize edilmis

Ty = :l:(].dldg ce d52) x 2°

sayisini goz oniine alalhim
64—bit formatinda da orjine gore simetrik olmayan(biased) formatta
negatif iisleri temsil etmek igin isaret biti kullanilmaz, ancak bu durumda

depolanan iis(eq)=gergek iis(e) + 1023

kuralina gore iis degerleri depolanir. Burada 1023 ise 6teleme sabiti olarak
adlandirihir. 64 bit formatina gore —1022 < e < 1023 diir. Bu kurala
gore agagidaki tabloda belirtilen depolanan iisler, karsilarindaki gercek iis
degerlerini temsil ederler:

gercgek iis(e) | depolanan iis(eq) | ikili sistem kargihig
—-1022 — 1 00000000001
—-1021 — 2 00000000010
0— 1023 01111111111
1— 1024 10000000000
1023 — 2046 11111111110
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Pozitif bir say1 i¢in 64—bit formatta 11 bitlik iis alaninda ikili sisteme
gore temsil edilebilecek en biiyiik {is

e = (11111111110), = (2046)30 — 1023
ve en kiiciik iis ise

e = (00000000001); = (1)39 — —1022

dir. Ayrica en biiyiik mantis degeri, 2 den bir 6nceki say1 olan

(1131g - 159) = 14+1/2" +1/22 4+ ... +1/2%

1—(1/2)* 52
1—1/2 =(2-27)

degeridir ve en biiyiik pozitif kayan noktali say1 ise

zp = (2 —27%) x 219 = 1.797693134862316¢ + 308

olup bu saymin bellek gosterimi

’ O ‘ 1112...110011 ‘ 111213...152 ‘

elde edilir.
Bu say1t MATLAB/Octave ortaminda yukarida belirtildigi iizere

>> realmax

ans =

1.797693134862316e + 308

olarak elde edilir.

Benzer olarak en kiiciik pozitif deger ise iissiin alabilecegi mutlak degerce
en biiyiik negatif sayiya(—1022) karsilik gelir ve

xp = 271922 = 2.225073858507201¢ — 308

olup, ikili sistem kargiligi

| 0| 0000000001 | O |

dir, burada 0 = (0,05...052) dir. Bu say1 yukarida da belirtildigi gibi
MATLAB/Octave ortaminda
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>> realmin

ans =

2.225073858507201e — 308

olarak elde edilir.

Foo ve NaN gosterimleri 32—bit formatta oldugu gibidir.

2.4.3 MATLAB/Octave iizerinde R;(2) — 64 bit arit-
metigi ve olusabilen hatalar

Bilgisayarlarin kullandig1 kayan nokta say1 sistemi de yukarida oérnekte tzel-
liklerini inceledigimiz Ozel sistemin 6zelliklerini tagir. Bu ézellikleri bu dokii-
man1 hazirladigimiz bilgisayarin kullandigi kayan nokta say: sistemi tizerinde
ve MATLAB/Octave iizerinde kisaca inceleyelim:

e R;(2) — 64 -bit sonlu sayida elemandan olusur:

R¢(2) — 64 sisteminde, kullandigimiz bilgisayar
[—1.7977E + 308, 1.7977E + 308]

araligi icerisindeki kayan nokta sayilarindan olugan sonlu bir say1 kiimesi
ile caligir. Herhangi bir iglem sonucunun bu aralikta yer alan sayidan
daha biiyiik bir say1 olmasi durumunda sonu¢ sonsuz=inf olarak yo-
rumlanir. Ornegin MATLAB/Octave ortaminda

>>1.797693134862316 & + 308 + 1292
ans = inf
sonsuz(inf-infinity) olarak yorumlanmaktadir. Bilgisayarimizda yer

alan ve sifirdan biiyiik normalize edilmis ilk pozitif sayiy1 ise realmin
komutuyla belirlenebilir:

— >> x=realmin

x = 2.2251F — 308 .
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— Sifir ile kayan nokta sayi sisteminde yer alan bu en kiigiik say1
arasinda olugan bir iglem sonucu bazi programlarda cok kiiciik say1
(underflow) hatas1 olarak algilanir ve genelde sonug sifir olarak
kabul edilerek igleme devam edilir. Baz1 uygulamalar genisletilmig
kayan nokta sistemi adi verilen genigletilmig sistemi kullanarak
[0, realmin] araliginda sonlu sayida denormal veya subnormal
adi verilen saymin temsiline de izin veriler[7]. Bu iglemi ¢; =
dy.d1ds...d, gosteriminde dy’in da sifira esit olmasina izin vermek

suretiyle gerceklestirir. Ornegin MATLAB/Octave ortaminda realmin

ile temsil edilebilen sayidan daha kiiciik subnormal sayilara izin

verilmektedir:

>> le — 315

ans =

1.0000e — 315
Fakat

>> le —324

ans =

0

dir. Bunlara ilaveten belirsizlik adini verdigimiz tanimh olmayan (0/0,
00/00 gibi) bir iglem sonucu ise NaN (Not a Number- say1 degil) olarak
kabul edilir.

>>0/0
ans =

NaN

Hi¢ bir irrasyonel say1 veya devirli rasyonel say1 Ry (10) da yer al-
maz (Her bir eleman i¢in sinirly bellek alani):

7, e,+/2 gibi hi¢ bir reel say1 sonlu basamakl qr ile x; = £q; x 107
bi¢iminde ifade edilemez. Bu durumda irrasyonel sayilarla islem yap-
mak yerine, bu sayilara en yakin olan ve Ry (10) da temsil edilebilen
sayilarla caligihr ve sonug olarak yuvarlama hatasi olusur. Ote yandan
1/3 = 0.3 devirli says1 da Ry (10) da yer almaz ¢iinkii sonlu basamakl
bir mantise sahip degildir.
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MATLAB/Octave ortaminda
>> sin(pi)
ans =
1.2246e — 016 elde edilir, sifira esit olmasi beklenen bu sonucun sebebi
Ry (10) daki pi nin tam olarak R deki 7 ye esit olmamasidir.
e Ry(2) — 64 te toplama isleminin birlesme ozelligi yoktur:
Ornegin MATLAB/Octave ortaminda
>>1—(1/34+1/3+1/3)
ans =
0
Fakat
>>(1-1/3-1/3)—1/3
ans =
1.1102e — 016 olarak elde edilir.
e Kayan nokta say1 sisteminde sayilar sifir noktasinin komsulugunda daha
sikca serpistirilmistir ve sonug olarak islemlerin gerceklestirilme sirasina

gore farkli yuvarlama hatalari olusabilir ve bu durum islem sonucunu
degistirebilir:

Bu sonucu MATLAB/Octave yazilimlarinda kullamlan eps() fonksi-
yonu yardimiyla gozlemleyebiliriz. Bu fonksiyon eps(z) bi¢imindeki
kullanimiyla, x sayisi ile bu sayiya en yakin bilgisayar sistemindeki
say1 arasindaki uzakligi verir. Tablo 2.3 de bu sonucu gozlemlemeye
caligiyoruz. Tablonun sol stitununda farkli biiytikliikte sayilar yer al-
makta ve sag siitununda ise bu sayilar ile bunlara en yakin bilgisayar
say1 sistemindeki sayilar arasindaki uzaklik listelenmektedir:

Tablo 2.3 den x degerleri biiyiidiigiinde, z ile x’e en yakin sayilar ara-
sindaki mesafelerin de arttigin1 gézlemliyoruz:

e 1 noktasi ile 1’e en yakin say1 arasindaki uzaklik 2.2204F — 016 iken
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x |z — x|
1x 1072 | 1.7347E — 018

1 2.2204F — 016
1x10% | 1.4211F — 014
1 x 10* | 1.8190F — 012
1 x 10% | 1.4901E — 008
1 x 10'° 2
1 x 10% | 1.8014F + 016

Tablo 2.3: Bilgisayar sayilar1 ve komgular1 arasindaki uzaklik

e 1 x10'%ile 1 x 10 + 1 says1 arasinda hi¢ bir bilgisayar sayis1 yoktur,
¢linkii en yakin say: iki birim uzakhktadir.

Sifir komgulugundaki sayilarin birbirlerine ¢ok yakin olmasi ve mutlak
degerce biiyiik olan kayan nokta sayilar1 arasindaki uzakligin kismen
daha biiyiik olmas1 sonucu sayilarin kiiciikten biiyiige veya biiyiikten
kiigiige siralanarak toplanmasi sonucu farkli sonuclar elde edilebilmek-
tedir. Ornegin

N 1
E _ 2 2
i=1

biiyiikten kiigiige toplamini gézoniine alalim: N = 1e7 i¢in

top=0;

for i=1:N
top=top+1/(i*i);

end

program parcacigl calistirildiginda
top = 1.64492406684726

elde ederiz.
Simdi de
N 1
=1/N2+1/(N—=12+---4+1/1%

i=1

olarak ifade edilen kiigiikten biiyiige toplamini hesaplayalim:
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top=0;

for i=N:-1:1
top=top+1/(i*i);
end

program parcgacigl caligtirildiginda
top = 1.64492406684823

elde ederiz. Sonuclarin farkli oldugunu goriiyoruz.
1
E - = 72 /6 = 1.64493406684823
i
i=1

oldugu dikkate alinirsa kiigiikten biiyiige toplamin dogru sonucu iiret-
tigini gozlemleriz.

e Biiyiikliikleri ¢ok farkli sayilarla gergeklestirilen iglemlerde biiyiik hata-
lar olusabilir. Bu duruma ¢rnek olarak agagidaki islem sonuclarini in-

celeyelim:
Islem Yaklagik hata
0+ 5FE — 324 = 4.940656458412465 F — 324 6F — 326
1E5 % (1— 1E — 17) = 1E5 1E — 12
1E10 x (1E16 4+ 1FE — 1) = 1E26 1E 409

Tablo 2.4: Farkli mertebeden biiyiikliiklere sahip sayilarla iglemler ve olusan
hata

Sonug¢ olarak biiyiiklik mertebeleri ¢ok farkly olan bil-
gisayar sayilar: ile yapilan islemlerde biyiik hatalar olusabilmektedir ve
mimkiinse islemlerde ¢ok kiiciik ve ¢ok biiyik saylarin islemint gerek-
tiren bu tir sonuglarn ortaya ¢ikmamas i¢in alternatif formilasyonlar
uygulanmalidr.

— On tabanh sisteme benzer olarak iki tabanl sistemde olusabilecek
en biiyiik bagil hatanin iist sinir1 ise
X 27n — 27(n+1)

€max — 3

olarak elde edilir.
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— Ote yandan bilgisayar epsilonu, 1 sayisiin komsulugundaki bir
saymin 1 e yuvarlanmasi sonucu olusabilen maximum bagil hata
olarak ta tamimlanir. O halde bilgisayar epsilonu 1 ile 1 e en yakin
bilgisayar sayisi arasindaki uzakligin yarisina esit olmalidir.

— MATLAB/Octave ortaminda eps() fonksiyonu, z; ile @ (bir son-
raki komgu kayan nokta) arasindaki maksimum bagil uzakligi,
yani

H

Tf—ZXf

Tf
oranini verir. ¢ = 1 olmas1 durumunda bu uzaklik mutlak uzak-

liga doniisiir ve bu durumda yukaridaki tanimda verilen bilgisayar

epsilonu
1 1
€max = 5 X 27" = §€p8<1) (2.8)

bagintisindan elde edilebilir. Kullandigimiz bilgisayar i¢in

>> eps(1)
ans =
2.2204e — 016(= 27°2) dir. O halde

1._ _
emax:§2 52:2 53

olarak elde edilir. Bu ornekteki
p=n+1=>53

sayis1 kayan nokta say1 sisteminin hassasiyeti olarak tanimlanir.

2.4.4 R;(10)— > Ry(2) doniisiim kaynakl hatalar

On tabanl sistemde sonlu basamakla temsil edilebilen bir say: ikili sistemde
sonlu sayida basamakla temsil edilemeyebilir. Literatiirde genelde 0.1 sayisi
tizerinden incelenen bu konu diger bazi tipik ondalikh sayilar i¢in de gegerlidir[1].
Asagidaki tabloda sonlu basamakli bazi on tabanli sayilarin ikili sistemdeki
gosterimleri sunulmaktadir.Tablodaki doniistimler Program 2.3 yardimiyla
hesaplanmigtir. Program sayimin 32 bir formatinda ikili sistem kargiligini be-
lirledikten sonra, elde edilen ikili sayiy1 tekrar on tabanl sisteme doniigtiir-
erek sonucu kontrol etmektedir.
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0.1 — | 0.0001100 | 0.6 — | 0.1001100
0.2 — | 0.001100 | 0.7 — | 0.101100
0.3 — | 0.010011 | 0.8 — | 0.1100
0.4 — | 0.01100 0.9 — | 0.11100
05— 0.1

Tabloda

1100 = 110011001100...

gosterimi ile 1100 rakamlar grubunun devrettigi ifade edilmektedir.

Tablodan érnegin 0.1 = 0.0001100 devirli sayisidir. Ancak 32 bit for-
matta bu sayinin mantisi i¢in 23 bitlik bir alan tahsis edildigi i¢in bu format-
taki normalize edilmis gosterimi

0.1 = (1.10011001100110011001100)5 x 274

dir. Bu saymin on tabanlh sistemdeki karsiligi ise, virgiilden sonra onbes
basamak yuvarlatilmig formatta

0.099999904632568

olarak elde edilir.
Boylece 0.1 sayisinin ikili sistemdeki devirli gosterimi, tahsis edilen bellek
alanina yerlegtirilemeyerek gosterimde hata olugmasina neden olunmustur.
Benzer bicimde 0.2 = 0.001100 devirli sayisidir. Ancak 32 bit formatta
bu saymin mantisi i¢in 23 bitlik bir alan tahsis edildigi i¢in bu formattaki
normalize edilmig gosterimi

0.2 = (1.10011001100110011001100)5 x 273

tiir. Bu sayimin on tabanl sistemdeki karsilig1 ise
1.9999996 £ — 001

olarak elde edilir.

Boylece 0.2 sayisinin da ikili sistemdeki devirli gosterimi, tahsis edilen
bellek alanina yerlestirilemeyerek gosterimde hata olugmasina neden olun-
mugtur.

O halde yukaridaki tabloda ikili tabanda devirli gosterime sahip her say1
ile gerceklestirilen iglemlerde cok ¢zel durumlar bile olsalar, zaman zaman
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sorun yagsanma ihtimali vardir. Bu noktayr vurgulamak iizere asagidaki
ornegi inceleyelim:

>> toplam = 0; for i =1:10 toplam = toplam + 0.2; end

>> z = (2 — toplam) x 1E'16

z = 2.220446049250313

elde ederiz. Yukaridaki 6rnekten on adet 0.2 nin toplaminin 2 olmasini
bekleriz. FEsasen

>>toplam

toplam =

2.0000
oldugu goriillmektedir, ancak bu sonu¢ yuvarlatilarak ekrana yansitilan de-
gerdir, gercek sonug 2 ye egit degildir. Bu durumda c¢ok kiiciik bir deger
olan (2 — toplam) nin 1E16 gibi ¢ok biiyiik bir say1 ile ¢arpimi sonucunda,
normalde sifir olmasi beklenen 2 degeri yukarida belirtildigi gibi hatali ola-
rak elde edilmistir. Benzer durum 0.5 harig, tablodaki diger sayilar1 i¢in de
gecerlidir.

2.5 Anlamli basamak kaybi1 hatasi

Yukaridaki 6rnekte taban doniisiimii sonucu elde edilen birbirine ¢ok yakin iki
sayimin farkinin hesaplanmasinda olugsan hata, anlamli basamak kaybi sonu-
cunda ortaya ¢ikmistir. Oncelikle anlamli basamak sayisini tanimlayalim:

On tabanl sistemde eger |ep(z)| < 5 x 107" ise z; yaklasim
x gercek degerini k — 1 anlamly basamakla temsil etmektedir denir.

Asagidaki ornekleri inceleyelim:
o r; = 1.1 yaklagimi = 1 degerini 0 anlamli basamakla temsil etmek-
tedir, clinkii

1.1-1
lep(z)] = — =1x 107 <5 x 107"

dir.
o 1y = 1.23 yaklasimi o = 1.2 degerini 1 anlamh basamkla temsil etmek-
tedir, ciinkii

1.23-1.2
ey ()] = — 5~ 25X 1072 <5 x 1072
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dir.

o r; = 1.234 yaklasimi x = 1.232 degerini 2 anlaml basamkla temsil
etmektedir, clinkii

1.234 — 1.232
ley(x)| = o = 1.6 x107°<5x107°

tiir.

Anlaml basamak kayb1 sonucu olugan hatay1 agsagidaki ¢érnek yardimiyla
daha yakindan inceleyelim.

Cebirsel olarak birbirine esit olan
h(xz) = 1000(log(x + 1) — log(x))

g(x) = 1000log((z + 1)/x)

fonksiyonlariny géz oniine alarak, bu fonksiyonlarin x = 100000 noktasindaki
degerlerini, virgilden sonra 6 basamaga kadar ve yuvarlama prensibine gore
calisan hesaplayict ile elde edeceginiz sonuclary karsilastiriniz.

xy ile 2’in hesaplayicida temsil edilen yaklagimim gosterelim. Bu du-
rumda

r = 100000 ve
y = log(x+1)
5.00000434292310,
yir = 5.000004

tiir. y;; degeri y; degerini 6 anlamh basamakla temsil eder, ¢tinkii

vir — %
U1

5.000004 — 5.00000434292310
5.00000434292310
= 6.8585x 108 <5 x 107"
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dir. Oteyandan
Y2 = Yoy = log(x) = 5;
dir. O halde
h(100000) = 1000(y1s — y2f) = 0.004;

ve

¢(100000) = 1000log((10001)/10000)
1000 x 0.000043 = 0.004343.

olarak elde edilir. Gergek sonug ise 0.00434292310448164 dir. y;; degeri 6
anlaml basamaga sahipken birbirine ¢ok yakimn y;5 ve ya¢ sayilarnin fark

y1r — y2r = 0.000004
olarak elde edilir. ¥,y — yoy yaklagim,
y1 — y2 = 0.00000434292310469431

gercek degerini hicbir anlaml basamakla temsil etmez, ¢linkii

’(ylf - y2f) - (yl - y2)
(yl - ?/2)
’ 0.000004 — 0.00000434292310469431 ‘

0.00000434292310469431
= 7.89613576910079 x 1072 < 5 x 107!

olup, anlamli basamak sayis1 taniminda k£ = 1 dir. Dolayisiyla fark iglemi
anlam basamagi kaybina neden olmusgtur. Séz konusu basamak kaybi, bir-
birine esit olan h ve g fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilen sonuclarin farklilik
gostermesine neden olmustur. ¢ ile elde edilen sonucun gercek sonuca ¢ok
yakin iken, f ile elde edilen sonucun ise gercek sonuctan cok farkli oldugunu
gozlemliyoruz.

O halde birbirine yakin degerler almasi muhtemel degigkenlerin farklarinin
alinmasindan kaginmak gerekmektedir. Bunun i¢in yukaridaki ¢rnekte ol-
dugu iizere, verilen ifade belirtilen degisken degerlerinin farkinin hesaplan-
masini icermeyen alternatif bicimlerde yazilmalidir. Ornegin asagidaki tabloda
sol tarafta yer alan fonksiyon yazilimlari yerine belirtilen x komsulugunda sag
siitunda yer alan denk formiilasyonlar kullanilmalidir.

Benzer bicimde mutlak degerce kiigiik sayilarin boliimii de kacinilmasi
gereken bir diger iglem tirtidiir.
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f(z) f(z)
In(x) —In(y) |~y In(z/y)
1-1/(1+2) | z~0 z/(1+x)
1—cos(z) |z~0/]sin*(z)/(1+ cos(z))

1. Asagida verilen saylar icin

(a)
(b)

ve

kesme prensibine gére kayan noktadan sonra 4 basamakli ve

yuvarlama prensibine gére de 4 basamakli yaklasimlarin kullaniimasi
durumunda olusacak olan mutlak ve bagil hatalari hesaplayiniz.

o v = 3.14159265358979

o v = 2.71828182845905

o r = 1.41421356237310

e 1 = 1.73205080756888

Ty = :f:q]c X 106, qr = do.dldg, d07172 = 0, 1, RN ,5 ;do 7é 0

e=-1,0,1

iis degerlerine sahip bir Ry sayi sistemi gézéniine alalim ve gerceklestirilen

her islem sonucunun Ry de temsil edilebilen aralikta olup, ancak R; de
yer almamasi durumunda, sistemde bulunan en yakin sayiya yuvarlatildigini
kabul edelim. Buna gére

Ry in elemanlari(sayilar) nelerdir?
Ry in en biiyiik pozitif ve en kiiciik pozitif sayilari nelerdir?

Ry kiimesinin toplama islemine gére kapalilik 6zelligini saglamadigini
bir érnekle gosteriniz.

Ry de toplama islemine gore birlesme ézelligi olmadigini bir 6rnekle
gosteriniz.

Ry deki bagil yuvarlama hatalarinin iist sinirini temsil eden bilgisayar
epsilonu nedir?
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e R; deinf ve NaN gosterimlerine sahip olabilecek birer islem tanim-
layiniz

e 1Ry deki subnormal sayilar kiimesini belirleyiniz.

3. Asagida verilen on tabanli sayilarin karsilarinda verilen iki tabanl gésterim-
lere sahip olduklarini gbsteriniz

3= | (1) 50 — [ (110010
1000); | 100 —

(1
(
10 — | (1010); | 200 — | (11001000),
(
(

8 —

20 — | (10100)5 | 500 — | (111110100),
40 — | (101000); | 1000 — | (1111101000),

4. Asagida verilen on tabanli sayilarin iki tabanli gbsterimlerini belirleyiniz.

25.1

e 33.25
75.454
96.2456

5. Soru 3 de elde ettiginiz iki tabanli gbsterimleri on tabanli sisteme déniistiir-
erek, baslangictaki on tabanli sayilari elde ettiginizi kontrol ediniz.

6. Asagida verilen iki tabanli sayilarin on tabanli gésterimlerini belirleyiniz.
Sonuglarinizi Program 2.1 ile kontrol ediniz.

e (11001),

e (1001011),

e (1100000.101),
e (100001.1101),

7. Soru 6 da verilen iki tabanli sayilarin R;(2) — 32 bit bellek gosterimlerini
belirleyiniz.

8. Soru 6 da verilen iki tabanli sayilarin R;(2) — 64 bit bellek gosterimlerini
belirleyiniz.
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9.

10.

11.

12.

18.

1.

15.

Asagida verilen kesirli sayilarin iki tabanli gésterimlerinin dogrulugunu kont-
rol ediniz.

e 2.5 — (10.1),

e 1.25 — (1.01),

e 1.125 — (1.001),

e 1.3125 — (1.0101),

Asagida verilen kesirli sayilarin iki tabanl gosterimlerinin dogrulugunu kont-
rol ediniz.1001 dis ¢izgi notasyonu sayinin devirli sayr oldugunu ifade etmek-
tedir.

Bilgisayar sisteminizde [1,2) araligindaki kayan nokta sayilari arasindaki
uzakligin birbirine esit oldugunu MATLAB/Octave eps komutu yardimiyla
gozlemleyiniz. Buna gére 6rnegin eps(1) = eps(1.5) = eps(1.8) olmalidir.

Bilgisayar sisteminizde [2", 2" 1) araliginda (n = 0,1,2,...) yer alan sayilar
arasindaki uzakliklarin birbirine esit oldugunu ve her bir araliktaki sayilar
arasindaki mesafenin bir dnceki araliktaki sayilar arasindaki mesafenin 2
kati oldugunu gézlemleyiniz.

Bilgisayar sisteminizdeki pozitif ve en kiigiik subnormal sayiyi belirleyiniz.
Elde ettiginiz sayidan daha kiiciik ve negatif olmayan tek sayi sifir olmalidir.

Bilgisayarinizda temsil edilebilecek en biiyiik sayinin 64-bit formatta (2 —
eps) x 2192 oldugunu MATLAB/Octave ortaminda gézlemleyiniz. Bu du-
rumda 2'°%* say; sisteminizde yer alir mi?

Asagida verilen yaklasimlarin karsilarinda verilen degerleri kag anlamli ba-
samakla temsil ettigini aciklayiniz

o 1y =12.36, v = 12.345
e 7y =0.0013, z = 0.00125
e 7y =0.000011, x = 0.000012
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o r; = 3.14159, x = 3.141592653589793

16. Anlam basamak kaybi hatasinin énlenmesi icin asagidaki fonksiyonlar be-
lirtilen nokta komsulugunda alternatif olarak nasil yazilabilir?

e c x>0

(—b + Vb?> — 4c¢)/2,b >> 0,c ~ 0(burada >> sembolii ¢ok biiyiik
anlamindadir, a ~ b gésterimi 1se a man b ye ¢ok yakin oldugunu
ifade etmektedir).

o "V x>y

o Vr+1—\z,x>>1

17. Program 2.4 ii MATLAB/ OCTAVE ortaminda calistirarak, yukarida elde
ettiginiz taban déniisiimlerinin dogrulugunu kontrol ediniz.
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