
Bölüm 3
Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla
Yakla̧sım Hatası

Bu bölümde

• verilen bir a noktasıkomşuluğunda yakınsak bir kuvvet seri açılımıile
tanımlanan f fonksiyonu ve serinin sonlu sayıda teriminden oluşan
Taylor polinomunu tanıtarak,

• söz konusuTaylor polinomunun a noktasının hangi komşuluğunda ilgili
f fonksiyonuna yaklaşım için kullanılabileceğini,

• sonlu terimliTaylor yaklaşımıile oluşan sonlandırma(truncation) hatasının
verilen bir ε > 0 dan küçük olmasıiçin kullanılmasıgereken yaklaşım
polinomunun derecesinin nasıl tahmin edilebileceğini,

• bilinen Taylor polinomu yardımıyla, verilen benzer fonksiyonlara ait
Taylor polinomlarının nasıl türetilebileceğini,

• Taylor polinomu ile bir fonksiyona yaklaşımın neden gerekli olduğunu,

• Taylor polinomunun herhangi bir nokta veya nokta kümesi üzerindeki
değer veya değerlerinin eş zamanlıolarak iç içe çarpım(Horner) yöntemi
yardımıyla nasıl hesaplanabileceğini,

• iki deği̧skenli fonksiyonların Taylor polinomlarının nasıl hesaplandı̆gını
ve
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2 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

• verilen fonksiyona ait Taylor polinomu yardımıyla bilgisayar ortamında
yürütülen aritmetik i̧slemlerde oluşan yuvarlama hatalarının nasıl birike-
bileceğini inceliyoruz.

Konuyla ilgili detaylar için, bu bölümü hazırlarken faydalandı̆gımız [1],
[2], [6] ve [7] nolu temel referans kaynaklarını öneriyoruz.

3.1 Taylor serisi ve polinomu

a, cn ∈ R, n = 0, 1, · · · sabitleri ve keyfi x ∈ R için

∞∑
n=0

cn(x− a)n := c0 + c1(x− a) + · · ·+ cn(x− a)n + · · · (3.1)

toplamına a merkezli ve sabit katsayılıbir kuvvet serisi adıverildiğini ha-
tırlayalım. Eğer (3.1) serisi R > 0 sabit olmak üzere, yalnız |x − a| < R
aralı̆gındaki x ler için sonlu değerlere sahipse, seriye (a−R, a+R) aralı̆gında
yakınsaktır denir ve bu aralı̆ga serinin yakınsaklık aralı̆gıve R ye de yakın-
saklık yarıçapıadıverilir. Bu aralı̆gın dı̧sındaki noktalar veya aralıklarda
(3.1) toplamısonlu bir değere sahip olmadı̆gıiçin seriye bu tür nokta veya
aralıklarda ıraksak seri adıverilir.
Yakınsaklık aralı̆gı içerisinde kuvvet serisi bir fonksiyon tanımlar : Her

bir noktadaki değeri (3.1) toplamına eşit olan f fonksiyonu

f(x) :=
∞∑
n=0

cn(x− a)n, x ∈ (a− L, a+ L) (3.2)

olarak tanımlanır. Bu durumda (3.2) ’nin sağ tarafındaki seriye, f nin a
noktasıkomşuluğundaki kuvvet serisi veya Taylor serisi adıverilir.

Hatırlatma 3.1. Kuvvet serileri yakınsaklık bölgeleri içerisinde terim terime
türevlenebilir ve integrallenebilirler. Türev ve integral işlemleri sonucunda
elde edilen seriler de aynı aralıkta yakınsaktırlar.

Serinin cn katsayıları ile f nin ve türevlerinin a noktasındaki değerleri
arasında aşağıda türetilen bir ili̧ski mevcuttur:

f(x) = c0 + c1(x− a) + · · ·+ cn(x− a)n + · · ·
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3.1 Taylor serisi ve polinomu 3

ifadesinden yakınsaklık aralı̆gıiçerisinde terim terime türev alınabileceği ku-
ralınıkullanarak,

f(a) = c0,

f ′(a) = c1,

f
′′
(a) = 2c2

· · ·
f (n)(a) = n!cn

olduğu kolayca görülür. O halde f fonksiyonunun a noktasıkomşuluğundaki
n−inci dereceden Taylor polinomu

Pn(x) : = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2!
f ′′(a)(x− a)2 + · · ·+ 1

n!
f (n)(a)(x− a)n

=
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

olarak tanımlanır ve yakınsaklık aralı̆gıiçerisindeki her x noktasında

f(x) := lim
n→∞

Pn(x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k (3.3)

olarak ifade edilebilir.

Uyarı. Herhangi bir f fonksiyonunun bir a noktasıkomşulŭgunda yakınsak
Taylor serisine sahip olması için a noktasında fonksiyonun bütün basamak-
tan türevlerinin mevcut olmasıve ayrıca oluşturulan kuvvet serisinin a nok-
tasıkomşulŭgundaki x noktalarıiçin f(x) dĕgerine yakınsak olmasıgerekir.

TANIM 3.1. Bir a noktası komşulŭgunda (3.3) ile tanımlanan yakınsak
kuvvet seri açılımına sahip fonksiyona a noktasında analitik fonksiyon adı
verilmektedir.

Buna göre bir noktada sürekli olmayan veya herhangi bir basamaktan
türevi olmayan fonksiyonun ilgili nokta komşuluğundaki Taylor seri açılımın-
dan bahsedemeyiz. Öte yandan çok özel durumlar olmasına rağmen, bir fonk-
siyonun bir noktada her basamaktan türevin mevcut olmasıda fonksiyonun
o nokta komşuluğunda yakınsak kuvvet seri açılımına sahip olmasınıgaranti
etmez(Alı̧stırma 9).
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4 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

ÖRNEK 3.1. f(x) = cos(x) fonksiyonunun a = 0 noktasıkomşulŭgundaki
Taylor serisini ve serinin kısmi toplamlar dizisini belirleyiniz.

Çözüm.

f nin a = 0 noktasında sürekli ve her basamaktan türevinin mevcut
olduğunu biliyoruz. Ayrıca

f(0) = 1, f ′(x) = − sin(x), f ′(0) = 0, f ′′(x) = − cos(x), f ′′(0) = −1,

f ′′′(x) = sin(x), f ′′′(0) = 0, f (4)(x) = cos(x), f (4)(0) = 1, ...

değerlerini elde ederiz. O halde (3.3)’ten

cos(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2!
f ′′(0)x2 + · · ·+ 1

n!
f (n)(0)xn + · · ·

= 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − ...

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

ile ifade edilen Taylor seri açılımını belirleriz. Buna göre serinin kısmi
toplamlar dizisi

P0(x) = P1(x) = 1

P2(x) = P3(x) = 1− 1

2!
x2

P4(x) = P5(x) = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4

...

P2n(x) = P2n+1(x) = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − ...+ (−1)n

(2n)!
x2n,

...

olarak ifade edilir.
Pn(x) Taylor polinomu f fonksiyonunun a noktasıkomşulŭgundaki kuvvet

serisinin kısmi toplamlar dizisinin bir elemanıdır.
Taylor teoremi olarak bilinen aşağıdaki sonuç, Pn(x) polinomunu yu-

karıda elde edilen yöntemden daha farklıbir yöntemle türetir ve f(x) yerine
Pn(x) polinomunun kullanılmasıdurumunda oluşacak olan hata için birbirine
denk olan iki formülasyon önerir.
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3.1 Taylor serisi ve polinomu 5

TEOREM 3.1. (Taylor teoremi) f ∈ Cn+1[a, b], ve x, x0 ∈ [a, b] seçilsin.
Bu taktirde

f(x) = f(x0)+(x−x0)f ′(x0)+
(x− x0)2

2!
f ′′(x0)+· · ·+

(x− x0)n
n!

f (n)(x0)+Rn(x)

(3.4)
olarak ifade edilir. Burada

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(t− x0)ndt

kalan terimdir veya alternatif olarak

Rn(x) = (x− x0)n+1/(n+ 1)!f (n+1)(cx),

biçiminde de yazılabilir ve cx ise x0 ile x arasında bir noktadır.

İspat. Analizin temel teoreminden

f(x) = f(x0) +

∫ x

x0

f ′(t)dt (3.5)

olarak yazılır. Teoremin ispatı
∫ x
x0
f ′(t)dt integraline kısmi integrasyon yön-

teminin uygulanmasınıesas almaktadır. Buna göre

u = f ′(t), du = f ′′(t)dt

ile
dv = dt

den v = t yerine integral sabiti olarak −x seçimiyle v = t−x almak suretiyle

∫ x

x0

f ′(t)dt = (t− x)f ′(t)|xx0 −
∫ x

x0

(t− x)f
′′
(t)dt (3.6)

= (x− x0)f ′(x0) +

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t)dt (3.7)

elde ederiz. O halde (3.6) daki ifadeyi (3.5)’de yerine yazarak

f(x) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0) +

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t)dt (3.8)
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6 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

elde ederiz. (3.8) daki integral için de

u = f
′′
(t), dv = (x− t)dt

ve
du = f ′′′(t)dt, v = −(x− t)2/2

dönüşümleri ile

∫ x

x0

(x− t)f ′′(t)dt = −f ′′(t)(x− t)2/2|xx0 +
1

2!

∫ x

x0

f
′′′

(t)(x− t)2dt

=
(x− x0)2

2!
f ′′(x0) +

1

2!

∫ x

x0

f
′′′

(t)(x− t)2dt (3.9)

elde ederiz. (3.9) ifadesini (3.8) da yazarak

f(x) = f(x0)+(x−x0)f ′(x0)+
(x− x0)2

2!
f ′′(x0)+

1

2!

∫ x

x0

f
′′′

(t)(x−t)2dt (3.10)

olarak bir adım daha aranan gösterime yaklaşırız. Tümevarım adımıgereği
n− 1 için

f(x) = f(x0) + (x− x0)f ′(x0) +
(x− x0)2

2!
f ′′(x0) + (3.11)

· · ·+ 1

(n− 1)!

∫ x

x0

f
(n)

(t)(x− t)n−1dt

olduğunu kabul ederek,

u = f (n)(t), dv = (x− t)n−1dt

ve
du = f (n+1)(t)dt, v = −(x− t)n/n

dönüşümleri ile elde edilen

∫ x

x0

f
(n)

(t)(x− t)n−1dt = − 1

n
f (n)(t)(x− t)n|xx0 +

1

n

∫ x

x0

f
(n+1)

(t)(x− t)ndt

ifadesini (3.11) de yazarak aranan sonucu elde ederiz.
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3.2 Taylor serisi ve yakınsaklık bölgesi 7

Öte yandan cx, x0 ile x arasında bir nokta olmak üzere integraller için
ortalama değer teoreminin bir sonucu olarak

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(t− x0)ndt = (x− x0)n+1/(n+ 1)!f (n+1)(cx) (3.12)

elde edilir.

3.2 Taylor serisi ve yakınsaklık bölgesi

a = 0 olmasıdurumda (3.4)gösterimine f fonksiyonunun Maclaurin1 açılımı
adı verilmektedir. Elemanter bazı fonksiyonların Maclaurin açılımları ve
yakınsaklık bölgeleri aşağıda verilmektedir:

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1/(2n+ 1)! (3.13)

= x− x3/3! + x5/5!− . . .+ (−1)nx(2n+1)/(2n+ 1)! + · · · ,

Oran testi adıverilen test yardımıyla

∞∑
n=0

cn(x− a)n

kuvvet serisi

limn→∞

∣∣∣∣cn+1(x− a)n+1

cn(x− a)n

∣∣∣∣ = |x− a|limn→∞

∣∣∣∣cn+1cn

∣∣∣∣ < 1

veya

L = limn→∞

∣∣∣∣ cncn+1
∣∣∣∣

olmak üzere
|x− a| < L

1Colin Maclaurin, 1698-1746, İskoçyalımatematikçi
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8 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

eşitsizliğini sağlayan (a − L, a + L) aralı̆gında yakınsaktır. O halde sin(x)
fonksiyonu için

L = limn→∞

∣∣∣∣ cncn+1
∣∣∣∣

= limn→∞

∣∣∣∣ 1

(2n+ 1)!

(2(n+ 1) + 1)!

1

∣∣∣∣
= limn→∞(2n+ 2)(2n+ 3) =∞

olur, yani yukarıda (3.13) te verilen tanımlanan kuvvet serisi sin(x) fonksi-
yonunu (−∞,∞) aralı̆gında temsil eder.
Benzer biçimde

cos(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n/(2n)! (3.14)

= 1− x2/2! + x4/4!− . . .+ (−1)nx(2n)/(2n)! + · · ·

seri gösterimi cos(x) fonksiyonunu (−∞,∞) aralı̆gında temsil eder.

Uyarı. Kuvvet serileri, temsil ettikleri fonksiyonlarıbu fonksiyonların tanım
kümelerinde dĕgil, sadece ilgili serilerin yakınsak olduklarıbölgelerde temsil
ederler.

Örneğin,

ln(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)(n+1)xn/n (3.15)

= (x− x2/2 + x3/3− . . .+ (−1)(n+1)xn/n+ · · · , x ∈ (−1, 1]

açılımıiçin oran testi |x| < 1 için yakınsaklı̆gıgaranti eder. x = 1 için de elde
edilen serinin yakınsaklı̆gıalterne sayıserileri için yakınsaklık kriteri yardı-
mıyla kolayca görülebilir. O halde yukarıdaki açılım ln(x+ 1) fonksiyonunu
sadece (−1, 1] aralı̆gında temsil eder. Örneğin x = 2 için ln(x + 1) = ln(3)
tanımlıiken ilgili seri bu noktada sonlu bir değere sahip değildir.
Benzer problem

1/(1− x) =

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · (3.16)
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3.3 Yakınsaklık bölgesinde Taylor polinomlarıile yaklaşım 9

açılımı için de geçerlidir. Seri açılımı ve sol tarafındaki fonksiyon sadece
(−1, 1) aralı̆gında birbirine eşittir. Örneğin bu aralı̆gın dı̧sındaki x = 2 nok-
tası için 1/(1 − x) = 1/(−1) = −1 iken, sağ taraftaki toplam bu noktada
sonlu bir değere sahip değildir.
Ancak

ex =

∞∑
n=0

xn/n! = 1 + x/1! + x2/2! + · · ·+ xn/n! + · · · (3.17)

açılımındaki ex fonksiyonu ve sağ tarafındaki sonsuz toplam her x ∈ (−∞,∞)
için aynıdeğere sahiptir, yani fonksiyon ve seri reel sayılar kümesi üzerinde
birbirine eşittirler.

3.3 Yakınsaklık bölgesinde Taylor polinom-
larıile yaklaşım

Bir fonksiyona yaklaşım için Taylor polinomu kullanılırken, yaklaşımın il-
gili Taylor serisinin yakınsaklık bölgesinde geçerli olduğunu her zaman göz
önünde bulundurmak gerekir. Aksi taktirde hangi dereceden polinom kul-
lanılırsa kullanılsın, elde edilen yaklaşımlar olumlu sonuçlar vermezler. Bu
durumu aşağıdaki örnekle inceleyelim:

ÖRNEK 3.2. f(x) = ln(x + 1) fonksiyonunun a = 0 noktasıkomşulŭgunda
ve [0, 1.2] aralı̆gında Taylor polinomlarınıbelirleyerek belirtilen aralıkta artan n
dĕgerlerine răgmen yakınsamanın gerçekleşmedĭgini gözlemleyiniz.

Çözüm.

f(x) = ln(x + 1) fonksiyonunun a = 0 noktası komşuluğunda (3.15)
ile verilen Taylor serisi (−1, 1] aralı̆gında yakınsaktır. Şekil 3.1 de [0, 1.2]
aralı̆gında n = 2, 3, . . . , 6 için Pn(x) yaklaşımları(noktalı) ve f fonksiyonunun
grafĭgi(çizgi) gösterilmektedir.

n nin tek değerleri için elde edilen yaklaşımlar x = 1.2 noktasında f nin
grafĭginin üst kısmında yer alırken, çift değerler için elde edilen yaklaşımlar
ise grafikleri f nin grafĭginin aşağısında yer alan yaklaşımlardır. Artan n
değerleri için elde edilen yaklaşımların x = 1.2 noktasında f nin grafĭgin-
den gittikçe uzaklaştıklarıgörülmektedir. Bu durum, Tablo 3.1 de verilen
yaklaşım hatalarıiçin sonsuz normlarından da açıkça görülmektedir.
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Şekil 3.1: [0, 1.2] aralı̆gında ln(x+ 1) ve ilk beş Taylor yaklaşımının grafĭgi

Tablo 3.1 den Taylor polinomları ile elde edilen yaklaşımların, Taylor
serisinin yakınsaklık aralı̆gıiçerisinde yer almayan x noktalarıiçin iyi sonuç
vermeyeceğini gözlemliyoruz.

Uyarı. Bir Taylor polinomunu bir nokta komşulŭgunda ilgili fonksiyona yak-
laşım amacıyla kullanmadan önce, polinomun ait oldŭgu Taylor serisinin
yakınsaklık bölgesine dikkat edilmelidir.

3.4 Uygun dereceden Taylor yaklaşım poli-
nomu

Bazıuygulamalarda belirtilen yakınsaklık aralı̆gıiçerisinde verilen bir maksi-
mum hata ile yaklaşım sağlayan Taylor polinomunun derecesinin de tahmin
edilebilmesi gerekmektedir. Bu bağlamda (3.12) ile verilen hata tahmin for-
mülünden faydalanabiliriz.

ÖRNEK 3.3. f(x) = ln(x + 1) fonsiyonu için a = 0 noktasıkomşulŭgunda
ve [0, 1] aralı̆gında ε = 0.1 den küçük sonsuz normu hatasıile elde edilen Taylor
polinomunun derecesini belirleyiniz.
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3.5 Taylor açılımıbilinen bir fonksiyon yardımıyla benzer fonksiyonların
açılımları 11

n ‖f(x)− Pn(x)‖∞
2 0.30846
4 0.25086
6 0.25086
8 0.27645
10 0.32232
15 0.54321

Tablo 3.1: Yaklaşım hataları

Çözüm.

Öncelikle

f (n+1)(x) = (−1)nn!/(1 + x)(n+1)

olarak elde edildiğine dikkat edelim. O halde herhangi cx ∈ (0, 1) için

‖f − Pn‖∞ = max0≤x≤1

∣∣∣∣ x(n+1)(n+ 1)!
f (n+1)(cx)

∣∣∣∣
= max0≤x≤1

∣∣∣∣ x(n+1)(−1)nn!

(n+ 1)!(1 + cx)(n+1))

∣∣∣∣
≤ 1/(n+ 1) < ε = 0.1

için, n ≥ 10 olmasıgerektiği tahmin edilir. Ancak bu tahmin aşırıtemkinli
bir tahmindir ve gerçekte

‖f − P5‖∞ = 0.0902 < 0.1

olup n ≥ 5 olmasıyeterlidir.

3.5 Taylor açılımıbilinen bir fonksiyon yar-
dımıyla benzer fonksiyonların açılımları

Taylor açılımıbilinen bir fonksiyon yardımıyla benzer fonksiyonların açılım-
larıhesaplanabilir.
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12 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

ÖRNEK 3.4. e−x2 fonksiyonunun x = 0 noktası komşulŭgundaki Taylor
açılımınıex in Taylor açılımıcinsinden hesaplayınız. Farklın dĕgerleri için
‖e−x2−Pn(x)‖∞ normlarınıhesaplayarak hatanın artan n dĕgerleri için sıfıra
nasıl yakınsadı̆gınıgözlemleyiniz.

Çözüm.

Öncelikle e−x in açılımınıex in Taylor açılımında x yerine −x yazarak
elde edebileceğimize dikkat edelim:

e−x = 1− x/1! + x2/2!− . . .+ (−1)nxn/n! + · · ·
ve dolayısıyla x yerine x2 yazmak suretiyle

e−x
2

= 1− x2/1! + x4/2!− . . .+ (−1)nxn/n! + · · ·
elde ederiz. (3.17) serisinin yakınsaklık yarıçapının sonsuz olduğuna dikkat
edelim.

[−2, 2] aralı̆gında hesaplanan

‖e−x2 − Pn(x)‖∞

hatalar farklın değerleri için aşağıdaki tabloda verilmektedir.

n 0 2 4 6 8 10 12 16 20
||f(x)− Pn(x)||∞ 0.98 3.02 4.98 5.68 4.98 3.55 2.14 0.51 0.08

Tablodan hatanın n yaklaşım derecesinin fonksiyonu olarak monoton biçimde
azalmadı̆gını görüyoruz. Diğer bir değimle Pn+1 yaklaşımının Pn den daha
iyi olmasıgerekmemektedir. Ancak ilgili Taylor serisinin yakınsaklık aralı̆gı
içerisinde

||f(x)− Pn(x)||∞ → 0

olduğunu örnek üzerinden de gözlemliyoruz. e−x
2
ve ilgili Pn(x) Taylor poli-

nomlarının grafikleri ise Şekil (3.2) de verilmektedir.
Benzer biçimde sinx fonksiyonunun Taylor açılımınıkullanarak x 6= 0

için

sin(x)/x = 1− x2/3! + x4/5!− x6/7! + x8/9! + · · ·
elde edebiliriz.
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Şekil 3.2: e−x
2
ve Taylor yaklaşımları

3.6 Neden Taylor polinomları?

Bilinen analitik yöntemlerle bir a noktasının komşuluğunda yakınsak bir
kuvvet serisi ile ifade edilebilen bir fonksiyonla çalı̧smanın zor veya mümkün
olmadı̆gıdurumlarda bu noktanın komşuluğunda fonksiyonu temsilen kuvvet
serisinin açılımın belirli sayıda teriminden oluşan Taylor yaklaşımıkullanıla-
bilir. Örneğin analitik yöntemlerle hesaplanamayan

1∫
−1

e−x
2

dx

integrali için bir sayısal yaklaşımıMATLAB quadl fonksiyonu yardımıyla
1.493648265624569 olarak elde ederiz. e−x

2
için sıfır noktasıkomşuluğunda

yaklaşım olarak P20 Taylor polinomunun integralini hesaplamak suretiyle ise
1.493648267647435 elde ederiz. Sonuçların virgülden sonra sekiz basamağa
kadar aynıolduklarınıgözlemliyoruz.

• a noktasınıiçeren yeterince küçük bir [a−L, a+L] Taylor serisi yakın-
saklık aralı̆gında ∫ a+L

a−L
f(x)dx ∼=

∫ a+L

a−L
Pn(x)dx
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14 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

yaklaşımıalınabilir. Ancak integral aralı̆gının büyük olmasıdurumunda
daha yüksek dereceden polinomun kullanılmasıgerekeceği için Taylor
polinomu yerine daha uygun polinomlar kullanılmalıdır. Bu konuyu
sayısal integrasyon yöntemleri bölümünde inceleyeceğiz.

• Verilen bir fonksiyonun uygun bir a noktası komşuluğundaki birinci
dereceden Taylor polinomu, a noktası komşuluğunda fonksiyon için
belki de en fazla kullanılan bir yaklaşımdır:

—Bölüm 6 da inceleyeceğimiz fonksiyon sıfır yeri belirleme prob-
lemlerinde güncel olarak kullanılan Newton yöntemi, her noktada
fonksiyonun birinci dereceden Taylor polinomu yaklaşımınıkul-
lanır ve bu polinomun sıfır yerini, kendi sıfır yeri için bir yaklaşım
olarak kabul eder.

—Bazı sayısal türev yöntemleri, fonksiyon türevi için ilgili Taylor
polinomunun türevini yaklaşım olarak kabul eder.

• Diferensiyel denklemler için sayısal yöntemlerin hata analizinin gerçek-
leştirilmesinde Taylor yaklaşımlarısıkça kullanılır.

3.7 Horner yöntemi ile polinom değer veya
değerlerinin hesabı

Pn(x) = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx+ an+1

olarak ifade edilen polinomun x0 noktasındaki değeri

Pn(x0) = a1x
n
0 + a2x

n−1
0 + · · ·+ anx0 + an+1 (3.18)

formülünün kodlanmasısuretiyle hesaplanmaz. Çünkü bu şekliyle n2 ile oran-
tılısayıda çarpma i̧slemi gerçekleştirilmesi gerekmektedir. Örneğin

P3(x) = a1x
3 + a2x

2 + a3x+ a4

= a1 × x× x× x+ a2 × x× x+ a3 × x+ a4

polinomu için P3(x0) değerinin hesaplanması6 adet çarpma i̧slemi ve 3 adet
toplama i̧slemi gerektirir. Oysa aynıi̧slem
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3.7 Horner yöntemi ile polinom değer veya değerlerinin hesabı 15

P3(x) = ((a1x+ a2)x+ a3)x+ a4

örneğinde olduğu üzere iç içe çarpım formatında yazılmak suretiyle 3 adet
çarpma ve 3 adet toplama i̧slemi ile gerçekleştirilebilir. Böylece hem hesap-
lama i̧slem zamanında tasarruf sağlanmı̧s olur ve hem de gereksiz aritmetik
i̧slem gerçekleştirmek suretiyle oluşacak yuvarlama hatalarıengellenmi̧s olur.
Bu durumda

b1 = a1

olarak tanımlanmak üzere

b2 = b1x0 + a2 = a1x0 + a2(en içteki toplam)

b3 = b2x0 + a3 = (a1x0 + a2)x0 + a3(en içten ikinci toplam)

b4 = b3x0 + a4 = ((a1x0 + a2)x0 + a3)x0 + a4(istenen toplam)

elde edilmi̧s olur. Bu i̧slemi sistematik olarak (3.18) polinomuna genelleştire-
cek olursak,

b1 = a1

olmak üzere

bk = ak + x0bk−1, k = 2, 3, . . . , n

ile tanımlanan {bk}, k = 1, 2, 3, . . . , n dizisi için yukarıdaki örneğimize paralel
olarak

bn = Pn(x0)

olarak elde ederiz. Horner yöntemine ait Algoritma 3.1 aşağıda verilmektedir:
Düşük dereceli polinomların herhangi bir noktadaki değeri aşağıda belirti-

len Tablo yardımıyla daha pratik olarak gerçekleştirilebilir: Örneğin yukarıda
tanımlanan P3(x) polinomunun x0 noktasındaki değerini hesaplayalım. Yu-
karıda belirtilen i̧slemler Horner2 tabosu adıverilen tablo üzerinden kolayca
gerçekleştirilebilir.

ÖRNEK 3.5. p(x) = x3 − 2x2 + x − 4 polinomunun x0 = 1 noktasındaki
dĕgerini Horner yöntemi yardımıyla belirleyiniz.

Çözüm.
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16 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

Algoritma 3.1 Horner yöntemi
1. Girdi a, x0, burada a polinom katsayılarınıiçeren vektördür.

2. n← a nin eleman sayısı

3. b1 = a1

4. k = 2, 3, · · · , n için

bk = ak + x0 ∗ bk−1;

5. Çıktıbn

x0 a1 a2 a3 a4
x0b1 x0b2 x0b3

b1 = a1 b2 = a2+x0b1 b3 =a3+x0b2 b4 =a4+x0b3

Horner tablosu
olup, P (1) = −4 olarak elde edilir.
Diğer bir bakı̧s açısıile yukarıda tanımlanan {bk}, k = 1, 2, 3, . . . , n dizisi

için

Pn(x) = a1x
n + a2x

(n−1) + · · ·+ anx+ an+1

= (b1x
(n−1) + · · ·+ bn−1x+ bn)(x− x0) + bn+1

özdeşliği sağlanır ve dolayısıyla bn+1 = Pn(x0) olduğu açıktır.
Her bir bk nın hesaplanmasıbir adet çarpma ve bir adet de toplama i̧slemi

gerektirdiğinden Horner yöntemi adıverilen bu yöntemle n−inci dereceden
bir polinomun herhangi bir noktadaki değerinin hesaplanmasın adet çarpma
ve n adet toplama i̧slemi gerektirir. Böylece (3.18) biçiminde Pn(x0) ın
hesaplanmasıdurumunda gereken O(n2) mertebesindeki i̧slem, Horner yön-
temi yardımıyla alternatif olarak n adet çarpma ve n adet toplama i̧slemi ile
gerçekleştirilmi̧s olmaktadır.
Yüksek dereceli polinomların herhangi bir noktadaki değeri aşağıda ve-

rilen ve horner.m isimli bir dosyaya kaydedilen Program 3.1 yardımıyla ger-
çekleştirilebilir.

2William George Horner (1786 —1837, ingiliz matematikçi)
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3.7 Horner yöntemi ile polinom değer veya değerlerinin hesabı 17

1 1 -2 1 -4
1 × 1 -1 × 1 0 × 1

1 -1 0 -4
%----------------------------------------------------------
function sonuc=horner(a,x0);
%x0 skaler
n=length(a);
b=zeros(n,1);
b(1)=a(1);
for k=2:n
b(k)=a(k)+x0*b(k-1);

end
sonuc=b(n);
%---------------------------------------------------------

Program 3.1: Horner yöntemi(skaler versiyon)

Örneğin P2(x) = x2 − 2x + 3 polinomunun x0 noktasındaki değerini
hesaplamak için komut ortamından girilen polinom katsayılarıve x0 noktası
için

>> a=[1 -2 3]; x0=1;
>> horner(a,x0)
ans =
2

elde ederiz.
Tek bir nokta yerine birden fazla noktada verilen bir polinomun değerinin

aynıanda hesaplanmasıistenirse, bu taktirde Program 3.1 ile verilen klasik
Horner yöntemi geli̧stirilerek birden fazla noktada polinom değerini hesap-
layan Algoritma geli̧stirilmelidir. Birden fazla noktada verilen polinomun
değerini hesaplayan algoritma 3.2 aşağıda verilmektedir.
Algoritma 3.2’ye ait Program 3.2 aşağıda verilmektedir.
Örneğin P2(x) = x2 − 2x + 3 polinomunun x0 = [1 2 −1] vektöründeki

değerlerini Program 3.2 ile verilen vektörel Horner yöntemi yardımıyla ko-
layca hesaplayabiliriz:

>> a=[1 -2 3];
>> x0=[1 2 -1;]
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18 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

Algoritma 3.2 Horner yöntemi algoritması(vektörel versiyon)
1. Girdi a, x, burada a polinom katsayılarınıiçeren vektör ve x ise hesap-
lama noktalarınıiçeren vektördür

2. n : a nin eleman sayısı; m← x in eleman sayısı;

3. b : n×m boyutlu sıfır matrisi

4. b1,: = [a(1)a(1)...a(1) m bileşenli vektör

5. k = 2, 3, · · · , n için

bk,: = ak + x0. ∗ bk−1,:;

6. Çıktıbn,:

>> hornerler(a,x0)
ans =
2 3 6

3.8 İki deği̧skenli fonksiyonlarınTaylor açılım-
ları

Tek deği̧skenli fonksiyonlardakine benzer olarak, iki veya daha çok deği̧skenli
fonksiyonların bir nokta komşuluğundaki Taylor açılımlarıelde edilebilir. Ör-
neğin iki deği̧skenli ve (a,b) noktasıkomşuluğundaTaylor açılımımevcut olan
bir f(x, y) fonksiyonunun bu nokta komşuluğundaki Taylor açılımı

f(x, y) = f(a, b) + (x− a)
∂f

∂x
|(a,b) + (y − b)∂f

∂y
|(a,b)

+
1

2!

[
(x− a)2

∂2f

∂x2
|(a,b) + 2(x− a)(y − b) ∂

2f

∂x∂y
|(a,b) + (y − b)2∂

2f

∂y2
|(a,b)

]
+...

olarak elde edilir. Burada

P (x, y) = f(a, b) + (x− a)
∂f

∂x
|(a,b) + (y − b)∂f

∂y
|(a,b)

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



3.8 İki değişkenli fonksiyonların Taylor açılımları 19

%--------------------------------------------------------
function sonuc=hornerler(a,x0);
%x0 vektör
%P(x)=a(1)x^n+a(2)x^(n-1)+...+a(n)x+a(n+1)
%sonuc=P(x0)

n=length(a);m=length(x0);
b=zeros(n,m);
b(1,:)=a(1)*ones(1,m);
for k=2:n
b(k,:)=a(k)+x0.*b(k-1,:);

end
sonuc=b(n,:);
%--------------------------------------------------------

Program 3.2: Horner yöntemi(vektörel versiyon)

Taylor polinomunun geometrik yeri z = f(x, y) yüzeyine (a, b) noktasında
çizilen teğet düzlemdir. h = x− a, k = y − b olmak üzere

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂x

)
f(a, b) : = h

∂f

∂x
|(a,b) + k

∂f

∂y
|(a,b)(

h
∂

∂x
+ k

∂

∂x

)2
f(a, b) : = h2

∂2f

∂x2
|(a,b) + 2hk

∂2f

∂x∂y
|(a,b) + k2

∂2f

∂y2
|(a,b)

notasyonu ile f nin (a, b) noktasıkomşuluğundaki Taylor serisi

f(x, y) =
∞∑
n=0

1

n!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂x

)n
f(a, b) (3.19)

olarak ifade edilir.

ÖRNEK 3.6. f(x, y) = e−(x
2+y2) fonksiyonunun (0, 0) noktasıkomşulŭgun-

daki, ilk dört Taylor yaklaşım polinomunu bularak fonksiyonla birlikte aynıeksende
grafiklerini çiziniz.

Çözüm.
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20 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklaşım Hatası

f(0, 0) = 1

fx(0, 0) = (−2xe−(x
2+y2))(0, 0) = 0

fy(0, 0) = (−2ye−(x
2+y2))(0, 0) = 0

fxx(0, 0) = e−(x
2+y2)(4x2 − 2)(0, 0) = −2

fyy(0, 0) = e−(x
2+y2)(4y2 − 2)(0, 0) = −2

fxy(0, 0) = e−(x
2+y2)(4xy)(0, 0) = 0

değerlerini elde ederiz. Benzer biçimde (3.19)’daki diğer gerekli terimleri ve
(0, 0) daki değerlerini hesaplayarak

f(x, y) = 1− (x2 + y2) +
1

2!
(x2 + y2)2 − 1

3!
(x2 + y2)3 + ...

açılımınıelde ederiz. (Bu açılımıyukarıda verilen e−x
2
açılımıile kaŗsılaştı-

rınız).
f(x, y) fonksiyonu ve sırasıyla

P0(x, y) = 1,

P2(x, y) = 1− (x2 + y2),

P4(x, y) = 1− (x2 + y2) +
1

2!
(x2 + y2)2

P6(x, y) = 1− (x2 + y2) +
1

2!
(x2 + y2)2 − 1

3!
(x2 + y2)3 + ...

kısmi toplamlarını(iki deği̧skenli Taylor polinomlarının) grafikleri Şekil 3.3’te
sunulmaktadır.
Artan n değerleri için P0(x, y), P2(x, y), P4(x, y) ve P6(x, y) polinom-

larının grafiklerinin f fonksiyonunun grafĭgine yaklaştı̆gıgafiksel olarak gö-
rülmektedir.

3.9 Taylor açılımıile aritmetik i̧slemlerde yu-
varlama hatasıbirikim analizi

xf değeri x için bir yaklaşım olsun ve y = f(x) fonksiyonu verilsin. x yerine
xf yaklaşımının kullanılmasıdurumunda oluşacak olan ∆y = yf − y mutlak
hatasıve εb(y) bağıl hatasınıtahmin etmek istiyoruz.
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Şekil 3.3: e−(x
2+y2) fonksiyonu ve artan n değerleri için Taylor polinom yak-

laşımları

Taylor açılımıyardımıyla ∆y ∼= f ′(x)∆x olarak yazarız. Burada ∼= yak-
laşımıbirinci mertebeden türeve kadar ilgili terimlerin eşitliğini ifade etmek-
tedir. y 6= 0 için her iki tarafıy ye bölmek suretiyle

εb(y) =
∆y

y
∼=
f ′(x)

f(x)
∆x =

f ′(x)

f(x)
xεb(x)

elde ederiz. Yukarıdaki son eşitlikte mutlak hata ile bağıl hata arasındaki
∆x = xεb(x) bağıntısınıkullandık.

ÖRNEK 3.7. x yerine xf yaklaşımıalınmasıdurumunda, y = f(x) = xn

fonksiyonunda oluşan mutlak ve băgıl hatalarıx deki mutlak ve băgıl hatalar
cinsinden hesaplayınız.

Çözüm.

Mutlak hata
∆y ∼= f ′(x)∆x = nxn−1∆x

olur. Bağıl hata ise

εb(y) ∼=
f ′(x)

f(x)
xεb(x) =

nxn−1

xn
xεb(x) = nεb(x)

olarak elde edilir.
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ÖRNEK 3.8. x yerine xf yaklaşımıalınmasıdurumunda, y = f(x) = n
√
x

fonksiyonunda oluşan mutlak ve băgıl hataları x deki mutlak ve băgıl hatalar
cinsinden hesaplayınız.

Çözüm.

Mutlak hata
∆y ∼= f ′(x)∆x =

1

n
x
1
n
−1∆x

olur. Bağıl hata ise

εb(y) ∼=
f ′(x)

f(x)
xεb(x) =

1
n
x(

1
n
−1)

x1/n
xεb(x) =

1

n
εb(x)

olarak elde edilir.
Benzer biçimde iki deği̧skenli bir z = f(x, y) fonksiyonu için xf , yf

değerleri x ve y için birer yaklaşım olsunlar. Bu durumda

∆z ∼=
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y

ve

εb(z) ∼=
x

f(x, y)

∂f

∂x
εb(x) +

y

f(x, y)

∂f

∂y
εb(y)

elde ederiz. Yüksek mertebeden kısmi türevlerin özdeş olarak sıfıra eşit ol-
duğu durumlarda yukarıda verilen mutlak ve bağıl hata bağıntılarında ’∼=′
yerine ’=′alınmalıdır.
Buna göre özel olarak toplama, çıkarma, çarpma ve bölme i̧slemleri için

sırasıyla z = f(x, y) fonksiyonunu

f(x, y) = x+ y, x− y, x× y, x/y

almak suretiyle

toplama/çıkarma z = f(x, y) = x± y
∆z = ∆x±∆y

εb(z) = 1
x±y (xεb(x)± yεb(y), x± y 6= 0

elde ederiz. Fark için elde edilen yukarıdaki bağıntıdan, birbirine yakın
sayıların farkının alınmasısonucu oluşan bağıl hatanın xf ve yf yaklaşım-
larında oluşan bağıl hatalardan çok daha büyük olduğunu görmekteyiz. Ben-
zer biçimde çarpma ve bölme için aşağıda verilen mutlak ve bağıl hata ifa-
delerini elde ederiz:
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çarpma z = f(x, y) = x× y
∆z = y∆x+ x∆y
εb(z) = εb(x) + εb(y)

bölme z = f(x, y) = x/y
∆z ∼= 1

y
∆x− x

y2
∆y

εb(z) ∼= εb(x)− εb(y)

ÖRNEK 3.9. Karesel bir ofisin bir kenarı, maksimum 0.1m hata ile x = 3m
olarak ölçülmüş olsun. Bu dĕger ile ofis alanının hesaplanmasında oluşacak olan
mutlak ve băgıl hata yaklaşık olarak ne kadardır?

Çözüm.

y = f(x) = x2 alınırsa

∆y ∼= f ′(x)∆x = 2x∆x = 2× 3× (0.1) = 0.6

elde ederiz.
Bağıl hatayıise yaklaşık olarak

εb(y) =
∆y

y
= 0.6/9

.
= 0.0667

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 3.10. Dikdörtgensel bir ofisin taban boyutları sırasıyla maksimum
0.1m ve 0.2m hata ile x = 3m ve y = 5m olarak ölçülmüş olsun. Bu dĕgerlerle
ofis alanının hesaplanmasında oluşacak olan mutlak ve băgıl hata yaklaşık olarak
ne kadardır?

Çözüm.

z = f(x, y) = x× y

alınırsa
∆z = y∆x+ x∆y = 5× (0.1) + 3× (0.2) = 1.1

elde ederiz.
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Bağıl hatayıise

εb(z) =
∆z

z
= 1.1/15 = 0.0733

olarak elde ederiz. Elde edilen bu sonucun x ve y de oluşan bağıl hataların
toplamına, yani

εb(x) + εb(y) =
∆x

x
+

∆y

y
= 0.1/3 + 0.2/5 = 1.1/15

eşit olduğuna dikkat edelim.

ÖRNEK 3.11. Sürtünmesiz ortamda hareket eden bir cismin kütlesinin maksi-
mum 0.1 kg hata ilem = 2 kg ve cisme t anında etki eden kuvvetin ise maksimum
0.2kg×m/s2 hata ile F = 5(kg×m/s2) olarak ölçüldü̆günü kabul edelim. Bu
dĕgerleri kullanmak suretiyle cismin ivmesinin hesaplanmasında oluşacak olan
mutlak ve băgıl hata yaklaşık olarak ne kadardır?

Çözüm.

∆m = 0.1 ve ∆F = 0.2 mutlak hatalarıve II. Newton yasasıgereği
a = F/m = 2.5(m/s2) ivmesinde oluşan mutlak hata

∆a ∼=
1

m
∆F − F

m2
∆m =

1

2
(0.2)− 5

22
(0.1) = −0.0250

dir. Ayrıca
εb(m) = ∆m/m = 0.1/2 = 0.05

ve
εb(F ) = ∆F/F = 0.2/5 = 0.04

olup,
εb(a) ∼= εb(F )− εb(m) = 0.04− 0.05 = −0.01

olarak elde edilir. Öte yandan

εb(a) =
∆a

a
∼=
−0.0250

2.5
= −0.01

olarak aynısonuç elde edilir.
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ÖRNEK 3.12.
f(a, b, c) = −b+

√
b2 − 4ac

fonksiyonunu göz önüne alalım. a = 1, b = 2, c = 0.001 için, mutlak hata
dĕgerlerlerinin en fazla ∆a = 0.1, ∆b = 0.1, ∆c = 0.001 oldŭgunu kabul edelim.
f nin (a, b, c) noktasındaki dĕgerinin hesaplanmasında oluşacak olan mutlak ve
băgıl hata yaklaşık olarak ne kadardır?

Çözüm.

∆f ∼=
∂f

∂a
∆a+

∂f

∂b
∆b+

∂f

∂c
∆c

=
−2c√
b2 − 4ac

∆a+ (−1 +
b√

b2 − 4ac
)∆b+

−2a√
b2 − 4ac

∆c

= (−0.0010)× 0.1 + (5.0038e− 004)× 0.1 + (−1.0005)× 0.001

= −0.00105046

elde ederiz. Öte yandan

f(a, b, c) = f(1, 2, 0.001) = −0.00100025

olup,

εb(f) ∼=
∆f

f
=

0.00105046

0.00100025
= 1.05019745

elde ederiz. Bağıl hatanın mutlak hataya kıyasla daha büyük olduğuna dikkat
edelim. Bunun nedeni verilen a, b ve c değerleri için f(a, b, c) nin birbirine
yakın iki sayının farkınıalan bir i̧slem olmasıdır. Daha önceden de tahmin
ettiğimiz gibi birbirine yakın iki sayının farkının hesaplanmasında bağıl hata
büyük olmaktadır.

Alı̧stırmalar 3.1.

1. Aşăgıda verilen fonksiyonların a = 0 noktasında hesaplanan Taylor açılım-
larının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

•
sinh (x) = x+ x3/6+ x5/120+ x7/5040+ ...
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•
cosh(x) = 1+ x2/2+ x4/24+ x6/720+ ...

•
tan(x) = x+ x3/3+ 2x5/15+ 17x7/315+ ...

• √
1 + x= 1+ x/2− x2/8+ x3/16− 5x4/128+ ...

2. Aşăgıda verilen fonksiyonların a = 1 noktasında hesaplanan Taylor açılım-
larının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

•
x5= 1+ 5(x− 1) + 10(x− 1)2+10(x− 1)3+...

•

sin(x) = sin(1) + cos(1)(x− 1)− sin(1)(x− 1)2/2

−cos(1)(x− 1)3/6 + sin(1)(x− 1)4/24

+cos(1)(x− 1)5/120 + ...

•

sin(5x) = sin(5) + 5cos(5)(x− 1)− 25sin(5)(x− 1)2/2

−125cos(5)(x− 1)3/6 + 625sin(5)(x− 1)4/24 + ...

•

ln(x) = x− 1− (x− 1)2/2+ (x− 1)3/3− (x− 1)4/4+ (x− 1)5/5+ ...

3. Terim terime türev veya integral almak suretiyle veya trigonometrik özdeş-
liklerden faydalanarak aşăgıda sol sütunda yer alan fonksiyonların a = 0
noktasındaki Taylor açılımlarını, săg sütunda yer alan fonksiyonların aynı
noktadaki açılımlarıyardımıyla hesaplayınız ve aynıyakınsaklık yarıçaplarına
sahip olduklarınıgösteriniz.

• sin(x), cos(x)

• tan2(x), tan(x)

• cos2(x), cos(2x)
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• 1/(1 + x), ln(1 + x), log(1 + x)

• cosh(x), ex

4. Sıfır noktasıkomşulŭgunda bilinen açılımlar yardımıyla aşăgıdaki açılımların
dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

•
x sin (x) = x2−x4/6+ x6/120+ ...

•
ln (1+ x2) = x2−x4/2+ x6/3+ ...

•
tan(x)/x = 1+ 1/3x2+2/15x4+17/315x6+...

•
(1+ x)/(1− x) = 1+ 2x+ 2x2+2x3+2x4+2x5+2x6+...

5. Taylor polinom yaklaşımıiçin verilen hata formülünü kullanarak aşăgıda ve-
rilen f fonksiyonlarına, a = 0 noktasındaki Pn Taylor polinomlarıile [−1, 1]
aralı̆gında yaklaşıldı̆gınıkabul edelim. ||f − Pn||∞ < ε = 0.1 eşitsizlĭgi
săglanacak biçimdeki en küçük n tamsayılarısırasıyla ne olmalıdır?

• sin(x)
• cos (x)

• exp (−x)

6. Soru 5 i [−2, 2] aralı̆gıiçin tekrarlayınız. Elde ettĭginiz sonucu Soru 5 teki
cevabınızla karşılaştırınız. Ne gözlemliyorsunuz?

7.
1∫

−1

sin(x2)dx ∼= 0.6205

integralini hesaplamak istedĭgimizi düşünelim. Pn polinomu a = 0 noktası
komşulŭgunda fonksiyonun n−inci dereceden Taylor polinomu olmak üzere
n = 0, 1, 2, ... için

In =

1∫
−1

Pn(x)dx
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integraller dizisini hesaplayalım. In dizisinin yakınsadı̆gınoktayı belirleyiniz.
Elde ettĭginiz limit verilen integral için iyi bir yaklaşım mıdır?

8. f(x) = cos(x) fonksiyonu için a = 0 noktasıkomşulŭgunda elde edilen
Pn Taylor polinomlarınıgöz önüne alalım. n = 0, 2, 4 için [−π, π] ara-
lı̆gında En = ||f − Pn||∞ normlarını hesaplayınız. En dĕgerleri nasıl
dĕgişmektedir?

9. f(t) = e−1/t
2
, t 6= 0, f(0) = 0 ile tanımlanan fonksiyonun t = 0 nok-

tasında bütün basamaktan türevlerinin mevcut ve sıfıra eşit oldŭgunu sıfır
noktasındaki türevin tanımınıkullanmak suretiyle gösteriniz. f nin sıfır
noktasındaki Taylor seri açılımı, sıfır noktasının komşulŭgunda f yi temsil
eder mi?

10. Integraller için ortalama dĕger teoremi yardımıyla

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(t− x0)ndt = (x− x0)n+1/(n+ 1)!f (n+1)(cx)

săglanacak biçim de x ile x0 arasında cx oldŭgunu gösteriniz.

11. Pn(x) polinomu f(x) fonksiyonunun x = a noktasındaki n−inci dereceden
Taylor polinomu olsun.

P (k)n (a) = f (k)(a), k = 0, 1, · · · , n

oldŭgunu gösteriniz.

12. Aşăgıda verilen iki dĕgişkenli fonksiyonların (0, 0) noktasındaki Taylor açılım-
larının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz

•
cos(xy) = 1− (xy)2/2+ (xy)4/24+ ...

•
cos(x+ y) = 1− (x+ y)2/2+ (x+ y)4/24+ ...

•

log(x+ y + 1) = x+ y − (x+ y)2/2+ (x+ y)3/3− (x+ y)4/4+ ...
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13. Kăgıt-kalem ve Horner programı yardımıyla aşăgıda verilen polinomların
belirtilen noktalardaki dĕgerlerini hesaplayınız

•
P(x) = x3+9x2+27x+ 27, x0= −1

•
P(x) = x4−3x3+2x2−4x+ 1, x0= 1

•
P(x) = x5−10x4+40x3−80x2+80x− 32, x0= 3

•

P(x) = x6−21x5+175x4−735x3+1624x2−1764x+ 720, x0= 1

14. Vektör tabanlıHorner yöntemi yardımıyla aşăgıda verilen polinomların ve-
rilen noktalardaki dĕgerlerini eş zamanlıolarak belirleyiniz.

•
P(x) = x3−6x2+8x, x0= [1245];

•
P(x) = x4−10x3+35x2−50x+ 24; x0= [1.22.53.4];

15. Horner programıile aynıformatta çalı̧san Octave polyval komutu ile soru
12 ve 13’teki polinom dĕgerlerini hesaplayınız.

16. g = 9.8, v0 = 4, x0 = 2 olmak üzere y = 1/2gt2+v0t+x0 dĕgerinin en fazla
∆t = 0.1 hatasına sahip t = 1 ölçüm anındaki dĕgerinin hesaplanmasında
oluşacak olan mutlak ve băgıl hata yaklaşık olarak ne kadardır?

17. a = 2, b = 4 ve c = 1 dĕgerleri için maksimum mutlak hatalar sırasıyla
0.1, 0.2 ve 0.3 olmak üzere olmak üzere

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
ve x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a

dĕgerlerinin hesaplanmasında oluşacak olan mutlak ve băgıl hata yaklaşık
olarak ne kadardır?
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Projeler 3.1.

1. Maxima veya ticari Maple, Mathematica ve MATLAB sembolik araç ku-
tusu gibi sembolik cebir programlarıyardımıyla Taylor polinomlarıhesap-
lanabilir. Maxima programınıbilgisayarınıza kurarak, aşăgıdaki komutlar
yardımıyla Taylor polinomlarının hesaplandı̆gınıve grafiklerinin çizdirildĭgini
gözlemleyiniz.

• taylor(sin(x), x, 0, 5);
• (%o5)/T/ x-x^3/6+x^5/120+...
• /* [wxMaxima: input start ] */
• wxplot2d([x, x− xˆ3/6, x− xˆ3/6+ xˆ5/120, sin(x)], [x,−4, 4])$
• /* [wxMaxima: input end ] */

2.
P2(a) = f(a), P ′2(a) = f ′(a), P ′′2 (a) = f ′′(a)

özellĭgini săglayan ve x in kuvvetleri cinsinden yazılan

P2(x) = c2x
2 + c1x+ c0

polinomunun katsayılarının

c0 = (a2f ′′(a)− 2af ′(a) + 2f(a))/2, c1 = f ′(a)− af ′′(a), c2 = f ′′(a)/2

oldŭgunu gösteriniz. a = 0 olmasıdurumunda katsayıların bilinen dĕgerler
oldŭgunu, yani

P2(x) = 1/2f ′′(0)x2 + f ′(0)x+ f(0)

oldŭgunu gözlemleyiniz.

3. Proje 2 den biraz farklıolarak, [a, b] aralı̆gında f fonksiyonuna daha iyi bir
yaklaşım olacăgıdüşünülerek

Q2(a) = f(a), Q′2(a) = f ′(a), Q2(b) = f(b)

özelliklerini săglayan

Q2(x) = c2x
2 + c1x+ c0
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polinomunun katsayılarının

c0 = −ab(b− a)f ′(a)− a2f(b) + (2a− b)bf(a)

(b− a)2

c1 =
(b2 − a2)f ′(a) + 2a(f(a)− f(b))

(b− a)2

c2 = −(b− a)f ′(a)− f(b) + f(a)

(b− a)2

oldŭgunu gösteriniz. Özel olarak a = 0 için

Q2(x) = −(b)f ′(0)− f(b) + f(0)

b2
x2 + f ′(0)x+ f(0)

oldŭgunu gözlemleyiniz.

4. f(x) = sin(x) fonksiyonuna [0, 1] aralı̆gıda yaklaşım için kullanılmak üzere
Proje 2 deki P2(x) ve Proje 3’teki Q2(x) polinomlarınıbelirleyerek her bir
polinom için

E1(x) = sin(x)− P2(x),

E2(x) = sin(x)−Q2(x)

hatasının grafĭgini 0.1 aralıklınoktalar için çizdiriniz. Her bir yaklaşım için
||E1(x)||∞ ve ||E2(x)||∞ hatalarınıtahmin ediniz. Hangi yaklaşım daha
iyidir?

5. Q3(x) polinomu, [0, 1] aralı̆gında bir f fonksiyonuna yaklaşım için oluştu-
rulan ve

Q3(0) = f(0), Q′3(0) = f ′(0), Q3(1) = f(1), Q′3(1) = f ′(1)

özelliklerini săglayan

Q3(x) = c3x
3 + c2x

2 + c1x+ c0

polinomunun katsayılarıile f ve türevinin x = 0 ve x = 1 noktasındaki
dĕgerleri cinsinden hesaplayınız. Q3(x) polinomunu

P
(k)
3 (0) = f (k)(0), k = 0, 1, 2, 3

özelliklerini săglayan a = 0 noktasıkomşulŭgundaki 3-üncü dereceden Tay-
lor polinomuna alternatif bir polinom veya iki noktalıTaylor polinom açılımı
olarak düşünebiliriz. Proje 4’ü, P3(x) ve Q3(x) için tekrarlayınız.
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6. MATLAB GUI adıverilen arayüzler geliştirmek suretiyle arka planda MATLAB
komutlarınıçalı̧stıran etkileşimli programlar hazırlanabilir. Kullanıcıtarafın-
dan girilen fonksiyon, açılımın etrafında gerçekleşecĕgi nokta ve bu noktayı
içeren aralık ile istenilen Taylor polinomunun derecesini alarak, Taylor poli-
nomunun ve fonksiyonun grafĭgini aynıeksende çizdiren bir GUI hazırlayınız.
Ayrıca hazırlayacăgınız arayüzde Taylor polinomunun yaklaşım davranı̧sını
belirleyen

||f − Pn||∞

normu da göstermelidir.
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