Bolim

Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla
Yaklasim Hatasi

Bu boliimde

e verilen bir a noktasi komsulugunda yakinsak bir kuvvet seri agilimi ile
tanmimlanan f fonksiyonu ve serinin sonlu sayida teriminden olugan
Taylor polinomunu tanitarak,

e s6z konusu Taylor polinomunun a noktasinin hangi komsulugunda ilgili
f fonksiyonuna yaklagim i¢in kullanilabilecegini,

e sonlu terimli Taylor yaklagimi ile olugan sonlandirma(truncation) hatasinin
verilen bir € > 0 dan kiiciik olmasi i¢in kullanilmas: gereken yaklagim
polinomunun derecesinin nasil tahmin edilebilecegini,

e bilinen Taylor polinomu yardimiyla, verilen benzer fonksiyonlara ait
Taylor polinomlarinin nasil tiiretilebilecegini,

e Taylor polinomu ile bir fonksiyona yaklagimin neden gerekli oldugunu,

e Taylor polinomunun herhangi bir nokta veya nokta kiimesi iizerindeki
deger veya degerlerinin eg zamanl olarak ig ige garpim(Horner) yontemi
yardimiyla nasil hesaplanabilecegini,

e iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor polinomlarinin nasil hesaplandigini
ve
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2 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

e verilen fonksiyona ait Taylor polinomu yardimiyla bilgisayar ortaminda
yiiriitiilen aritmetik islemlerde olusan yuvarlama hatalarinin nasil birike-
bilecegini inceliyoruz.

Konuyla ilgili detaylar igin, bu boéliimii hazirlarken faydalandigimiz [1],
[2], [6] ve [7] nolu temel referans kaynaklarini &neriyoruz.

3.1 Taylor serisi ve polinomu

a, ¢, € R, n=20,1,--- sabitleri ve keyfi x € R i¢in

chx—a =cot+ca(r—a)+---Fe(r—a)t+ - (3.1)

n=0

toplamina a merkezli ve sabit katsayili bir kuvvet serisi adi1 verildigini ha-
tirlayalm. Eger (3.1) serisi R > 0 sabit olmak iizere, yalmz |z —a| < R
araligindaki z ler i¢in sonlu degerlere sahipse, seriye (a — R, a+ R) araliginda
yakinsaktir denir ve bu araliga serinin yakinsaklik araligi ve R ye de yakin-
saklik yaricap1 adi verilir. Bu araligin disindaki noktalar veya araliklarda
(3.1) toplamu sonlu bir degere sahip olmadig: i¢in seriye bu tiir nokta veya
araliklarda eraksak seri adi verilir.

Yakinsaklik aralign icerisinde kuvvet serisi bir fonksiyon tanimlar: Her
bir noktadaki degeri (3.1) toplamina esit olan f fonksiyonu

icnx—a €(a—L,a+ L) (3.2)

n=0
olarak tanimlanir. Bu durumda (3.2) ’'nin sag tarafindaki seriye, f nin a
noktas1 komgulugundaki kuvvet serisi veya Taylor serisi adi verilir.

Kuwvvet serileri yakinsaklik bolgeleri icerisinde terim terime
tiirevlenebilir ve integrallenebilirler. Tiirev ve integral islemleri sonucunda
elde edilen seriler de aynm aralikta yakinsaktirlar.

Serinin ¢, katsayilar1 ile f nin ve tiirevlerinin a noktasindaki degerleri
arasinda agagida tiiretilen bir iligki mevcuttur:

flx)=co+tc(zx—a)+ - +c(zr—a)" +---
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3.1 Taylor serisi ve polinomu 3

ifadesinden yakinsaklik araligi icerisinde terim terime tiirev alinabilecegi ku-
ralim kullanarak,

f(a) = Co,
f,<a) = (1,
(@) = 2¢

o

oldugu kolayca goriiliir. O halde f fonksiyonunun a noktasi komsulugundaki
n—inci dereceden Taylor polinomu

Pur) + = )+ F@)e —a) 4 o @) a4+ fO ) (- a)
. f(k)(a) k
- k=0 k! =

olarak tamimlanir ve yakinsaklik araligi icerisindeki her x noktasinda

n—oo k

£k (g
fla) = lim Py(z) =) / f )(x —a)* (3.3)
k=0 )

olarak ifade edilebilir.

Herhangi bir f fonksiyonunun bir a noktast komsulugunda yakinsak
Taylor serisine sahip olmasy i¢in a noktasinda fonksiyonun biitin basamak-
tan tiirevlerinin mevcut olmast ve ayrica olusturulan kuvvet serisinin a nok-
tast komgulugundaki x noktalar i¢in f(x) degerine yakinsak olmast gerekir.

Bir a noktast komsulugunda (3.3) ile tanvmlanan yakinsak
kuvvet seri agilimina sahip fonksiyona a noktasinda analitik fonksiyon adi
verilmektedur.

Buna gore bir noktada siirekli olmayan veya herhangi bir basamaktan
tiirevi olmayan fonksiyonun ilgili nokta komsulugundaki Taylor seri agilimin-
dan bahsedemeyiz. Ote yandan cok ézel durumlar olmasina ragmen, bir fonk-
siyonun bir noktada her basamaktan tiirevin mevcut olmasi da fonksiyonun
o nokta komsulugunda yakinsak kuvvet seri agilimina sahip olmasini garanti
etmez(Aligtirma 9).
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4 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

f(z) = cos(x) fonksiyonunun a = 0 noktasi komsulugundaki
Taylor serisini ve serinin kismi toplamlar dizisini belirleyiniz.

f min a = 0 noktasinda siirekli ve her basamaktan tiirevinin mevcut
oldugunu biliyoruz. Ayrica

f(0) = 1,f'(z) = —sin(x), f/(0) =0, f'(z) = — cos(z), f"(0) = —1,
f"(x) = sin(z), f7(0) =0, fP(x) = cos(x), fP(0) = 1,....
degerlerini elde ederiz. O halde (3.3)’ten

cos(z) = f(0)+ f'(0)x + %f”(O)x2 + -4 %f(”)(O)x” +--

_ 12 1 4

— (=1 o
g 2R

ile ifade edilen Taylor seri agilimini belirleriz. Buna goére serinin kismi
toplamlar dizisi

P()(ZE) = Pl(.I) =1

1
Py(z) = 133(91;):1—5372
1 2 1 4
_ _ 1 2 1 4 (_1)71 2n
P2n(‘r) - P2n+1<x)_1_5x +E'r — ...t (271)':1: )

olarak ifade edilir.

P,(x) Taylor polinomu f fonksiyonunun a noktas: komsulugundaki kuvvet
serisinin kismi toplamlar dizisinin bir elemanadar.

Taylor teoremi olarak bilinen agagidaki sonug, P,(z) polinomunu yu-
karida elde edilen yontemden daha farkli bir yontemle tiiretir ve f(z) yerine
P, (x) polinomunun kullanilmasi durumunda olusacak olan hata i¢in birbirine
denk olan iki formiilasyon onerir.
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3.1 Taylor serisi ve polinomu 5

(Taylor teoremi) f € C"a,b], ve x,z¢ € [a,b] secilsin.
Bu taktirde

(x — x0)? (x — )"

f(@) = f(wo)+(x—20) ['(x0)+ o f'(@o)+- -+ - F™ (o) + R ()
(3.4)
olarak ifade edilir. Burada
1 x
Ru(o) = o [ Fe)(e - orat
n! Je
kalan terimdir veya alternatif olarak
Ry(x) = (x — 20)"™" /(n + 1)1 f" V) (c,),
biciminde de yazilabilir ve c, ise xq ile x arasinda bir noktadur.
Ispat. Analizin temel teoreminden
fla) = $Gwo) + [ o (35
Zo

olarak yazilir. Teoremin ispati f;; f'(t)dt integraline kismi integrasyon yon-
teminin uygulanmasini esas almaktadir. Buna gore

w= (), du = f"(t)dt
ile
dv = dt

den v =t yerine integral sabiti olarak —z se¢imiyle v = ¢ — x almak suretiyle

/ Pt = (2O, - / (- o) (B)dt (3.6)

Zo
x

= (2 — o) f'(w0) +/ (z —t)f (t)dt (3.7)
elde ederiz. O halde (3.6) daki ifadeyi (3.5)’de yerine yazarak
fla) = f(a0) + (@~ ) o) + [ @=0f it (38)

o
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6 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

elde ederiz. (3.8) daki integral i¢in de
w=f (t),dv = (x — t)dt

ve

du = f"(t)dt,v = —(z —t)*/2

doniigtimleri ile

/x(x_t)f”(t)dt — —f”()(x—t )?/21%, 2‘/ ) (x—t)?

= 2‘/f Yz —t)%dt  (3.9)

elde ederiz. (3.9) ifadesini (3.8) da yazarak
$1o) = flan)+(a=s0) o)+ ) [ O—07ar (.0)

olarak bir adim daha aranan gosterime yaklagiriz. Tiimevarim adimi geregi
n — 1 i¢in

Jo) = St (x 0 >+%f”<xo>+ (3.11)

(”) nl
— dt
(n—1)! / !

w= fO(t),dv = (x —t)" 'dt

oldugunu kabul ederek,

ve

du = f"Y()dt,v = —(x —t)"/n

doniigiimleri ile elde edilen

n ]. 1 r n+1
J R e S A CIEE
n n S,
ifadesini (3.11) de yazarak aranan sonucu elde ederiz.
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3.2 Taylor serisi ve yakinsakhk bolgesi 7

Ote yandan c,, xy ile x arasinda bir nokta olmak iizere integraller igin
ortalama deger teoreminin bir sonucu olarak

Rufw) = / C )¢ — o)t = (5 — w0 (0 + D (C,) (312)

elde edilir.

3.2 Taylor serisi ve yakinsaklik bolgesi

a = 0 olmas1 durumda (3.4)gosterimine f fonksiyonunun Maclaurin' agilimi
adi verilmektedir. Elemanter bazi fonksiyonlarin Maclaurin agilimlar1 ve
yakinsaklik bolgeleri asagida verilmektedir:

sin(z) = Y (=1)"a"/(2n + 1) (3.13)
= 2 —2%/31+2°/5 — . (=) 2n 4 1) -

Oran testi ad1 verilen test yardimiyla

Z Cn(x —a)®

kuvvet serisi

_ n+1
lim, | Gr@ =) 2 — allimp oo | 2L < 1
(T —a)n n

veya

L = lim, o |-

Cn+1
olmak iizere
|z —al] < L

! Colin Maclaurin, 1698-1746, Iskocyali matematikgci
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8 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

esitsizligini saglayan (a — L,a + L) araliginda yakinsaktir. O halde sin(x)
fonksiyonu igin

, c
L = limy_ oo |—

Cn+1
I (2(n+1)+1)

(2n +1)! 1

= liMp—oo(2n+2)(2n + 3) = o0

olur, yani yukarida (3.13) te verilen tamimlanan kuvvet serisi sin(z) fonksi-
yonunu (—o00, 00) araliginda temsil eder.
Benzer bicimde

[e.9]

cos(z) = Y (—=1)"z”"/(2n)! (3.14)
= 1—a2220 4 2%/4 — .+ (=12 /(2n)! + -

seri gosterimi cos(z) fonksiyonunu (—oo, 00) araliginda temsil eder.

Kuwvvet serileri, temsil ettikleri fonksiyonlar bu fonksiyonlarin tanim
kiimelerinde degil, sadece ilgili serilerin yakinsak olduklar: bélgelerde temsil
ederler.

Ornegin,
In(z+1) = Y (=) a"/n (3.15)
n=1
= (x—2?/2+2%3— .+ (=) V"4 e (—1,1]

agilimu igin oran testi |x| < 1 igin yakinsakligi garanti eder. x = 1 i¢in de elde
edilen serinin yakinsakligi alterne say1 serileri i¢in yakinsaklik kriteri yardi-
miyla kolayca goriilebilir. O halde yukaridaki agilim in(z + 1) fonksiyonunu
sadece (—1,1] arahgmda temsil eder. Ornegin z = 2 igin In(z + 1) = In(3)
taniml iken ilgili seri bu noktada sonlu bir degere sahip degildir.

Benzer problem

1/(1—x):Zx":1+a§+x2+---—|—x”+--- (3.16)

n=0
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3.3 Yakinsaklik bolgesinde Taylor polinomlari ile yaklasim 9

agilmi icin de gegerlidir. Seri acilimi ve sol tarafindaki fonksiyon sadece
(—1,1) araliginda birbirine esittir. Ornegin bu araligin disindaki x = 2 nok-
tast i¢in 1/(1 — z) = 1/(—1) = —1 iken, sag taraftaki toplam bu noktada
sonlu bir degere sahip degildir.

Ancak

e => a"/nl=1+a/ll+2%/2 4 42" /ol + - (3.17)

n=0

agilimindaki e” fonksiyonu ve sag tarafindaki sonsuz toplam her x € (—o00, 00)
icin ayn1 degere sahiptir, yani fonksiyon ve seri reel sayilar kiimesi iizerinde
birbirine egittirler.

3.3 Yakinsaklik boélgesinde Taylor polinom-
lar1 ile yaklasim

Bir fonksiyona yaklasim icin Taylor polinomu kullanilirken, yaklagimin il-
gili Taylor serisinin yakinsaklik bolgesinde gegerli oldugunu her zaman go6z
oniinde bulundurmak gerekir. Aksi taktirde hangi dereceden polinom kul-
lanilirsa kullanilsin, elde edilen yaklagimlar olumlu sonuclar vermezler. Bu
durumu asagidaki ornekle inceleyelim:

f(z) = In(z + 1) fonksiyonunun a = 0 noktasi komsulugunda
ve [0,1.2] araliginda Taylor polinomlarini belirleyerek belirtilen aralikta artan n
degerlerine ragmen yakinsamanin gerceklesmedigini gézlemleyiniz.

f(z) = In(z + 1) fonksiyonunun ¢ = 0 noktasi komgulugunda (3.15)
ile verilen Taylor serisi (—1, 1] araliginda yakmsaktir. Sekil 3.1 de [0,1.2]
araligindan = 2,3,...,6icin P, (z) yaklagimlari(noktali) ve f fonksiyonunun
grafigi(gizgi) gosterilmektedir.

n nin tek degerleri icin elde edilen yaklagimlar x = 1.2 noktasinda f nin
grafiginin iist kisminda yer alirken, cift degerler icin elde edilen yaklagimlar
ise grafikleri f nin grafiginin asagisinda yer alan yaklagimlardir. Artan n
degerleri icin elde edilen yaklagimlarin z = 1.2 noktasinda f nin grafigin-
den gittikce uzaklagtiklar1 goriilmektedir. Bu durum, Tablo 3.1 de verilen
yaklagim hatalar1 i¢in sonsuz normlarindan da acik¢a goriilmektedir.
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10 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

RS

[LENANNT

R
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1.2 loglx+1)y>—

0 0.2 0. 4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Sekil 3.1: [0, 1.2] araliginda In(x 4+ 1) ve ilk beg Taylor yaklagimimin grafigi

Tablo 3.1 den Taylor polinomlar: ile elde edilen yaklagimlarin, Taylor
serisinin yakinsaklik aralig: igerisinde yer almayan x noktalar: icin iyi sonug
vermeyecegini gozlemliyoruz.

Bir Taylor polinomunu bir nokta komsulugunda ilgili fonksiyona yak-
lastm amacwyla kullanmadan énce, polinomun ait oldugu Taylor serisinin
yakinsakhk bolgesine dikkat edilmelidir.

3.4 Uygun dereceden Taylor yaklagim poli-
nomu

Baz1 uygulamalarda belirtilen yakinsaklik araligi icerisinde verilen bir maksi-
mum hata ile yaklagim saglayan Taylor polinomunun derecesinin de tahmin
edilebilmesi gerekmektedir. Bu baglamda (3.12) ile verilen hata tahmin for-
miiltinden faydalanabiliriz.

f(z) = In(x + 1) fonsiyonu icin a = 0 noktasi komsulugunda
ve [0, 1] araliginda e = 0.1 den kiiciik sonsuz normu hatasi ile elde edilen Taylor
polinomunun derecesini belirleyiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



3.5 Taylor acihmi bilinen bir fonksiyon yardimiyla benzer fonksiyonlarin
acilimlari 11

n | 1f (@) = Pa(@)]loo
2 0.30846

4 0.25086
6

8

0.25086
0.27645
10 0.32232
15 0.54321

Tablo 3.1: Yaklagim hatalar

Oncelikle

FO @) = (~1)ml/ (14 )

olarak elde edildigine dikkat edelim. O halde herhangi ¢, € (0,1) icin

ﬂf(nﬂ)(c )
(n+1)! ’

(D (—1)"p)
(n+ DI+ ¢g) (D) ‘
< 1/(n+1)<e=0.1

||f_Pn||oo = MaTo<z<1

= MaXo<z<1

i¢in, n > 10 olmasi gerektigi tahmin edilir. Ancak bu tahmin agir1 temkinli
bir tahmindir ve gercekte

| = Psloe = 0.0902 < 0.1

olup n > 5 olmasi yeterlidir.

3.5 Taylor acilimi bilinen bir fonksiyon yar-
dimiyla benzer fonksiyonlarin acilimlari

Taylor agilimi bilinen bir fonksiyon yardimiyla benzer fonksiyonlarin agilim-
lar1 hesaplanabilir.
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12 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

e~ fonksiyonunun x = 0 noktast komsulugundaki Taylor
acilimana e® in Taylor agilima cinsinden hesaplayiniz. Farkly n degerleri i¢in
e~ — P, (2)||0s normlarine hesaplayarak hatanm artan n degerleri igin sifera
nasil yakinsadiginy gozlemleyiniz.

Oncelikle e in acihmini e” in Taylor acihminda x yerine —x yazarak
elde edebilecegimize dikkat edelim:

et =1—a/U+2%/2! — .+ (=1)"2"/n! +---

ve dolayisiyla = yerine 22 yazmak suretiyle

e =1—2?/N+a*/20 = 4 (=1)"2"/nl + - --

elde ederiz. (3.17) serisinin yakimsaklik yarigapinin sonsuz olduguna dikkat
edelim.
[—2, 2] araliginda hesaplanan

2

le™ = Po(@)|oo

hatalar farkli n degerleri i¢cin agagidaki tabloda verilmektedir.

n 0 2 4 6 8 10 12 16 20

[ f(z) — Pu(2)]]os | 0.98 | 3.02 | 4.98 | 5.68 | 4.98 | 3.55 | 2.14 | 0.51 | 0.08

Tablodan hatanin n yaklagim derecesinin fonksiyonu olarak monoton bi¢imde

azalmadiginy goriyoruz. Diger bir degimle P, ; yaklasiminin P, den daha
iyi olmas1 gerekmemektedir. Ancak ilgili Taylor serisinin yakinsaklik araligi
igerisinde
1f(z) = Pa(2)[|oc — 0

oldugunu 6rnek iizerinden de gozlemliyoruz. e~*" ve ilgili P,(x) Taylor poli-
nomlariin grafikleri ise Sekil (3.2) de verilmektedir.

Benzer bigimde sinx fonksiyonunun Taylor agilimim kullanarak x # 0
icin

sin(r)/z =1—2%/3 4+ 2* /5! — 2%/7 + 28/9! + ...
elde edebiliriz.
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Sekil 3.2: e ve Taylor yaklagimlar:

3.6 Neden Taylor polinomlar:1?

Bilinen analitik yontemlerle bir a noktasinin komsgulugunda yakinsak bir
kuvvet serisi ile ifade edilebilen bir fonksiyonla ¢aligmanin zor veya miimkiin
olmadigi durumlarda bu noktanin komgulugunda fonksiyonu temsilen kuvvet
serisinin agilimin belirli sayida teriminden olusan Taylor yaklagimi kullanila-
bilir. Ornegin analitik yontemlerle hesaplanamayan

1

/ e da

~1
integrali icin bir sayisal yaklasimi MATLAB quadl fonksiyonu yardimiyla
1.493648265624569 olarak clde ederiz. e *” i¢in sifir noktas1 komgulugunda
yaklagim olarak Py Taylor polinomunun integralini hesaplamak suretiyle ise
1.493648267647435 elde ederiz. Sonuclarin virgiilden sonra sekiz basamaga
kadar aym olduklarini gozlemliyoruz.

e a noktasimi igeren yeterince kiigiik bir [a — L, a + L] Taylor serisi yakin-

saklik araliginda
a+L a+L
/ f(z)dz %’/ P,(x)dx
a—L a—L
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14 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

yaklagimi alinabilir. Ancak integral araliginin biiyiik olmasi durumunda
daha yiiksek dereceden polinomun kullanilmasi gerekecegi icin Taylor
polinomu yerine daha uygun polinomlar kullanilmahdir. Bu konuyu
sayisal integrasyon yontemleri boliimiinde inceleyecegiz.

e Verilen bir fonksiyonun uygun bir a noktasi komsulugundaki birinci
dereceden Taylor polinomu, a noktasi komsulugunda fonksiyon icin
belki de en fazla kullanilan bir yaklagimdir:

— Boliim 6 da inceleyecegimiz fonksiyon sifir yeri belirleme prob-
lemlerinde giincel olarak kullanilan Newton yontemi, her noktada
fonksiyonun birinci dereceden Taylor polinomu yaklagimini kul-
lanir ve bu polinomun sifir yerini, kendi sifir yeri igin bir yaklagim
olarak kabul eder.

— Baz sayisal tiirev yontemleri, fonksiyon tiirevi i¢in ilgili Taylor
polinomunun tiirevini yaklagim olarak kabul eder.

e Diferensiyel denklemler icin sayisal yontemlerin hata analizinin gercek-
lestirilmesinde Taylor yaklagimlar: sik¢a kullanilir.

3.7 Horner yontemi ile polinom deger veya
degerlerinin hesabi

Po(z) = a12™ 4 apz™ P+ - 4 an® + apys
olarak ifade edilen polinomun xy noktasindaki degeri
Po(z0) = a1y + apxd ™t + - + apT0 + apgy (3.18)

formiiliiniin kodlanmasi suretiyle hesaplanmaz. Ciinkii bu sekliyle n? ile oran-
til sayida carpma islemi gerceklestirilmesi gerekmektedir. Ornegin

3 2
Py(xz) = a12° 4 agx” + azx + a4
= M XTXITXTH+a XTXT+azXT+ ay

polinomu i¢in Ps(xy) degerinin hesaplanmasi 6 adet ¢arpma iglemi ve 3 adet
toplama islemi gerektirir. Oysa ayni iglem
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3.7 Horner yontemi ile polinom deger veya degerlerinin hesabi 15

Pi(z) = ((a12 + ag)x + az)r + aq

orneginde oldugu {izere i¢ ige ¢arpim formatinda yazilmak suretiyle 3 adet
carpma ve 3 adet toplama islemi ile gerceklestirilebilir. Boylece hem hesap-
lama iglem zamaninda tasarruf saglanmig olur ve hem de gereksiz aritmetik
islem gerceklestirmek suretiyle olusacak yuvarlama hatalar1 engellenmis olur.
Bu durumda

bl = a1
olarak tamimlanmak tizere
by = bixo+ ay = ay1xy + az(en igteki toplam)
bs = boxg+ az = (a1xg + ag)zo + az(en igten ikinci toplam)
by = bszg+ ag = ((a1xo + az)ro + as)xy + ay(istenen toplam)

elde edilmig olur. Bu iglemi sistematik olarak (3.18) polinomuna genellestire-
cek olursak,

by

a1

olmak {izere

bk:ak+x0bk,1,k:2,3,...,n

ile tammlanan {b;}, k = 1,2,3,...,n dizisi i¢in yukaridaki érnegimize paralel
olarak
bn = Pn (LC())

olarak elde ederiz. Horner yontemine ait Algoritma 3.1 agagida verilmektedir:

Disiik dereceli polinomlarin herhangi bir noktadaki degeri asagida belirti-
len Tablo yardimiyla daha pratik olarak gerceklestirilebilir: Ornegin yukarida
tanimlanan P3(x) polinomunun z, noktasindaki degerini hesaplayalim. Yu-
karida belirtilen islemler Horner? tabosu adi verilen tablo {izerinden kolayca
gerceklestirilebilir.

p(z) = 23 — 22% + = — 4 polinomunun zy = 1 noktasindaki
degerini Horner yontemi yardimiyla belirleyiniz.
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16 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

Algoritma 3.1 Horner yontemi
1. Girdi a, zg, burada a polinom katsayilarini iceren vektordiir.

2. n < a nin eleman sayisi
3. bl = a1
4. k=2,3,--- ,n icin

b, = ap + xg * bp_1;

5. Cikt1 b,

X0 al ag as ay

Xoby Xoba Xobs
by = a1 by = ax+xobi bz =azg+xpby by =as+xob3

Horner tablosu

olup, P(1) = —4 olarak elde edilir.

Diger bir bakig acisi ile yukarida tammmlanan {b;}, k= 1,2,3, ..., n dizisi
icin

Poz) = a1z" +aox™ Y 4+ a4,z + appy
(b1 ™D 4o by 4 by) (T — x0) + b

ozdegligi saglanir ve dolayisiyla b,.1 = P, () oldugu agiktir.

Her bir b, nin hesaplanmasi bir adet carpma ve bir adet de toplama iglemi
gerektirdiginden Horner yontemi adi verilen bu yontemle n—inci dereceden
bir polinomun herhangi bir noktadaki degerinin hesaplanmasi n adet ¢arpma
ve n adet toplama iglemi gerektirir. Boylece (3.18) biciminde P,(x) m
hesaplanmasi durumunda gereken O(n?) mertebesindeki iglem, Horner yon-
temi yardimiyla alternatif olarak n adet carpma ve n adet toplama iglemi ile
gerceklestirilmis olmaktadir.

Yiiksek dereceli polinomlarin herhangi bir noktadaki degeri asagida ve-
rilen ve horner.m isimli bir dosyaya kaydedilen Program 3.1 yardimiyla ger-
geklestirilebilir.

2William George Horner (1786 — 1837, ingiliz matematikci)
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3.7 Horner yontemi ile polinom deger veya degerlerinin hesabi 17

1 1 -2 1 -4
1x1 -1x1 0O0x1
1 -1 0 -4

function sonuc=horner(a,x0);

%x0 skaler

n=length(a);

b=zeros(n,1);

b(1)=a(1);

for k=2:n
b(k)=a(k)+x0xb(k-1);

end

sonuc=b(n) ;

Program 3.1: Horner yontemi(skaler versiyon)

Ornegin Py(x) = 22 — 2 + 3 polinomunun zy noktasindaki degerini
hesaplamak i¢in komut ortamindan girilen polinom katsayilari ve xy noktasi
icin

>> a=[1 -2 3]; x0=1;
>> horner(a,x0)

ans =

2

elde ederiz.

Tek bir nokta yerine birden fazla noktada verilen bir polinomun degerinin
ayni anda hesaplanmasi istenirse, bu taktirde Program 3.1 ile verilen klasik
Horner yontemi gelistirilerek birden fazla noktada polinom degerini hesap-
layan Algoritma gelistirilmelidir. Birden fazla noktada verilen polinomun
degerini hesaplayan algoritma 3.2 agagida verilmektedir.

Algoritma 3.2’ye ait Program 3.2 asagida verilmektedir.

Ornegin Py(x) = 22 — 22 + 3 polinomunun zy = [1 2 —1] vektoriindeki
degerlerini Program 3.2 ile verilen wvektorel Horner yontemi yardimiyla ko-
layca hesaplayabiliriz:

>> a=[1 -2 3];
>> x0=[1 2 -1;]
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18 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

Algoritma 3.2 Horner yontemi algoritmasi(vektorel versiyon)

1. Girdi a, x, burada a polinom katsayilarini igeren vektor ve x ise hesap-
lama noktalarini igeren vektordiir

2. n : a nin eleman sayisi; m «— x in eleman sayisi;
3. b:n x m boyutlu sifir matrisi

4. by, = [a(1)a(1)...a(1) m bilegenli vektor

5. k=2,3,--- ,nigin

b = ap + xo. * bp_1,:;

6. CQikt1 by, .

>> hornerler(a,x0)
ans =
2 36

3.8 1ki degiskenli fonksiyonlarmn Taylor acilim-

lar:
Tek degiskenli fonksiyonlardakine benzer olarak, iki veya daha ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin bir nokta komsulugundaki Taylor acilimlari elde edilebilir. Or-

negin iki degiskenli ve (a,b) noktasi komgulugunda Taylor agilimi mevcut olan
bir f(x,y) fonksiyonunun bu nokta komsulugundaki Taylor acilimi

0 0
Fa) = @b+ @ -0 fon+ =D

1 0*f o*f o*f
5 (z — CLf@ka,b) +2(r —a)(y — b)ax—8y|(“’b) +(y — b)Za—y2|(a,b)
+...
olarak elde edilir. Burada
aof of
Pla.y) = £(a0) + (@ = G o + (1 = D3|
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3.8 Iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor acilimlari 19

function sonuc=hornerler(a,x0);

%x0 vektor

%P (x)=a(1)x"n+a(2)x" (n-1)+...+a(n)x+a(n+1)
%sonuc=P (x0)

n=length(a) ;m=length(x0) ;
b=zeros(n,m) ;
b(1,:)=a(1)*ones(1,m);
for k=2:n

bk, :)=a(k)+x0.*b(k-1,:);
end
sonuc=b(n,:);

Program 3.2: Horner yontemi(vektorel versiyon)

Taylor polinomunun geometrik yeri z = f(z,y) yiizeyine (a,b) noktasinda
cizilen teget diizlemdir. h = x — a, k = y — b olmak iizere

0 o o of of
(h% 4+ k%) fla,b) : = hax’(a,b) + k’a [(ap)
o 0\ 0 f f 'f
<ha—x+k%> fa.b) =55l + 2hkg o '<“b>+k2@y et
notasyonu ile f nin (a, b) noktas: komsulugundaki Taylor serisi
- 1 %) a\"
_ _ - 1

n= 0
olarak ifade edilir.
f(x,y) = e~ @+¥) fonksiyonunun (0,0) noktasi komsulugun-

daki, ilk doért Taylor yaklasim polinomunu bularak fonksiyonla birlikte ayni eksende
grafiklerini ¢iziniz.
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20 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

gh &t

ST

T

Y

Y

0,0) = 1

0,0) (—2ze~*+9)(0,0) = 0

0,0) (—2ye~@*+¥))(0,0) = 0

0,0) e~ (4% (422 — 2)(0,0) = —2
0,0) = e @+ (492 —2)(0,0) = —2
0,0) = e @) (421)(0,0) =0

degerlerini elde ederiz. Benzer bi¢imde (3.19)’daki diger gerekli terimleri ve
(0,0) daki degerlerini hesaplayarak

fay) =1 (@ 1) 4 o 4P — (@ )

agilimini elde ederiz. (Bu acilimi yukarida verilen e~

riniz).

2! 3!

2 .
" acilim ile karsilagti-

f(z,y) fonksiyonu ve sirasiyla

P0($7y) =
P2(x,y) =

P4<=T,y) =

P6(337 y) =

1,
1—(2* +y%),
1
1— (2* +9°) + E(ﬁ +y%)?
1 1
L= (@ +9%) + 5@ + 07 = 50"+ 7)o

kismi toplamlarini(iki degiskenli Taylor polinomlarimin) grafikleri Sekil 3.3’te

sunulmaktadir.

Artan n degerleri icin  Py(z,y), Pa(z,y), Pi(z,y) ve Ps(x,y) polinom-
larinin grafiklerinin f fonksiyonunun grafigine yaklastig: gafiksel olarak go-

riilmektedir.

3.9 Taylor acilim ile aritmetik islemlerde yu-
varlama hatas1 birikim analizi

xy degeri x i¢in bir yaklagim olsun ve y = f(z) fonksiyonu verilsin. = yerine
x s yaklagimimin kullanilmasi durumunda olusacak olan Ay = y; — y mutlak
hatas1 ve €,(y) bagil hatasini tahmin etmek istiyoruz.
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3.9 Taylor acilimi ile aritmetik islemlerde yuvarlama hatasi birikim analizi 21

Sekil 3.3: e~ (%) fonksiyonu ve artan n degerleri icin Taylor polinom yak-
lagimlar:

Taylor agihm yardimiyla Ay = f'(x)Ax olarak yazariz. Burada = yak-
lagimi birinci mertebeden tiireve kadar ilgili terimlerin egitligini ifade etmek-
tedir. y # 0 i¢in her iki tarafi y ye bolmek suretiyle

I C N
S [ R (R

elde ederiz. Yukaridaki son esitlikte mutlak hata ile bagil hata arasmdaki
Az = xep(r) bagmtisim kullandik.

x yerine xy yaklasimi alinmasi durumunda, y = f(z) = 2"
fonksiyonunda olusan mutlak ve bagil hatalari x deki mutlak ve bagil hatalar
cinsinden hesaplayiniz.

Mutlak hata

olur. Bagil hata ise

olarak elde edilir.
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22 Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

x yerine xy yaklagimi alinmasi durumunda, v = f(z) = {/x
fonksiyonunda olusan mutlak ve bagil hatalari x deki mutlak ve bagil hatalar
cinsinden hesaplayiniz.

Mutlak hata 1

Ay = f(2)Ar = —x7 Az
n
olur. Bagil hata ise
G PR N
»(Y) o) xep(x) i/ xep(x) = Eeb(:v)

olarak elde edilir.
Benzer bicimde iki degiskenli bir z = f(x,y) fonksiyonu icin xy, y;
degerleri x ve y icin birer yaklagim olsunlar. Bu durumda

Az = gA:c + gAy

ox dy
ve
Lz Of y Of
ep(z) & o) %gb(aj)ij(a:,y)a_ygb(y)

elde ederiz. Yiiksek mertebeden kismi tiirevlerin 6zdeg olarak sifira esit ol-
dugu durumlarda yukarida verilen mutlak ve bagil hata bagintilarinda =’
yerine '='alinmalidir.

Buna gore 6zel olarak toplama, cikarma, carpma ve bolme iglemleri icin
sirasiyla z = f(z,y) fonksiyonunu

fle,y) = +y,x—y,zxyz/y

almak suretiyle

toplama/¢gikarma z=f(z,y)=z+ty
Az =Ax+ Ay
ev(2) = g (wen(@) L yen(y),x £y # 0

elde ederiz. Fark icin elde edilen yukaridaki bagintidan, birbirine yakin
sayllarin farkinin alinmasi sonucu olusan bagil hatanin z; ve y; yaklagim-
larinda olusan bagil hatalardan ¢ok daha biiyiik oldugunu gérmekteyiz. Ben-
zer bicimde carpma ve bolme i¢in agagida verilen mutlak ve bagil hata ifa-
delerini elde ederiz:
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garpma | z = f(r,y) =x Xy
Az = yAx + Ay

ep(2) = ep(x) + & (y)

bolme | z= f(x,y) ==x/y
Az = iA:c — y%Ay
en(2) = en(x) —a(y)

Karesel bir ofisin bir kenari, maksimum 0.1m hata ile © = 3m
olarak ¢&l¢iilmiis olsun. Bu deger ile ofis alaninin hesaplanmasinda olusacak olan
mutlak ve bagil hata yaklasik olarak ne kadardir?

y = f(z) = 2% alimirsa
Ay = f'(2)Ar = 22Az =2 x 3 x (0.1) =0.6

elde ederiz.
Bagil hatay ise yaklagik olarak

A
ey(y) = 7y — 0.6/9 = 0.0667

olarak elde ederiz.

Dikdértgensel bir ofisin taban boyutlari sirasiyla maksimum
0.1m ve 0.2m hata ile x = 3m ve y = 5m olarak &l¢iilmiis olsun. Bu degerlerle
ofis alaninin hesaplanmasinda olusacak olan mutlak ve bagil hata yaklasik olarak
ne kadardir?

2= flz,y) =z xy

almirsa
Az=yAzr+z2Ay=5x(0.1)+3 x (0.2) =1.1

elde ederiz.
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Bagil hatayi ise
A
ey(2) = = = 1.1/15 = 0.0733
z

olarak elde ederiz. Elde edilen bu sonucun z ve y de olusan bagil hatalarin
toplamina, yani

Az A
ey(z) + ey(y) = % + 73/ —0.1/3+0.2/5=1.1/15

esit olduguna dikkat edelim.

Siirtiinmesiz ortamda hareket eden bir cismin kiitlesinin maksi-
mum 0.1 kg hata ilem = 2 kg ve cismet aninda etki eden kuvvetin ise maksimum
0.2kg x m/s? hata ile F = 5(kg x m/s?) olarak élciildiigiinii kabul edelim. Bu
degerleri kullanmak suretiyle cismin ivmesinin hesaplanmasinda olusacak olan
mutlak ve bagil hata yaklasik olarak ne kadardir?

Am = 0.1 ve AF = 0.2 mutlak hatalar1 ve I1. Newton yasasi geregi
a = F/m = 2.5(m/s?) ivmesinde olusan mutlak hata

1 F 1
Mo AF - iAm=(02) - 5 (0.1) = —0.0250

m m?2 22
dir. Ayrica
ep(m) =Am/m =0.1/2 =0.05
ve
eo(F) = AF/F = 0.2/5 = 0.04
olup,

ep(a) = gp(F) — gp(m) = 0.04 — 0.05 = —0.01
olarak elde edilir. Ote yandan

Aa . —0.0250
Eb(a) = 7 = T = —0.01

olarak ayni sonug elde edilir.
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fla,b,c) = —b+ Vb2 — 4ac

fonksiyonunu g6z oniine alalm. a = 1, b = 2, ¢ = 0.001 i¢in, mutlak hata
degerlerlerinin en fazla Aa = 0.1, Ab = 0.1, Ac = 0.001 oldugunu kabul edelim.
f nin (a,b,c) noktasindaki degerinin hesaplanmasinda olusacak olan mutlak ve
bagil hata yaklasik olarak ne kadardir?

of of of
SoAat e Ab+ A

—9 —2a

c b
= —Aa+(—-1+ —)Ab+ —Ac
b2 — 4ac ( \/b2—4ac) Vb2 — 4dac

= (=0.0010) x 0.1 + (5.0038¢ — 004) x 0.1 4+ (—1.0005) x 0.001
= —0.00105046

elde ederiz. Ote yandan
fla,b,c) = f(1,2,0.001) = —0.00100025

olup,
~ Af 0.00105046

) = == = 500100025

elde ederiz. Bagil hatanin mutlak hataya kiyasla daha biiyiik olduguna dikkat
edelim. Bunun nedeni verilen a,b ve ¢ degerleri igin f(a,b,c) nin birbirine
yakin iki saymin farkini alan bir iglem olmasidir. Daha énceden de tahmin
ettigimiz gibi birbirine yakin iki sayimin farkinin hesaplanmasinda bagil hata
biiyiik olmaktadir.

= 1.05019745

1. Asagida verilen fonksiyonlarin a = 0 noktasinda hesaplanan Taylor a¢ilim-
larinin dogrulugunu kontrol ediniz.

sinh (x) = x 4+ x> /6 +x°/120 + x" /5040 + ...
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cosh(x) =1+ x°/2 4+ x*/24 4+ x° /720 + ...
tan(x) = x + x> /3 + 2x”/15 + 17x" /315 + ...

VIt a=1+4x/2 —x"/8+x>/16 —5x*/128 + ...

2. Asagida verilen fonksiyonlarin a = 1 noktasinda hesaplanan Taylor acilim-
larinin dogrulugunu kontrol ediniz.

x°=1+5(x—1) +10(x — 1)*4+10(x — 1)°+...
sin(z) = sin(1)+ cos(1)(x — 1) — sin(1)(x — 1)*/2
—cos(1)(z — 1)3/6 + sin(1)(z — 1)*/24
+cos(1)(x —1)°/120 + ...

sin(5z) = sin(5) + 5cos(5)(z — 1) — 25sin(5)(z — 1)?/2
—125c0s(5)(x — 1)* /6 + 625sin(5)(z — 1)*/24 + ...

In(x) =x—1—(x—1)*/24+ (x=1)*/3 - (x— 1)*/4+ (x—1)° /5 + ...

3. Terim terime tiirev veya integral almak suretiyle veya trigonometrik 6zdes-
liklerden faydalanarak asagida sol siitunda yer alan fonksiyonlarin a = 0
noktasindaki Taylor acilimlarini, sag siitunda yer alan fonksiyonlarin ayni
noktadaki agilimlari yardimiyla hesaplayiniz ve ayni yakinsaklik yaricaplarina
sahip olduklarini gésteriniz.

e sin(x), cos(x)
o tan*(z), tan(x)

e cos*(x), cos(2x)
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e 1/(1+ ), In(1+ x),log(l+ z)
e cosh(z),e”

4. Sifir noktasi komsulugunda bilinen acilimlar yardimiyla asagidaki acilimlarin

dogrulugunu kontrol ediniz.

[}
xsin (x) = x*—x*/6 +x°/120 + ..
[ J
In(1+x%) =x>—x*/2+x°/3+ ...
[ ]
tan(x)/x = 1+ 1/3x°+2/15x"+17/315x°+...
[ ]

(14x)/(1 =x) =14 2x+ 2 +23+2x3+2x>+2x5+ ..

5. Taylor polinom yaklasimi icin verilen hata formiiliinii kullanarak asagida ve-
rilen f fonksiyonlarina, a = 0 noktasindaki P, Taylor polinomlari ile [—1,1]

araliginda yaklasildigini kabul edelim. ||f — P,|loc < € = 0.1 esitsizligi
saglanacak bicimdeki en kiiciik n tamsayilari sirasiyla ne olmalidir?

e sin(x)
e cos (x)
e exp (—x)
6. Soru 5i[—2,2] araligi icin tekrarlayiniz. Elde ettiginiz sonucu Soru 5 teki
cevabinizla karsilastiriniz. Ne gézlemliyorsunuz?

1
/ sin(z?)dr = 0.6205
—1

integralini hesaplamak istedigimizi diisiinelim. P, polinomu a = 0 noktasi
komsulugunda fonksiyonun n—inci dereceden Taylor polinomu olmak iizere

n=20,1,2, ... igcin
1

h:/amm

-1
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10.

11.

12.

integraller dizisini hesaplayalim. I, dizisinin yakinsadigi noktayi belirleyiniz.
Elde ettiginiz limit verilen integral icin iyi bir yaklasim midir?

f(z) = cos(x) fonksiyonu icin a = 0 noktasi komsulugunda elde edilen
P, Taylor polinomlarini géz éniine alahm. n = 0,2,4 icin [—m, 7] ara-
liginda E, = ||f — P,|| normlarini hesaplayiniz. E, degerleri nasil
degismektedir?

f(t) = eVt £ 0, f(0) = 0 ile tanimlanan fonksiyonun t = 0 nok-
tasinda biitiin basamaktan tiirevlerinin mevcut ve sifira esit oldugunu sifir
noktasindaki tiirevin tanimini kullanmak suretiyle gésteriniz. f nin sifir
noktasindaki Taylor seri acilimi, sifir noktasinin komsulugunda f yi temsil
eder mi?

Integraller icin ortalama deger teoremi yardimiyla

Ry(z) = = /x FED@(E = xo)dt = ( — o)™/ (n + D)1V (ey)

n! Je
saglanacak bicim de x ile xy arasinda c, oldugunu gésteriniz.

P,(x) polinomu f(x) fonksiyonunun x = a noktasindaki n—inci dereceden
Taylor polinomu olsun.

Pék)(a’) = f(k)(a)vk = 07 17 N
oldugunu gosteriniz.

Asagida verilen iki degiskenli fonksiyonlarin (0, 0) noktasindaki Taylor agilim-
larinin dogrulugunu kontrol ediniz

cos(xy) =1 — (xy)?/2 + (xy)*/24 + ...

cos(x+y) =1— (x+vy)*/2+ (x+vy)*/24 + ...

log(x+y+1)=x+y—(x+y)?/2+ (x+y)*/3— (x+y)"/4+ ...

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



3.9 Taylor acilimi ile aritmetik islemlerde yuvarlama hatasi birikim analizi 29

13. Kagit-kalem ve Horner programi yardimiyla asagida verilen polinomlarin
belirtilen noktalardaki degerlerini hesaplayiniz

P(x) = x> +9x2427x + 27, x,= —1
P(x) = x" =334+ 2 —4x + 1,%x,= 1

P(x) = x’—10x*+40x>—80x*4-80x — 32, x,= 3

P(x) = x’—21x°+175x*~ 735x° +1624x> — 1764x + 720, x,= 1

14. Vektor tabanl Horner yontemi yardimiyla asagida verilen polinomlarin ve-
rilen noktalardaki degerlerini es zamanli olarak belirleyiniz.

P(x) = x*—6x%4-8x, x,= [1245];

P(x) = x*—10x>+35x2—50x + 24; x,= [1.22.53.4;

15. Horner programi ile ayni formatta calisan Octave polyval komutu ile soru
12 ve 13’teki polinom degerlerini hesaplayiniz.

16. g =9.8,v9 = 4,19 = 2 olmak iizerey = 1/2gt*+vot+xo degerinin en fazla
At = 0.1 hatasina sahipt = 1 6lgiim anindaki degerinin hesaplanmasinda
olusacak olan mutlak ve bagil hata yaklasik olarak ne kadardir?

17. a = 2,b = 4 ve ¢ = 1 degerleri icin maksimum mutlak hatalar sirasiyla
0.1,0.2 ve 0.3 olmak iizere olmak iizere

B —b+/b? — 4dac —b—/b? — 4dac

Ve Tg =
2a 2a

T

degerlerinin hesaplanmasinda olusacak olan mutlak ve bagil hata yaklasik
olarak ne kadardir?

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



30

Taylor Serisi, Polinomu ve Polinomla Yaklasim Hatasi

1. Maxima veya ticari Maple, Mathematica ve MATLAB sembolik ara¢c ku-

tusu gibi sembolik cebir programlari yardimiyla Taylor polinomlari hesap-
lanabilir. Maxima programini bilgisayariniza kurarak, asagidaki komutlar
yardimiyla Taylor polinomlarinin hesaplandigini ve grafiklerinin cizdirildigini
gozlemleyiniz.

taylor(sin(x),x,0,5);

(%05)/T/ x-x"3/64x"5/120+...

/* [wxMaxima: input start | */

wxplot2d([x,x —x"3/6,x —x"3/6 4+ x"5/120, sin(x)], [x, —4, 4])$
e /* [wxMaxima: input end | */

Py(a) = f(a), Py(a) = f'(a), P(a) = f"(a)

ozelligini saglayan ve x in kuvvetleri cinsinden yazilan
Py(x) = o2 + 12 + ¢
polinomunun katsayilarinin
0 = (a2f"(a) — 2af'(a) + 2f(a))/2,c1 = f'(a) — af"(a),c2 = f"(a)/2

oldugunu gosteriniz. a = 0 olmasi durumunda katsayilarin bilinen degerler
oldugunu, yani

Py(z) = 1/2f"(0)2* + f'(0)x + f(0)

oldugunu gézlemleyiniz.

. Proje 2 den biraz farkli olarak, [a,b] araliginda f fonksiyonuna daha iyi bir

yaklasim olacagi diistiniilerek

Q2(a) = f(a), Q5(a) = f'(a),Q2(b) = f(b)
ozelliklerini saglayan

Q2(7) = cp2® + 1w + ¢

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



3.9 Taylor acilimi ile aritmetik islemlerde yuvarlama hatasi birikim analizi 31

polinomunun katsayilarinin

_ablb—a)f'(a) — @ J(5) + (20~ B)bf (a)

« (b— a)?

P —a)f(a) + 2 () — £()
' (b—a)?
=S @)= f0) + )

i (b—a)?

oldugunu gosteriniz. Ozel olarak a = 0 icin

oue) = IO IO TO oy, g

oldugunu gézlemleyiniz.

. f(x) = sin(z) fonksiyonuna [0, 1] araligida yaklasim icin kullanilmak tizere
Proje 2 deki P»(x) ve Proje 3'teki Q2(x) polinomlarini belirleyerek her bir
polinom icin

Ey(z) = sin(z) — Py(z),

Ey(x) = sin(x) — Qa(2)
hatasinin grafigini 0.1 aralikli noktalar icin ¢cizdiriniz. Her bir yaklasim igin
[|E1(2)||so ve ||E2(x)||eo hatalarini tahmin ediniz. Hangi yaklasim daha
iyidir?

. Q3(x) polinomu, [0,1] araliginda bir f fonksiyonuna yaklasim icin olustu-
rulan ve

Q3(0) = £(0), Q5(0) = f'(0),Qs(1) = f(1), @Q5(1) = f'(1)
ozelliklerini saglayan
Qs(x) = c32° + cpx® + 17 + ¢

polinomunun katsayilari ile f ve tiirevinin x = 0 ve x = 1 noktasindaki
degerleri cinsinden hesaplayiniz. QQs(z) polinomunu

PP (0) = fP(0),k =0,1,2,3

ozelliklerini saglayan a = 0 noktasi komsulugundaki 3-iincii dereceden Tay-
lor polinomuna alternatif bir polinom veya iki noktali Taylor polinom acilimi
olarak diisiinebiliriz. Proje 4'ii, P3(x) ve Qs(x) icin tekrarlayiniz.
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6. MATLAB GUI adi verilen arayiizler gelistirmek suretiyle arka planda MATLAB
komutlarini ¢alistiran etkilesimli programlar hazirlanabilir. Kullanici tarafin-
dan girilen fonksiyon, acilimin etrafinda gerceklesecegi nokta ve bu noktayi
iceren aralik ile istenilen Taylor polinomunun derecesini alarak, Taylor poli-
nomunun ve fonksiyonun grafigini ayni eksende cizdiren bir GUI hazirlayiniz.
Ayrica hazirlayacaginiz arayiizde Taylor polinomunun yaklasim davranisini
belirleyen

1f = Pullos

normu da gostermelidir.
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