Bolim

Polinomlarla Interpolasyon ve Hata

Bu boliimde bir fonksiyon veya o6lgiim sonucu elde edilen nokta kiimesin-
den gecen polinomunu belirlemek suretiyle, veri kiimesi igerisinde eksik olan
degeri tahmin etme iglemi olarak tamimlanan interpolasyon kavramini tani-
tarak,

e interpolasyon polinomu ad1 verilen stz konusu polinomun Cebirsel, New-
ton ve Lagrange gibi farkl formiilasyonlar yardimiyla elde edilisini,

e farkli formiilasyonlarin 6zelliklerini,
e clektronik ortamda interpolasyon igleminin nasil gerceklestirildigini ve

e interpolasyon isleminde olusan hata kavramlarini inceliyoruz.

Konuyla ilgili detaylar i¢in, bu boliimii hazirlarken faydalandigimiz [1],[3],[4],[5]
ve [6] nolu temel referans kaynaklarim éneririz.

4.1 Giris

Herhangi bir aragtirma sonucunda belirli bir amaca yonelik olarak elde edilmis
olan ve genelligi bozmaksizin apsisleri kiigiikten biiyiige dogru sirali ve bir-
birlerinden farkli olan
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2 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

nokta ciftleri kiimesinin verildigini kabul edelim. A kiimesindeki verilerden
hareketle, herhangi bir

t € [to,tn},t 7& t;i,1=0,1,...n

noktasindaki bilinmeyen y degerini tahmin etme iglemi sikca ihtiya¢ duyulan
bir islemdir ve bu isleme interpolasyon islemi adi verilmektedir.

Fiziksel uygulamalarda t; degerleri deney gozlem zamanlarim ve y; ’ler
ise bu zamanlarda elde edilen deneysel gozlem sonuglar1 olabilir. Bu du-
rumda interpolasyon, 6l¢iim yapilmamig olan bir £ zamanindaki degeri tah-
min iglemidir. Go6z 6niine alinan veri araliginin, yani [to, t,,| araliginin digarisin-
daki bir noktadaki tahmin islemi ise ekstrapolasyon olarak adlandirilmakta
olup, calismamizda incelenmemektedir.

t noktasindaki bilinmeyen degeri tahmin etmek igin

ozelligini saglayan ve interpolasyon polinomu adi verilen derecesi en kiigiik P

polinomu bulunarak, bilinmeyen P(t) degeri bu polinom yardimiyla tahmin
edilebilir. Bu noktada bir ¢ok soru akla gelmektedir:

e (4.1) ozelligini saglayan bir polinom var midir? Varsa bir tek midir?
e sz konusu interpolasyon polinomu nasil belirlenir?
e interpolasyon polinomunun derecesi hakkinda ne soyleyebiliriz?

e interpolasyon polinomu yardimiyla gerceklestirilen interpolasyon isle-
minde olusan hata tahmini olarak ne kadardir?

e interpolasyon isleminde olusabilecek olan hatayr minimize etmek icin
neler yapilmahdir?

Yukarida belirtilen sorularin énemli bir kismi gerek Newton ve gerekse
Lagrange’in caligmalariyla agikliga kavusturulmus ve istenilen 6zellikleri sag-
layan interpolasyon polinomunun varligi, bu polinomu inga etmek suretiyle
ispatlanmigtir. Newton ve Lagrange tarafindan kullanilan yontemler ilerleyen
boliimlerde inceleyecegimiz iizere birbirinden farklidir.
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 3

4.2 Interpolasyon polinomunun farkl formiilasy-
onlari

Oncelikle iki adet (to,vo), (t1, 1) nokta cifti goz dniine alalim.

e Bu iki nokta ¢ifti i¢in (4.1) 6zelligini saglayan gok sayida polinom bu-
labiliriz. Ancak aklimiza gelen en diigiik dereceli ilk polinom birinci
dereceden olup, grafigi bu iki noktadan gecen dogrudur:

Y1 — Yo
t1 — 1o

Pyi(t) = yo + (t —to) (4.2)

e (4.2) polinomu, yukarida yazildigi bigimiyle Newton formiilasyonudur,
ancak siliphesiz ki bu polinomu Newton veya Lagrange’in gelistirdikleri
ileri diizey formiilasyonlara ihtiya¢ duymadan da belirleyebiliriz:

Pi(t)=a+bt (4.3)

bigiminde bir polinom arayarak, grafigi s6z konusu iki noktadan gececek
sekilde, yani (4.1) ozelligi saglanacak bigimdeki a ve b katsayilarim

bulabiliriz:
a—+ bto = %Yo (44)
a+ btl = N
denklem sistemini ¢ozerek
a:yo—bto, b= ZZI _i/o (45)
1~ o

elde ederiz. (4.4) siteminin ¢oziimiiniin varhg: ve tekligi i¢in t; # tg
olmas1 gerektigine dikkat edelim.

e (4.2) polinomunun alternatif olarak

t—t t— 1

Pi(t) = 4.6

1(t) to—t1y0+t1—toyl (4.6)

biciminde de yazilabilecegine dikkat edelim. O halde aym polinomu
ii¢ farkl yontemle elde etmis olduk:

e Birincisi (4.2) ile verilen Newton formiilasyonudur. (4.3) ile verilen
ikinci formiilasyon Cebirsel formiilasyon adi verilmektedir. Uciinciisii
ise (4.6) ile verilen Lagrange formiilasyonudur.
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4 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

4.2.1 Cebirsel formiilasyon

Cebirsel formiilasyonu daha ¢ok sayida nokta ¢iftine genellestirmek oldukga
kolaydir. Ornegin ti¢ adet (to,vo), (t1, 1), (t2,¥2) nokta cifti icin grafigi bu
noktalardan gegen ve ikinci dereceden olan

Py(t) = a + bt + ct?

polinomunu benzer bi¢imde belirleyebiliriz: (4.1) 6zelliginden,

a+ bty +ctt = 1y
a+bt;+ctt = 1y
a+bty +cts = 1y,
veya
1 to t% a Yo
1t t2 bl =1|wn (4.7)
1 tz t% C Y2

lineer denklem sistemini ¢ozmek suretiyle a, b ve ¢ katsayilarini ve dolayisiyla
da istenilen ozellikleri saglayan P(t) polinomunu elde ederiz.

(tiyvi),i=0,1,...,n ile verilen ve (i # j = t; # t;, ) Ozelliklerini saglayan
(n + 1) adet nokta cifti i¢in ise n — inci dereceden

Po.(t) = ao + ait + ... + ap_1t" ' + a,t" (4.8)
polinomu, (4.1) ozelliginden hareketle
1 t to ap Yo
% t‘l 7 a | y.l (4.9)
vty ) la ] m

denklem sistemi ¢oziilerek (4.8) ile tamimlanan interpolasyon polinomunun
katsayilar1 ve dolayisiyla da istenilen 6zellikleri saglayan interpolasyon poli-
nomu teorik olarak elde edilebilir.(4.9) sisteminin katsay1 matrisi Vander-
monde matrisidir ve 7 # j = t; # t; ozelliginden dolay1 determinanti sifirdan
farklidir(Aligtirma 3), yani (4.9) tek bir ¢oziime sahiptir.

Dolayisiyla cebirsel formiilasyon yardimiyla derecesi < n olan ve (4.1)
ozelligini saglayan polinomun var ve tek oldugunu goriiyoruz.
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 5

(0,0),(1,2),(2,5) noktalarindan gegen interpolasyon polino-

munu cebirsel formiilasyon yardimiyla belirleyiniz.

Grafigi, verilen ii¢ noktadan gecen interpolasyon polinomunu
Py(t) = a+ bt +ct?

ile gosterelim.
PQ(tz) = yz,l = 07 1,2
ozelliginden
a

a+b+c =
a+2b+4c =

elde ederiz. Bu sistemi ¢ozerek, ¢ = 1/2,b = 3/2 elde ederiz. O halde
aradigimiz polinom

Py(t) = %(t +3)
dir.

Ornek 4.1 de verilen noktalara ilaveten, grafigi (4,1) noktasindan
da gegen interpolasyon polinomunu belirleyiniz.

S6z konusu polinomu
Py(t) = a+ bt + ct® + dt?

ile gosterelim.
Ps(ti) = y;,i=10,1,2,3

ozelliginden
a
a+b+c+d =

a+2b+4c+8d =
a+4b+ 16¢c+ 64d =

= ot N O
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6 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

sistemini veya a = 0 oldugundan hareketle

1 1 1 b 2
2 4 8 c | =125
4 16 64 d 1

elde ederiz. Gauss eliminasyon yontemi yardimiyla

11 1 |2 11 1 | 2]
2 4 8 | 5| - |02 6 | 1
416 64 | 1 |0 12 60 | -7
(11 1 | 2 ]
- o026 | 1
|00 24 | —13

elde ederiz. Elde edilen ekli matrise karsilik gelen iist iicgensel sistemden

b+c+d = 2
2c+6d =
24d = —13

elde ederiz. Bu sistemden
d=-13/24,c=(1—-6d)/2=(1+13/4) =17/8

ve

5
b=2-17/8+13/24=

elde ederiz. O halde istenilen tzellikleri saglayan

5 17 5, 13 5
Py(t) = Et + gt — ﬂt
polinomunu elde ederiz.

Ancak bu yontem tercih edilen bir yontem degildir, ¢iinkii katsay:r ma-
trisi Vandermonde matrisi olarak adlandirilan (4.9) sisteminin sayisal ¢oziim
problemi kararli olmayan bir problemdir. Diger bir degimle ¢oziim asa-
masinda olugsan yuvarlama hatalar1 kontrolsiiz olarak biiyiiyebilmekte ve elde
edilen sayisal ¢oziim kabul edilemeyecek biiyiikliikte hata icerebilmektedir.
Bu durumda kullanilmasi gereken alternatif yaklagimlar Boliim 5’te incelen-
mektedir.

Diger bir alternatif Newton formiilasyonudur.
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 7

4.2.2 Newton formiilasyonu

Iki nokta cifti icin (4.2) ile verilen interpolasyon polinomu Newton formunun,
(to, o), (t1,y1), (t2,y2) nokta ciftlerine de benzer bicimde genellestirilebilir:
Newton bu nokta ciftleri icin ise

Py(t) =a+b(t —to) +c(t —to)(t — t1) (4.10)

formunda bir polinom 6nermektedir. (4.1) ozelliginin saglanabilmesi icin
(4.2)’de oldugu tizere

0 =10, b= Y1 — Yo
t —to
olmas1 gerektigi agiktir.
Y2 = Po(t2)

ozelliginin saglanmasi gerektiginden hareketle ¢ degerini

a+ b(tg - to)
(ta —to)(ta — t1)
Yo + Y1—¥Yo (t2 _ tO)

t1—to

- (ta —to)(t2 — t1)
Y2—Y1 _ Y1—Yo
to—11 t1—to

ty — to

c = —

olarak elde edebiliriz:

Uygun bir f fonksiyonu igin y; degerlerinin y = f(¢) bagintisiyla tanimh
fonksiyonun ¢; noktasindaki degerlerini Newton formiilasyonunda tercih edilen
notasyon olarak,

fi = f(tl),l = O, 1, ., n

ile gosterelim. (4.10)’daki katsayilar1 daha iyi temsil edebilmek i¢in boliinmiig
fark ad1 verilen agagidaki notasyonu tamimlayalim:

fi+1 - fz
ti? tz - -
fltoton] + = E212 1
tistiv1] — fltici, ts
f[tl'*lathtiJrl] L= f[ +1] f[ 1 ]’
tiv1 —ti1

flta, -t — fltr, ta, - -+ i)

ti.to. - L c =
f[1727 ’z] tz_tl
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8 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

Bu durumda (4.10)’da

a = flto] := f(to) = fo,

b = flto,ta] :== {1%{}
¢ = flto,t1,ts] == f[tl’t;j:;i[to’tl]

olarak ifade edilebilir. Yani (4.10) polinomu

Py(t) = flto] + flto, t2](t — to) + flto, t1, t2](t — to)(t — t1)
= PUt) + flte tr, bt — to)(E— 1) (4.11)

olarak ifade edilir.
En genel halde (t;, f;),i = 0,1, ..., n nokta ¢iftleri i¢in ise,

No(t) = =1,

Nl(t) . :t—to,

NQ(t) L= (t—tg)(t—t1>,

N, (t) :;@—mw—my”@—uq)

polinomlar1 olmak {izere,

Pn(t) - f[to]
+flto, ta] (¢ — to) + -+
+flto,t1, - tn)(t —to) ... (t —tp_1)
= P, (t)+ flto,tr, .- ta](t—to) ... (£ — to1)

— Zf[to, NG (4.12)

elde edilir. Az sayida nokta ciftleri i¢in (4.12) polinomunun katsayilari ise
Newton boliinmiig fark tablosu adi verilen Tablo 4.1 yardimiyla daha kolay
bir bicimde elde edilir.

Tablo 4.1’deki kosegen iizerindeki elemanlarin (4.12) interpolasyon poli-
nomunundaki sabit ¢arpanlar olduguna dikkat edelim.
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 9
li f[tl] =i f[?] f[:?]
to Jo
t fi [ty t]
t2 f2 f[tla t2] f/t[)7t17t2/
tn fn f[tnflvtn] f[tnf%tnflutn] f/t()atl;"'atn/

Tablo 4.1: Newton boliinmiis fark tablosu

(0,0),(1,2),(2,5) noktalarindan gecen interpolasyon polino-

munu belirleyerek, t = 3/2 noktasindaki bilinmeyen degeri tahmin ediniz.

Oncelikle verilerimize ait Newton boliinmiis fark tablosunu olusturalim:

t| fil Sl | Sl
0|0

1[2]22=2

2[5 -3]=%-1

Not: Newton béliinmiis fark tablosu olusturulurken,

e iiciincii siitunda yer alan ve f[.,.] ile gosterilen ikili farklarin paydasinda,
1 —0,2 — 1 gibi ardisik apsislerin farki,

e f[.,.,.] ile gosterilen ve dérdiincii siitundaki farklarin paydasinda, 2 — 0
gibi tek eleman atlayarak olusturulan apsisler farkinin yer aldigina dikkat
edelim.

O halde aradigimiz interpolasyon polinomunu

Py(t) = flto] + flto, ta](t — to) + flto, tr, t2](t — to)(t — t1)
_ 0+2(t—0)+%(t—0)(t—1)

1
= 2t+-(*—1)
2

t

= ?Hﬁ)
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10 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

olarak elde ederiz. Polinom grafiginin gergekten de verilen noktalardan geg-
tigine dikkat edelim. ¢ = 1.5 noktasindaki degeri ise
27

P(3/2) =3/4x (3/2+3) = =

olarak tahmin ederiz.
Yukaridaki érnekte verilen noktalara ilaveten (4,1) noktasindan

da gegen interpolasyon polinomunu belirleyiniz ve t = 3 noktasindaki bilinmeyen
degeri tahmin ediniz.

tz‘ fz f[a} f['?'a} f['v'v'v]
0 0
1 2 27=2
75 s mer
11 -0 2o Ll B
e f[.,.,.,.] ile gosterilen ve beginci siitundaki farklarin paydasinda, 4 —

0 gibi iki eleman atlayarak olusturulan apsisler farkinin yer aldigina
dikkat edelim.

e Verilen (t;, f;),i = 1,2,...,n ¢iftleri i¢gin Newton béliinmiig fark tablo-
sunu vektor cebirsel olarak hesaplayarak D matrisi ile geri gonderen
Program 4.1 agagida verilmektedir.

Aradigimz polinom Ornek 4.3 icin elde ettigimiz polinom yardimiyla
bulunabilir:

Pi(t) = flto] + flto, t2](t — to
+f[t07 tl? t27 tS] (t - Z50
= DPy(t) + flto, t1,ta, t3]

~—

+ flto, t1, ta)(t — to)(t — t1)
(t—t1)(t —t9)
t—to)(t — ty)(t — ts)

~— =

t 13
= §(t+3) — ﬂt(t— 1)(t—2)
13 17 5

= —— P+t —t
' TR

Elde edilen polinomun grafigi Sekil 4.1’de sunulmaktadir. Polinom
grafiginin verilen nokta ¢iftlerinden gegtigine dikkat edelim.
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 11

% Newton Boliunmiis Fark Tablosu

% ________________________________________________________

function D=bolfark(t,y)
n=length(t);
D=zeros(n,n);

D(:,1)=y;
for j=2:n
iv=j:mn;

D(iv,j)=(D(iv,j-1)-D(iv-1,j-1))./(t(iv)-t(iv-j+1))’;
% Tablonun j-inci siitunu

Program 4.1: Newton interpolasyon formiilasyonu i¢in boliinmiis fark tablosu

Ayrica t = 3 noktasindaki bilinmeyen degeri

13 17 5
PB)= - x33+— x3 4+ — = 0.
(3) 24><3+8><3+12><3 5.75
olarak tahmin ederiz.
(t,y) vektor ¢iftini kullamicidan alarak istenilen ¢, noktasindaki degerini
yukarida verilen Newton formiilasyonu yardimiyla hesaplayan Algoritma 4.1
asagida verilmektedir:

Newton interpolasyon algoritmasina ait Program 4.2 agagida verilmekte-
dir.

t=[0 1 2 4] ve y=[0 2 5 1] i¢in

>> newinterp(t,y,3)

ans =

5.7500

elde ederiz.

Ayrica cok sayidaki interpolasyon noktasi icin de programimiz calisir. Ornegin
>> tt=[1,2,3]

icin

>> newinterp(x,y,tt)
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12 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

8__

y |

6__

4__

v__
— — : : :
-1 1 1 2 3 4
X

Sekil 4.1: P3(t) polinomunun grafigi(¢izgi) ve nokta ciftleri(o)

ans =
2.0000 5.0000 5.7500
elde ederiz.

4.2.3 Lagrange formiilasyonu

Iki nokta cifti igin (4.6) ile verilen Lagrange formiilasyonu, (to,yo),(t1,v1),(t2, y2)
nokta ¢iftlerine de benzer bicimde genellestirilebilir. Ancak ©ncelikle nota-
syon bag harflerini Lagrange isminden alan

Loft) i= 1 La(t) i= 1 (4.13)
polinomlarimi tamimlayarak (4.6) nin
Pi(t) = yoLo(t) + y1 L1 ()
formunda yazilabilecegine dikkat edelim. Ayrica Lo(t) ve L1(t) nin
Lo(ty) = 1,Lo(ty) = 0;
Li(to) = 0,Lqi(t1) = 0; (4.14)

ozelliklerini saglayan polinomlar olduklarina ve dolayisiyla da
Pi(to) = yo, Pi(t1) = w1
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 13

Algoritma 4.1 Newton interpolasyon algoritmasi
1. Girdiler: (t,y) vektor ¢ifti ve t¢ interpolasyon noktasi veya vektorii

2. D boliinmiis fark alt ticgensel matrisini hesapla

(a) D nin birinci siitununa y vektoriinii ata,
(b) her bir j = 2,...,n ye kargihk gelen ¢ = j,j + 1,...n igin D(4, j)

degerini hesapla,

3. N(tt) = {Nyi(tt), No(tt),..., N,(tt)} vektor(tt nin nokta olmasi hali)
veya matrisini(¢¢ nin vektdr olmas: hali) hesapla

4. D nin kogegen elemanlarindan olusan vektor ile N(¢t) nin i¢ ¢arpim
olan P,(tt) degerini hesapla ve geri gonder.

interpolasyon polinom 6zelliklerinin saglandigina dikkat edelim.
(to,Y0), (t1, 1), (t2,72) mnokta giftleri i¢in aradigimiz interpolasyon poli-
nomunun

2

Py(t) = yoLo(t) + 1 Lo (t) + o La(t) = Y wiLa(t)

i=0
formunda olmasin bekleriz. (4.14)’e benzer olarak eger
Lo(to) = 1,Lo(t1) = Lo(t2) = 0;

Li(to)) = 0,Li(t:) = 1, Ly(ty) = O;
Lo(to) = La(t1) =0, La(t2) = 1; (4.15)

N

ozellikleri saglanirsa bu taktirde
P2(tz) = yZaZ = 07 17 2

interpolasyon polinomu 6zellikleri de saglanmis olur. Ancak genelde grafigi
ii¢ noktadan gecen polinom ikinci dereceden olmasi gerektigi icin bu defa
(4.13) ile verilen birinci dereceden polinomlar yerine, bu kez L;(t) lerin ikinci
dereceden polinomlar olmasim bekleriz. Ornegin Lo(t) nin (4.15) ile belirti-
len

Lo(t1) = Lo(ta) =0
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14 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

% Newton interpolasyon formiilasyonu ile aradege tahmini

% t(i),y(i),i=1,2,...,n igin Newton interpolasyon

% polinomunun tt deki degerini veya degerlerini hesaplar
% ec, Temmuz, 2014
.

function yy=newinterp(t,y,tt)
n=length(t) ;m=length(tt);
D=bolfark(t,y);

N=zeros(n,m);
N(1,:)=1;nl=n-1;
for i=1:n1

N(@i+1,:)=N(i,:).*x(tt-t(i));

%Newton tabaninin tt deki degeri(degerleri)

end
for i=1:n

fark(i)=D(i,1i);%boliinmis farklar kdsegen elemanlari
end
for i=1:m

yy(1)=N(:,i) ’*fark’;

% interpolasyon polinomunun tt(i) deki degeri

end

Program 4.2: Newton interpolasyon formiilasyonu ile aradeger tahmini

ozelligini saglamasi icin
Lo(t) =cX (t — tl)(t — tg)

formunda olmasi gerekir. Ayrica Lo(tp) = 1 olmasi igin de

1
(to — t1)(to — t2)

Lg(to) =cX (t[) — tl)(to — tg) =l=c=

olmali, yani
2

Lo(t) = @—tlt—m r[t—t

(to — t;)

Jj=1
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4.2 interpolasyon polinomunun farkli formiilasyonlari 15

olmalidir. Benzer bigimde,

ve

1
(t — to)(t — t) (t—t;)

Lo(t) = ||
2() (tQ_tO t2_t1 =0 tQ_t

elde ederiz. Her ii¢ polinomu

Li(t) = H ((;__Z)),z‘ =0,1,2

<
o

<
~

formunda ifade edebiliriz.

(to,Y0), (t1,y1), - - -, (tn, yn) nokta giftleri i¢in ise yukaridaki formiilasyon-
larda 2 yerine n almak yeterlidir. Yani

Pat) = 3 _uiLald) (4.16)

n

Li(t) = H((;__?),i:m,...,n (4.17)
o

olarak ifade edebiliriz.

Ornek (4.3) yi Lagrange formiilasyonu ile tekrar ediniz. Yani,
(0,0),(1,2),(2,5) noktalarindan gecen interpolasyon polinomunu Lagrange for-
miilasyonu yardimiyla elde ediniz.
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16 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

n =2 olup, to = 0,t; = 1,15 = 2 i¢in

(t—t1)(t —ta)

Lolt) = (to — t1)(to — t2)
_ (-)(-2)
1 x(-2)
= 1752—§1t+1

2 2
(t —to)(t — t2)

L) = (t1 — to)(t1 — t2)
)
1x (=1
= —t*+2t

(t—to)(t —t1)

L) = (ta — to)(t2 — 1)

Ci(t—1)
- o2x1
1, 1

= 't

polinomlar: yardimiyla
Py(t) = wyoLo(t) + y1L1(t) + y2La(t)
1 1
= 0x Lo(t) +2 x (—t?+2t) + 5 x (5152_575)

t
= §(t+3)

elde ederiz. Bu polinom daha ¢nce Newton formiilasyonu yardimiyla elde
ettigimiz polinomdur.

Ornek (4.6) ii Lagrange formiilasyonu icin tekrar ediniz. Yani,
(0,0),(1,2),(2,5),(4,1) noktalarindan gegen interpolasyon polinomunu Lag-
range formiilasyonu yardimiyla elde ediniz.
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n =3 olup, to =0,t; = 1,5 = 2,13 = 4 igin

elde ederiz.

Lo(t)

L1 (t)

Ls(t)

(t—t)(t —t2)(t — t3)

(to — t1)(to — t2)(to — t3)
(t—1)(t—2)(t—4)
0-1)(0—2)(0—1)

1 7 7

—=B -t — -t +1
g8 TR AT

(t —to)(t —t2)(t — t3)

(t1 —to)(t1 — t2)(t1 — t3)
(t—0)(t—2)(t—4)
(1-0)(1—-2)(1—4)
%t?’ — 2% + gt

(t—0)(t—1)(t—4)

(ta —to)(t2 — t1)(t2 — t3)
(t—0)(t—1)(t—4)
(2-0)(2-1)(2—4)

1, 5
— Bt
TR

(t —to)(t —t1)(t — t2)

(ts —to)(ts — t1)(ts — ta)
(t—0)(t—1)(t—2)
(4-0)(4—-1)4-2)
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18 Polinomlarla interpolasyon ve Hata

O halde

Ps(t) = wyoLo(t) +y1L1(t) + y2Lo(t) + ysLs(t)
= 0x Lo(t) + 2 X Ll(t) + 5 X LQ(t) +1x Lg(t)

1 8
= 2x (=13 — 2%+ —t
<3 +3)

1, 5
+5 X (==t7 + =7 — t)

TR

1 1, 1
Ix (—t* =t + —t
(gt = gt + 51)

= B 1T, 0,
24 8 12
dir. Lagrange interpolasyon algoritmasi ile aradeger tahmini Algoritma, 4.2

ile verilmektedir.

Algoritma 4.2 Lagrange interpolasyon algoritmasi

1. Girdiler: (t,y) vektor ¢ifti ve ¢t interpolasyon noktas1 veya vektorii

2. n: t nin eleman sayis1 ve m ise tt nin eleman sayisi olmak iizere L;(tt)
yi hesapla
(a) Her biri =1,2,...,nve j =1,2,...,m ve j # i igin
(b) L;(tt) degerini 4.17 ile hesapla,

3. L(tt) = {Li(tt), La(tt),..., L,(tt)} vektor(tt nin nokta olmasi hali)
veya matrisini(¢¢ nin vektor olmasi hali) hesapla

4. y vektorii ile L(tt) nin i¢ ¢arpimi olan P, (tt) degerini hesapla ve geri
gonder.

Algoritma 4.2 ye ait Program 4.3 asagida verilmektedir.

>> t=[01 2 4] ve >> y=[0 2 5 1] i¢in

>> laginterp(t,y,3)
ans =
5.7500
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function yy=laginterp(t,y,tt)

% Lagrange interpolasyon formiilasyonu ile aradeger tahmini
% t(1),y(i),i=1,2,...,n i¢in Lagrange interpolasyon

% polinomunun tt deki degerini veya degerlerini hesaplar
% ec, Temmuz, 2014

% __________________________________________________________

n=length(t) ;m=length(tt);
L=zeros(n,m) ;
for i=1:n
carp=ones(1,m) ;
for j=1:n
if =i
carp=carp.*(tt-t(j)) ./ (t(1)-t(j));
end
L(i,:)=carp;
end
end
for j=1:m
yy(j)=L(:,j)’*y’; % interpolasyon polinomunun
end % tt(j) deki degeri

Program 4.3: Lagrange interpolasyon formiilasyonu ile aradeger tahmini

>> laginterp(t,y,[1 3])
ans =

2.0000 5.7500

>> laginterp(t,y,[1 2 3])
ans =

2.0000 5.0000 5.7500
elde ederiz.

Ozetle

o Ornek 4.1 ve 4.2’de sirasiyla iic ve dort nokta ciftine ait interpolasyon
polinomunu cebirsel formiilasyon yardimiyla belirledik.

e Ornek 4.3 ve 4.4’te ayn1 nokta ciftlerine ait interpolasyon polinomunu
Newton formiilasyonu yardimiyla belirledik.
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e Ornek 4.6 ve 4.7 ’de ise bu defa aym nokta ciftleri icin Lagrange for-
miilasyonu yardimiyla ilgili interpolasyon polinomlarini belirledik.

Sonug olarak

e Cebirsel formiilasyon, interpolasyon polinomunu akla gelen en uygun
{1,t,¢?,...,t"}

lineer bagimsiz kiimesinin lineer kombinasyonu olarak ifade etmekte
ve bu kombinasyonun katsayilar1 ise Vandermonde sisteminin ¢oziimii
yardimiyla elde edilmektedir. Interpolasyon verilerindeki degisiklik,
¢oziilmesi gereken lineer sistemin boyutunu degistirmekte ve islemlerin
tekrar edilmesini zorunlu kilmaktadir. Ayrica ¢oziilmesi gereken lineer
sistemin katsay1 matrisi olan Vandermonde matrisi ile kararli degildir,
yani olugabilecek yuvarlama hatalari islem sonuclarini olumsuz etk-
ileyebilmektedir. Bu nedenle cebirsel yontemin kullanilmasi tavsiye
edilmemektedir.

e Newton formiilasyonu ise interpolasyon polinomunu akillica segilen

{NO(t)7N1(t)v cee 7Nn(t>}

lineer bagimsiz kiimesinin uygun bir lineer kombinasyonu olarak ifade
etmekte ve bu kombinasyonun katsayilar1 ise ardigik olarak hesaplan-
abilen

{fo. flto ta), flto, tital, - oo, fltosta, ..o ta]}

boliinmiig farklarindan olugsmaktadir. Interpolasyon verilerine yeni bir
ilave ise polinoma kolayca ilave edilebilen sadece ekstra bir terimin
ilavesini zorunlu kilmaktadir. Bu 6zellik uygulamalar agisindan biiyiik
bir avantaj olarak degerlendirilmektedir.

e Lagrange formiilasyonu ise interpolasyon polinomunu

{Lo(t), L1(t), ..., Ln(t)} (4.18)

lineer bagimsiz kiimesinin bir lineer kombinasyonu olarak belirlemek-
tedir. Soz konusu lineer bagimsiz kiime dyle belirlenmektedir ki lineer
kombinasyonun katsayilar1 otomatik olarak verilen nokta ciftlerinin or-
dinatlari, yani y;,7 = 0,1,...,n sabitleri olmaktadir. Veri sayisin-
daki herhangi bir degisiklik ise lineer bagimsiz kiimenin her bir L;(t)
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4.3 Interpolasyon isleminde hata 21

elemaninin 6nceki veri kiimesi icin elde edilenlerden bagimsiz olarak
yeniden hesaplanmasini gerektirmektedir. Bu 6zellik ise uygulamalar
acisindan biiyiik bir dezavantaj olarak degerlendirilmektedir.

e (Cebirsel formiilasyon ve Newton formiilasyonunun uygulanmasinda énemli
bilegsen lineer kombinasyondaki sabitlerin belirlenmesi iken, Lagrange
yonteminde asil sorun lineer kombinasyon i¢in gerekli (4.18) lineer bagim-
s1z polinomlar kiimesinin belirlenmesidir.

e Cebirsel formiilasyon ve Newton formiilasyonuyla elde edilen interpo-
lasyon polinomunun herhangi bir interpolasyon noktasindaki degerinin
hesaplanmas1 n—inci dereceden bir polinomunun siradan herhangi bir
noktadaki degerinin hesaplanmasi problemidir. Fakat ayni iglem Lag-
range formiilasyonunda her biri n—inci dereceden olan ve (4.18)’de yer
alan n + 1 adet polinomun verilen interpolasyon noktasindaki deger-
lerinin hesaplanmasi, yani n kat daha fazla iglem gerektirmektedir.

4.3 Interpolasyon isleminde hata

Interpolasyon isleminde olusan hata agagidaki teoremle ifade edilmektedir.

(Interpolasyon isleminde hata)[1]: Eger P,(t) interpolasyon
polinomu elde edilirken kullanilan y; degerleriy = f(t) bagintisi ile tanimli (n+1)-
inci basamaktan tiirevi mevcut olan bir f fonksiyonunun t; noktasindaki degerleri,
yani

yi = f(t;),i=0,1,...,n

ve I ise tiim t; noktalarini iceren en kiiciik bir acik aralik olmak iizere, her tel
1¢in

Et) = f(t) = Pu(t)
= (t—to)(t —t1)...(t — t,) fFI(E,) [ (n + 1)! (4.19)

bagintisi saglanacak bicimde bir £, € I noktasi mevcuttur.

[1]

Herhangi bir ¢ icin eger t = t; ise
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oldugundan (4.19) saglanir. I acik araliginda segilen(veya verilen) bir ¢ # ¢;
noktasimi g6z oniine alalim ve

w(z) = (x —to)(x — t1)...(x — t,) (4.20)
olmak tizere 1) — Pa()
b= w(t)

sabitini tanimlayalim. (¢ segilen(veya verilen) bir nokta oldugu igin ( sabit-
tir). Ayrica
() = f(x) = Pulz) — fuw(z)

olarak tammmlayalim. (x) fonksiyonu agagidaki 6zellikleri saglar:
. U(t)=0,
e Y(t;) =0,1=0,1,...,n,
e € C"V[qa, b], ve

e ¢ fonksiyonu [a,b] araliginda n + 2 adet sifir yerine sahiptir. Rolle
teoreminden|[7] ¢’ fonksiyonu [a,b] arahginda n + 1 adet sifir yerine
sahiptir. Iteratif olarak 1/}(7”“1) fonksiyonu [a, b] arahiginda tek bir £ sifir
yerine sahip olmalidir:

(€)= 0

w™ ) (z) = (n+1)!
den )
¢<"+ )(5) _ f(n+1)(§) —Bn+1)=0
veya
SUE) S0 = Balt)
(n+1)! 7 w(t)

elde ederiz ki bu da ispatlanmasi istenen sonugtur.

(4.19) ile tanimlanan E(t) ye t noktasinda olugan interpolasyon hatasi adi
verilir.

e Herhangi bir 7 igin F(t;) = 0 olduguna dikkat edelim. Diger bir degimle,
interpolasyon polinomu ve f fonksiyonu interpolasyon noktalarinda bir-
birlerine egsittirler.
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e Eger f fonksiyonu o6zel olarak derecesi n den kiiciik veya n ye esit
bir polinom ise bu taktirde f"*(¢) = 0 olacag icin E(t) = 0 olur,
yani elde edilen interpolasyon polinomu, verilerin elde edildigi polinom
fonksiyona esit olur.

e (4.19) bagntis1 sayisal analiz iglemlerinde, ©zellikle de sayisal inte-
grasyonda f(t) yerine P,(t) kullanilmasi durumunda olugan hatay: tah-
min edebilmek i¢in kullanilir.

e Yine (4.19) den yiiksek mertebeden tiirevleri I agik araliginda smirh
olan f fonksiyonlar: ile gergeklestirilen interpolasyon islemlerinde veri
sayisinin artmasiyla hatanin sifira yaklagmasi gerektigi goriiliir.

e Esit aralikli, yani
ti+1 —t; = h,Z = 0,1,...,?1— 1

ozelligini saglayan veriler yerine, (4.20) fonksiyonunun mutlak degerinin
maksimumunu goz oniine alinan araliktaki minimize eden ¢; lerin secilmesi
durumunda interpolasyon hatasi minimize edilmig olur(Ahgtirma 15).

1. Grafigi (1,—1),(2,3) noktalarindan gecen en diisiik dereceli polinomu

e cebirsel yontem,
e Newton yéntemi ve

e Lagrange yontemi yardimiyla belirleyiniz.

2. Soru 1'de verilen noktalara ilaveten (3,9) noktasindan da gecen en diisiik
dereceli polinomu yine her iic ydntem yardimiyla belirleyiniz. Interpolasyon
isleminde nokta ilavesi s6z konusu ise hangi yontemi kullanmayi tercih ed-
ersiniz? Genelde hangi yéntemi tercih edersiniz? Neden?

3. Fakli t; diigiim noktalari ile olusturulan Vandermond matrisinin determi-

nanti sifirdan farkli oldugunu 3 x 3 liik

1ty 3
1t ¢
1 ty t2

matrisi icin gosteriniz. Carpim notasyonu yardimiyla determinanti ifade
ediniz.
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. Asagida verilen Newton béliinmiis fark tablosunda bos birakilan yerleri

doldurunuz.
Li | Yi
1)1
213 | —
315 |—|—
4 (8 | —|—|1/6

. Soru 4'te verilen béliinmiis fark tablosuna ait Ps(t) Newton interpolasyon
polinomunu belirleyiniz. Ps(3/2) degerini Horner yéntemi yardimiyla hesaplayiniz.

. Grafigi (0,1),(1,2),(2,4) noktalarindan gecen en diisiik dereceli interpo-

lasyon polinomunu belirleyiniz.

. Soru 6'daki noktalara ilaveten grafigi (3,8) noktasindan da gecen en diisiik

dereceli interpolasyon polinomunu Newton formiilii yardimiyla belirleyiniz.

. Bes adet nokta ciftinin iigiincii elemaninda olusacak olan ¢ hatasinin New-

ton béliinmiis fark tablosuna nasil yayildigini inceleyelim: Bu amagla t; =
1,1 =0,1,2,3,4 olmak lizere y; gercek degerleri ile

Y;:{ Yi ?7&3
y¢+5 =3

olmak iizere Y; degerleri arasindaki farklari iceren

t 1011234
E|{0]0]e|0]0

veri kiimesine ait Newton béliinmiis fark tablosunu hazirlayiniz. Tablonun
st kosegeninde yer alan € lu terimlere dikkat ediniz. Ugiincii bilesende
olusan hata tabloya nasil yayilmaktadir?

. Grafigi

t]o[1[2[3] 4
yl 1214812

noktalarindan gegen Py(t) polinomunu ve

x|0(1 2 |3] 4
yl1|2]44¢|8]12
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10.

11.

12.

noktalarindan gecen Py(t, ) polinomunu belirleyiniz. Py(t) ve Py(t,€) poli-
nomlarini karsilastinniz. Ugiincii bilesende olusan hata interpolasyon poli-
nomunu nasil etkilemektedir? Bu durumda hata icermesi muhtemel veri
kiimesi icerisinde bilinmeyen bir degeri interpolasyon polinomu yardimiyla
tahmin etmek saghkli bir yaklasim olur mu?

y = f(t) = t*> + 1 fonksiyonu verilsin.

t =0 vet =1 noktalarinda f fonksiyonuyla ayni degerleri alan P, (t)
interpolasyon polinomunu belirleyiniz .

f(t) — Py(t) interpolasyon hatasini belirleyiniz.

(4.19) ile verilen E(t) hatasini belirleyiniz. Elde ettiginiz sonug (b) deki
sonugla aynidir, neden?

0, 1] araliginda E(t) hata fonksiyonunun grafigini cizerek, hatanin bu
aralik iceresinde en fazla hangi noktada oldugunu gézlemleyiniz.

Fonksiyona ty noktasi komsulugunda n—inci dereceden Taylor polinomu ile
yaklasilmasi durumunda olusan ve ilgili béliimde verilen hata formiilii ile
interpolasyon polinomu icin verilen (4.19) hata formiiliinii karsilastiriniz.
Taylor yaklasiminda hata, ty noktasindan uzaklasildikca artarken, interpo-
lasyon polinomunda ise hatanin interpolasyon noktalarindan uzaklasildik¢ca
artacagini gézlemleyiniz.

P,(x) interpolasyon polinomlari, n’'nin artan degerleri icin [a,b] araliginda

.....

yakinsamasi gerekmez. Carl Runge'ye ait asagidaki klasik 6rnegi gz oniine

alalim.
1

f(z) = T2 € [—5, 5]

PPV

lirleyiniz.

® X;= —5—|—gi,i =0,1,2,3,4
® X;= —5—|—gi,i =0,1,...,8
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15.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Elde ettiginiz interpolasyon polinomlari ve verilen f(x) fonksiyonunun ayni

YT

lasyon polinomunun f fonksiyonuna yakinsamadigini gézlemleyiniz.

Soru 12'yi

f(z) = |z
fonksiyonu icin [—1,1] araliginda sececeginiz esit aralikli 3,5,7 ve 9 adet
diigiim noktasi icin tekrar ediniz. Ayni sonucu gézlemliyor musunuz? O
halde interpolasyon polinomununun yakinsama problemi verilerin elde edildigi
f(x) fonksiyonunun tiirevlenebilirlik ézelligi ile ilgili olmamalidir.

Soru 12°de verilen f fonksiyonu ve a = —5, b =5 igcin

1 1 2k —1
Ty = Q(a—i—b) + §(b— a)cos( b

diigiim noktalari ile sececeginiz n = 3,5,9 degerleri icin tekrar ediniz. Ne
gozlemliyorsunuz?

m),k=1,2,...n

Soru 15’de tanimlanan noktalar
To(z) =1,Ti(z) = 2, Ty41(x) = 22T, (z) — T—1(x)

ile tanimlanan Chebyshev polinomlarinin sifir yerlerdirler. Ik 5 Chebyshev
polinomunu yazarak, OCTAVE/MATLAB roots komutu yardimiyla sifir
yerlerini belirleyiniz.

Bir fonksiyon dizisinin noktasal yakinsaklik ve diizgiin yakinsaklik kavramlari
arasinda nasil bir iliski oldugunu arastiriniz.

Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli ise, bu taktirde [a,b] ar-
aligina déniistiirmiis olan Chebyshev sifir yerlerini( Soru 15'te tanimlanan
nomlari artan n degerleri icin f fonksiyonuna [a, b| araliginda diizgiin olarak
yakinsar. Bu sonug¢ Soru 15'teki gézlemlerinizle uyumlu mudur?

Apsisleri farkl olan (t;,y;),i = 0,1,2,....n, nokta ¢ifti verilmis olsun.
p(t;) = y; ozelligini saglayan interpolasyon polinomunun derecesinin n’ye
esit veya n'den kiiciik oldugunu gdosteriniz.

Soru 20'deki ézellikleri saglayan ve derecesi n'den kiiciik veya n'ye esit olan
birden fazla polinomun mevcut olamayacagini ispatlayiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



Kaynaklar

[1]

[7]

Atkinson, K. An Introduction to Numerical Analysis, John Wiley & Sons,
1988.

Cogkun, E. OCTAVE ile Sayisal Hesaplama ve Kod-
lama(URL:erhancoskun.com.tr).

Hildebrand, F. B., Introduction to Numerical Analysis, Dover Publica-
tions, Inc., 1987.

Kincaid, D., Cheney, W., Numerical Analysis, Brooks/Cole, 1991.

Mathews, J., Numerical Methods for Mathematics, Science and Engineer-
ing, Prentice-Hall, 1997.

Stoer, J., Bulirsh, R., Introduction to Numerical Analsis, Springer-Verlag,
1976.

S. W., Warren, Zill, D. G., Calculus: Early Transcendentals, Ceviri: Ma-
tematik Cilt I, II(Ceviri editorii Ismail Naci Cangiil), Nobel Akademik
Yayincilik, 2010.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



