Bolim

Nonlineer cebirsel denklemler

Uygulamali bilimlerde ¢ok sayida problem, cebirsel bir fonksiyonun veya sis-
temin sifir yeri veya sifiryerlerinin bulunmasini gerektirir. Bu boliimde

o tek degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin sifir yerlerini belirlemek
amaciyla kullanilan sabit nokta iterasyon yontemi,

e Ozel bir sabit nokta iterasyon yontemi olan Newton yontemi ve

e Newton yontemindeki tiireve sonlu fark yaklagimi ile elde edilen kirig
yontemini inceliyoruz. Ayrica

e nonlineer cebirsel sistemler i¢cin Newton yontemi ve Newton benzeri bir
yontem,

e aralik iizerindeki tiim sifiryerlerini belirlemek amaciyla ikiye bélme yon-
temi ve

e 1 yarigapl disk icerisindeki tiim reel ve kompleks kokleri bulacak bigimde
Newton yonteminin vektorel versiyonunu gelistirerek inceliyoruz.

Bu dokiiman "MATLAB/Octave Uygulamalariyla Sayisal Analize Girig"
isimli caligmamizin altinci boliimiini olugturmaktadir. Konuyla ilgili ola-
rak zaman zaman faydalandigimiz ve boliim sonunda sundugumuz temel
kaynaklar1 oneririz.

Oncelikle sifir yeri belirlenmesini gerektiren bazi problemlere goz atalim.
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2 Nonlineer cebirsel denklemler

6.1 Pratik sifir yeri problemleri

Fonksiyon sifir yerlerinin ve 6zellikle de polinom sifir yerlerinin(koklerinin)
belirlenmesi problemi matematik basta olmak iizere bir ¢ok alanda giincel-
ligini koruyan problemdir.

Ozel olarak polinom sifir yerlerinin belirlenebilmesi icin cok sayida calisma
gerceklestirilmis, derecesi {i¢ ve dort olan polinomlar icin Cardano' formii-
leri ad1 verilen ve pratik olarak kullanilamayacak kadar karmagik formiiller
geligtirilmigtir. Ancak daha yiiksek dereceli polinomlarin sifir yerleri igin
herhangi bir formiil geligtirilemeyecegi Abel ve Galois(Galoa okunur)’ nin
calismalar ile gosterilmigtir.

Sifir yeri belirleme problemi degisik alanlarda sikca karsilasilan bir prob-
lemdir:

e Bir f fonksiyonunun grafiginin x eksenini kesim noktalari, ekstremum
noktalar1 veya biikiim noktalarinin belirlenmesi, matematiksel agidan
oldugu kadar ilgili fonksiyonun temsil ettigi pratik degerin analizi agisin-
dan da oldukga 6nemlidir. Bu bilgiler yardimiyla verilen fonksiyonun
veya temsil ettigi pratik degerin belirli bir araliktaki davranigini tahmin
edebiliriz.

e Ekonomide bir iiriiniin x adetinin iiretimi sonucunda olugan ve C'(z) ile
gosterilen maliyet ile iiriiniin satigindan elde edilen R(z) gelir fonksiy-
onlar1 yardimiyla tamimlanan f(x) = R(z) — C(z) fonksiyonunun sifir
yeri, gelirin maliyeti kargiladigi iiretim miktarini verir ki bu degerin
belirlenmesi oldukca 6nemlidir.

e dx/dt = f(z) diferensiyel denkleminin denge noktalari(eger mevcutsa)
f fonksiyonunun reel sifir yerleridir.

de/dt = f(z,y)
dy/dt = g(z,y)

sisteminin denge noktalari

flz,y) = 0
g(z,y) = 0

!Geralamo Cardano(1501-1576) Italyan matematikci, fizikci, astrolog ve hekim.
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6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi 3

sisteminin reel ¢oziim kiimesidir. En genel halde
dX/dt = F(X), X = (X1, Xs, ... X;,))|, F = (F\, F», ..., F,)T
sisteminin denge noktalar:
F(X)=0
nonlineer cebirsel sisteminin reel ¢oziim kiimesidir.

e Diferensiyel denklemler i¢in 6zdeger problemleri de sifir yeri belirleme
problemleri arasinda yer alirlar. Ornegin

y'+xy = 0
y(0) 0,y(1) +¥'(1) =0

denkleminin sifirdan fakh ¢oziime sahip oldugu ve problemin ¢zdegerleri ola-
rak bilinen A degerleri, f(\) = tan(\) + A fonksiyonunun sifir yerleridir ve
bu sifir yerleri ancak sayisal yontemler yardimiyla belirlenebilirler[3].

Bu ornekler daha da artirilabilir. Oncelikle f fonksiyonunun sifir yeri
i¢in sabit nokta iterasyon yontemini inceleyelim.

6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi

Bir problemin ¢éziimiinde n + 1 inct adimda elde edilen yak-
lasim, n ve/veya daha onceki advmlarda elde edilen yaklagimlar: kullaniyorsa,
bu tiir yontemlere iterasyon yontemleri veya iteratif yontemler ady verilir.

g la,b] — [a, b]

siirekli bir fonksiyon olmak iizere g nin [a,b] arahginda en az bir sifir yeri
vardir.

[Algtirma 1].

xg € |a,b] keyfi bir baslangi¢ noktasi olsun.
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4 Nonlineer cebirsel denklemler

Tn41 :g(xn)an:071a2)"' (61)

ile tammlanan {z,} ~, dizisine g fonksiyonu ve z, baglangic noktas: ile
iiretilen iterasyon dizisi ad1 verilir.

Eger {x,},", dizisi bir r noktasina yakinsiwyorsa ve g fonksi-
yonu r noktasinda stirekli ise bu taktirde r noktast g nin sabit noktasidar.

r = lim z,,; = lim g(z,) = ¢(lim z,) = g(r)

n—oo

dir.(Yukaridaki islemlerde g fonksiyonunun sirekliligini hangi advmda kul-
landik?)

Verilen bir f fonksiyonunun sifir yerini bulmak icin sik¢a kullanilan yon-
tem, sifir yeri belirleme problemini sabit nokta belirleme problemine déoniistiir-
mektir. Boylece f nin sifir yerini belirleme problemi uygun bir g fonksiyonu
icin ¢ nin sabit noktasini belirleme problemine doniistiiriilmiis olur, yani

fa) =0 < == g(x)

dir. f fonksiyonunun sifir yerini sabit nokta kabul eden ¢ok sayida g fonk-
siyonu bulunabilir. Ancak bu fonksiyonlardan bazilar1 f nin sifir yeri icin
yakinsak iterasyon iiretirken, diger bir kismi ise baslangi¢c noktasi sifir yerine
ne kadar yakin segilirse segilsin iraksak bir iterasyon iiretebilir.

f(x) = 2® — 2 — 1 fonksiyonun sifiryerlerini belirleme problemi-
nin asagida verilen g fonksiyonlarinin sabit noktalarini belirleme problemine denk
oldugunu gézlemleyerek, xo = /2 ile olusturulan iterasyonlarin yakinsakligini
arastiriniz.

o g(r)=2"-1
e g(r)=x+c(x*>—x—1),cE R ve

c=-2/V5,-3/4,-1/V5
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6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi 5

e Yukarida verilen g fonksiyonlarinin sabit noktalarinin f nin sifiryerleri
oldugu kolayca goriilebilir. Ornegin

gr)y=2*—-1l=2& flr)=2>—-1—2=0
dir. f nin sifiryerlerinden birisi altin oran olarak bilinen
= (1 + \/E> /2 21,6180
ve digeri ise ,
ry = (1 - JE) /22 0.6180

dir.

e g(z) = 22 — 1 fonksiyonunu goz oniine alalim. Higbir z ile (6.1) yar-
dimiyla olusturulan iterasyon r; = (1 + \/5) /2 sabit noktasina yakin-
samaz: Ornegin 7 e yakin secilen zy = v/2 icin

1 = g(wo) = 9(\/5 =1
Ty = g(z1)=g(1)=0

r3 = g(x2) =g(0) = -1
zy = g(r3) =g(-1)=0

bicimde yakinsak olmayan salinimli bir dizi elde edilir. Daha da yakin
komsgulukta segilen xy = 1.6 i¢in de ayn1 salimimh dizi elde edilir. O
halde g(z) = 2? — 1 iterasyon fonksiyonu f nin r; sabit noktasim
belirlemek i¢in uygun degildir.

o g(x) = x + c¢(x? — 2 — 1) iterasyon fonksiyonu zy = /2 ve

—c = —\/lg degeri icin belirli bir adimdan sonra 1.6880 ve 1.5437
degerlerini alternatif olarak almak suretiyle hig bir noktaya yakin-
samaz:
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6 Nonlineer cebirsel denklemler

r, = g(V/2) =1.7847,
g(x1) = 1.4265,
rg = g(xg) = 1.7767,

Ty = g(rn_1) = 1.6880,
Tpr1 = g(x,) = 1.5437,
Tpre = ¢g(xpe1) = 1.6880, -
— ¢ = —3/4 degeri i¢in 57 adimda |z, —2,| < € = 1E—10 kriterini
saglayan 1.61803398878648 noktasina yakinsar.

— ¢ = —1/+/5 degeri i¢in 5 adimda 1.61803398874989 degerine yakin-
sar.

O halde ¢ parametresinin degerine gére ayni baslangi¢ degeriyle olus-
turulan iterasyon bazen iraksak, bazen yavasg yakinsak veya veya bazen
de hizli yakinsak bir dizi olusturabilmektedir.

e Ote yandan

() 2?2+ 1

€Tr) =

I = e =1

iterasyon fonksiyonu da zy = v/2 i¢in 5 adimda 1.61803398874989 de-
gerine yakinsar.

Sekil 6.1(a) da bu g fonksiyonunu ve h(z) = z ile tamimlanan h fonksi-
yonunun grafikleri sunulmaktadir.

e ¢ fonksiyonunun biri pozitif ve digeri negatif olan iki sabit noktasi (g
ve h fonksiyonlarmin grafiklerinin kesim noktalarin apsisleri) oldugu
goriilmektedir. Sekil 6.1(b) de ,,41 = g(z,,) iterasyonu ile elde edilen
x,, noktalar1 i¢in (z,, g(z,)) ¢iftlerinin (ry, g(r1)) noktasma yakinsadig
goriilmektedir.

Yukaridaki iterasyonlar1 agagida sundugumuz Program 6.2 yardimiyla
elde ettik.

Yukaridaki 6érnekten, bazi g fonksiyonlar: ile olusturulan iterasyonlarin
wraksadiklari, digerlerinin ise farkli hizlarda yakinsadiklarini gézlemledik. Acaba
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6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi 7

Sekil 6.1: (a)g ve h fonksiyonlari, (b)(z;, g(x;)) nokta ciftleri

yakinsak iterasyon iireten iterasyon fonksiyonlari belirli kriterler yardimiyla
ayirt edebilir miyiz? Hatta yakinsak olanlarin yakinsama hizlar1 i¢in ne
soyleyebiliriz? Bunun icin asagidaki Teoremi inceleyelim:

g : la,b] — [a,b] siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir
bir fonksiyon ve r € [a,b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktasi olsun. Ayrica
Va € (a,b) icin

lgr(z)| < K < 1
ozelligini saglayan K sabitinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda xq, €
[a, b] olmak iizere

Tnr1 =9 (xy),n=0,1,2,---

ile tanimlanan iterasyon her n > 0 igin
|z, —r| < K" 29 — 1|

esitsizligini saglar ve sonug olarak bu iterasyonla iiretilen {x,} ", dizisi  sabit
noktasina yakinsar.

Tiirevler i¢in ortalama deger teoreminden

21— 7| = |g(x0) — 7| = |g(z0) — g(r)] = |g'(co)l|zo — 7]
K|xg—r|,co € (a,b)

IN
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8 Nonlineer cebirsel denklemler

function xl=sabiter(g,x0)
#Verilen g ve x0 ile sabit nokta iterasyon yodntem uygulamasi, ec.
%0rnegin

VA >> g=0(x) (x"2+1)/(2*x-1);
% >> sabiter(g,1);
% ans = 1.6180

min_deger=1e-10; max_deger=1e5;max_sayac=100;
test=1;sayac=0;
while test
x1=g(x0) ;
fark=abs(x1-x0) ;
test=(fark>min_deger)&(abs(x1)<max_deger)& (sayac<max_sayac) ;
x0=x1;
sayac=sayac+1;
end
if abs(x1)>max_deger
disp(’iterasyon iraksaktir’); x1=[];
elseif sayac==max_sayac
disp([’iterasyon ’,num2str(sayac), ’adimda yakinsamamistir’]);
x1=[];
end

Program 6.1: Sabit nokta iterasyon uygulamasi

elde ederiz. Yani, x; noktas1 r ye o dan daha yakindir. Tiimevarim geregi
[T — 7| < K" Hag — 7|

oldugunu kabul edelim. Tekrar ortalama deger teoremi ve tiimevarim hipotezi
geregi

[T — 7| 9(xn—1) = 7| = |g(xn-1) — g(r)| = g (ca-1)|Tn-1 — 7|
K|z, — |

K"z —r|,ch1 € (a,b)

VANVAN
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6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi 9

elde ederiz. Buradan n — oo i¢in limit almak suretiyle 0 < K < 1 oldugun-
dan lim,, . |z,—7| = 0 elde ederiz ve sikigtirma teoremi yardimyla lim,, . z, =
r oldugu goriiliir.

Iterasyonun yakinsamasi icin bir diger yeter sart asagidaki teoremle ifade
edilmektedir:

g : |a,b] — |a,b] siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve tiirevi
siirekli bir fonksiyon ve r € (a,b), g nin bu arakhiktaki bir sabit noktasi ve ayrica
lg/(r)| < 1 olsun. Bu durumda r ye yeterince yakin xo € [a,b] igin

Tpr1 =9 (xy),n=0,1,2,---
ile tiretilen {x,}.-_, dizisi v sabit noktasina yakinsar.
lg/(r)| < 1 ve ¢’ fonksiyonu |a,b] de siirekli oldugundan
lg/(z)| < K < 1,Vx € (r —9,r + )

saglanacak bicimde 6 > 0 sabiti mevcuttur. xq € (r — d,r + ) ile Teorem 4.1’
I uygulanarak sonug elde edilir.

|d'(r)| = 1 olmasi durumunda iiretilen iterasyon baslangic nokta secimine
gore yakinsak veya iraksak olabilir(Alistirma 7).

g : la,b] — |a,b] siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve tiirevi
stirekli bir fonksiyon ver € |a, b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktasi ve |g/(r)| >
1 ofsun. Bu durumda xy € [a,b], o # 7 icin

Ln+1 :g<xn)7n2071727“'
ile iiretilen {x,,} -, dizisi v sabit noktasina yakinsamaz.
Alistirma 8.

Teorem 6.1 yardimiyla Ornek 6.1 e ait sonuclari analiz ediniz.

e g(r) = 2? — 1 fonksiyonu ile iiretilen dizi raksadi giinkii
J(1+5)/2)=1+vV5>1

dir ve yukaridaki sonuca gore hi¢ bir z( ile iiretilen dizi yakinsamaz.
Aym sonug diger sabit nokta icin de gecerlidir, ¢iinkii

g'(1—=v5)/2)] = |1 = V5] > 1
dir.
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2

c= \/gigin ,
r)=2— ——=(2* —x—1
g(x) \/3( )
olup,
—4 2
()= —=2+-—4=+1
g'(z) N
ve

J((1+V5)/2) =1

elde edilir. Iterasyon bu durumda raksamistir. Aymi sonuc diger sabit
nokta icin de gecerlidir, ¢iinkii

J(1=V5)/2)=3> 1

dir.
c= —% i¢in
3. 2
g@) =z - (" -z —1)
olup, .
3
/ —_ —— f—
ve
14 (1+V5)/2)] = | —0.677| < 1

elde edilir ve bu durumda iterasyonun pozitif sabit noktas: i¢in yakin-
samig olmasi beklenen bir sonuctur. Ancak

(1 —=+5)/2) = 2677 > 1

dir ve iterasyon negatif sabit nokta icin yakinsamaz.

c:—\/igigin 1
r)=2— —=(2* -z —1
g(x) \/3( )
olup,
-2 1
()= —=0+—4=+1
g'(z) N
ve

J((1++5)/2) =0

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



6.2 Sabit nokta iterasyon yontemi 11

elde edilir ve bu durumda da iterasyonun yakinsamig olmasi siirpriz
degildir. Ancak —0.618 < x < 3.8 icin iterasyon (1 ++/5)/2 ye yakin-
sarken, zy < —0.619 ve zo > 3.9 icin iterasyon iraksamaktadir. Ote
yandan bu g fonksiyonu sadece pozitif sabit noktasini belirlemek icin
kullanilabilmektedir, ¢iinkii

J(1-5)/2)=2>1

dir.
° 2
¢+ 1
9(2) = 5—
icin,
oy (w1422 -1
olup,

J((1+V5)/2)=0
dir. Ayrica (1, 00) arahigindaki her z i¢in 0 < ¢’(x) < 1 dir.Dolayisiyla
herhangi zo € (1,00) i¢in iterasyon yakinsaktir. zo = 0.6 i¢in |¢'(0.6)| =
12 > 1 olmasima ragmen iterasyon bu baslangi¢ noktasi ile de yakin-
saktir. Ayrica ayni iterasyon fonksiyonu negatif sabit nokta icin de
yakinsak iterasyon iiretir, c¢linkii

gd(1-v5)/2)=0<1
dir.
Sonug olarak

e Iterasyon fonksiyonu ile iiretilen dizinin, fonksiyonun sahip oldugu her
bir sabit nokta icin yakinsak iterasyon iiretmesi beklenmemelidir.

e Yakinsak iterasyon genelde sadece sabit noktanin yeterince yakin komsu-
lugunda secilen zy baslangi¢ noktalar: icin elde edilebilir.

e 7 noktasi g nin sabit noktasi olmak iizere |¢'(r)| < 1 sartim saglayan g
iterasyon fonksiyonu ile yakinsak dizi iiretebilmek icin r nin yeterince
yakin komgulugunda segilen xq igin |¢’(x0)| < 1 sart1, genelde yeterlidir
ancak gerekli degildir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



12 Nonlineer cebirsel denklemler

6.3 Iterasyon fonksiyonu secimi ve Newton-
Raphson yontemi

Yukaridaki orneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarimin baslangic noktasi
sabit noktaya cok yakin segilmesine ragmen, sabit noktaya yakinsayan ite-
rasyon iiretmeyebilecegini gozlemledik. Ote yandan, bir iterasyon fonksiyo-
nunun bir sabit nokta i¢in yakinsak iterasyon iiretirken, bir diger sabit nokta
icin 1raksak bir iterasyon olusturabilecegine dikkat ettik. Ayrica yakinsak
iterasyon iiretmesine ragmen, farkli iterasyon fonksiyonlariin farkh hizlarda
yakinsayan diziler olusturdugunu da gozlemledik. Ancak bunlari incelerken
iterasyon fonksiyonlarinin nasil secildigi tizerinde durmadik.

Bu baglamda Newton?, hala giincelligini koruyan bir éneri sunmaktadir:
Sifir noktasi komsulugunda tiirevlenebilen f fonksiyonunun sifir yerini bulma
problemi

9(z) =z — f(z)/f'(x)
ile tanimlanan ¢ fonksiyonunun sabit noktasini bulma problemine denktir,
diger bir degimle her iki problem de ayni ¢oziim kiimesine sahiptirler. Bu
ozel g iterasyon fonksiyonu ve sifir yerine yeterince yakin secilen xo baslangig
noktasi ile olusturulan

Tpi1 = Tn — f(x0)/f(20),n=0,1,2, ...

iterasyonuna Newton veya Newton-Raphson® iterasyonu ve g fonksiyonuna
da Newton-Raphson iterasyon fonksiyonu adi verilmektredir.

f(z) = 2% — 7 fonksiyonunun xy = 3 noktasina yakin sifir
yeri i¢in x;, 1 = 1,2,3,4 Newton-Rapson yaklasimlariny hesaplayimiz. Her
adimda virgiilden sonra dogru hesaplanan basamak sayisinin nasil arttiging
gozlemleyiniz.

Oncelikle Newton-Rapson iterasyon fonksiyonunu hesaplayali:

f(x)
g9(z) T )
B R
- T 2
o 7
- 37

Isaac Newton 1642 — 1726, Ingiliz fizikci ve matematikgci
3 Joseph Raphson, 1648-1715, Ingiliz matematikgi.
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6.3 iterasyon fonksiyonu secimi ve Newton-Raphson yontemi 13

olarak elde ederiz. O halde iterasyonumuz

T 7
xn+1:g<xn):7+g’nzo’17...

olarak tanmimlanir. Ilk iic yaklagimi kolayca hesaplayabiliriz:

w 7T 3 7 8
1 2 "oy 27673 T ’

T 7 .
= — 4+ — = 2. 645 833333333333
) 9 + 21:1 N2 )
) 7 .
= — 4+ — = 2.645751 312335958
s 2 "o, TRES
T3 7
Ty = — + — =2.645751311064 591
2 2x3 _

Ote yandan elde ettigimiz bu deger virgiilden sonra onbes basamaga kadar
yuvarlanmig
VT = 2.645751311064591...

degeridir. Her adimda virgiilden sonraki dogru basamak sayisi, bir énceki
adimin en az iki katidir.
Newton-Raphson yontemine ait Program 6.2 asagida verilmektedir.

Ornek 6.1son sikkinda kullandijimaz

() 2 +1 2 —x—1
€T) = = r— —
g 2 — 1 2 — 1

fonksiyonu esasen Newton-Raphson iterasyon fonksiyonudur, dolayisiyla bu
fonksiyon secimiyle yukarida Newton-Raphson yontemini uygulamas olduk ve
iterasyonun her ki sabit noktaya da hizl bir bicimde yakinsadigine gozlem-

ledik.

6.3.1 Newton-Rapson yonteminin geometrik yorumu

Newton-Rapson yontemine gore sifir yerine yeterince yakin secilen z( icin
elde edilen x1 = xy — f(x0)/f'(xo) yaklagimi Sekil 4.2 de de goriildiigii
iizere (o, f(xo)) noktasinda y = f(x) fonksiyonun grafigine ¢izilen teget
dogrusunun(yani, y = f(x¢) + f'(x0)(z — z¢) ile tammmlanan dogrunun) x
eksenini kesim noktasidir.
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14 Nonlineer cebirsel denklemler

function xl1=newton(f,fp,x0)
% Newton-Raphson Ornegi, ec.

min_deger=1e-10;max_deger=1eb;max_sayac=100;
sayac=0;
test=1;
while test
delx=-fp(x0)\ £(x0);
x1=x0+delx;
fark=norm(delx,inf);
sayac=sayac+l;
test=(fark>min_deger)&(norm(x1,inf)<max_deger)& (sayac<max_sayac) ;
x0=x1;
end
%Yakinsamama durumunda yorumlar
if norm(x1,inf)>max_deger
disp(’iterasyon iraksaktir’); x1=[];
elseif sayac==max_sayac
disp([’iterasyon ’,num2str(sayac), ’ adimda yakinsamamistir’]);
x1=[1;

Program 6.2: Newton-Raphson iterasyon uygulamasi

Diger bir bakig acisiyla f fonksiyonunun sifir yerini dogrudan bulmak
yerine, xy noktasindaki Taylor agiliminin lineer kisminmin sifir yeri z; yak-
lagimi olarak kabul edilir. Daha sonra x; noktasindaki Taylor acgiliminin
lineer kisminin sifir yeri x, olarak kabul edilir ve dizinin diger elemanlar:
benzer bicimde elde edilir, Sekil 6.2.

Benzer bigimde yontem o yaklagimini, (z1, f(x;)) noktasindan ¢izilen
tegetin = eksenini kesim noktasi olarak kabul eder. Bu yaklagimlar eger bir
noktaya yakinsiyorlarsa, yakinsadiklar: nokta g fonksiyonunun sabit noktasi
ve dolayisiyla da f nin sifir yeridir.
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20\
T
(X, TG

15 -
10 |-

5 xg

Y=Y o+ )Ox )
©
xlzxo—f(x 0)/f'(>< 0)
-5 - L L
o - - 4 6

Sekil 6.2: Newton-Raphson yontemi ile f nin sifiryeri igin yaklagimlar

6.3.2 Newton-Rapson yonteminin yakinsakligi

e 7 noktasi f nin sifir yeri ve f'(r) # 0, f”(r) tammh ise ¢'(r) = 0 dir.

9(x) =z — f(z)/f'(2)
olup, f(r) = 0 oldugundan

g = 1= (7)) = 1O 0) (£ =0

olarak elde edilir.

e Newton-Raphson yontemi sifir noktasinin kiiciik komgulugunda kuad-
ratik(ikinci basamaktan) yakinsak bir yontemdir: r noktasi g fonksiyo-
nunun sabit noktasi, f'(r) # 0 ve z, ise n — inci adimda elde edilen
yaklagim olmak tizere

1
T = g(x,) = g(r) + ¢ (r) (@, — 1)+ Qg”(cx)(a:n —7)%, ¢y : T, ve r arasinda
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16 Nonlineer cebirsel denklemler

veya g(r) = r ve ¢'(r) = 0 oldugunu kullanarak

1

Tpt1 — T = §gﬂ<cm)($n - 7")2

elde ederiz. Dolayisiyla n 4 1 -inci adimdaki hata n—inci adimdaki hatanin
karesiyle orantilidir. Bu sonug ise yontemin, eger yakinsak ise, kuadratik
olarak yakinsadigim gosterir.Ornek 6.3 de elde ettigimiz yaklasimlar, yakin-
samanin kuadratik oldugunu gosterir.

e Newton-Raphson iterasyonunun r noktasina yakinsamasi i¢in yeter sart
2o noktasinin r noktasini iceren ve

lg'(@)] = £ (@) f"(@)]/(f(2))* <1

sartin1 saglayan komsulukta secilmesidir. Bu sart yukarida da belir-
tildigi gibi gerekli degildir: Ornek 4.2 de zy = 0.6 icin |¢'(zo)| > 1 dir,
ancak iterasyon yine de yakinsaktir.

e Eger bir g iterasyon fonksiyonu r sabit noktasinin komgulugunda n —
inci mertebeden tiireve sahip ve

g(r)=g"(r)=---=g"V(r)=09"(r)#0

ise g ile elde edilen iterasyon n—inci basamaktan yakimsaktir(Aligtirma
9). n = 1 olmasi durumunda yontem lineer yakinsaktir denir. Bu
sonu¢ yukarida Newton yontemi icin elde edilen sonucun genel halidir
ve benzer bicimde ispatlanabilir.

e Newton-Raphson fonksiyonundan farkl olarak

g(x):x—i(ﬁ—x—l)

V5

ile pozitif sabit nokta icin iiretilen iterasyon da kuadratik yakinsaktir,

ciinkii ¢'((1 ++/5)/2) =0 ve ¢"((1++/5)/2) = —2/v/5 # 0 dur.

6.3.3 Newton-Raphson yonteminde baslangi¢c noktasi
secimi
Newton-Raphson yonteminin en zayif yonii, baglangic noktasi se¢iminin sifir

yerine "yakin" secilmesini gerektirmesidir. Tahmini noktanin ne kadar "yakin"
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6.3 iterasyon fonksiyonu secimi ve Newton-Raphson yontemi 17

secilmesi gerektigi problemden probleme gore degismektedir. Ornegin altin
oram1 sifir yeri kabul eden drnegimizde(Ornek 6.1), 79 € (1, 00) olmasi duru-
munda altin orana yakinsayabildigimizi gérmiistiik. Dolayisiyla bu problem
icin baslangi¢c noktasi secimi herhangi bir sorun tegkil etmemistir.

Ancak baz fonksiyonlar baglangi¢ noktasi tahmininin iyi yapilmig ol-
masini gerektirirler.

f(z) = ((x—2)2+1/100)(z — 3) fonksiyonu i¢in farkli baglangic
noktasi secimi ile Newton-Raphson yénteminin yakinsakligini arastiriniz.

Fonksiyonunun z = 3 noktasindaki sifir yerini |f(z,)| < 107% kriterini
saglayacak yaklagimlar elde etmek igin gerekli iterasyon sayilari(iter) asag-
daki tabloda verilmektedir.

o | 21]201]202]204 20620821 |22(23|24/|25]29
iter | 1| 144 | 15 27 9 92 | 129 | 12 | 28 | 44 | 10 | 4

Yukaridaki tablodan sifir yeri komsgulugunda secilen farkli noktalar ile
Newton-Raphson iterasyonunun |f(z,)| < 107¢ kriteri ile yakinsamas:1 igin
farkli sayida iterasyon sayilari gerekmektedir. Ancak gerekli iterasyon sayi-
larmimn diizensiz bir dagilima sahip oldugu goriilmektedir. Ornegin zq = 2
i¢in sadece 1 adet iterasyon gerekirken, xg = 2.01 i¢in 144 adet ve zy = 2.02
icin ise 15 adet iterasyon gerekmektedir.

Herbir baslangic noktasi icin elde edilen iterasyonlar yakinsak, ancak ya-
kinsama hizlar1 ¢ok farkhidir. Yine yakinsamanin monoton degil, salinimli
oldugu goriilmektedir. Sonug olarak érnegimizde baglangi¢ noktasi se¢iminin
iterasyonunu yakinsama hizi iizerinde etkisinin ¢ok fazla oldugu goriilmekte-
dir. Bunun nedeni sifir noktasinin genis bir komsulugunda f fonksiyonun
sifira gok yakin degerler almasi ve f’ tiirevinin z; = 2.005, x5 = 2.6616
sifiryerlerine sahip olmasi ve dolayisiyla f(z)/f'(x) fonksiyonunun siireksiz
olmasidir.

6.3.4 Newton-Rapson ve karmasik kokler

Genel olarak iterasyon yontemleri karmasik sifiryerlerini belir-
lemek icin de kullanilabilirler. Bu sonug 6zel olarak Newton-Raphson yéntemi icin
de gecgerlidir, ancak bunun icin baslangic noktasinin da karmasik bir sayi olarak
secilmesi gerekir.
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(@)

(b)

50 150
X,=2.01 100} x =21
0 0 c—— 0
50+
-50 o —
-100 50 ¢
-100
-150
150
-200 . -200 -
4 2 0 2 4 6 5 0 5 10
©) d)
5000 2
4000 X =24 151 x,=2.6
3000 1t
2000 05
1000 0 o’
0f =@+ 05
-1000 : : : 1 : :
0 5 10 15 20 1 2 3 4

Sekil 6.3: Farkli baglangic degerleri ile z; Newton-Raphson yaklagimlar: icin
(x;, f(x;)) degerleri:(a) zo = 2.01,(b) g = 2.1 (¢) xg = 2.4 (d) o = 2.6

6.3.5

f(x) = x*+1 fonksiyonunun xo = 1+1i noktasi komsulugundaki
sifir yerini Newton-Rapson yontemi ile belirleyiniz.

Newton-Rapson yontemi yardimiyla agagidaki yaklagimlari elde ederiz:

B W kO =

Ty

141

0.2500 + 0.7500:
—0.0750 + 0.9750:¢
0.0017 4 0.99731
—0.0000 + 1.00002

Kath kokler i¢cin Newton-Raphson yontemi

Mevcut haliyle Newton-Raphson yontemi katli kokler i¢in lineer olarak yakin-
sayan bir yontemdir. Eger »r noktasi f fonksiyonunun m > 1 kath bir sifir

yeri ise
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6.3 iterasyon fonksiyonu secimi ve Newton-Raphson yontemi 19

f(x) = (x —7r)"h(x), h(r) # 0

olacak bi¢cimde h fonksiyonu vardir. Bu durumda ¢ iterasyon fonksiyonu

9(x) = z— f(2)/f'(x)
(z —r)"h(z)
m(z — 7)™ th(z) + W (x)(z —r)™
(z —r)h(z)
mh(z) + h'(z)(x — 1)

= T —

olarak yazilabilir ve
, .| (A(z) + (x —1r)b(z))(mh(z

9@ = 17| b (a) + 1 ()
/(mh(z) + ' (z)(z — 1))

elde edilir. Buradan

g'(r) = 1—h(rymh(r)/(mh(r))?
= 1-1/m#0

olur. ¢'(r) < 1 oldugu i¢in Newton-Raphson iterasyonu kath kokler uygun
baglangic noktasi ile sadece lineer olarak yakinsaktir. Bu durumda yukarida
tanimlanan g iterasyon fonksiyonu yeniden diizenlenerek

g(x) =z —mf(z)/f (z) (6.2)

olarak yazilirsa, yine g(r) = r oldugu agiktir. Ayrica yukaridaki iglemler
tekrar edilerek ¢'(r) = 0 elde ederiz. Bu sonug ise yontemin uygun baglangig
noktasi ile en az kuadratik olarak yakinsayacagim ifade eder. Bir ¢rnek
iizerinde her iki yontemin performansini karsilagtirmak miimkiindiir.

f(z) = 2% — 22+ 1 fonksiyonu icin zq = 2 alarak basit kékler ve
katl kokler icin Newton-Raphson yéntemiyle sifir yeri yaklasimlarini hesaplayiniz.
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20 Nonlineer cebirsel denklemler

Iterasyon Newton(BasitKokler) (tnpq—1)/(zn—1),7r =1

0 2.0000

1 1.5000 0.5/1=0.5

2 1.2500 0.25/0.5=0.5

3 1.1250 0.125/0.250 = 0.5

4 1.0625 0.625/0.1250 = 0.5

) 1.0313 0.313/0.625 = 0.5008

6 1.0156 0.0156,/0.0313 = 0.4984
7 1.0078 0.0078/0.0156 = 0.5

8 1.0039 0.0039/0.0078 = 0.5

9 1.0020 0.0020/0.0039 = 0.5128
10 1.0010 0.0010/0.0020 = 0.5

Tablo 6.1: Basit kokler i¢in Newton yaklagimlar:

Basit kokler i¢in kuadratik olarak yakinsak olan Newton-Raphson yontem-
ini x = 1 noktasinda iki kath koke sahip f fonksiyonu icin uygulayarak agagi-
daki tabloda verilen ve son siitundan goriildiigii iizere lineer olarak yakin-
sayan yaklagimlar elde ederiz, yakinsama lineerdir ¢iinkii (1 —7r)/(x, —7)
orani yaklagik olarak sabittir:

Ote yandan ayni baslangic degeri ile m = 2 degeri icin yukarida verilen
xo = 2 baglangi¢ noktasi ile uygulayarak ilk adimda z; = 1 gergek sifir yerini
elde ederiz.

Katl sifiryerleri belirlemek i¢in basit sifir yeri icin gelistirilen versiyonun
kullanilmas1 uygun olmadig1 gibi basit sifir yerini belirlemek i¢in de, kath
sifir yeri icin (6.2) ile diizenlenen versiyon kullanilirsa istenilen sonuglar elde
edilemeyebilir.

Ornegin f(x) = 22 — x— 1 fonksiyonu ve zy = /2 baslangic noktasi ve
basit sifiryerleri icin Newton-Raphson yontemi Ornek 4.1 de belirtildigi gibi 5
adimda yakinsarken, m = 2 ile kath sifyerleri i¢in diizenlenen versiyon 2.0000
ve 1.3333 degerleri arasinda alternatif olarak salimm yapmaktadir(Aligtirma
14).

2

6.3.6 Sayisal tiirev ile yaklagim(Kiris yontemi)

Newton-Raphson yonteminde f’(z;) tiirev degeri suphesiz fonksiyonun tiire-
vinin de bilinmesini gerektirmektedir. Tiirev bilgisi gerektirmeyen alternatif
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6.3 iterasyon fonksiyonu secimi ve Newton-Raphson yontemi 21

bir yontem ise
~ f(z:) — f(@im1)

Ty — Xj—1

f' ()

yaklagiminin kullanilmasidir. Bu durumda tek birbaslangic degeri yerine x
ve r1 baglangi¢ degerleri ile baglatilabilen

f(%) Ty, — Tji—1

LT T e e T fla) — fr)

Ti—Tj—1

flz:),1=2,3,--- (6.3)

yaklagimlar1 elde edilir. Bu yontem kirig yontemi olarak bilinir. Newton-
Raphson yonteminde oldugu gibi (z;, f(x;)) noktasindaki tegetin x eksenini
kesim noktasi yerine, (z;_1, f(x;_1)), (x;, f(z;)) noktalarmdan gegen ve

fxi) = (i)

Ty — Tj—1

y— f(r;) =

(x — ;)

ile verilen kirig dogrusunun x eksenini kesim noktasi sifir yeri icin z;,; yak-
lagimi olarak kabul edilir.

f(x) = 2 — x — 1 fonksiyonu icin xy = 3,7, = 2 baslangic
tahminleri ve kiris yontemi ile x4, x5, x4 ve x5 sifir yeri yaklasimlarini hesaplayiniz.

Ik yaklagim

Ty = xl—f%l)gf(mo)f(l'l)
e eI
-1 1 7

olarak elde edilir. Benzer bigimde diger yaklagimlar
x3 =5/3 = 1.6667, x4 =47/29 = 1.6207, z5 = 322/199 = 1.6181.

olarak elde edilir.
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22 Nonlineer cebirsel denklemler

6.4 Nonlineer sistemler icin Newton yontemi
ve benzeri bir yontem

Iki degiskenli f ve g fonksiyonlar: icin
flzy) =0 (6.4)
g(z,y) = 0

nonlineer sisteminin (p,q) ile gosterilen sifir yerine sahip oldugunu kabul
edelim.
Ornegin

4yt —-1 =
—2’4+y—1 = 0

nonlineer sisteminin tek c¢oziimii Sekil 6.4 ile belirtilen cember ve paraboliin
tek bir kesigsim noktas: olan (0, 1) noktasidir.

X L

R,

2+

Sekil 6.4: Birim ¢ember ve parabol

Ayrica bu noktanin bir D komsulugunda

o[ 8]
9z Gy
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6.4 Nonlineer sistemler icin Newton yéntemi ve benzeri bir yontem 23

Jacobien matrisinin tersinir oldugunu kabul edelim. Tek degiskenli fonksiyon-
larda oldugu gibi, bu defa da nonlineer sistemin (g, yo) noktasindaki Taylor
aclhmininin lineer kisminin sifir yerini (1, ;) yaklagim olarak alalim:

fx,y) = f(xo,9) + (x — 20) fo(T0,%0) + (¥ — Y0) fy (0, o) + - -+ (6.5)
9(z,y) = g(wo,%0) + ( — 20)g2(70, Yo) + (¥ — Y0) gy (70, Yo) + - -

Taylor agiliminin lineer kisimlar: ile olusturulan

f(wo,y0) + ( — o) fo(T0, %0) + (¥ — o) fy(T0,%0) = O (6.6)
9(z0, Y0) + (¥ — 20)gz(T0, Yo) + (¥ — Y0)gy(T0,%0) = 0

lineer sistemini gz oniine alalim ve bu sistemin (z,y) ¢dziimiinii (x1, ) ile
gosterelim.

S R ol B g RS ]

Y—Yo g\x,y
notasyonu ile (6.6) sistemi,
J(XNAX = —F(X) (6.7)
olarak yazilabilir. Bu sistem coziilerek elde edilen AX ile
XM =x0 1 Ax
yaklagimi veya eleman bazinda yazilarak
o [3]-[3)+(3
Y1 Yo Ay
elde edilir. Benzer bigimde diger yaklagimlar, n = 0,1, --- igin

J(XMAX = —F(X™) (6.8)

X0 = x0) L AX

olarak elde edilir.
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—_

:z:2—|—y2 =
z—y = 0

denklem sisteminin ¢éziimii icin (x1,y1), (22, y2) Newton yaklasimlarini (zo, yo) =
(1,2) baslangic noktasi icin hesaplayiniz.

Verilen sistemi

olarak yazarsak,

reo=[en =170

ile tamimladigimiz vektor degerli fonksiyon igin

F(x,10) = F(1,2) = [g&v;g ] _ l 12?322_1 ] — { _41}

| fe Sy | | 22 2
J_{gm gy}_{l _1}

J(zo,y0) = J(1,2) = { ? —41 ]

elde ederiz. Ayrica

olup,

olur. Bu durumda

J(XNAX = —F(XO)

RIERE

sistemine doniigiir. Bu lineer sistemi uygun bir yontemle ¢ozerek Az = 0,
Ay = —1 elde ederiz.O halde

o= [n]=[n]+[5]-[2]-[1]
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afl

F(XW) = F(a1,41) = F(1,1) = { (1) ]

elde ederiz. Benzer bicimde

ve J(z1,y) = J(1,1) = { ? _21 }

olup,
J(XMAX = —F(xW)

Al

denklem sistemi

sistemine doniigiir. Bu sistem de ¢oziilerek, Az = —1/4, Ay = —1/4 olarak

elde edilir. O halde

-l 8]

s e

elde ederiz.

Yukardaki nonlineer sistemin ¢oziimii igin gerekli yaklagimlar1 Newton
yontemiyle ve yukarida incelenen fonksiyon sifir yerlerini belirlemek amaciyla
gelistirdigimiz newton.m isimli Program 6.2 yardimiyla elde edilebilir. Bu
durumda f : ¢oziilmesi gereken nonlineer sistem ve fp ise stz konusu sistemin

Jakobien matrisidir.
Yontemi Ornek 6.8 icin  calistiralim:
Test
>> f=Q(x) [x(1)"2+x(2)"2-1;x(1)-x(2)];
>> fp=Q(x) [2*x(1) 2*x(2);1 -1];
>>x0=[1 2]’;
>> newton(f,fp,x0) komutu ile
x0 =1 0.75000 0.70833 0.70711 0.70711
1 0.75000 0.70833 0.70711 0.70711
yaklagimlarini elde ederiz.
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6.4.1 Nonlineer sistemler icin Newton benzeri uygu-
lama

Yukaridaki tamitimdan goriildiigii tizere, skaler denklemlerde f fonksiyonu
ve f nin tiirevini gerektiren Newton yontemi, Nonlineer cebirsel sistemler
i¢in de, stz konusu sistem ve Jacobiyen matrisininin de kullanic1 tarafindan
saglanmasini gerektirmektedir . Ancak, kirig yontemini hatirlayacak olursak f
nin tiirevi yerine, tiirev i¢in geri fark yaklagimini kullanarak tiirev bilgisinin
saglanma zorunlulugunu ortadan kaldirmak miimkiindii. Benzer bir islemi
cebirsel sistemler i¢in kismi tiirevleri iceren Jakobiyen matrisi i¢in de gercek-
lestirerek, Jacobiyenin hesaplanmasi zorunlulugundan kurtulabiliriz.

Bu amagla 6.4 sistemi ve X = (2, 0) baslangic noktas: verilmis olsun.
X® = (21,91) noktasim X noktasmin yakin komsuluguda bir nokta
olarak secelim. Newton yonteminden hareketle Kirig yontemini elde ederken

kullandigimiz
f(@i) — f@iz1)

Xy — Tj—1

fila) =
yaklagimina benzer olarak

J(X(z)) — f xwyl fy(muyz)
9 Izayz 9y(i, i)
[ flaaoy)—f@izys)  fleay)—f(@s,yi—1) ]

o~ ﬂﬂz—% 1 Yi—Yi—1
9(xiyi)—g(wi—1,yi)  g(@i,yi)—g(xi,yi—1)

Ti—Ti—1 Yi—Yi—1

yaklagiminmi kullanabiliriz. Bu durumda

Y = F(XW)
olmak iizere,
s ) fry)—f(wo,y)  fle,y)—f(z1,90)
J(X ) = Q(Ilyyqil):ggxo,yl) Q(Il,ygil):g(()ﬂfhyo)
T1—T0 Y1—Yo

ile

JXMAX = —Y
X@ = xWpAXx
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yaklagimim elde ederiz. Bir sonraki iterasyona X(© = X1 x1) — x(@)
alarak devam ederiz, ve bu igsleme uygun bir sonlandirma kriteri saglanana
kadar devam ederiz. Newton benzeri bu yonteme ait Program 6.3 agagida
verilmektedir.

Test

>> F=Q(x) [x(1)°2/4+x(2)°2/9-1;x(1)"2/94+x(2)"~2/4-1];

>>X0=[1 1]’;

>> newtonsqv(F x0)

ans =

1.6641

1.6641

>>X0=[1 -1J’;

>> newtonsqv(F,X0)

ans =

1.6641

-1.6641

1. g : [a,b] — [a,b] stirekli bir fonksiyon ise g nin [a,b] araliginda en az bir
sabit noktasi oldugunu gésteriniz.(lpucu, g(a) = a veya g(b) = b ise bu
durumda en az bir sabit nokta zaten mevcuttur. g(a) > a ve g(b) < b
oldugunu kabul ederek f(x) = x — g(x) fonksiyonunun [a,b] de en az bir
sifir yeri olmasi gerektigini aradeger teoremi yardimiyla gésteriniz.)

2. Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip olduklarini gos-

teriniz.

(a) g(z) = —tx(z — 3)(z + 3)
(b) g(x) = go(2® - 12)

(¢) g(x) = Lo(2s® — 13)

(4) g(z) = 55

3. Soru 2'de verilen g fonksiyonlarinin biitiin sabit noktalarini sifir yeri kabul
eden en diisiik dereceli bir f polinom fonksiyonunu belirleyiniz.

4. Soru 3'de belirlediginiz f fonksiyonunun hangi sifiryerlerini bulabilmek icin
hangi g leri kullanabilirsiniz? Hangisini kullanmayi tercih edersiniz?
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function X1=newtonsqv(F,X0)
e
% Quasi Newton- Newton benzeri yodntem
% Nonlineer sistem sifir yeri belirler.
% Jacobiyen sayisal yaklagimla belirlenir.
% F nin tek bir fonksiyon olmasi durumunda, kirig yontemine indirgenir.
% ec, 13 Nisan 2019.
=
min_deger=1le-5; max_deger=1e5;max_sayac=40;
test=1;sayac=0;
X1=X0+0.1;
while test
Yp=jacobi(F,X0,X1);
Y=F(X1);
Delx=-Yp \ Y;
X2=X1+Delx;
sayac=sayac+1;
fark=norm(X2-X1,inf);
test=(fark>min_deger)&(norm(X2, inf)<max_deger)& (sayac<max_sayac) ;
X0=X1;X1=X2;
end
%Yakinsamama durumunda mesajlar ....

function J=jacobi(F,X0,X1)
n=length(X0) ;
for i=1:n
for j=1:n;
dxv=zeros(n,1);
dx=X1(3)-X0(j);
dxv(j)=dx;
J(i,j)=F &) (1)-F(X1-dxv) (1)) /(X1(j)-X0(3));
end
end

Program 6.3: Nonlineer sistemler i¢cin Newton benzeri yontemi uygulamasi
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5. f(z) = 2* — 5 fonksiyonunun pozitif sifir yerini bulmak icin g(z) = = +
cf(x) iterasyon fonksiyonu ve secilen ¢ icin |g/(xq)| < 1 sartini saglayan
baslangic noktasi ile olusturulan ., 1 = g(x,,) iterasyonu géz éniine alalim.

e [terasyonun yakinsamasi icin c hangi aralikta degerler almalidir?

e Kuadratik olarak yakinsak olan iterasyon iiretebilmek icin ¢ ne ol-
malidir?

6. Soru 5'de verilen f fonksiyonunun sifiryerlerinin asagida verilen g fonksi-
yonlarinin sabit noktalari oldugunu gésteriniz. Hangi g ler ile olusturulan
iterasyonlar yakinsar? Yakinsak iterasyonlar icin yakinsama basamaklarini

belirleyiniz.
o g(x) =2(6 — 22
o g(z) = %a:(l?) —z?%)
o g(r) = 52(3 — 52%)

7. g(x) = x — (x — 1)? iterasyon fonksiyonu verilsin.

e Verilen iterasyon fonksiyonunun r = 1 sabit noktasina sahip oldugunu
ve ¢'(r) = 1 oldugunu gézlemleyiniz.

e r = 1 noktasina yeterince yakin ve xq > 1 baslangic noktasi icin
olusturulan iterasyonun r = 1 sabit noktasina yakinsadigini uygun bir
xo > 1 ile x1,29,x3 degerlerini hesaplayarak gézlemleyiniz.

e 1o < 1 sartini saglayan hicbir baslangi¢c noktasi icin g ile olusturulan
iterasyonun r = 1sabit noktasina yakinsamadigini uygun bir xq > 1
ile x1,T9,x3 degerlerini hesaplayarak gézlemleyiniz.

8. g:la,b] — [a,b] stirekli ve (a,b) araliginda tiirevienebilir ve tiirevi siirekli
bir fonksiyon ve r € [a,b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktasi olsun.
Ayrica |g/(r)| > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda xy € [a,b], zg # T
icin Tpy1 = g (zn),n=0,1,2,--- ile iiretilen {x,} dizisi r sabit noktasina
yakinsamayacagini gosteriniz.

9. Eger bir g iterasyon fonksiyonu r sabit noktasinin komsulugunda n — inci
mertebeden tiireve sahip ve

J(r)=g"(r)=--=g"V(r)=0,9" () #0
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10.

11.

12.

15.

1.

15.

16.

ise g ile elde edilen iterasyon n — inci basamaktan yakinsak oldugunu
gosteriniz.

g(x) = x — 1/2sin(2x) iterasyon fonksiyonu ile olusturulan iterasyonlarin
r =0 ve r = 7 sabit noktalarina yakinsak, ancak r = /2 sabit noktasina
yakinsak olmadigini ilgili teori yardimiyla gosteriniz.

g(x) = x — tan(2x) iterasyon fonksiyonu verilsin.

e 7 = 0 1n g nin bir sabit noktasi oldugunu ve ¢'(0) = —1 oldugunu
goézlemleyiniz.

e g ile olusturulan iterasyonlarin hicbir xo # 0 icin v = 0 sabit noktasina
yakinsamayacagini uygun xo baslangic degerleri secerek gbzlemleyiniz.

f(z) = (z + 2)exp(—=x) fonksiyonunun sifir yerini Newton ydntemiyle
belirleyebilmek icin en biiyiik xo > —2 baslangic tahmini ne olabilir?

f(z) = x — sinh(x) fonksiyonu verilsin. Uygun bir xo baslangic noktasi
secerek, sirasiyla m = 1;2 ve 3 icin

Tpy1 = T —mf(xn)/f (2,),n=0,1,2, ...

Newton-Raphson iterasyonlarini |, 1 — ,,| < 1075 sonuclandirma kriteri
saglanincaya kadar hesaplayiniz. Her bir m icin gerekli iterasyon sayisini not
ediniz? Hangi m degeri icin en hizli yakinsak diziyi elde ettiniz? Neden?

f(z) = 22 — x— 1 fonksiyonu ve xy = /2 baslangic noktasi ve basit
sifiryerleri icin Newton-Raphson yénteminin Ornek 6.1 de belirtildigi gibi
5 adimda yakinsarken, m = 2 ile katli sifyerleri icin diizenlenen versiy-
onun 2.0000 ve 1.3333 degerleri arasinda alternatif olarak salinim yaptigini
gozlemleyiniz.

Eger r noktasi f fonksiyonunun basit sifir yeri ve biikiim noktasi degilse,
bu taktirde f ile olusturulan g Newton-Raphson iterasyon fonksiyonunun r
noktasinda bir ekstremuma sahip oldugunu ispatlayiniz.

Bu bsliimde verilen Newtons isimli programi(Program 6.2) Ornek 6.8 de
verilen denklem sistemi ve (xo,y0) = (2,1) ile ¢alistirarak elde edilen
sonuglarin dogrulugunu kontrol ediniz. Iterasyonlarin sistemin gercek ¢o-
ziimiine yakinsadigini gézlemleyiniz.
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17. Asagidaki nonlineer sistemlerin grafiklerini cizerek, ka¢c adet reel ¢bziime
sahip olduklarini tahmin ediniz.

(a)

vi—dr = 1
v +4r = 1

(b)

(x—3/2)%*+(y—5/2)?% = 1/2
(x—3/2)2*+(y—1)7? = 5/4

(c)

22/9+ %4 = 1
?/A+y7)9 = 1

(d)

22/9+y%/4 = 1
2?/4 -2/ = 1

18. Soru 17(a)’ya ait nonlineer sistem icin (zo,vo) = (3,3) baslangic noktasi
ile (z1,y1) ve (z2,ys2) yaklasimlarini Newton yéntemi yardimiyla hesaplayiniz.

19. Soru 17(b)’ye ait nonlineer sistem ve asagida verilen baslangic degerlerin
her birisi icin (x1,y1) ve (x2,y2) yaklasimlarini Newton yéntemi yardimiyla
hesaplayiniz.

e (3707:1/0) = (3a )
L ($07y0> = (_373)
i ($07?/0) = (_37 _3)
* (z0,%0) = (3,—3)
Elde ettiginiz yaklasimlar, sekildeki grafiklerin arakesit noktalarina
yakinsiyor mu?
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20. Soru 17(b)’ye ait nonlineer sistemin yaklasik ¢6ziimiinii Soru 19 da verilen
(x0,Y0) baslangic noktalari ve Program 6.3 yardimiyla elde ediniz.

21. Soru 17(c)’nin her bir reel ¢6ziimiinii uygun baslangi¢ degerleri ve Program
6.3 ile belirleyiniz.

6.5 Aralik iizerinde sifiryerleri

6.5.1 Vektorel ikiye bolme yontemi

Birinci boliimde incelenen klasik ikiye bélme yontemi [a, b] araliginda siirekli
ve f(a)f(b) < 0 sartim saglayan fonksiyonun soz konusu aralik igerisindeki
tek bir sifir yerini belirler. Ancak fonksiyon verilen araligin ug noktalarinda
isaret degistirmeyip, alt aralik veya araliklarda igsaret degistirebilir. O halde
verilen bir araligin kullanici tarafindan belirlenen uzunluktaki alt aralik-
lar1 taranarak igsaret degisiminin gerceklestigi alt araliklar belirlenebilir. Bu
boliimde amacimiz

e fonksiyonun isaret degistirdigi alt araliklar1 bulmak,

e klasik ikiye bolme yontemini eg zamanli olarak her bir alt araliga uygu-
layarak verilen keyfi bir [a, b] araliginda yer alan tiim reel sifiryerlerini
belirlemektir.

Oncelikle birinci amaca yonelik asagidaki algoritmay1 dikkate alalim:
Algoritma 6.1 i¢in geligtirdigimiz Program 6.4 asagida verilmektedir.

Program 6.4 ile f(x) = cos(6cos™(x)) Chebyshev' fonksi-
yonunun [—1,1] araliginda isaret degistirdigi 0.1 uzunluklu alt araliklar:y be-
lirleyiniz.

>> f(x) = sin(bz) fonksiyonunun [0,4] aralig: igersinde sifiryerlerini
igeren dx = 0.1 uzunluklu alt araliklar1 belirleyiniz.

>> [A,B;sifirlar]=ikibolaralik(f,0,4,0.1)
A=

0.6000 1.2000 1.8000 2.5000 3.1000 3.7000
B =

4Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894, Rus matematikci
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Algoritma 6.1 Isaret degisim araliklar algoritmasi
1. input: f,a,b,dx

2. A: aralik sol ug¢ noktalar vektoriinii bos kiime olarak tanimla.
3. B: aralik sag ug noktalar vektoriinii bosg kiime olarak tanimla.

4. Tesadiifen bulunabilen sifiryerleri saklamak i¢in sifirlar isimli bog bir
kiime tanimla.

5. sonuclandirma kriteri olarak kullanilan test degiskenine 1 degerini ata.
6. Siireksizlik kontrolii igin Maxzipla degigskenine 5 degerini ata.
7. test=1 oldugu siirece

(a) f(
(b) f(a+dx)=0 ise a-+dx i sifirlar dizisine aktar.
f(

(c)

a)=0 ise a y1 sifirlar dizisine aktar.

a)f(a+dx)<0 ve |f(at+dx)-f(a)|<Mazxzipla ise a y1 A dizisine ve
a + dx i de B dizisine aktar.

(d) a= a+dx olarak al.
(e) a>=Db ise test=0 olarak al.

8. A ve B dizileri ile sifirlar dizisini ¢agiran programa geri génder.

0.7000 1.3000 1.9000 2.6000 3.2000 3.8000
sifirlar = 0
O halde verilen fonksiyonun

0.6,0.7],[1.2,1.3], [1.8,1.9], [2.5, 2.6], [3.1, 3.2], [3.7, 3.8]

araliklarinin herbirinde enaz bir sifir yeri vardir. Ayrica x = 0 fonksiyo-
nun bir sifir yeridir.

Ikiye bolme yontemini es zamanh olarak yukarida verilen alt araliklara
uygulayarak, herbir alt araliktaki sifir yerini belirlemek istiyoruz. Bu amacla
asagidaki algoritmay1 uygulayalim

f(z) = sin(bz) fonksiyonunun [0,4] araliginda yeralan si-
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Algoritma 6.2 Vektorel ikiye bolme yontemi algoritmasi

1.

2.

input f,a,b,dx

Program 6.4 yi cagirmak suretiyle A B ile gosterilen aralik ug nokta vektorleri
ile tesadiifen bulunabilen sifirlar vektoriinii olustur.

sifirlar vektoriini X ile gosterilen vektore aktaralm. A = AB(:,1);B =
AB(:,2) olarak tammla.

. A ve X bos kiime ise igaret degigim aralhigibelirlenemedigi i¢in programi

sonlandir.
A bos kiime ise X de varsa tesadiifi degerleri sifiryeri olarak geri gonder.

fark degisken degerini 1, eps sonuglandirma kriteri degerini le — 5 olarak
kabul et.

fark degiskeninin sonsuz normu eps den biiyiik oldugu siirece asagidakileri
tekrarla:

(a) C = (A+ B)/2 orta noktalar vektoriinii hesapla.

(b) f(A).* f(C) < 0 esitsizligini saglayan A ve C vektorlerinin i ile gos-
terilen indislerini belirle.

(c) Eger i indis kiimesi bogtan farkli ise B(ii) = C(i1) olarak degis tir.

(d) f(A).* f(C) >= 0 esitsizligini saglayan A ve C' vektorlerinin jj ile
gosterilen indislerini belirle.

(e) Eger jj indis kiimesi bogtan farkh ise A(jj) = C(jj) olarak degistir.
(f) fark =|B — A| vektoriinii tanimla.

(g) fark <= eps veya |f(C)| < eps ozelligini saglayan jo yakimsak aralik
indislerini belirle.

(h) X = C(jo) ile elde edilen sifiryerlerini X vektoriine ata.

(i) fark > eps ozelligini saglayan heniiz yakinsamayan alt araliklarin j;
indislerini belirle.

(j) Eger ji bostan farkli ise A = A(j1) ve B = B(j1) olarak degistir.
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% Sifiryerlerini igeren aralik uc noktalar vektori
% ve tesadiifen bulunan sifiryerlerini

% gagiran programa gonderir.

% A: sol ug noktalar

% B: sag ug¢ noktalar

S —
function [A,B,sifirlar]=ikibolaralik(f,a,b,dx)

test=1;
A=[];B=[];sifirlar=[];
while test
if f£(a)==0
sifirlar=[sifirlar;al;
end

if f(a+dx)==0
sifirlar=[sifirlar;a+dx];

end

if f(a)*f(a+dx)<0
A=[A;a] ;B=[B;a+dx];

end

a=a+dx;

if a>=b test=0;

end

end

Program 6.4: Isaret degisim araliklar uygulamasi

furyerlerine vektorel ikiye bolme yontema yardimayla belirleyiniz.

>> ikibolv(f,0,4)

0 0.628318530717962  1.256637061435919
1.884955592153875  2.513274122871833 3.141592653589795

8.168140899333460 8.796459430051419 9.424777960769381
Yukaridaki tabloda verilen sonuglarla gercek degerler karsilastirildiginda,

elde edilen yaklagimlarin virgiilden sonra ondort basamaga kadar dogru ol-
dugu anlagilmaktadir.
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f(z) = tan(z) fonksiyonunun [0,10] arahginda yeralan si-
firyerlerini yontemi yardimayla belirleyiniz.

>> ikibolv(f,0,10)

ans =0 3.141592653589784 6.283185307179581 9.424777960769376

elde ederiz.

Ikiye bolme yonteminin bilinen skaler versiyonu verilen araligin ug nok-
talarinda fonksiyonun isaret degistirmis olmasini gerektirirken, yukarida in-
celenen vektorel versiyon da fonksiyonun isaret degistirdigi alt araliklar1 be-
lirleyerek, her bir alt araliktaki sifir yerini bulur. Ancak, fonksiyonun kath
sifiryerlerini iceren araliklarda isaret degistirmeyebilecegini biliyoruz. Orne-
gin f(z) = 2? fonksiyonu [—1, 1] arahgnda isaret degistirmedigi halde x = 0
noktasinda iki kath sifir yerine sahiptir. Ote yandan f(x) = z® fonksiyonu
da x = 0 da ii¢ kath sifir yerine sahiptir ve ayni aralikta isaret degistirir.

Bu amacla aralik u¢ noktalarinda isaret degistirmeyi gerektirmeyen ite-
ratif yontemlerin vektorel versiyonlar: ¢aligilabilir.

6.5.2 Vektorel Newton Yontemi

Sabit nokta iterasyon yontemleri bir disk igerisinde yer alan tiim sifiryerle-
rini(reel ve kompleks) bulacak bigimde gelistirilebilirler. Ozel olarak New-
ton yontemi MATLAB/Octave vektor cebiri kullanilarak bu amacla geligtir-
ilebilir. Reel sifiryerleri igin uygun baglangic vektor tahmini ile [6] yiiksek
lisans tez ¢alismasinda sunulmustur.

Bu boliimde [6] de gelistirilen reel sifiryerleri algoritmasini, sifir merkezli
diskteki tiim sifiryerlerini belirleyecek bicimde gelistirerek Algoritma 6.3 ile
asagida veriyoruz.

Algoritma 6.3 ya ait Program 6.5 boliim aligtirmalar: sonunda verilmek-
tedir.

flx) =2 —1,2° — 1,27 — 1,2° — 1 fonksiyonlarimn tim

sifryerlering yukaridaki algoritma yardimuyla belirleyerek, sifiryerlerini birim
cember tizerinde gosteriniz.

Sirasiyla herbir fonksiyon icin asagidaki program parcasini uygun grafik
penceresinde caligtiralim.
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x=-1:0.01:1;

y=x;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=X."2+Y."2-1;
subplot(2,2,1);
contour(X,Y,Z,[0 0.01]);
hold on;
f=inline(’°x.7°3-1’);
df=inline(’3*x.727);
Xff=cvnewton(f,df,2,1);
plot (Xff, ’*r’) ;axis(’square’);

Elde ettigimiz ekran ciktis1 Sekil 6.5 te sunulmaktadir .

e

b \\ /
1
05 0 05 1

-0.5

0

-0.5 0 0.5 1

NS

0 i 0

b \ // - \ /
-1 -1
0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1

-1 -1

Sekil 6.5: 2" — 1 in n = 3,5,7 ve 9 icin sifiryerleri.

f(z) = sin(z) — 1/z fonksiyonunun [—10,10] araligindaki
sifiryerlering Program 6.5 ile belirleyiniz.

>> f=inline(’sin(x)-1./z’)

>> df=inline('cos(x)+1./x.72")
>> Xff=cvNewton(f,df,10,1)
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Xff = -9.3172 -6.4391 -2.7726 -1.1142 1.1142 2.7726 6.4391 9.3172
Elde edilen sifiryerleri ve fonksiyon grafigi Sekil 6.6 de gosterilmektedir.

| . . . .
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 6.6: f(x) = sin(z) — 1/x fonksiyonu grafigi ve sifiryerleri(*)

sifir yerini igeren aralikta fonksiyonun igaret degistirmemesi durumunda
vektorel ikiye bolme yontemi yerine vektorel Newton yonteminin kullanilmasi
uygundur. Asagidaki ornekte fonksiyonun sifiryerlerinde isaret degistirmedi-
gine dikkat ediniz.

f(z) = sec(x) — 1 fonksiyonunun [—10,10] araligindaki si-
furyerlerini Program 6.5 ile belirleyiniz.

>>f=inline('sec(x)-1’)

>>df=inline('sec(x).*tan(x)")
> > Xff=cvNewton(f,df,10)
>>Xff =-6.2832 -0.0000 6.2832

1. Vektorel ikiye bolme yontemine ait algoritmab6.2 i¢in uygun program
hazirlayarak asagida verilen fonksiyonlarin karsilarinda belirtilen ar-
aliklardaki sifiryerlerini belirleyiniz.

(a) f(x) =+ 32 — 2z — 1,[-5, 5]
(b) f(z) = cos(x) — 1/22 [-8,§]
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| S N

-20

100 I I I I I I I
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Sekil 6.7: sec(x)-1 fonksiyonu ve sifiryerleri

(c) flz)=e*" —sin(z),[-7,7]
(d) f(x)=tan(z) — cos(z), [—10, 10]

2. Yukarida verilen 6.3 algoritmasina ait cvNewton isimli Program 6.5
asagida verilmistir. cvlNewton programini yukarida bélim sonunda ve-
rilen ¢ozimli ornekler izerinde test yapiniz. Ayni sonuclar: elde ediyor
musunuz?

3. Soru 2 de incelediginiz programa, Soru 1 de verilen ornekler iizerinde de
test yapimiz. Vektorel ikiyebélme yontemi ile ayni sonuglar: elde ediyor
musunuz?

4. Proje(Polinomlar i¢in Vektorel Newton Yontemi): Fonksiyon ve tirevini
kullanicidan alarak belirtilen yaricaply disk icerisindeki tim sifiryer-
lering belirleyen 6.3 algoritmasina, verilen polinomun tim sifiryerle-
ring bulacak bigimde ve CVNewtonp ismiyle gelistiriniz. Kullanicinin
sadece polinomun katsayilar vektoriiniin girmesi yeterli olmalidr. (Ipucu:
Oncelikle verilen bilgiden hareketle sifiryerlering iceren disk yaricapina
ilgili teoriyi arastirarak tahmin ediniz. Ayrica tirev polinomunun kat-
saylar vektorini, verilen polinom katsayilar vektori yardimayla belir-
leyiniz.) Test sonuglarimizs MATLAB/Octave roots fonksiyonu ile elde
edebileceginiz sonucglarla karsilastirinaz.
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Algoritma 6.3 Disk igersindeki tiim kokler i¢gin Vektorel Newton Algorit-

masi

1. input: f,df,r, secenek,dx, secenek = O:reel sifiryerleri,secenek = 1:tiim
sifiryerleri

2. varsayilan degerler: secenek = 0,dx = 0.1;

3. Reel sifiryerler igin X0 = —r : dx : r;

4. Tiim sifiryerleri igin X = [—r :dx : rlz[—r:dx : r;Y = X;Z = X +iY;

5. Z matrisinin satirlarini ug uca ekleyerek X0 baglangic vektorii olugtur;

6. Xf — f(X0)=0;

7. sayac = 0; Mazxsayac = 15;carp = 1lel0;eps = 1E — 14;

8. Maxsayac degerine ulagilana kadar asagidadakileri tekrarla;

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(

(h
(i
§
(k
(1

(m

)
)
)
)
)
)
g)
)
)
)
)
)
)

—~
=
~—

df (X0) vektoriinii hesapla ve df (X0) # 0 olan 40 indislerini belirle;
X0 «— X0(i0);

X1+ X0— f(X0)./df(X0);

| X1] < 7 egitsizligini saglayan ¢i indislerini belirle;

X0 «— X0(i1), X1 «— X1(di);

fark — | X1 — X0|;

fark < eps egitsizligini saglayan j0 indislerini belirle;

fark > eps egitsizligini saglayan j1 indislerini belirle;

sayac «— sayac + 1;

X f < X0(50),yakinsayan bilegenleri Xf vektoriine y1g;

X0 « X1(j1),yakinsamayan bilegenleri giincel baglangig vektor al;
X0 bog ise mevcut X f f i kullaniciya ilet;

secenek =1 ise

i. reel ve sanal kisimlar: virgiilden sonra on basamaga kadar yuvarla;
ii. fakli bilegenleri belirle ve X f f vektoriinde biriktir.

secenek = 0 ise

i. yakinsak bilegenleri X f f vektoriinde biriktir;
ii. X ff vektoriinii sirala;

iii. ardigik elemanlar arasindaki farki dz den biiyiik olanlar1 farkl
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function Xff=cvnewton(f,df,r,secenek,dx)

% Vektorel Newton B(O,r) deki komplex/reel kokleri bulur

% secenek girilmezse reel sifir yerlerini bulur.

% secenek=1 ise tim sifir yerlerini bulur.

% ec, Mayis, 2015

% Bu program [7] de verilen programin geligtirilmig versiyonudur.

carp=1e6; %kompleks kokler ig¢in yuvarlama parametresi
sayac=0; %sayac degiskeni
eps=1E-14; %yakinsama kontrol parameteresi

maxsayac=25; % maximum iterasyon sayisi

if nargin==3 secenek=0;dx=0.1;
end;
if nargin== dx=0.1;
end
if secenek==0
X0=-r:dx:r;X0=X0’; Y%reel sifir yerleri i¢in baglangig
elseif secenek== % tahmin vektdri
x=-r:dx:r;y=j*x;n=length(x) ;n2=n*n;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=X+Y;
XO=reshape(Z,n2,1); % tim sifiryerleri ig¢in baglangig
% tahmin vektorii(reel ve kompleks)
else error(’kullanim: Xf=cvnewton(f,df,r,secenek,dx)’);

end

test=sayac<maxsayac; % dongi degiskeninin ilk degeri 1 e egit
ii=find (£ (X0)==0); % tesadiifen bulunabilen sifir yerleri
X£f=X0(ii); % sifir yerlerini saklayan vektdrel degisken
while test

df0=df (X0) ; %tirevin X0 daki degerler vektori

i0=find(df0~=0); % tilirevin sifirdan farkli oldugu indisler

X0=X0(1i0); hturevi sifirdan farkli baglangig¢ degerleri

X1=X0-f (X0)./df (X0); %Vektorel Newton adimi

ii=find(abs(X1)<r); % r yarigapli bdlgedeki sifir yerlerinin indisleri

X0=X0(ii);

X1=X1(ii);

fark=abs (X1-X0) ; hyaklagimlar arasi fark

jO=find(fark<=eps); %yakinsayan bilegenlerin indisleri
jl=find(fark>eps); ‘yakinsamayanlarkaradeniz Teknik Matematik, crhan@ktu.cdu.ir
sayac=sayac+l; %dongili degisken defer artirimi

if length(j0)>0
Xf=[X£f;X1(jO)]; % yakinsayan bilegenleri X vektoriine diz
end
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if length(j1)>0
X0=X1(j1); % yakinsamayan bilegenlerle devam et

end

if isempty(X0)
break; %bdlgede yakinsamayan bilesen yoksa dongliden ¢ik
end
test=sayac<maxsayac; 7% maxsayac ulasilana kadar iglemleri tekrarla
end
if secenek==
Xfr=round(carp*real (Xf))/carp; %reel kisimlari yuvarla
Xfs=round(carp*imag(Xf))/carp; ’% sanal kisimlari yuvarla
Xfy=round (carp*Xfr)/carp+i*round(carp*Xfs)/carp; %yuvarlanmig degerler
Xff=unique(Xfy); %farkli olan yuvarlanmis degerleri belirle
else
ii=find(abs(f(Xf))<le-5); 7% yakinsak bilesen indisleri
if length(ii)>0
Xf=Xf (ii);
Xf=sort (Xf); Y%sirala
Xff(1)=X£f (1) ;n=length(Xf)-1;
for ii=2:n
if abs(Xf(ii+1)-Xf(ii))>dx
XEf=[Xff;Xf(ii+1)]; %farkli olanlari seg
end
end
else display(’reel kok yok’);
end
end

Program 6.5: Geligtirilmis Vektorel Newton yontemi uygulamasi
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