
Bölüm 7
Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Sayısal analiz gerektiren problemler arasında yer alan diğer önemli bir prob-
lem, Ax = b biçiminde ifade edilebilen lineer cebirsel sistemlerdir, burada
Am×n matris, xn×1 ve bm×1 vektördür. Bu bölümde matris ve vektör çarpımı
ile başlayarak,

• Ax = b denklem sistemini lineer cebirsel ve geometrik olarak inceliyo-
ruz,

• çözümünün varlık ve tekliği ile birden fazla çözümün mevcut olması
durumunda genel çözümün nasıl ifade edilebileceğini inceliyoruz,

• çözümü sonlu sayıda aritmetik i̧slem ile elde eden ve doğrudan(direkt)
yöntemler olarak bilinen

—Gauss yok etme,

—LU ve

—QR ayrı̧sım yöntemlerini inceliyoruz.

• Çözümün mevcut olmamasıdurumunda en yakın çözümün En Küçük
Kareler veya buna denk olarak QR ayrı̧sımıyardımıyla nasıl bulunabi-
leceğini inceliyoruz. Ayrıca

• herhangi bir başlangıç değer ile önceden bilinmeyen sayıda yinelemeli
i̧slem sonucunda yaklaşık çözümü elde eden ve yinelemeli(iteratif) yön-
temler olarak bilinen yöntemlerden
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2 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

—Gauss-Jacobi ve
—Gauss-Seidel yöntemlerini inceliyoruz.

Bu döküman "MATLAB/Octave Uygulamalarıyla Sayısal Analize Giri̧s"
isimli çalı̧smamızın yedinci bölümünü oluşturmaktadır. İleri düzey araştırma
için konuyla ilgili olarak zaman zaman kullandı̆gımız ve bölüm sonunda sun-
duğumuz değerli kaynaklarıöneririz.
Öncelikle sıkça kullanacağımız matris ve vektör çapımını yakından in-

celeyelim:

7.1 Skaler ve vektör cebiri ile matris-vektör
çarpımı

A matrisi ile x vektörünün çarpımı, A matrisinin sütunlarının x vektörünün
bileşenleri ile oluşturulan lineer bileşimi(kombinasyonu) dir.
Örneğin

A =

[
1 2
3 4

]
(7.1)

matrisi ve x =
[
x
y

]
vektörü için

Ax =

[
1 2
3 4

] [
x
y

]
=

[
x+ 2y
3x+ 4y

]
= x

[
1
3

]
+ y

[
2
4

]
olarak ifade edilebilir.

Hatırlatma 7.1. Am×n matrisinin sütun uzayı, A nın sütunlarının lineer
bileşimi ile oluşturulan vektör uzayıdır ve bu uzay Rm in bir alt uzayıdır. O
halde Ax vektörü A matrisinin sütun uzayının bir elemanıdır.

Ayrıca, A matrisi ve x sütun vektörünün çarpımısonucunda oluşan y =
Ax vektörünün her bir bileşeni, A nın her bir satır vektörü ile x = [x1, x2, · · · , xn]T
sütun vektörünün skaler çapımıolduğuna dikkat edelim. y =Ax vektörünün
i− inci bileşeni

y(i) = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

=
n∑
j=1

A(i, j) ∗ x(j), i = 1, 2, ...,m
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7.1 Skaler ve vektör cebiri ile matris-vektör çarpımı 3

olarak ifade edilir ve aşağıdaki yı̆gmalıtoplam ile hesaplanabilir:

for i=1:m
top=0;
for j=1:n

top=top+A(i,j)*X(j);
end
Y(i)=top;

end

Yukarıda tanımlanan skaler cebirsel yı̆gmalıtoplam, MATLAB/Octave
ortamında vektör cebiri yardımıyla daha pratik bir biçimde hesaplanabilir.
Burada skaler cebirsel işlem ile skalerler üzerindeki aritmetik i̧slemleri, vektör
cebirsel işlem ile de vektörler üzerindeki cebirsel i̧slemleri kastediyoruz.

A(i, :) ile A matrisinin i − inci satır vektörünü gösterelim. x bir sütun
vektörü olmak üzere, y = Ax çarpım vektörünün her bir bileşeni vektörel iç
çarpım ile

y(i) = A(i, :) ∗ x, i = 1, 2, ...,m
olarak elde edilir ve bu i̧slem MATLAB/Octave ortamında vektör cebirsel
i̧slemler yardımıyla aşağıdaki gibi gerçekleştirilebilir:

for i=1:m
Y(i)=A(i,:)*x;

end

Gözlem 7.1. Vektör cebiri yardımıyla, skaler cebirsel işlemde gerekli olan iç
içe for döngüsü yerine, aynıişlemin tek bir döngü ile gerçekleştirilebildĭgine
dikkat edelim.

Alternatif olarak, matris-vektör çarpımıMATLAB/Octave ortamında

y = A ∗ x

olarak tanımlanır ve çapım vektörünün i−inci eleman ise y(i) dir.
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4 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

7.2 Ax = b?

Ax = b denklem sisteminin sütunlarına bakıldı̆gında lineer cebiri, satırlarına
bakıldı̆gında ise geometriyi görürüz. Bu tesbit Gilber Strang’a[11] aittir.
Öncelikle denklem sistemini lineer cebirsel açıdan inceleyelim:
Eğer bir b vektörüAmatrisinin sütun uzayında ise, bu taktirde b vektörü,

A matrisinin sütunlarının lineer bileşimi olarak yazılabilir, yani Ax = b
eşitliği sağlanacak biçimde x vektörü mevcuttur, diğer bir değimle, Ax = b
denklem sistemi çözüme sahiptir. Öte yandan, eğer Ax = b denklem sistemi
bir çözüme sahipse, b vektörü A matrisinin sütun uzayındadır: O halde

• Ax = b denklem sisteminin çözümünün var olmasıiçin gerek ve yeter
şart b vektörünün A matrisinin sütun uzayında yer almasıdır.

ÖRNEK 7.1.

A =

[
1 2
3 4

]
matrisinin sütunlarılineer băgımsızdır(Vektörlerden birisi dĭgerinin sıfırdan
farklı bir sabit katı dĕgildir). O halde A nın sütun vektörleri R2 nin bir
tabanını oluşturur. Dolayısıyla herhangi b ∈R2, A nın sütunlarının lineer
bileşimi, yani Ax biçimde ifade edilebilir:Sonuç olarak herhangi b ∈R2 için
Ax = b denklem sistemi çözüme sahiptir.

Önerme 7.1. Ĕger b vektörü A matrisinin sütun uzayında yer almakta ve
A nın sütunlarılineer băgımsız ise bu taktirde Ax = b denklem sistemi tek
bir çözüme sahiptir.

İspat y 6= x olmak üzere Ay = b olduğunu kabul edelim, diğer bir
deyimle y de bir diğer çözüm olsun. Bu taktirde

Ax = b

Ay = b

denklem sistemlerinin taraf tarafa farkınıalarak

z = x− y 6= 0

olmak üzere
Az = 0

elde ederiz ki bu sonuç A matrisinin sütunlarının lineer bağımsız olmasıyla
çeli̧sir. O halde birden fazla çözüm kabulümüz yanlı̧stır.
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7.2 Ax = b? 5

Sonuç 7.1. Ĕger b vektörü A matrisinin sütun uzayında ve A nın sütunları
lineer băgımlıise Ax = b denklem sistemi sonsuz sayıda çözüme sahiptir.

İspat b vektörü A nın sütun uzayında olduğundan Ax = b denklemini
sağlayan en az bir x = xö özel çözümü mevcuttur. Öte yandan A nın sü-
tunlarılineer bağımlıolduğundan, A matrisinin sıfır uzayıboştan farklıdır.
{x1, x2, ..., xk},(k ≥ 1) kümesi A matrisinin sıfır uzayının bir tabanıolsun.
Bu taktirde

xh = c1x1 + c2x2 + ...+ ckxk, ci ∈ R

Ax = 0 homojen sisteminin genel çözümüdür ve homojen olmayan sistemin
çözümü x = xh + xö biçimindedir. Buradan sonsuz sayıda çözüm olduğu
açıktır.

ÖRNEK 7.2.

A =

[
1 2
2 4

]
, b =

[
3
6

]
için Ax = b denklem sisteminin çözümünü irdeleyiniz.

Çözüm.

Açıkça A matrisinin sütunlarılineer bağımlıdır. A nın sütun uzayıikinci
bileşeni birincisinin 2 katıolan noktalar kümesidir: Yani düzlemde y = 2x
bağıntısı ile tanımlanan doğru üzerindeki noktalardan oluşur. b de A nın
sütun uzayında yani y = 2x doğrusu üzerinde yer alır. O halde x = [x, y]T için
Ax = b denklem sistemi çözüme sahiptir. Standart yok etme i̧slemi ile

x+ 2y = 3

2x+ 4y = 6

dan x + 2y = 3 veya y = (x − 3)/2 elde ederiz. Bu durumda sonsuz sayıda
noktadan oluşan çözüm kümesi

x =

[
x
y

]
=

[
x

(x− 3)/2

]
= x

[
1
1/2

]
+

[
0
−3/2

]
, x ∈ R

= xh + xö
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6 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

biçiminde iki bileşenden oluşmaktadır. Burada

xh = c

[
1
1/2

]
, c ∈ R

Ax = 0 homojen sisteminin genel çözümü, yani A nın sıfır uzayındaki nok-
talar kümesi ve

xö =

[
0
−3/2

]
ise Ax = b nin c = 0 skalerine kaŗsılık gelen bir özel çözümüdür.

ÖRNEK 7.3.

A =

 3 2 1
1 −1 2
2 1 4


ile verilen A matrisi ve herhangi b ∈ R3 için Ax = b denklem sisteminin
çözümünü irdeleyiniz.

Çözüm.

A matrisinin sütunlarılineer bağımsızdır (Ax = 0 ⇒ x = 0 dır). Do-
layısıyla A nın sütunlarıR3 için bir tabandır. R3 de alınan herhangi bir b
vektörü, bu taban elemanlarının lineer bileşimi olarak yazılabilir. O halde
her b ∈ R3 için

 3x+ 2y + z
x− y + 2z
2x+ y + 4z

 = x

 31
2

+ y

 2
−1
1

+ z

 12
4

 =
 b1
b2
b3


sistemi çözüme sahiptir.

ÖRNEK 7.4. Sütunlarılineer băgımlıolan

A =

 1 −1 −13 2 7
2 1 4

 (7.2)

matrisi ve herhangi b = [1 1 1]T ve b = [2 1 1]T için Ax = b denklem
sisteminin çözümünü irdeleyiniz.
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7.2 Ax = b? 7

Çözüm.

• b = [1 1 1]T içinAx = b denklem sisteminin çözümü yoktur. Çünkü bu
b vektörü Amatrisinin sütun uzayında yer almamaktadır. Amatrisinin
satırları arasında

satır_1 + 3× satır_2 = 5× satır_3 (7.3)

bağıntısının olduğuna dikkat edelim. O halde herhangi b = [b1, b2, b3]T

vektörü için Ax = b denklem sisteminin çözümün var olmasıancak ve
ancak

b1 + 3× b2 = 5× b3 (7.4)

bağıntısının sağlamasıyla mümkündür. Oysa b = [1 1 1]T vektörü bu
özelliği sağlamamaktadır.

• Öte yandan b = [2 1 1]T vektörü (7.4) özelliğini sağlar. Dolayısıyla
bu b vektörü için çözüm mevcuttur. Ancak (7.2) ile tanımlanan A
matrisinin sütunları lineer bağımlı olduğu için sonsuz sayıda çözüm
vardır. Bu durumda sistemin çözümü

x = xh + xö

olacak biçimde iki bileşenden oluşur. Burada xh, Ax = 0 homojen
sistemin keyfi parametre veya parametreler içeren genel çözümü ve xö
ise homojen olmayan Ax = b sistemin bir özel çözümüdür. Örneğimiz
için

x = xh + xö = c

 −1−2
1

+
 1
−1
0

 , c ∈ R
dir.
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8 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Özetle,

Ax = b denklem sistemi verilmi̧s olsun.

• Ĕger b vektörü, A matrisinin sütun uzayında ise çözüm mev-
cuttur, aksi halde çözüm mevcut dĕgildir.

• Ĕger b vektörü A matrisinin sütun uzayında ve A nın sütunları
lineer băgımsız ise bir tek çözüm, lineer băgımlıise sonsuz sayıda
çözüm mevcuttur.

• Sonsuz sayıdaki çözümler ise

x = xh + xö

biçiminde xh ile gösterilen homojen kısmın genel çözümü ve xö
ile gösterilen homojen olmayan sitemin özel çözümünün toplamı
olarak ifade edilir.

Şimdi de denklem sistemini geometrik açıdan inceleyelim:

Ax = b denklem sisteminin her bir denklemine(satırına) bakıldı̆gında ne
gözlemleriz?

• n = 1,m = 1 için sistem ax = b denklemine indirgenir. Bu durumda
a 6= 0 için tek bir çözüm(x = b/a) elde edilir.a = 0 olmasıdurumda
ise çözüm yalnız ve yalnız b = 0 olmasıdurumunda mümkündür ve bu
durumda sonsuz sayıda çözüm mevcuttur(her reel sayıbir çözümdür).

• n = 2,m = 2 için

a11x+ a12y = b1

a21x+ a22y = b2

denklem sistemini elde ederiz. Her bir denklemin R2 de bir doğru be-
lirlediğini biliyoruz. O halde sistem her iki doğru üzerinde bulunan
noktaların geometrik yerini araştırmaktadır. Söz konusu doğrular farklı
veya aynıeğimlere sahip olabilirler. Eğer farklıeğimlere sahip olurlarsa,
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7.3 Neden Ax=b? 9

tek bir noktada kesi̧sirler(tek bir çözüm). Aynıeğime sahip olmaları
durumunda ise çakı̧sık doğrular olabilirler(sonsuz çözüm) veya hiç ke-
si̧smeyebilirler(çözüm yok).

• n ≥ 3 için Ax = b denklem sisteminin her bir satırın = 3 için bir
düzlem ven > 3 için hiperdüzlem belirler. Bu durumda problem, m
adet hiperdüzlemin arakesit noktasının geometrik yerini araştırmak-
tadır. Tek bir noktada kesi̧smeleri durumunda, kesi̧sim noktası sis-
temin tek bir çözümüdür. Denklemlerden bazılarıdiğerlerinin lineer
bileşimi olabilir, buna göre sistem deği̧sik sayıda parametreli sonsuz
çözüme sahip olabilir veya hiçbir ortak noktada kesi̧smeyebilirler ki bu
durumda sistem herhangi bir çözüme sahip değildir.

7.3 Neden Ax=b?

Farklıalanlardaki bir çok problem, Ax = b biçiminde ifade edilebilen lineer
cebirsel bir sistemin çözümünü gerektirir:

1. En basit durumda n = 1,m = 1 için f(x) = 1
2
ax2 − xb = 1

2
xax − xb

fonksiyonunu gözönüne alalım. Eğer a > 0 (a < 0)ise f fonksiyonu
minimumuna(maksimumuna), ax = b denkleminin çözümünde ulaşır.

n = 2,m = 2 için

f(x, y) =
1

2
[x y]

[
a11 a12
a21 a22

] [
x
y

]
− [x y]

[
b1
b2

]
fonksiyonu ekstremum noktasına

fx(x, y) = 0

fy(x, y) = 0

veya

a11x+ a12y = b1

a21x+ a22y = b2

olarak ifade edilebilen denklem sistemininin çözümünde ulaşır.
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10 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Simetrik birAmatrisi için sonlu bilinmeyenli bir çok fiziksel sistemin(yapı
elemanları, yaylar, kütleler vb) toplam enerjisini ifade eden

f(x) =
1

2
xTAx− xTb

fonksiyonu, ekstremum noktasına(denge noktasına)

Ax = b

denklem sisteminin çözümünde ulaşır. Eğer A pozitif definit ise çözüm
noktasıminimum, negatif definit ise maksimum ve indefinit ise eyer
noktasıdır[11].

2. Sadece doğa olaylarında değil, ekonomide de denge bir lineer denklem
sisteminin çözümünü gerektirir. Örneğin ulusal ekonomi modelinde D
vektörü ile dı̧s ülkelerden gelen ithalat talebini gösterelim. Bu talebi
kaŗsılamak üzere ülkenin her bir ekonomi sektöründe üretilmesi gereken
miktarıise x ile gösterim. Bu üretim sürecinde ülkenin iç tüketimi Ax
e eşittir ve dı̧s talebi kaŗsılamak için üretilmesi gereken miktar

x− Ax = D

veya
(I − A)x = D

biçiminde bir lineer sistemin çözümü olarak elde edilir. Bu model Leon-
tief1 input-output modeli olarak bilinir[4].

3. Diferensiyel denklemler ile oluşturulan sınır-değer problemleri, sonlu
elemanlar veya sonlu farklar yöntemleri yardımıyla elde edilen yak-
laşımlar sonunda lineer cebirsel sistemlerin çözümünü gerektirirler[?].

4. Verilen veri kümesine uygun eğrinin belirlenmesi problemi lineer denk-
lem sistemi çözümünü gerektirir(Bölüm 5).

5. Nonlineer cebirsel sistemler için geli̧stirilen bir çok yöntem(örneğin New-
ton yöntemi ve varyasyonları) her adımda lineer cebirsel sistemlerin
çözümünü gerektirir(Bölüm 6).

Yukarıdaki örnekleri çoğaltmak mümkündür, şimdi söz konusu sistemin
nasıl çözüleceği problemine geri dönelim.

1Wasilly Leontief, Rus iktisatçı.
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7.4 Ax = b için doğrudan çözüm yöntemleri 11

7.4 Ax = b için doğrudan çözüm yöntemleri

Ax = b sisteminin çözümü için esas itibariyle iki çözüm sınıfımevcuttur. Bu
yöntemler dŏgrudan(direkt) ve yinelemeli(iteratif) çözüm yöntemleri olarak
adlandırılırlar. Ayrıca yarıyinelemeli(semi-iterative)[10] olarak adlandırılan
ve bazıözel matrisler için daha etkin çözüm üreten yöntemler Gradyan yön-
temleri gibi yöntemler de mevcuttur, ancak söz konusu yöntemlere bu çalı̧s-
manın kapsamınısınırlıtutmak amacıyla yer veremiyoruz..
Dŏgrudan çözüm yöntemleri sonlu sayıda i̧slem yardımıyla çözümü belirli

bir yuvarlama hatası ile elde eden yöntemlerdir. İlerleyen bölümlerde in-
celeyeceğimiz Gauss yok etme yöntemi, LU ayrı̧sım yöntemi ve QR ayrı̧sım
yöntemi doğrudan çözüm yöntemlerinden sıkça kullanılanlarıdırlar.
Doğrudan çözüm yöntemleri A katsayımatrisinin çok fazla sayıda

sıfırdan farklıelemanıolmasıveya diğer bir deyimle "yoğun(dense)" matris
olmasıdurumunda ve boyutunun ise "küçük" olmasıdurumda tercih edilirler.
Yinelemeli yöntemler ise verilen denklem siteminin çözümünü, çok deği̧skenli

ve lineer bir fonksiyon olan

f(x) = Ax− b

fonksiyonunun sıfıryerini belirleme problemini olarak gözönüne alırlar. Bu
biçimde tanımlanan f nin sıfıryerini belirleme problemini ise uygun biçimde
seçilen ve yineleme fonksiyonu adıverilen fonksiyonun sabit noktasını be-
lirleme problemine dönüştürürler. Bu amaçla yinelemeli yöntemler uygun
x(0) ∈ Rn başlangıç noktasıve g ile gösterilen yineleme fonksiyonu yardı-
mıyla

x(k+1) = g(x(k)), k = 0, 1, · · ·

ile elde edilen ve yakınsamasıümit edilen dizinin limit noktasınıbelirlemeyi
veya limit noktasına yeterince yaklaşmayıamaçlarlar.
Yinelemeli yöntemler genelde büyük boyutlu ve yoğun olmayan(sparse)

katsayımatrisine sahip sistemler için tercih edilirler.
A matrisinin pozitif definit olmasıdurumunda ise Eşlenik Gradyan yön-

temi [10] gibi yarı-yinelemeli yöntem olarak adlandırılan ve bu çalı̧sma kap-
samında yer almayan yöntemler mevcuttur. Öte yandan daha özel A matris-
leri için Ax = b denklem sisteminin çözümünü elde etmek amacıyla geli̧stir-
ilmi̧s yöntemler de mevcuttur. Örneğin A matrisinin üç köşegenli matris
olmasıdurumunda Thomas yöntemi(algoritması) kullanılır(Yinelemeli Yön-
temler Bölümü, Alı̧stırma 10).
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12 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Öncelikle doğrudan çözüm yöntemlerini incelemek istiyoruz. Gauss-yok
etme yöntemi akla gelen ilk doğrudan çözüm yöntemidir. Yöntem aşağıda
özetleneceği üzere yok etme i̧sleminden sonra üst üçgensel sistemin çözü-
münü gerektirir. Bu amaçla öncelikle üst üçgensel sistemlerin geriye doğru
çözümünü hatırlayalım:

7.4.1 Üst üçgensel sistemler(geriye doğru çözüm)

U matrisi

U =


u11 u12 ... u1n
0 u22 ... u2n

0 · · · . . .
0 0 · · · unn


olarak tanımlanan ve köşegen üzerindeki elemanlarısıfırdan farklıbir üst
üçgensel matris(uii 6= 0, i = 1, · · · , n) ve b = [b1 b2 · · · bn]T olmak üzere
Ux = b denklem sistemi verilmi̧s olsun. Açıkça bu sistemi

u11x1 + u12x2 + · · ·+ u1nxn = b1
...

uiixi + · · ·+ uinxn = bi
...

unnxn = bn

olarak yazabiliriz. Son denklemden xn = bn/unn elde ederek, bu değeri
bir üst satırdaki denklemde yerine yazmak suretiyle xn−1 değerini, ve aynı
şekilde yukarıya(veya geriğe) doğru devam ederek xn−2, · · · , x2, x1 değerlerini
elde ederiz.

ÖRNEK 7.5.

3x+ 2y + 1z = 3

2y + z = 0

z = 2

denklem sistemini geriye dŏgru çözünüz.
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Çözüm.

z = 2 değerini bir önceki denklemde yerine yazarak y = −1 olarak elde
ederiz. Son olarak bulunan y ve z değerlerini birinci denklemde yazarak x = 1
değerini elde ederiz.
Üst üçgensel sistem algoritması(Algoritma 7.1) aşağıda verilmektedir.

Algoritma 7.1 Üst üçgensel sistem çözer
1. input U, b

2. n ye b nin eleman sayısınıata

3. xn = bn/unn

4. i = n− 1, n− 2, · · · , 1 için

xi =
1

uii
(bi − ui,i+1xi+1 − · · · − uinxn)

=
1

uii
(bi −

n∑
j=i+1

uijxj),

Algoritma 7.1 e ait Program 7.1 aşağıda verilmektedir.

%-------------------------------------------------------
function X=ustucgen(U,b)
%UX=b üst üçgensel denklem sistemini çözer.

[m,n]=size(U);
X=zeros(n,1);
X(n)=b(n)/U(n,n);
for i=n-1:-1:1

jv=i+1:n;
top=U(i,jv)*X(jv); % jv nin vektör olduğuna
X(i)=(b(i)-top)/U(i,i); % dikkat ediniz!

end
%-------------------------------------------------------

Program 7.1: Üst üçgensel sistem çözer
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14 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Programı çalı̧stırmak için U matrisi ve b sütun vektörü aşağıdaki gibi
tanımlanır:

>>U = [3 2 1; 0 2 1; 0 0 1];

>>b = [3 0 2]′ ;
Daha sonra aşağıdaki komut yardımıyla x çözümü elde edilir:

>>X=ustucgen(U,b)

X =1 -1 2

Ux = y sistemini çözmek için gerekli i̧slem(çarpma ve bölme)
sayısınıhesaplayalım:

Ux = y denklem sistemini çözmek için n−1-inci satırda 1 adet, n−2-inci
satırda 2 adet ve 1-inci satırda ise n− 1 adet çarpma i̧slemi gereklidir. Diğer
bir değimle tablo halinde ifade edersek

satır no 1 2 · · · n− 1
çarpma i̧slem sayısı n− 1 n− 2 · · · 1

O halde gerekli çarpma işlemi sayısı

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) = n(n− 1)
2

dir.
Öteyandan bu çözüm i̧sleminde gerekli bölme işlemi sayısı ise her satırda

1 adet olmak üzere toplam n adettir.
Sonuç olarak Ux = y denklem sistemini çözmek için gerekli çarpma ve

bölme i̧slem sayısı

n+
n(n− 1)

2
=
1

2
n(n+ 1) (7.5)

dir.

7.4.2 Pivotsuz ve kısmi pivotlu Gauss yok etme yön-
temi ile çözüm

Ax = b denklem sisteminin çözümünde kullanılan geleneksel bir yöntem
Gauss yok etme yöntemidir2. Yöntem elemanter satır veya sütun i̧slemleri

2Carl Friedrich Gauss (1777-1855, Alman matematikçi)
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yardımıyla verilen sistemi Ux = c biçiminde üst üçgensel veya eşelon(basamaklı)
forma dönüştürür. Bu amaçla sağ yan vektörü ile birlikte oluşturulan [A|b]
ekli matrisine elemanter satır i̧slemleri uygulanarak [U |c] ekli matrisi elde
edilir. Elemanter satır i̧slemlerinin ilgili denklem sisteminin çözümünün de-
ği̧stirmediğini biliyoruz. Dolayısıyla verilen sistemi çözmek yerine yukarıda
incelenen geriye doğru çözüm yöntemini, elde edilen Ux = c üst üçgensel
sistemi veya eşelon sistemine uygulayarak çözüm elde edilmi̧s olur.
Elemanter satır i̧slemlerini hatırlayalım:

1. Bir matrisin herhangi bir satırısıfırdan farklıbir sabitle çarpılabilir.

2. Herhangi iki satır yer deği̧stirebilir.

3. Bir satır sıfırdan farklıbir sabitle çarpılarak diğer satıra ilave edilebilir.

Öteyandan eşelon formu hatırlayalım: eğer aşağıdaki kriterler sağlanırsa
[U |c] ekli matrisi eşelon formdadır denir:

1. Her bir satırdaki sıfırdan farklı ilk eleman bir üst satırdaki sıfırdan
farklıelemanın sağında yer alır.

2. Her bir satırda sıfırdan farklı ilk elemanın aşağısında yer alan bütün
elemanlar sıfıra eşittir.

3. En az bir elemanısıfırdan farklıolan hiçbir satır, bütün elemanlısıfıra
eşit olan bir satırın daha aşağısında yer almaz.

ÖRNEK 7.6.

3x+ 2y + z = 3

6x+ 6y + 3z = 6

9x+ 10y + 6z = 11

denklem sistemini Gauss yok etme yöntemi ile çözünüz.

Çözüm.
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Elemanter satır i̧slemleri yardımıyla

[A|b] =

 3 2 1 : 3
6 6 3 : 6
9 10 6 : 11

 −2× S1 + S2
→

−3× S1 + S3

 3 2 1 : 3
0 2 1 : 0
0 4 3 : 2



→
−2× S2 + S3

 3 2 1 : 3
0 2 1 : 0
0 0 1 : 2

 = [U |c]
elde ederiz. Elde edilen üst üçgensel sistem

3x+ 2y + z = 3

2y + z = 0

z = 2

olup, geriye doğru çözerek

z = 2, y = −1, x = 1

çözümünü elde ederiz.
Gauss yok etme yöntemine göre çözüm iki aşamadan oluşmaktadır:

1. Ax = b denklem sisteminin elemanter i̧slemlerle Ux = c üst üçgensel
sistemine dönüştürülmesi ve

2. Ux = c sisteminin çözülmesi

Yukarıda bahsettiğimiz birinci aşamayı herhangi satır veya sütun yer
deği̧stirmeden gerçekleştiren yok etme yöntemine pivotsuz Gauss yok etme
yöntemi adıverilir. Burada pivot, sıfırdan farklıkatıalınarak diğer satırlara
ilave edilmek suretiyle gerekli yok etme i̧sleminin yapılmasıiçin kullanılan
ve matris köşegeni üzerinde bulunan elamana verilen isimdir, ve pivotsuz
yöntem pivotu olmayan yok etme i̧slemi olarak yorumlanmamalıdır.
Gauss yok etme yöntemine ait Algoritma 7.2 aşağıda verilmektedir.
Gauss yok etme yöntemine ait Program 7.2 aşağıda verilmektedir. Satır

i̧slemlerinin vektör cebiri(vektörlerle aritmetik i̧slemler) yardımıyla gerçek-
leştirildiğine dikkat ediniz.
Gauss yok etme i̧slemine göre uyguladıktan sonra, üst üçgensel sistemi

Algoritma 7.2 yardımıyla çözen gaussilecoz isimli Program 7.3 aşağıda ve-
rilmektedir.
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Algoritma 7.2 Pivotsuz Gauss Yoketme algoritması
1. girdi: A, b

2. A = [A b] %ekli matris

3. j = 1, 2, ..., n− 1 için

(a) iv = j+1 : m % elemanter satır i̧slemi uygulanacak satır indisleri

(b) eger A(j, j) = 0 ise pivotsuz yöntem uygulanamaz, çık

(c) carp = −A(iv, j)/A(j, j); % elemanter satır i̧slemi için carpan
vektörü

(d) A(iv, :) = A(iv, :)+carp∗A(j, :);% iv indisli satırlar için elemanter
satır i̧slemi

4. U = A(:, 1 : n);% üstüçgensel matris

5. c = A(:, n+ 1);% sağyan vektörü

6. çıktı: U, c

ÖRNEK 7.7. Örnek 7.6 de verilen lineer sistemi pivotsuz Gauss yok etme
yöntemine ait Program 7.2 yardımıyla çözünüz.

MATLAB/Octave ortamında

>>A=[3 2 1;6 6 3;9 10 6];b=[3 6 11]’;

ile tanımlayarak,

>>X=gaussilecoz(A,b)

komutuyla

>>X=1 -1 2

sonucunu elde ederiz.

Gauss yok etme yöntemi ile çözüm için gerekli aritmetik i̧slem(çarpma
ve bölme) sayısınıhesaplayalım:
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18 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

%--------------------------------------------------------
function [U,c]=gauss(A,b)
%Pivotsuz Gauss Yoketme Yöntemi ile
%AX=b sistemini Ux=c sitemine indirger, ec.
---------------------------

[m,n]=size(A);
A=[A b];
for j=1:n-1

iv=j+1:m; % iv nin vektör olduğuna dikkat ediniz!
if A(j,j)==0 error(’Pivotsuz GE uygulanamaz’);

end
carp=-A(iv,j)/A(j,j);
A(iv,:)=A(iv,:)+carp*A(j,:);

end
U=A(:,1:n);
c=A(:,n+1);
%----------------------------------------------------------

Program 7.2: Pivotsuz Gauss yoketme yöntemi uygulaması

%--------------------------------------------------------
function X=gaussilecoz(A,b)
%Pivotsuz Gauss Yoketme Yöntemi ile
%AX=b sistemini çözer.
---------------------------

[U,c]=gauss(A,b);
X=ustucgen(U,c);

%----------------------------------------------------------

Program 7.3: Pivotsuz Gauss yoketme yöntemi ile çözüm

Öncelikle Ax = b denklem sistemini Ux = c sistemine dönüştürmek için
gerekli çarpma i̧slemi sayısınıhesaplayalım.
Birinci sütunu indirgemek(n − 1 adet elemanısıfır yapmak) için gerekli

çarpma i̧slem sayısı
(n− 1)(n+ 1)

dir: (n− 1) adet satır ve her bir satırda (n+ 1) eleman(A nın n adet sütun

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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elemanıile b nin ilgili satır elemanı).
Bu sayıikinci sütun için

(n− 1− 1)(n+ 1− 1)
= (n− 2)n

ve (n− 1) inci sütun için ise

(n− 1− (n− 2))(n+ 1− (n− 2))
= 1× 3

dür.
Öte yandan

(n− 1)(n+ 1) = n2 − 1
(n− 1− 1)(n+ 1− 1) = (n− 2)n = (n− 1)2 − 1

...

(n− 1− (n− 2))(n+ 1− (n− 2)) = (n− (n− 2))2 − 1
= 22 − 1

O halde uygulanan çarpma i̧slemi sayısı, 1 den n e kadar olan sayıların
karelerinin toplam formülü yardımıyla

(22 − 1) + (32 − 1) + ...+ (n2 − 1)
= 22 + 32 + · · ·+ n2 − (n− 1)
= n(n+ 1)(2n+ 1)/6− n

=
1

3
n3 +

1

2
n2 − 5

6
n

dir.
Ayrıca gerekli bölme i̧slemi sayısıise yok etme i̧slemi için gerekli çarpan-

ların sayısıolan
1

2
(n− 1)n

kadardır. (Bu sayın × n lik matrisin köşegen hariç alt üçgensel kısmındaki
eleman sayısına eşittir.)
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O halde Gauss yok etme i̧slemiyle Ax = b sisteminin Ux = c sistemine
dönüştürülmesi için gerekli çarpma ve bölme i̧slemlerinin toplam sayısı

1

3
n3 + n2 − 4

3
n (7.6)

kadardır.
Öte yandan elde edilen Ux = c sisteminin çözümü için gerekli olan ve 7.5

ile verilen i̧slem sayısınıda ilave etmek suretiyle, Gauss yok etme yöntemiyle
verilen denklem sisteminin çözümü için gerekli i̧slem sayısını

1

3
n3 +

3

2
n2 − 5

6
n (7.7)

olarak elde ederiz.

Hatırlatma 7.2. Yukarıda uygulanan herhangi bir satır yer dĕgiştirmesi
gerektirmeyen yok etme yöntemi pivotsuz Gauss yok etme yöntemi ola-
rak bilinir ve yok etme işlemi esnasında A(j, j) köşegen elemanlarının sıfıra
eşit olmasıdurumunda uygulanamaz.

Örneğin katsayımatrisi

A =

 3 2 1
6 4 3
9 10 6


olmuş olsaydı, A(2, 1) = 6 elemanının bulunduğu pozisyonu sıfır yapmak için
uygulanan −2 × S1 + S2− > S2 yok etme i̧sleminde A(2, 2) = 0 olurdu ve
yok etme i̧slemine devam edilemezdi.
Bu durumda sıkça kullanılan alternatif

• A(j, j) elemanının bulunduğu sütunda yer alan A(j + 1, j), ...A(n, j)
elemanlarınısırasıyla tarayarak belirlenen mutlak değerce en büyük ele-
man eğer |A(j, j)| den büyükse, bu elemanın bulunduğu satır elemanları
ile j inci satır elemanlarınıyer deği̧stirmektir.

Bu yönteme kısmi pivotlu Gauss yok etme yöntemi(Gauss elimination
with partial pivoting) adıverilmektedir.

• Bir diğer alternatif iseA(j, j) pivotunun elemanının aşağısında ve sağında
bulunan mutlak değerce en büyük elemanla satır ve sütun deği̧simi
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yapmaktır ki bu yaklaşıma tam pivotlu Gausss yok etme i̧slemi adı
verilmektedir. Sayısal i̧slemlerde olaşabilecek yuvarlama hatalarınımi-
nimize etmek için tam pivotlu yöntem tercih edilir.

Kısmi pivotlu Gauss yok etme yöntemine de kısaca göz atalım:

ÖRNEK 7.8. Kısmi Pivotlu Gauss yok etme yöntemi ile

3x+ 2y + z = 6

6x+ 4y + 3z = 13

9x+ 10y + 6z = 25

sistemini çözünüz.

Çözüm.

[A|b] =

 3 2 1 : 6
6 4 3 : 13
9 10 6 : 25

 S1 < − > S3
→

 9 10 6 : 25
6 4 3 : 13
3 2 1 : 6



−2/3× S1 + S2 →
−1/3× S1 + S3 →

 9 10 6 : 25
0 −8/3 −1 : −11/3
0 −4/3 −1 : −7/3



−1/2× S2 + S3 →

 9 10 6 : 25
0 −8/3 −1 : −11/3
0 0 −1/2 : −1/2


Elde edilen bu indirgenmi̧s sisteme kaŗsılık gelen üst üçgensel sistem aşağıdaki
gibidir:

9x+ 10y + 6z = 25

−8/3y − z = −11/3
−1/2z = −1/2

Bu sistemi çözerek x = y = z = 1 sonucunu elde ederiz. Kısmi pivotlu
yönteme ait Algoritma 7.4 ve kodu,Program7.7, bir sonraki bölümde LU
ayrı̧sım yöntemiyle birlikte veriyoruz.
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7.4.3 A = LU ayrı̧sımıyardımıyla çözüm

Bu yöntem öncelikle A matrisinin, eğer mümkünse, birisi köşegen üzerindeki
elemanlarıbir rakamlarından oluşan alt üçgensel L matrisi, ve diğeri de U
üst üçgensel matrisi olmak üzere bu iki matrisin çarpımı, A = LU , şeklinde
yazılmasınıgerektirir. Öncelikle söz konusu ayrı̧sımın nasıl gerçekleştirile-
ceğini inceleyelim:
Yukarıdaki bölümde incelediğimiz pivotsuz Gauss yok etme yöntemi U

matrisi ile birlikte yok etme i̧sleminde kullanılan çarpanların toplama i̧slem-
ine göre terslerini içeren ve köşegen üzerindeki elemanları1 e eşit olan L alt
üçgensel matrisini de üretir.
Bunun için yukarıdaki örneğe ait yok etme i̧slemlerine tekrar gözatalım:

A =

 3 2 1
6 6 3
9 10 6

 −2× S1 + S2
→

−3× S1 + S3

 3 2 1
0 2 1
0 4 3

 →
−2× S2 + S3

 3 2 1
0 2 1
0 0 1

 = U

A nın (i, j) inci pozisyonunda sıfır elemanıüretmek için kullanılan çarpanın
toplama i̧slemine göre tersi L nin (i, j) inci elemanıolarak alınır. O halde
yukarıdaki çarpanlar dikkate alınarak

L =

 1 0 0
2 1 0
3 2 1


elde edilir. Gerçekten de A = LU dur.

A = LU ayrı̧sımını, herhangi bir satır yer deği̧stirme i̧slemi gerçekleştirmek-
sizin(eğer mümkünse !) elde eden algoritma 7.3 aşağıda verilmektedir .

A = LU ayrı̧sımınıalgoritma 7.3 ile gerçekleştiren Program 7.4 aşağıda
verilmektedir.
Test:

>> A=[3 2 1;6 6 3;9 10 6];

>> [L,U]=lubul(A)

L =

1 0 0
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Algoritma 7.3 Pivotsuz LU ayrı̧sım algoritması
1. girdi: A

2. n, A nın satır sayısı

3. L :, A ile aynıboyutlu sıfırlar matrisi

4. L nin köşegen elemanlarını1 e eşitle

5. Her bir j = 1, 2, ..., n− 1 için

(a) iv = j + 1, ..., n; % elemanlarınıiçeren vektörü tanımla

(b) L(iv, j) = A(iv, j)/A(j, j);;% çarpanlar vektörünü tanımla

(c) A(iv, :) = A(i, :)− L(iv, j) ∗ A(j, :); iv indisli satırlarıgüncelle

6. ÇıktıL alt üçgensel matris

7. ÇıktıA üst üçgensel matris

A=LU ayrışımını pivotsuz yöntemle hesaplar
%--------------------------------------------------------
function [L,A]=lubul(A)
[n,n]=size(A);
L=zeros(n,n);
for i=1:n
L(i,i)=1;

end
for j=1:n-1

iv=j+1:n;
L(iv,j)=A(iv,j)/A(j,j);
A(iv,:)=A(i,:)-L(iv,j)*A(j,:);

end
%----------------------------------------------------------

Program 7.4: Pivotsuz yöntemle A=LU ayrı̧sım uygulaması
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2 1 0

3 2 1

U =

3 2 1

0 2 1

0 0 1

Eğer A matrisi yukarıda belirtildiği biçimde A = LU ayrı̧sımına sahipse,
bu taktirde Ax = b denklem sistemi LUx = b sistemine dönüşür.

Ux = y

dönüşümü yaparak
Ax = LUx = Ly = b

biçiminde alt üçgensel sistemini elde ederiz. Alt üçgensel sistemi çözerek y
vektörünü belirledikten sonra Ux = y de yerine yazmak suretiyle x çözümünü
elde ederiz. O halde

Ax = b

sistemi yerine
Ly = b

ve
Ux = y

üçgensel sistemlerini çözmüş oluruz.

ÖRNEK 7.9. Aşăgıda verilen denklem sisteminin çözümünü LU ayrı̧sım
yöntemi yardımıyla gerçekleştiriniz.

x+ 2y + z = 3

6x+ 6y + 3z = 6

9x+ 10y + 6z = 11
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Çözüm.

A =

 1 2 1
6 6 3
9 10 6

 = LU =

 1 0 0
6 1 0
9 4/3 1

 1 2 1
0 −6 −3
0 0 1


ayrı̧sımınıyukarıda elde etmi̧stik. Öncelikle Ly = b denklem sistemini açık
olarak aşağıdaki gibi ifade edelim:

y1 = 3

6y1 + y2 = 6

9y1 + 4/3y2 + y3 = 11

Bu sistemi ileriye doğru(yukarıdan aşağıya doğru) çözerek y1 = 3, y2 =
−12, y3 = 0 elde ederiz.
Dolayısıyla Ux = y denklem sistemi

1x+ 2y + z = 3

−6y − 3z = −12
z = 0

olarak ifade edilebilir. Bu sistemi de geriye doğru(aşağıdan yukarıya doğru)
çözerek z = 0, y = 2, x = −1 elde ederiz.
Yukarıdaki örnekten de görüldüğü üzere LU ayrı̧sımıyardımıyla Ax = b

denklem sistemininin çözümü için Ly = b alt üçgensel ve Ux = y üst üçgensel
sistemlerinin çözülmesi gerekmektedir. Ly = b alt üçgensel sistemini çözen
Program 7.5 aşağıda verilmektedir.

Ax = b sistemini pivotsuz LU ayrı̧sım yöntemi yardımıyla çözen Program
7.11 aşağıda verilmektedir.
Test:
>> A=[1 2 1;6 6 3;9 10 6];b=[3 6 11]’;
>> X=luilecoz(A,b)
X = -1 2 0
LU ayrı̧sımıyardımıyla Ax = b sisteminin çözümü için gerekli

i̧slem sayısınıhesaplayalım:
Öncelikle LU ayrı̧sımıiçin gerekli i̧slem sayısına göz atalım:
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%--------------------------------------------------------
function Y=altucgen(L,b)
%LY=b sistemini çözer.
---------------------------

n=size(L,1);
Y=zeros(n,1);
Y(1)=b(1)/L(1,1);
for i=2:n

jv=1:i-1; %jv nin vektör olduğuna dikkat edelim!
top=L(i,jv)*Y(jv);
Y(i)=(b(i)-top)/L(i,i);

end
%----------------------------------------------------------

Program 7.5: Alt üçgensel sistem çözümü

%--------------------------------------------------------
function X=luilecoz(A,b)
% Pivotsuz LU ayrışımı ile
% AX=b sistemini çözer.
---------------------------

[L,U]=lubul(A);
Y=altucgen(L,b); % LY=b sistemini çözer
X=ustucgen(U,Y); % UX=Y sistemini çözer

%----------------------------------------------------------

Program 7.6: Pivotsuz LU ayrı̧sım yöntemi ile çözüm
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Esasen bu sayıGauss yok etme i̧slem sayısına benzer olarak elde edilebilir.
Bunun için sadece

A−− > U

dönüşümü için gerekli i̧slem sayısınıhesaplamak yeterlidir.

• A nın birinci sütunu için gerekli çarpma i̧slemi sayısıA nın birinci
satırındaki her bir elemanın uygun bir sabitle çarpılıp ilgili satıra ilave
edilmesiyle gerçekleştirilir. O halde bu i̧slem için gerekli çarpma i̧slemi
sayısı

n(n− 1)
dir.

• A nın ikinci sütunu için gerekli çarpma i̧slemi sayısıA nın ikinci satırın-
daki her bir elemanın uygun bir sabitle çarpılıp ilgili satıra ilave edilme-
siyle gerçekleştirilir. O halde bu i̧slem için gerekli çarpma i̧slemi sayısı

(n− 1)(n− 2)

dir.

• A nın (n− 1) inci sütunu için gerekli i̧slem ise 2× 1 dir.

• O halde gerekli çarpma i̧slemleri sayısı

n(n− 1) + (n− 1)(n− 2) + · · ·+ 2× 1

=
n−1∑
k=1

k(k + 1)

=

n−1∑
k=1

k2 +

n−1∑
k=1

k

=
(n− 1)(n)(2n− 1)

6
+
(n− 1)n

2

=
n3

3
− n

3

dür. Ayrıca gerekli bölme i̧slemi sayısıise yukarıdaki yok etme i̧slemi
için gerekli çarpanların sayısıolan

(n− 1)n/2

kadardır.
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O halde A− > U dönüşümü ve aynızamanda da LU ayrı̧sımıiçin gerekli
i̧slem sayısı

n3

3
− n

3
+ (n− 1)n/2

=
n3

3
+
n2

2
− 5n
6

(7.8)

dır.
Ly = b yi çözmek için gerekli toplam çarpma i̧slemi sayısı

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) = 1

2
n(n− 1) (7.9)

dir. L nin köşegen üzerindeki elemanları1 e eşit olduğu için bu i̧slemde bölme
gerekli değildir.
O halde Ux = y ve Ly = b denklem sistemlerini çözmek için gerekli

çarpma ve bölme i̧slemlerinin toplam sayısı(7.5) ve (7.9) ile

1

2
n(n+ 1) +

1

2
n(n− 1) = n2 (7.10)

dir.
Bu sayıyıyukarıda (7.8) ile verilen LU ayrı̧sımıiçin gerekli i̧sllem sayısına

ilave etmek suretiyle
1

3
n3 +

3

2
n2 − 5

6
n (7.11)

i̧slem değerini elde ederiz.

Uyarı. Gauss yok etme yöntemi ile çözüm için gerekli ve (7.7) ile verilen
işlem sayısıdĕgerin (7.11) ile verilen ve LU ayrı̧sım ile çözüm için gerekli
olan sayısal dĕgere eşit oldŭguna dikkat edelim.

Gözlem 7.2. Gauss yok etme yöntemi ile çözüm elde edilebilirken, LU
ayrı̧sım yöntemine neden ihtiyaç vardır diye düşünebiliriz. Ĕger Ax = b
denklem sisteminin birden fazla b vektörü için çözülmesi gerekiyorsa, bu du-
rumda L ve U vektörlerini elde ettikten sonra farklıb ler için sistemi çözme
işlemi sadece iki üçgensel sistemin çözümüne indirgenmiş olur. Oysa, Gauss
yok etme yöntemi uygulayacak olsaydık, dĕgişen her b için yok etme işlemini
tekrarlamamız gerekirdi.
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Öte yandan A matrisinin LU ayrı̧sımına sahip olamadı̆gıancak sadece
uygun satır yer deği̧simi ile elde edilen matrisinin LU ayrı̧sımına sahip ol-
duğu durumlar söz konusu olabilir. Bu amaçla öncelikle permütasyon matrisi
kavramınıinceleyelim:

TANIM 7.1. Birim matrisin herhangi iki satırının yer dĕgiştirilmesi suretiyle
elde edilen matrise permütasyon matrisi adıverilir ve genelde P harfi ile gös-
terilir.

Bir matrisin i− inci satırıile j− inci satırınıyer deği̧stirme i̧slemi, birim
matrisin i− inci satır ve j− inci satırının yer deği̧stirilmesi ile elde edilen P
permütasyon matrisi ile çarpım suretiyle gerçekleştirilir.

ÖRNEK 7.10.

P =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


permütasyon matrisi ve Örnek 7.11 deki A matrisi için PA yıhesaplayınız.

Çözüm.

PA =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 3 2 1
6 4 3
9 10 6

 =
 9 10 6
6 4 3
3 2 1


olarak elde edilir.

ÖRNEK 7.11. Örnek 7.9 teki denklem sisteminin katsayımatrisi olan

A =

 3 2 1
6 4 3
9 10 6


matrisinin LU ayrı̧sımına sahip olmadı̆gınıgösteriniz.

Çözüm.

 3 2 1
6 4 3
9 10 6

 =
 1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1

 u11 u12 u13
0 u22 u23
0 0 u33


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=

 u11 u12 u13
l21u11 l21u12 + u22 l21u13 + u23
l31u11 l31u12 + l32u22 l31u13 + l32u23 + u33


İlk satır elemanlarınıeşitleyerek u11 = 3, u12 = 2, u13 = 1 elde ederiz. Bu
değerler yerine yazılarak 3 2 1

6 4 3
9 10 6

 =
 3 2 1
3l21 2l21 + u22 l21 + u23
3l31 2l31 + l32u22 l31 + l32u23 + u33


elde ederiz. İkinci satırdaki terimleri eşitleyerek, l21 = 2, u22 = 0, u23 = 1
elde ederiz. Son satırdaki ilk iki terimden ise

l31 = 3, l31 = 5 gibi çeli̧skili sonuçlar elde ederiz. O halde verilen matrisin
LU ayrı̧sımımevcut değildir.
Verilen karesel bir A = [aij], i, j = 1, 2, ...n matrisinin ne zaman LU

ayrı̧sımına sahip olduğunu belirleyen kriterler mevcuttur. Pratik kriterlerden
birisi A matrisinin esas köşegenini yani aii, i = 1, 2, ...n elemanlarını, esas
köşegen kabul eden tüm

Ak =


a11 · · · a1k

a22
...

. . .
ak1 akk


alt matrislerin determinantlarının sıfırdan farklıolmasıdır:

det(Ak) 6= 0, k = 1, 2, ..., n

Yukarıda verilen A matrisi için

A1 = 3,

A2 =

[
3 2
6 4

]
,

A3 =

 3 2 1
6 4 3
9 10 6


olup, det(A2) = 0 olduğundan belirtilen kriterin sağlanmadı̆gıgörülmektedir.
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A matrisinin LU ayrı̧sımının mevcut olmadı̆gıhalde A nın uygun satır-

larının yer deği̧stirilmesiyle elde edilen matrisin LU ayrı̧sımımevcut olabilir.

ÖRNEK 7.12. Örnek 7.10 da elde edilen PA matrisinin LU ayrı̧sımınıelde
ediniz.

Çözüm.

Elemanter satır i̧slemlerini PA matrisine uygularak matrisi üst üçgensel
forma indirgeyelim: 9 10 6

6 4 3
3 2 1

 −2/3× S1 + S2
→

−1/3× S1 + S3

 9 10 6
0 −8/3 −1
0 −4/3 −1



→
−1/2× S2 + S3

 9 10 6
0 −8/3 −1
0 0 −1/2


elde ederiz. O halde ayrı̧sım sürecinde kullanılan çarpanlarıdikkate alarak

L =

 1 0 0
2/3 1 0
1/3 1/2 1


elde edriz. Ayrıca

U =

 9 10 6
0 −8/3 −1
0 0 −1/2


dir. O halde A matrisi LU ayrı̧sımına sahip olmadı̆gıhalde

PA =

 9 10 6
6 4 3
3 2 1

 =
 1 0 0
2/3 1 0
1/3 1/2 1

 9 10 6
0 −8/3 −1
0 0 −1/2


ayrı̧sımınıelde etmi̧s olduk.

LU ayrı̧sımıMATLAB/Octave ortamında da hesaplanabilir:
>> A=[3 2 1;6 4 3;9 10 6];
>> [L,U,P]=lu(A) komutuyla
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L =

 1 0 0
0.6667 1 0
0.3333 0.5 1

 , U =
 9 10 6
0 −2.6667 −1
0 0 −0.5

 , P =
 0 0 1
0 1 0
1 0 0


elde ederiz.

ÖRNEK 7.13. Örnek 7.8 ü LU ayrı̧sım yöntemi yardımıyla çözünüz.

Çözüm.

Belirtilen örnekteki denklem sisteminin katsayımatrisinin LU ayrı̧sımına
sahip olmadı̆gınıÖrnek 7.11 in çözümünden biliyoruz. Örnek 7.12 de ise A
matrisinin birinci ve üçüncü satırının yer deği̧stirilmesiyle elde edilen PA
matrisinin LU ayrı̧sımınıbelirledik.
O halde Ax = b siteminin her iki yanını P permütasyon matrisi ile

çarparak
PAx = Pb sistemini elde ederiz. Burada

Pb =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 6
13
25

 =
 2513
6


dır.
Örnek 7.12 deki PA = LU ayrı̧sımınıkullanarak
LUx = Pb elde ederiz. Ux = y olsun. O halde Ly = Pb sistemi 1 0 0

2/3 1 0
3 1/2 1

 y1
y2
y3

 =
 2513
6


olup, bu sistemi çözerek y1 = 25, y2 = −11/3, y3 = −1/2 elde ederiz. Bu
çözümü Ux = y de yazarak 9 10 6

0 −8/3 −1
0 0 −1/2

 x
y
z

 =
 25
−11/3
−1/2


sisteminin Örnek 7.8 de elde edilen x = y = z = 1 çözümünü elde ederiz.

PA = LU ayrı̧sımıile birlikte pivotlu Gauss yok etme yöntemi ile Ax = b
denklem sisteminin çözümüne ait Algoritma 7.4 aşağıda verilmektedir.
Algoritma 7.4 e ait Program 7.7 aşağıda verilmektedir.
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Algoritma 7.4 Kısmi Pivotlu Gauss yoketme yöntemi ile çözüm ve PA =
LU ayrı̧sımı
1. girdi: A, b

2. A nın satır sayısınım ve sütun sayısının deği̧skenine ata

3. In, n boyutlu birim matris olmak üzere, L = P = In matrislerini
tanımla

4. A = [A|b] ekli matrisini tanımla

5. j = 1, 2, ..., n− 1 için aşağıdakileri tekrarla

(a) j − inci sütundaki A(j, j) pozisyonu aşağısında yer alan mutlak
değerce maksimum elemanla j − inci satırıdeği̧stir, yeni matrisi
yine A olarak adlandır

(b) (a) daki i̧slemi I birim matrisine de uygula ve elde edilen matrisi
Pj olarak adlandır

(c) P = P ∗ Pj olarak ata
(d) elemanter satır i̧slemleri ile pivot aşağısındaki elemanlarısıfırla

i. iv = j + 1 : m indis vektörünü tanımla
ii. carp = −A(iv, j)/A(j, j) çarpanlar vektörünü tanımla
iii. A(iv, :) = A(iv, :) + carp ∗A(j, :) i̧slemi ile iv indisli satırlara

elemanter i̧slemleri uygula
iv. L(iv, j) = −carp olarak tanımla

6. U = A(:, 1 : n) olarak tanımla

7. b = A(:, n+ 1) olarak tanımla

8. X = ustucgen(U, b) programınıçağır ve X çözüm vektörünü belirle

9. çıktı:P,L, U ve X
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%--------------------------------------------------------------
% Kısmi Pivotlu Gauss eliminasyon yontemi ile lineer sistem çözer,
%PA=LU ayrışımı için P,L ve U yu belirler.
% 7 Mayıs 2013, sayısal analiz dersi, ec
%----------------------------------------

function [P,L,U,X]=kpgauss(A,b)
[m,n]=size(A);
if (m~=n) error(’karesel matris giriniz’); end
L=eye(n);I=L;P=I;
A=[A b]; %Ekli matris
for j=1:n-1

[A,P]=degis(A,I,j,m);
P=P*P;
iv=j+1:m; % iv: i-inci satı r vektörü
carp=-A(iv,j)/A(j,j);
A(iv,:)=A(iv,:)+carp*A(j,:);
L(iv,j)=-carp;

end
U=A(:,1:n); %Üst üçgensel matris
b=A(:,n+1); %Sağ yan vektörü
X=ustucgen(U,b); %UX=b yi çözer
function [A,P]=degis(A,P,j,m)
y=abs(A(j+1:m,j));
if max(y)> abs(A(j,j))
i=find(y>=max(y),1); %en büyük eleman yerel indisi
i=i+j; %yer değistirecek pivot eleman satı rı
kutu=A(j,:);A(j,:)=A(i,:);A(i,:)=kutu; %A(i,:)<-->A(j,:)
kutu=P(j,:);P(j,:)=P(i,:);P(i,:)=kutu; %P(i,:)<-->P(j,:)

end
%-------------------------------------------------------------

Program 7.7: Kısmi Pivotlu Gauss yoketme yöntemi ile çözüm
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ÖRNEK 7.14. Örnek 7.8 ile verilen

3x+ 2y + z = 6

6x+ 4y + 3z = 13

9x+ 10y + 6z = 25

sistemini kısmi pivotlu Gauss yok etme yöntemine ait Program7.7 yardımıyla
çözünüz. Aynı zamanda PA = LU ayrı̧sımı için P,L ve U matrislerini
belirleyiniz.

>> A=[3 2 1;6 4 3;9 10 6]
>> b=[6 13 25]’
>> [P,L,U,X]=kpgauss(A,b) komutu ile

P =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , L =
 1 0 0
0.6667 1 0
0.3333 0.5 1

 ,
U =

 9 10 6
0 −2.6667 −1.0000
0 0 −0.5000

 , X =

 1.00001.0000
1.0000


elde ederiz. Gerçekten de

>> P ∗ A =

 9 10 6
6 4 3
3 2 1

 , L ∗ U =
 9 10 6
6 4 3
3 2 1


olup, PA = LU sağlanır.
Lineer denklem sistemlerinin çözümü ve matris özdeğerlerinin belirlen-

mesinde kullanılan bir diğer yöntem aşağıda incelenenQR ayrı̧sım yöntemidir.
Öncelikle QR ayrı̧sımınıinceleyelim.

7.4.4 A = QR ayrı̧sımıyardımıyla çözüm

Am×n (m ≥ n) matrisinin sütunlarının lineer bağımsız olduğunu kabul ede-
lim. A nın sütunlarıGram-Schmidt yardımıyla ortogonelleştrilerek, söz konusu
ortogonal(ortonormal) kümeyi sütunlarıolarak kabul eden

Q = [q1 q2 · · · qn]
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matrisi ve
R = QTA

ile tanımlanan üst üçgensel R matrisi ile

A = QR

ayrı̧sımıelde edilebilir.
Bu i̧slemin nasıl gerçekleştirildiğini görmek için öncelikle skaler ve vek-

törel izdüşüm kavramlarıve ardından da Gram-Schmidt yöntemini hatırla-
yalım:
Skaler izdüşüm: Bir b vektörünün a vektörü yönündeki skaler izdüşümü

||b|| cos θ dır, burada θ ∈ (0, π), a ile b arasındaki açıdır.
Vektörel izdüşüm: Bir b vektörünün a vektörü yönündeki vektörel izdü-

şümü, b nin a yönündeki skaler izdüşümü ile a yönündeki birim vektör, yani
a/||a||, ile çarpımıdır. Vektörel izdüşümü Pr(b, a) sembolü ile gösteriyoruz,
burada Pr(Projeksiyon=izdüşüm) sözcüğünün ilk iki harfidir. O halde

Pr(b, a) = ||b|| cos θ a

||a||

dır. Öte yandan

cos θ =
aTb

||a||||b||
olduğunu hatırlayarak,

Pr(b, a) = ||b|| a||a|| cos θ

= ||b|| a||a||
aTb

||a||||b||

=
aTb

||a||
a

||a||

elde ederiz.
Özel olarak ||a|| = 1 olmasıdurumunda,

Pr(b, a) = aTba

olur.
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Gram-Schmidt yöntemi, lineer băgımsız bir kümeden ortogonal veya orto-
normal bir küme elde etme işlemdir: A matrisi, a1, a2, a3 sütunlarından
oluşan bir matris olsun. Aşağıda verilen Gram-Schmidt prosedürü ile orto-
normal sütunlara sahip

Q = [q1,q2,q3]

matrisi elde edilir.

v1 = a1

q1 = v1/||v1||
v2 = a2 − Pr(a2,q1) = a2 − qT1 a2q1
q2 = v2/||v2||
v3 = a3 − Pr(a3,q1)− Pr(a3,q2)

= a3 − qT1 a3q1 − qT2 a3q2
q3 = v3/||v3||

i̧slemi ile her bir vektörden kendisinden önceki vektör yönündeki izdüşüm-
lerini çıkarmak suretiyle, önceki vektörler yönünde bileşen içermeyen ve do-
layısıyla birbirine dik olan vektörler kümesi elde edilmi̧s olur. Böylece birim
boylu sütunlara sahip

Q = [q1 q2 q3]

ortogonal matrisi elde edilir .
Gram-Schmidt yöntemi ile bir A matrisinin QR ayrı̧sımınıbir örnek üz-

erinde inceleyelim:

ÖRNEK 7.15.

A = [a1 a2] =

 1 2
−1 1
1 3


matrisinin sütunlarını Gram-Schmidt yöntemi yardımıyla ortogonalleştir-
erek, ortonormal sütunlarıiçeren Q matrisini belirleyiniz. Daha sonra R =
QTA ile tanımlıR üst üçgensel matrisini hesaplayarak A = QR ayrı̧sımını
belirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıdaki kısa özete göre
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v1 = a1 = [1 − 1 1]T ,

q1 = v1/||v1|| =
1√
3
[1 − 1 1]T

v2 = a2 − Pr(a2,q1)
= a2 − qT1 a2q1

=

 21
3

− 1√
3
[1 − 1 1]

 21
3

× 1√
3

 1
−1
1


=

 21
3

− 4
3

 1
−1
1

 =
 2/37/3
5/3


q2 = v2/||v2||

=

√
3√
26

 2/37/3
5/3

 = 1√
3
√
26

 27
5


elde ederiz. O halde,

Q = [q1 q2] =
1√
3

 1 2/
√
26

−1 7/
√
26

1 5/
√
26


elde ederiz.

Öte yandan

R = QTA =
1√
3

[
1 −1 1

2/
√
26 7/

√
26 5/

√
26

] 1 2
−1 1
1 3


=

[ √
3 4

3

√
3

0 1
3

√
3
√
26

]
olur. O halde

A = QR =
1√
3

 1 2/
√
26

−1 7/
√
26

1 5/
√
26

[ √3 4
3

√
3

0 1
3

√
3
√
26

]
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7.4 Ax = b için doğrudan çözüm yöntemleri 39

Algoritma 7.5 Vektör tabanlıGram-Schmidt algoritması
1. Girdi: A matrisi

2. m: A matrisinin satır sayısı

3. Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1))

4. i=2,3,...,n için

(a) top=0

(b) k=1,2,...,i-1 için

i. top=top+proj(A(:,i),Q(:,k))

(c) uu=A(:,i)-top

(d) Q(:,i)=uu/norm(uu)

5. çıktı: Ortogonal Q matrisi

ayrı̧sımınıelde ederiz.
Vektör tabanlıGram-Schmidt algoritmasıaşağıda verilmektedir:
Algoritma 7.5 e ait Program 7.8 aşağıda verilmektedir.
Program 7.8 ile QR ayrı̧sımınıhesaplayan Program 7.9 aşağıda verilmek-

tedir:
MATLAB/Octave ortamında QR ayrı̧sım programımızıtest yapabiliriz:

>> A=rand(3,3)

A =

0.3922 0.7060 0.0462
0.6555 0.0318 0.0971
0.1712 0.2769 0.8235

>> [q,r]=vqr(A)

q =
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%-------------------------------------------------------

function Q=gs(A)
% Klasik Gram-Schmidt yöntemi ile A nı n sütunları ndan
% ortogonal Q matrisi oluşturur.

[m,n]=size(A);
Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1)); % A nı n birinci sütunu, boyuna bölünerek

% Q nun birinci sütunu olarak kabul ediliyor.
for i=2:n

top=0;
for k=1:i-1 % A nı n i-inci sütununun,
top=top+proj(A(:,i),Q(:,k)); % Q nun 1,2,...,i-1 -inci sütunlar

end % üzerine izdüşümlerinin toplamı
uu=A(:,i)-top; % A nı n i-inci sütunundan
Q(:,i)=uu/norm(uu); % izdüşümler toplamı nı n çı karı lması ve

% 1 normlu vektöre dönüşüm
end
function uv=proj(u,v) % u vektörünün normu 1 e eşit
uv=(v’*u)*v; % v vektörü üzerine izdüşümü
%-------------------------------------------------------

Program 7.8: Vektör tabanlıGram-Schmidt Uygulaması

%-------------------------------------------------------
function [Q,R]=vqr(A )
Q=gs(A);
R=Q’*A;

%-------------------------------------------------------

Program 7.9: Gram-Schmidt ile QR ayrı̧sım uygulaması

0.5010 0.7851 -0.3640
0.8373 -0.5461 -0.0253
0.2187 0.2921 0.9310

r =
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0.7828 0.4410 0.2845
-0.0000 0.6179 0.2238
0.0000 0.0000 0.7474

>> q*r

ans =

0.3922 0.7060 0.0462
0.6555 0.0318 0.0971
0.1712 0.2769 0.8235

Aşağıdaki örneklerden göreceğimiz üzere klasik Gram-Schmidt yöntemi
sayısal olarak kararlıdeğildir ve kabul edilemeyecek büyüklükte yuvarlama
hatalarına neden olmaktadır. Bu durumda Modifiye Gram-Schmidt yöntemi
kullanılır. Modifiye yöntem ile klasik yöntem arasındaki fark şudur:

• Klasik yöntemde

vi = ai −
i−1∑
k=1

qTk aiqk

ile ai vektöründen, bu vektörün {q1,q2, ...,qi−1} ortonormal kümesi
üzerindeki izdüşümü çıkarılarak, oluşan vi vektöründen ortonormal kü-
menin i−inci elemanıolan

qi = vi/||vi||

ile elde edilmektedir.

• Modifiye yöntemde ise vi vektörü aşağıdaki gibi elde edilir:

1. a(1)i = ai − qT1 aiq1
2. a(2)i = a

(1)
i − qT2 a

(1)
i q2

3.
...

4. a(i−1)i = a
(i−2)
i − qTi−1a

(i−1)
i qi−1, ve vi = a

(i−1)
i olarak tanımlanır.
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Algoritma 7.6 Vektör tabanlıModifiye Gram-Schmidt algoritması
1. Girdi: A matrisi

2. m: A matrisinin satır sayısı

3. Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1))

4. i=2,3,...,n için

(a) k=1,2,...,i-1 için

i. A(:,i)=A(:,i)-proj(A(:,i),Q(:,k))

(b) qq=A(:,i);

(c) Q(:,i)=qq/norm(qq);

5. çıktı: Ortogonal Q matrisi

Vektör tabanlıModifiye Gram-Schmidt algoritması aşağıda veril-
mektedir:
Vektör tabanlıModifiye Gram-Schmidt algoritmasınıuygulayan Program

7.10 aşağıda verilmektedir

Modifiye Gram-Schmidt yöntemi her adımda oluşabilecek yuvarlama hata-
larınıdikkate alarak ortonormal kümeyi inşa ederken, klasik yöntem ise teorik
ortonormal kümeyi inşa eder. Şuphesiz teorik olarak iki formülasyon birbirine
denktir, ancak klasik yöntemle elde edilen ortonormal küme pratikte ortonor-
mal olmayabilir. Bu durumu sütunları"lineer bağımlıolmaya yatkın" Hilbert
matrisi üzerinde inceleyelim:

ÖRNEK 7.16. Hn×n Hilbert matrisinin(örnĕgin n = 7 için) sütunlarını
Gram-Schmidt ve modifiye Gram-Schmidt yöntemiyle ortonormalleştirerek,
her iki yöntemle elde edilen ortogonal matrisin pratik olarak ortogonal olup
olmadı̆gınıkontrol ediniz.

Çözüm.

Öncelikle 7× 7 lik Hilbert matrisini MATLAB/Octave ortamında ürete-
lim.
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%-------------------------------------------------------
function Q=modgs(A)
% Modifiye Gram-Schmidt yöntemi ile A nın sütunlarından
% ortogonal Q matrisi oluşturur.
n=size(A,2);
Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1)); % A nın birinci sütunu, boyuna bölünerek

% Q nun birinci sütunu olarak kabul ediliyor.
for i=2:n

i1=i-1;
for k=1:i1 % A nın i-inci sütununundan,ardışık olarak
A(:,i)=A(:,i)-proj(A(:,i),Q(:,k)); % Q nun 1,2,...,i-1 inci sütunlar
end % üzerine izdüşümleri çıkarılmaktadır.
qq=A(:,i);
Q(:,i)=qq/norm(qq); % normu 1 e eşit vektöre dönüşüm

end

function uv=proj(u,v) % u vektörünün normu 1 e eşit olan
uv=(v’*u)*v; % v vektörü üzerine izdüşümü

%-------------------------------------------------------

Program 7.10: Modifiye Gram-Schmidt ile QR ayrı̧sım uygulaması

» H=hilb(7)

H =



1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000
0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909
0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833
0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 0.0769


Daha sonra geli̧stirdiğimiz gs isimli program ile klasik Gram-Schmidt

yardımıyla Q yu hesaplayalim:

>> Q=gs(H)
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Q =



0.8133 −0.5438 0.1991 −0.0551 0.0120 −0.0020 −0.0001
0.4067 0.3033 −0.6886 0.4760 −0.1974 0.0541 −0.0008
0.2711 0.3939 −0.2071 −0.4901 0.6108 −0.3269 0.0396
0.2033 0.3817 0.1124 −0.4396 −0.2542 0.6410 −0.2588
0.1627 0.3514 0.2915 −0.1123 −0.4992 −0.2022 0.6394
0.1356 0.3202 0.3892 0.2309 −0.1506 −0.5418 −0.6757
0.1162 0.2921 0.4407 0.5206 0.5013 0.3805 0.2571


Şimdi de QTQ yu hesaplayalım:

Q′ ∗Q =



1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0016
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.1557
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0016 0.1557 1.0000


Görüldüğü üzere elde edilen matrisin sağ alt 3x3 lük bloku birim ma-

tris değildir. Şimdi de Modifiye Gram-Schmidt yöntemini uygulayan modgs
programımız ile ortogonal matrisi elde edelim ve Qm olarak adlandıralım:

>> Qm=modgs(H)

Qm =



0.8133 −0.5438 0.1991 −0.0551 0.0120 −0.0020 0.0002
0.4067 0.3033 −0.6886 0.4760 −0.1974 0.0541 −0.0091
0.2711 0.3939 −0.2071 −0.4901 0.6108 −0.3269 0.0907
0.2033 0.3817 0.1124 −0.4396 −0.2542 0.6410 −0.3626
0.1627 0.3514 0.2915 −0.1123 −0.4992 −0.2022 0.6800
0.1356 0.3202 0.3892 0.2309 −0.1506 −0.5418 −0.5984
0.1162 0.2921 0.4407 0.5206 0.5013 0.3805 0.1995



Şimdi de QTmQm i hesaplayalım:

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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Qm′∗Qm =



1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000



Görüldüğü üzere elde edilen matris birim matristir3. O halde modifiye
Gram-Schmidt yöntemi klasik Gram-Schmidt yöntemine göre daha hassastır.

Uyarı. QR ayrı̧sımıiçin MATLAB/Octave yazılımlarıveya LAPACK isimli
sayısal Lineer Cebir Paket yazılımında mevcut uygun fonksiyonları kullan-
maktadırlar. Profesyonel işlemler için LAPACK tercih edilmelidir.

QR ayrı̧sımıyöntemi yardımıyla Ax = b sisteminin çözümü:
Sütunlarılineer bağımsız olan Am×n matrisi ve bu matrisi katsayımatrisi

kabul eden
Ax = b (7.12)

sistemi verilmi̧s olsun. Qm×m ortogonal ve Rn×n üst üçgensel matrisi yardı-
mıyla

A = QR (7.13)

biçiminde bir ayrı̧sım mevcuttur ve bu ayrı̧sım lineer cebir derslerinden bi-
linen Gram-Schmidt yöntemi yardımıyla da elde edilebilir. Bu durumda
(7.12) sistemi

QRx = b (7.14)

olarak ifade edilir ve ortogonal matrisin QT = Q−1 özelliği yardımıyla (7.14)
nin her iki yanınıQT ile çarpmak suretiyle

Rx = QTb (7.15)

üst üçgensel sistemini elde ederiz, burada R tersinir bir matristir. Dolayısıyla
(7.12) sisteminin çözümü (7.15) üst üçgensel sisteminin çözümüne indirgen-
mi̧s olur .

3Octave ortamında Q′m ∗Qm(3, 3) =0.99990 olarak elde edilmektedir.
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(7.13) deki Q matrisi, A nın lineer bağımsız sütunlarının Gram-Schmidt
yöntemi yardımıyla ortogonalleştirilmesi ile elde edilen vektörleri sütun kabul
eden matristir. Öteyandan R = QTA olduğu açıktır.

ÖRNEK 7.17. Örnek 7.15 de verilen A matrisi ve b = [3 0 3]T verilsin.

• Ax = b denklem sisteminin çözümünün olmadı̆gınıgösteriniz.

• ||Ax−b|| normunu minimum yapan x = [x, y, z]T noktasınıbelirleyiniz.

• ATAx = AT b sisteminin çözümünü belirleyiniz.

• Rx = QT b sisteminin çözümünü belirleyiniz.

• MATLAB/Octave ortamında ’\’operatörü ile çözüm için yaklaşım be-
lirleyiniz.

• Son dört şıkta elde ettĭginiz x dĕgerlerini karşılaştırınız. Ne gözlemliy-
orsunuz?

Çözüm.

• Ax = b denklem sistemini açıkça yazarak

x+ 2y = 3

−x+ y = 0

x+ 3y = 3

elde ederiz. İlk iki denklemden oluşan sistemi çözerek, x = y = 1
elde ederiz. Ancak elde edilen bu değerler sistemin üçüncü denklemini
sağlamaz.

• f(x) = ||Ax − b||2 ile tanımlanan f fonksiyonunu minimum yapan x
noktası||Ax−b|| yi de minimum yapar. O halde daha açık bir ifadeyle

f(x, y, z) = (x+ 2y − 3)2 + (−x+ y)2 + (x+ 3y − 3)2

fonksiyonunuminimum yapan x = (x, y, z) noktasınıbelirlemeliyiz. Min-
imum nokta için gerek şartları

∂f

∂x
= 2(x+ 2y − 3) + 2(−x+ y)(−1) + 2(x+ 3y − 3) = 0

∂f

∂y
= 2(x+ 2y − 3)(2) + 2(−x+ y) + 2(x+ 3y − 3)(3) = 0
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veya

3x+ 4y = 6

4x+ 14y = 15 (7.16)

olarak elde ederiz. (7.16) sistemini çözerek,

x =
12

13
= 0.9231, y =

21

26
= 0.8077

elde ederiz. Ayrıca bu noktada

∂2f

∂x2
= 6,

∂2f

∂x∂y
= 8,

∂2f

∂y2
= 28

olup,
∂2f

∂x2
> 0

ve
∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
−
(
∂2f

∂x∂y

)2
= 6× 28− 64 = 104 > 0

dir ve dolaysıyla f fonksiyonu elde edilen noktada minimuma sahiptir.

• Öte yandan
ATA =

[
3 4
4 14

]
, AT b =

[
6
15

]
olup,

ATAx = AT b

denklem sistemi ile (7.16) aynıdır, ve dolayısıyla da aynıx çözümüne
sahiptirler.

• Son olarak

QT b =

[
0.577 35 −0.577 35 0.577 35
0.226 46 0.792 59 0.566 14

] 30
3

 = [ 3. 464 1
2. 377 8

]
ve

R−1 =

[
1
3

√
3 − 2

39

√
3
√
26

0 1
26

√
3
√
26

]
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olup Rx = QT b den

x = R−1(QT b)

=

[
0.923 07
0.807 70

]
elde ederiz.

• MATLAB/Octave oratmında ise
>> x=A\b
x =

0.92308

0.80769

çözümünü elde ederiz.

• Her dört yöntemle de elde edilen sonuçlar yuvarlama hatası farkıyla
aynıdır.

Ax=b sistemini QR ayrı̧sımıyardımıyla çözen Program ?? aşağıda veril-
mektedir:

%--------------------------------------------------------
function X=qrilecoz(A,b)
%Modifiye QR ayrışımı ile
%AX=b sistemini çözer, ec.
---------------------------

% Q=gs(A); %Klasik Gram-Schmidt ile Q
Q=modgs(A); %Modifiye Gram-Schmidt ile Q
R=Q’*A;
C=Q’*b;
X=ustucgen(R,C);

%----------------------------------------------------------

Program 7.11: Modifiye QR ayrı̧sım yöntemi ile çözüm

Test:
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>> A=[1 2;-1 1;1 3];
>> b=[3 0 3]’;
>> x=qrilecoz(A,b)
x =
0.92308
0.80769

Sonuç 7.2.

f(x) = ||Ax− b||2

= (Ax− b)T (Ax− b)
= xTATAx− 2xTATb+ bTb

fonksiyonunun minimum yapan çözüm ile

ATAx = ATb

denklem sistemi ve ayrıca
QRx = b

denklem sisteminin çözümleri aynıdır.

TEOREM 7.1. [11]A matrisi sütunları lineer băgımsız olan bir matris,
Amxn,bmx1,xnx1 ve m > n olmak üzere, ATAx = ATb sisteminin çözümü

f(x) = ||Ax− b||2

= (Ax− b)T (Ax− b)
= (xTAT − bT )(Ax− b)
= xTATAx− 2xTATb+ bTb

fonksiyonunu minimum yapan çözümdür ve bu çözüm Ax = b denklem sis-
teminin Standart En Küçük Kareler Yöntemi(SEKKY) çözümü olarak ad-
landırılır.

İspat x, ATAx = ATb sisteminin çözümü olsun. y 6= x için

f(y)− f(x)
= yTATAy − 2yTATb+ bTb− (xTATAx− 2xTATb+ bTb)
= yTATAy − 2yTATb− xTATAx+ 2xTATb
= yTATAy − 2yTATAx+ xTATAx
= (y − x)TATA(y − x)
> 0
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dır, çünkü z = y − x 6= 0 için, A nın sütunlarılineer bağımsız olduğundan
Az 6= 0 dır ve

zTATAz = (Az)TAz = ||Az||22 > 0

elde ederiz.

TEOREM 7.2. Am×n, sütunları lineer băgımsız olan bir matris ve bm×1
vektör olmak üzere Ax = b denklem sisteminin en küçük kareler anlamındaki
çözümü ile QR ayrı̧sımıyardımıyla elde edilen çözümler aynıdır.

İspat x, verilen sistemin en küçük kareler çözümü ve A = QR ayrı̧sımına
sahip olsun. Bu taktirde

ATAx = ATb

eşitliğinden
(QR)TQRx = (QR)Tb

veya
RTRx = RTQT b

veya R tersinir olduğundan Rx = QT b elde ederiz ki bu çözüm yukarıda
incelendiği üzere QR ayrı̧sımıyardımıyla elde edilen çözümdür.

Uyarı. QR ayrı̧sımı, LU ayrı̧sımına kıyasla daha fazla aritmetik işlem gerek-
tirir(Alı̧stırma 19).

Gözlem 7.3. Am×n(m ≥ n) matrisinin sütunlarıbelirgin olarak lineer băgım-
sız ise bu taktirde Ax = b sisteminin çözümü için en küçük kareler yöntemi
yardımıyla çözüm tercih edilirken, sütunların lineer băgımlıolmaya yakın ol-
masıdurumda QR ayrı̧sımıyardımıyla çözüm tercih edilir.

Hatırlatma 7.3. Am×n matrisiyle aynıboyutta olan Qm×n matrisi ve Rn×n
üst üçgensel matrisi için QR ayrı̧sımıMATLAB/Octave ortamında aşăgıdaki
gibi elde edilebilir:

>> A = [1 2;−1 1; 1 3]
için
>> [q, r] = qr(A, 0)

komutuyla
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q =

-0.5774 -0.2265

0.5774 -0.7926

-0.5774 -0.5661

r =

-1.7321 -2.3094

0 -2.9439

elde edilir ki bu ayrı̧sım genelde indirgenmi̧s ayrı̧sım(reduced QR decom-
position) olarak adlandırılır ve bu durumda R matrisi kare matristir. Bu
ayrı̧sım yukarıda özetlediğimiz üzere Gram-Schmidt yöntemi ile elde edilebi-
len ayrı̧sımdır.
Bir diğer alternatif ise

Am×n = Qm×mRm×n

olarak tanımlanan ve Q nun kare matris olduğu tam(full) ayrı̧sımdır:
>> [q, r] = qr(A)

q =

-0.57735 -0.22646 -0.78446

0.57735 -0.79259 -0.19612

-0.57735 -0.56614 0.58835

r =

-1.73205 -2.30940

0.00000 -2.94392
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0.00000 0.00000

Tam ayrı̧sım için Householder dönüşümleri[10] gibi ileri düzey dönüşümler
kullanılır(Alı̧stırma(proje) 18). QR ayrı̧sım yardımıyla çözüm için gerekli
i̧slem sayısınıproje olarak okuyucuya bırakıyoruz(Alı̧stırma(proje) 17).

Uyarı. QR ayrı̧sımıAx = b sisteminin çözümünden ziyade verilen bir A
matrisinin özdĕgerlerinin belirlenmesinde kullanılır.

Alı̧stırmalar 7.1.

1. A =

[
1 3
2 α

]
matrisi ve b = [1 −1]T vektörü verilsin. Burada α keyfi

sabittir. Lineer cebirsel ve geometrik açıdan

(a) α 6= 6 için Ax = b denklem sisteminin tek bir çözüme sahip oldŭgunu
gösteriniz.

(b) α = 6 için Ax = b denklem sisteminin çözüme sahip olmadı̆gını
gösteriniz.

2. Soru 1 de verilen A matrisinde α = 6 alarak ve b = [1 2]T için Ax = b
denklem sisteminin x = xh + xö biçiminde ifade edilebilen sonsuz sayıda
çözümünü belirleyiniz.

3.

A =

 1 2
−1 −2
2 α


matrisi ve b = [3 −3 4]T vektörü verilsin. Burada α keyfi sabittir. Lineer
cebirsel ve geometrik açıdan

(a) α = 4 için Ax = b denklem sisteminin çözüme sahip olmadı̆gını
gösteriniz.

(b) α 6= 4 içinAx = b denklem sisteminin tek bir çözüme sahip oldŭgunu
gösteriniz.
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4.

A =

[
1 2 2
2 1 4

]
matrisi ve b = [1 −1]T vektörü verilsin. Lineer cebirsel ve geometrik açıdan
Ax = b denklem sisteminin tek parametreli sonsuz sayıda çözüme sahip
oldŭgunu gösteriniz ve sistemin genel çözümünü x = xh + xö biçiminde
ifade ediniz.

5. A =

 1 −1 −13 2 7
2 1 4

 matrisi ve b = [2 1 1]T vektörü için Ax = b denk-
lem sisteminin tek parametreli sonsuz çözüme sahip oldŭgunu gösteriniz ve
sistemin genel çözümünü x = xh + xö biçiminde ifade ediniz.

6.

A =

 1 2 1
3 1 1
1 2 4


matrisi ve b = [2 5 11]T vektörü verilsin.

(a) Gauss yok etme yöntemi yardımıyla Ax = b denklem sistemini Ux =
c üst üçgensel sistemine dönüştürerek çözümünü belirleyiniz.

(b) A = LU ayrı̧sımınıbelirleyiniz.

(c) LU ayrı̧sımıyardımıyla da verilen sistemin çözümünü belirleyiniz.

7.

A =

 −2 1 0
1 −2 1
0 1 −2


matrisinin LU ayrı̧sımınıbelirleyiniz.

8.

A =

 c a 0
d c a
0 d c


matrisinin LU ayrı̧sımınıbelirleyiniz.
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9. Soru 8 i

A =


c a 0 0
d c a 0
0 d c a
0 0 d c


matrisi için tekrarlayınız.

10. Aşăgıda verilen kısmi pivotlu Gauss yok etme yöntemine ait Program7.7 ü
çalı̧stırarak Örnek 7.14 de elde edilen sonuçlarıkontrol ediniz.

11-15 nolu sorular için

A =

 1 2 3
4 5 6
5 7.00000000001 8.999999999999


matrisini kullanınız.

11.

(a) gs fonksiyon programıyardımıyla A nın ortogonalleştirilmesiyle oluş-
turulan Q matrisini ve QTQ yu hesaplayınız.

(b) gsmod fonksiyon programıyardımıyla A nın ortogonalleştirilmesiyle
oluşturulan Qm matrisini ve QmTQm i hesaplayınız.

(c) MATLAB/Octave qr fonksiyonu yardımıyla [q, r] = qr(A) komutu
ile q matrisini ve qT q yu hesaplayınız. Hangi yöntemle elde ettĭgini
matris ortogonal, yani tranposu ile kendisinin çarpımıbirim matrise
eşittir?

12. Yukarıda tanımlanan A matrisinin determinantınıhesaplayınız. Determi-
nantın mutlak dĕgerce çok küçük olmasıne ifade etmektedir?

13. Amatrisinin 1 ve 2. satırlarının toplamının, üçüncü satıra çok yakın oldŭgunu
gözlemleyiniz. Bu durumda matrisin satırlarının lineer băgımlılı̆gı veya
băgımsızlı̆gıhakkında ne düşünürsünüz?

14. Bir A matrisinin kondisyon sayısı(condition number) K(A) = ||A||.||A−1||
olarak tanımlanır. Sonsuz normu ile yukarıda verilenAmatrisinin kondisyon
sayısıhesaplayınız. Kondisyon sayısının ne ifade ettĭgini araştırınız ?

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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15. Yukarıda verilen A matrisinin özdĕgerlerini MATLAB/Octave eig komutu
yardımıyla hesaplayınız. Mutlak dĕgerce en büyük özdĕgerin en küçük
özdĕgere oranınedir?

16. x = [1 1 1]T için

Ax = b =

 6.000000000000000
15.000000000000000
21.000000000009003


oldŭgunu gözlemleyerek, x in bilinmedĭgi varsayımıyla Ax = b denklem
sistemini

(a) pivotsuz Gauss yok etme programı,

(b) kısmi pivotlu Gauss yok etme programı,

(c) LU ayrı̧sım yöntemi,

(d) QR ayrı̧sım yöntemi ve

(e) En Küçük Kareler Yöntemi yardımıyla çözünüz. Hangi yöntemle elde
ettĭginiz sonuç problemin gerçek çözümüne daha yakındır.

17. (Proje) Am×n matrisinin Gram-Schmidt yöntemiyleQR ayrı̧sımıiçin gerekli
çarpma işlem sayısınıbelirleyiniz ve elde ettĭginiz sonucu LU ayrı̧sımıiçin
gerekli çarpma işlem sayısıyla karşılaştırınız. Hangi ayrı̧sım yöntemi daha
fazla işlem gerektirmektedir?

18. (Proje) Householder dönüşümlerini araştırarak, bu dönüşümler yardımıyla
A matrisinin tam QR ayrı̧sımının nasıl elde edildĭgini inceleyiniz.

7.5 Yinelemeli(İteratif) yöntemler

Giri̧s kısmında da belirttiğimiz üzere yinelemeli yöntemler, Ax = b denklem
sisteminin çözümünü belirleme problemini f(x) = Ax−b olarak tanımlanan
f fonksiyonunun sıfıryerini belirleme problemine dönüştürürler. Ancak
f fonksiyonunun sıfıryerini belirlemek için ise önceki bölümde incelediğimiz
sabit nokta iterasyon yöntemi uygulanır.

Bu amaçla akla gelen klasik iki yöntem Gauss-Jacobi ve Gauss-Seidel
yöntemleridir. Öncelikle Gauss-Jacobi yöntemini inceleyelim:
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7.5.1 Gauss-Jacobi yöntemi

Yöntemi 3× 3 lük bir sistem üzerinde inceleyelim.

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


ve

b =

 b1
b2
b3

 , x =
 x
y
z


olmak üzere Ax = b denklem sistemini gözönüne alalım. Matrisin köşegen
üzerindeki elemanlarının sıfırdan farklıolduğunu kabul edelim. Daha açık
olarak sistemi

a11x+ a12y + a13z = b1

a21x+ a22y + a23z = b2

a31x+ a32y + a33z = b3

olarak yazalım. Birinci denklemde x deği̧skenini, ikinciden y yi ve üçüncüden
de z yi yanlız bırakarak x = g(x) biçiminde

x =
1

a11
(b1 − a12y − a13z)

y =
1

a22
(b2 − a21x− a23z)

z =
1

a33
(b3 − a31x− a32y)

sabit nokta belirleme problemini elde ederiz.

x(k) =

 xk
yk
zk


olmak üzere

x(k+1) = g(x(k)), k = 1, 2, · · ·
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ile tanımlan iterasyon, Gauss-Jacobi iterasyonu olarak bilinir. Burada x(1)

sitemin çözümü için tahmindir. Bileşen bazında yazmak gerekirse

x(1) = [x1, y1, z1]
T

başlangıç noktasıile

xk+1 =
1

a11
(b1 − a12yk − a13zk) (7.17)

yk+1 =
1

a22
(b2 − a21xk − a23zk)

zk+1 =
1

a33
(b3 − a31xk − a32yk)

k = 1, 2, · · · elde edilir.

ÖRNEK 7.18.

3x− y − z = 2

x+ 4y + z = −1
x− y + 3z = 8

denklem sistemi versilsin. Sistemin çözümü için

x(1) = [x1, y1, z1] = [1 1 1]
T

alarak Gauss-Jacobi yöntemiyle x(2), x(3) yaklaşımlarınıbelirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıda belirtilen prosedürü takip ederek,

x =
1

3
(2 + y + z)

y =
1

4
(−1− x− z)

z =
1

3
(8− x+ y)
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elde ederiz. O halde Gauss-Jacobi iterasyonlarını

xk+1 =
1

3
(2 + yk + zk)

yk+1 =
1

4
(−1− xk − zk)

zk+1 =
1

3
(8− xk + yk)

olarak tanımlarız. Başlangıç tahminini kullanmak suretiyle

x2 =
1

3
(2 + y1 + z1) =

4

3

y2 =
1

4
(−1− x1 − z1) = −

3

4

z2 =
1

3
(8− x1 + y1) =

8

3

elde ederiz. O halde x(2) = [4/3−3/4 8/3]T olarak elde edilir. Virgülden sonra
dört basamağa kadar yuvarlatılarak sunulan yaklaşımlar aşağıdaki gibidir.
Sonuçlandırma kriteri olarak

||x(n+1) − x(n)||2 < 10−4

kriterini kullanıyoruz.

x(1) x(2) x(3) x(4) x(17) 11
1

 ,
 1.3333
−0.7500
2.6667

 ,
 1.3056
−1.2500
1.9722

 ,
 0.9074
−1.0694
1.8148

 , · · · ,

 1
−1
2


Yukarıda elde edilen yaklaşımların [1− 1 2]T gerçek çözümüne yakınsadı̆gına

dikkat edelim.

ÖRNEK 7.19. Yukarıdaki sistemin iki satırınıyerdĕgiştirerek elde edilen

x+ 4y + z = −1
3x− y − z = 2

x− y + 3z = 8

sistem için yine aynıbaşlangıç dĕgeri ile x(2), x(3), x(4) yaklaşımlarınıGauss-
Jacobi yöntemi yardımıyla hesaplayınız.
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Çözüm.

Verilen sistemi

x = −1− 4y − z
y = 2 + 3x− z

z =
1

3
(8− x+ y)

olarak yazmak suretiyle,

xk+1 = −1− 4yk − zk
yk+1 = 2 + 3xk − zk
zk+1 =

1

3
(8− xk + yk)

iterasyonunu tanımlayalım. Bu durumda Gauss-Jacobi yöntemi ile

x(1) x(2) x(3) x(4) 11
1

 ,
 −6

0
2.6667

 ,
 −3.6667−22.6667

4.6667

 ,
 85
−17.6667
−3.6667

 , · · ·
ıraksayan iterasyon yaklaşımlarınıelde ederiz.

Örnek 7.18 için uygulanan yöntem yakınsak sonuç verirken aynıdenklem
sisteminin satırlarının yerdeği̧stirilmesi ile elde edilen Örnek 7.19 için ıraksak
bir yaklaşım elde edilmi̧stir. O halde akla gelen soru A matrisi üzerindeki
hangi kısıtlama altında Gauss-Jacobi iterasyonlarıkeyfibaşlangıç noktasıiçin
yakınsar?
Bunun için aşağıda verilecek olan Teoremde ifade ve ispat edildiği üzere

yeter şart, Amatrisinin köşegen baskın olmasıyani her bir köşegen üzerindeki
elemanın mutlak değerce aynısatırdaki diğer elemanların mutlak değerlerinin
toplamından büyük olmasıdır. Eğer A matrisi köşegen baskın bir matris ise,
Gauss-Jocobi iterasyonlarıkeyfi başlangıç noktasıiçin yakınsar. Örnek 7.18
daki katsayımatrisi köşegen baskındır:

3 > | − 1|+ | − 1| , 4 > 1 + 1, 3 > 1 + | − 1|
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dir. Fakat Örnek 7.19 daki matris köşen baskın değildir.
Gauss-Jacobi yöntemini vektör-matris notasyonuyla da ifade edebiliriz:
A matrisi alt üçgensel, köşegen ve üst üçgensel olmak üzere üç matrisin

toplamıolarak yazılmak suretiyle

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


=

 0 0 0
a21 0 0
a31 a32 0

+
 a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

+
 0 a12 a13
0 0 a23
0 0 0


= L+D + U

yazılmak suretiyle
Ax = b

denklem sistemi

Dx = b− (L+ U)x

veya

x = g(x) = D−1 (b− (L+ U)x)

olarak ifade edilen x sabit noktasınıbelirleme problemine dönüştürülebilir.
Böylece Gauss-Jacobi yöntemi g nin sabit noktasınıbelirlemek amacıyla oluş-
turulan

x(k+1) = g(x(k)) = D−1
(
b− (L+ U)x(k)

)
, k = 1, 2, · · · (7.18)

iterasyondan oluşur.
(7.18) ile tanımlanan vektör tabanlıGauss-Jacobi yöntemine ait Algo-

ritma 7.7 aşağıda verilmektedir.
Algoritma 7.7 ile tanımlanan Gauss-Jacobi yöntemine ait Program 7.12

aşağıda verilmektedir.

7.5.2 Gauss-Seidel Yöntemi

Gauss-Seidel yöntemi, iterasyonların yakınsayacağıvarsayımı ile xk+1 yak-
laşımının gerçek değere xk dan daha yakın olduğunu ve benzer biçimde yk+1
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Algoritma 7.7 Vektör tabanlı Gauss-Jacobi algoritması
1. Girdi: A, b,X0

2. fark = 1, sayac = 0, eps = 1e − 4, döngü deği̧skenleri başlangıç
değerleri

3. max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayısı,

4. D: A nın köşegen elemanlarınıiçeren köşegen matris

5. LaU : A nın köşegen dı̧sındaki elemanlarınıiçeren alt matris

6. Td = D nin tersi

7. fark > eps ve sayac < max_n olduğu sürece

(a) X1 = TD ∗ (b− LaU ∗X0)
(b) fark = norm((X1−X0), inf); maksimum hata

(c) X0 = X1;

(d) sayac = sayac+ 1;

8. eğer sayac = max_sayac ise iterasyonun yakınsamadı̆gımesajınıilet

9. çıktı:X1

yaklaşımının gerçek değere yk dan daha yakın olduğunu kabul ederek ilgili
iterasyonlarda bu güncel değerlerin kullanılmasıesasına dayınır. Örnek 7.18
daki Gauss-Jacobi yerine

xk+1 =
1

3
(2 + yk + zk)

yk+1 =
1

4
(−1− xk+1 − zk)

zk+1 =
1

3
(8− xk+1 + yk+1)

iterasyonu kullanılır. Buna göre Örnek 7.18 daki aynıbaşlangıç değeri ve
aynısonuçlandırma kriteri için
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%--------------------------------------------------------------
% Vektör Tabanlı Gauss_Jacobi yöntemi ile lineer sistem çözer.
%--------------------------------------------------------------

function X1=gauss_jacobi(A,b,X0)
fark=1;
max_sayac=50;
sayac=0;
eps=1e-4;
D=diag(diag(A));
LaU=A-D;
TD=inv(D);
while fark >eps & sayac<max_sayac

X1=TD*(b-LaU*X0)
fark=norm(X1-X0,inf);X0=X1;
sayac=sayac+1;

end
if sayac==max_sayac error(’iterasyon yakinsamadi’);
end
%-----------------------------------------------------------

Program 7.12: Vektör tabanlıGauss Jacobi yontemi uygulaması

x(1) x(2) x(3) x(4) x(10) 11
1

 ,
 1.3333
−0.8333
1.9444

 ,
 1.0370
−0.9954
1.9892

 ,
 0.9979
−0.9968
2.0018

 , · · · ,

 1
−1
2


elde ederiz. Örneğimiz için Gauss-Seidel iterasyonları10 adımda yakınsarken,
Gauss-Jacobi 17 adımda yakınsamı̧stır.

Gauss-Jacobi yöntemine benzer, ancak Ax = b sistemi

(L+D)x = b− Ux

biçiminde yazılmak suretiyle

x = g(x) = (L+D)−1 (b− Ux)

olarak ifade edilen x sabit noktasınıbelirleme problemine dönüştürülebilir.
Böylece Gauss-Seidel yöntemi g nin sabit noktasınıbelirlemek amacıyla
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x(k+1) = g(x(k)) = (L+D)−1
(
b− Ux(k)

)
, k = 1, 2, · · · (7.19)

biçiminde oluşturulan iterasyondur. Vektör tabanlıGauss-Seidel yöntemine
ait algoritma ve ilgili programGauss-Jacobi yöntemine benzer biçimde geli̧stir-
ilebilir(Alı̧stırma 8 ).

7.5.3 Yinelemeli Yöntemlerin Yakınsaklı̆gı

TEOREM 7.3. Ĕger A matrisi satırca köşegen baskın, yani

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, i = 1, 2, · · · ,m

ise veya sütunca köşegen baskın, yani

|aii| >
m∑

j=1,j 6=i

|aji|, i = 1, 2, · · · , n

ise bu durumda hem Gauss-Jacobi ve hem de Gauss-Seidel yöntemleri ile
oluşturulan iterasyon dizileri ilgili denklem sisteminin çözümüne yakınsarlar.

İspat A matrisinin satırca köşegen baskın olduğunu ve Gauss-Jacobi yön-
teminin yakınsak olduğunu gösterelim. (7.18) iterasyonunu

x(k+1) = Cx(k) + F (7.20)

biçiminde yazalım. Burada

C = −D−1(L+ U), F = D−1b

dir. x, verilen denklem sisteminin çözümü olsun. Bu taktirde

Ax = (L+D + U)x = b

den
Dx = b− (L+ U)x

veya
x = D−1b−D−1(L+ U)x
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veya
x = Cx+ F (7.21)

elde ederiz.
E(k) = x(k) − x

ile k−ıncıadımdaki iterasyon yaklaşım hatasınıgösterelim. (7.20) ve (7.21)
nin taraf tarafa farkınıalarak, k−ıncıadımdaki hata vektörü için

E(k+1) = CE(k)

= C2E(k−1)

...

= CkE

elde ederiz. A köşegen baskın bir matris olduğu için ||C||∞ < 1 dir(Alı̧stırma
4 ). O halde

||E(k+1)||∞ = ||CkE||∞ ≤ ||Ck||∞||E||∞ ≤ ||C||k∞||E||∞

ve
lim
k→∞
||E(k+1)||∞ = 0⇒ lim

k→∞
x(k) = x

elde ederiz.

Uyarı. Gauss-Jacobi veya Gauss-Seidel iterasyonun yakınsamasıiçin köşe-
gen baskınlık kriteri sadece yeter şarttır, fakat gerek şart dĕgildir.

ÖRNEK 7.20.

A =

 4 1 3.2
2 5 2
1 2 3

 ,b =
 32
1

 ,x(1) =
 11
1


için Gauss-Jacobi yöntemi 100 adımda

x = [0.7042, 0.1112, 0.0301]T

yaklaşık çözümüne yakınsar. Yakınsama oranı olarak aşăgıda tanımlanan
hata oranı

||Ax(k+1) − b||2
||Ax(k) − b||2

≈ 0.9456
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dir. Bu oran I − D−1A nın mutlak dĕgerce en büyük özdĕgerinin mutlak
dĕgerine eşittir. Öte yandan Gauss-Seidel yöntemi ise 10 adımda

||Ax(k+1) − b||2
||Ax(k) − b||2

≈ 0.3138

oranıile
x = [0.7011, 0.1087, 0.0272]T

çözümüne yakınsar. Buna răgmen A matrisi satırca veya sütunca köşegen
baskın dĕgildir.

ÖRNEK 7.21. Bazen Gauss-Seidel yakınsak iterasyon ürettĭgi halde, Gauss-
Jacobi ıraksayabilir:

A =

 4 1 4
2 5 2
1 2 3


matrisi ve Örnek 7.20 deki b ve x(1) vektörleri için Gauss-Seidel yöntemi 11
adımda

x = [0.6944, 0.1111, 0.0278]T

çözümüne 0.3333 hata oranıile yakınsar. Ancak Gauss-Jacobi yöntemi yakın-
samaz.

Alı̧stırmalar 7.2.

A =

 3 1 1
1 3 1
1 −1 5

 matrisi ve b =

 3
−1
7


vektörü verilsin.

1. x(1) = [1 0 0]T başlangıç tahmini için x(2),x(3) ve x(4) yaklaşımlarını
Gauss-Jacobi yöntemiyle hesaplayınız.

2. Soru 1 i Gauss-Seidel yöntemi ile tekrarlayınız.

3. Herhangi A3×3 matrisi ve b3×1 vektörü için (7.17) iterasyonu ve (??) it-
erasyonunun denk oldŭgunu gözlemleyiniz.

4. A = L+ D+ U köşegen baskın bir matris ve C = −D−1(L + U) ise
||C||∞ < 1 oldŭgunu gösteriniz.
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5. (Bilgisayar Uygulamaları) Soru 1 de elde ettĭginiz yaklaşımlarıGauss_Jacobi
programıyardımıyla da elde ediniz.

6. Örnek 7.18,7.19 ve 7.20 de elde edilen sonuçlarıGauss_Jacobi programı
yardımıyla da kontrol ediniz.

7. İteratif yöntemlerde Ax = b sistemi, uygun bir tersinir B matrisi için

Bx+ (A−B)x = b

olarak yazılır ve
BX(k+1) = (B − A)X(k) + b

iterasyonu tanımlanır. Özel olarak

A = L+D + U

olmak üzere

(a) B = D olmasıdurumunda elde edilen yöntemin Gauss-Jacobi yöntemi
ve

(b) B = L+D olmasıdurumunda elde edilen yöntemin ise Gauss-Seidel
yöntemi oldŭgunu gözlemleyiniz.

8. Gauss_Jacobi programınıdüzenleyerek Gauss_Seidel programınıgeliştiri-
niz. Elde ettĭginiz program yardımıyla Örnek 7.20 deki yaklaşımlarıelde
ediniz. Ayrıca Gauss-Seidel yöntemi için teorem7.3 i ispat ediniz.

9. Verilen bir üç köşegenli simetrik An×n matrisi için [L,U ] = lumat(A) ko-
mutuyla A =LU ayrı̧sımını, ayrı̧sım elemanlarınıA nın elemanlarıcinsinden
açıkça belirlemek suretiyle hesaplayacak uygun bir algoritma ve MATLAB/Octave
programıhazırlayınız.

10. (Proje) Thomas Algoritması: Aşăgıdaki gibi tanımlanan A matrisi ve d
vektörü verilsin

(a)

A=


b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 · · · 0
...
. . . . . . . . .

...
0 0 an−1 bn−1 cn−1
0 0 · · · an bn

 ,d =

d1
d2
...
dn


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[A|d] ekli matrisini elemanter satır işlemleri yardımıyla [A′|d′] ekli
sistemine dönüştürünüz. Burada a1 = 0, cn = 0 olmak üzere,

A′ =


b′1 c1 0 · · · 0
0 b′2 c2 · · · 0
...
. . . . . . . . .

...
0 0 0 b′n−1 cn−1
0 0 · · · 0 b′n

 ,d′ =

d′1
d′2
...
d′n


nın bileşenleri

b′1 = b1

d′1 = d1

b′i = bi −
ai
b′i−1

ci−1,

d′i = di −
ai
b′i−1

d′i−1, i = 2, 3, · · · , n

olarak tanımlanır.

(b) A′x = d′ sistemini çözerek

xn = d′n/b
′
n,

xi = (d′n − cnxn+1)/b′n, i = n− 1, n− 2, · · · , 1

oldŭgunu gösteriniz.

(c) Yukarıda elde ettĭginiz algoritmayı X =thomas(a,b,c,d) komutu ile
aynısayıda bileşene sahip a,b,c,d vektörleri için çalı̧stıran MATLAB/Octave
programıhazırlayınız.

11. (Proje: Modifiye Thomas)A matrisini

A = Ls+ TD+ Us = Ls+


b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 · · · 0
...
. . . . . . . . .

...
0 0 an−1 bn−1 cn−1
0 0 · · · an bn

+Us
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olarak yazınız.Burada Ls üç köşenli kısmın aşăgısında yer alan elemanları
içeren alt üçgensel matris ve Us ise üç köşegenli kısmın yukarısında kalan
kısmıiçeren üst üçgensel matristir. Ax = b sistemini

TDx+ (Ls+ Us)x = b

olarak yazarak

TDX(k+1) = b− (Ls+ Us)X(k), k = 0, 1, · · ·

iterasyonunu tanımlayalım. Yöntemin her adımda Thomas algoritmasını
kullanmak suretiyle üç kögenli lineer sistemi çözmesi gerektĭgine dikkat
edelim.

(a) Yukarıda tanımlanan algoritmayıX =mthomas(A,b, X0) komutuyla
uygulayan bir MATLAB/Octave programıhazırlayınız.

(b) Yöntemin yakınsama hızınıGauss-Jacobi ve Gauss-Seidel ile karşılaş-
tırınız.
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[2] Coşkun, E. MATLAB/Octave ile Sayısal Hesaplama ve Kod-
lama(URL:erhancoskun.com.tr).
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