Bolim

Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Sayisal analiz gerektiren problemler arasinda yer alan diger énemli bir prob-

lem,

Ax = b bigiminde ifade edilebilen lineer cebirsel sistemlerdir, burada

A, pxn matris, X,x1 ve by, 1 vektordiir. Bu boliimde matris ve vektor ¢arpimi
ile baglayarak,

Ax = b denklem sistemini lineer cebirsel ve geometrik olarak inceliyo-
ruz,

¢oziimiiniin varlik ve tekligi ile birden fazla ¢oziimiin mevcut olmasi
durumunda genel ¢oziimiin nasil ifade edilebilecegini inceliyoruz,

¢oziimii sonlu sayida aritmetik iglem ile elde eden ve dogrudan(direkt)
yontemler olarak bilinen

— Gauss yok etme,
— LU ve

— (R ayrisim yontemlerini inceliyoruz.

Coziimiin mevcut olmamasi durumunda en yakin c¢oziimiin En Kiiciik
Kareler veya buna denk olarak ()R ayrisimi yardimiyla nasil bulunabi-
lecegini inceliyoruz. Ayrica

herhangi bir baglangic deger ile 6nceden bilinmeyen sayida yinelemeli
islem sonucunda yaklagik ¢oziimii elde eden ve yinelemeli(iteratif) yon-
temler olarak bilinen yontemlerden
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2 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

— Gauss-Jacobi ve

— Gauss-Seidel yontemlerini inceliyoruz.

Bu dokiiman "MATLAB/Octave Uygulamalariyla Sayisal Analize Girig"
isimli calismamizin yedinci boliimiinii olusturmaktadir. Ileri diizey arastirma,
i¢in konuyla ilgili olarak zaman zaman kullandigimiz ve boliim sonunda sun-
dugumuz degerli kaynaklar1 6neririz.

Oncelikle sikca kullanacagimiz matris ve vektor capmmini yakindan in-
celeyelim:

7.1 Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor
carpimi

A matrisi ile x vektorinin carpima, A matrisinin stitunlarimin x vektorinin
bilesenleri ile olugturulan lineer bilesimi(kombinasyonu) dir.
Ornegin

A:[; ﬂ (7.1)

matrisi ve x = vektorii igin

|12 x| | x+2y | 1 2
e B IR Eas A R R
olarak ifade edilebilir.

Appxn matrisinin sttun uzayr, A mn sttunlarinm lineer
bilesimi ile olugturulan vektor uzayidur ve bu uzay R™ in bir alt uzaydir. O
halde Ax vektoric A matrisinin stitun uzayinin bir elemanadar.

Ayrica, A matrisi ve x siitun vektoriiniin ¢carpimi sonucunda olugsan y =
Ax vektoriiniin her bir bileseni, A nin her bir satir vektoriiile x = [x,, 22, -+ , 2y,
siitun vektoriiniin skaler ¢capimi olduguna dikkat edelim. y =Ax vektoriiniin
1 — inci bilegeni

T

y(i) = apzi+ apre+ -+ apno,

= Y A(i,§) xx(j),i =1,2,...,m
j=1
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7.1 Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi 3

olarak ifade edilir ve asagidaki yigmali toplam ile hesaplanabilir:

for i=1:m
top=0;
for j=1:n
top=top+A(i,j)*X(j);
end
Y(i)=top;
end

Yukarida tanimlanan skaler cebirsel yigmali toplam, MATLAB/Octave
ortaminda vektor cebiri yardimiyla daha pratik bir bigimde hesaplanabilir.
Burada skaler cebirsel islem ile skalerler iizerindeki aritmetik islemleri, vektor
cebirsel igslem ile de vektorler tizerindeki cebirsel iglemleri kastediyoruz.

A(i,:) ile A matrisinin i — inci satir vektoriinii gosterelim. x bir siitun
vektorii olmak iizere, y = Ax carpim vektoriiniin her bir bileseni vektorel i
carpim ile

y(i) =A(@,:)*xx, i=1,2,...m

olarak elde edilir ve bu iglem MATLAB/Octave ortaminda vektor cebirsel
islemler yardimiyla asagidaki gibi gerceklestirilebilir:

for i=1:m
Y(i)=A(1i, :)*x;
end

Vektor cebiri yardimuyla, skaler cebirsel iglemde gerekli olan i
ice for dongisi yerine, ayni iglemin tek bir dongi ile gerceklestirilebildigine
dikkat edelim.

Alternatif olarak, matris-vektor carpimi MATLAB/Octave ortaminda

y=Axx

olarak tanmimmlanir ve ¢apim vektoriiniin i—inci eleman ise y() dir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



4 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

7.2 Ax =Db?

Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri, satirlarina
bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber Strang’a[l11] aittir.

Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel acidan inceleyelim:

Eger bir b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ise, bu taktirde b vektortii,
A matrisinin siitunlarinin lineer bilegimi olarak yazlabilir, yani Ax = b
esitligi saglanacak bicimde x vektorii mevcuttur, diger bir degimle, Ax = b
denklem sistemi ¢oziime sahiptir. Ote yandan, eger Ax = b denklem sistemi
bir ¢oziime sahipse, b vektorii A matrisinin siitun uzayindadir: O halde

e Ax = b denklem sisteminin ¢ézimiinin var olmas: i¢in gerek ve yeter
sart b vektorinin A matrisinin stutun uzayinda yer almasidar.

1 2
A=a i)

matrisinin stutunlar lineer bagimsizdir(Vektorlerden birisi digerinin sifirdan
farkly bir sabit katr degildir). O halde A mn siitun vektorleri R* nin bir
tabanina olusturur. Dolayiswyla herhangi b €R%, A mn siitunlarmin lineer
bilesimi, yani Ax bicimde ifade edilebilir:Sonu¢ olarak herhangi b €R? icin

Ax = b denklem sistemi ¢oziime sahiptir.
Eger b vektoric A matrisinin stitun uzayinda yer almakta ve

A man stitunlary lineer bagimsiz ise bu taktirde Ax = b denklem sistemi tek
bir ¢éziime sahiptir.

Ispat y # x olmak iizere Ay = b oldugunu kabul edelim, diger bir
deyimle y de bir diger ¢oziim olsun. Bu taktirde

Ax = Db
Ay = b
denklem sistemlerinin taraf tarafa farkini alarak
z=x—-y#0
olmak tizere
Az =0

elde ederiz ki bu sonug A matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz olmasiyla
geligir. O halde birden fazla ¢oziim kabuliimiiz yanhgtir.
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7.2 Ax =b? 5

Eger b vektori A matrisinin stitun uzaymnda ve A nin stitunlar:
lineer bagimh ise Ax = b denklem sistemi sonsuz sayrda ¢oziime sahiptir.

Ispat b vektorii A min siitun uzaymda oldugundan Ax = b denklemini
saglayan en az bir x = x; ozel ¢oziimi mevcuttur. Ote yandan A nin sii-
tunlar: lineer bagimli oldugundan, A matrisinin sifir uzay1 bostan farklidir.
{z1,x9,...;21},(k > 1) kiimesi A matrisinin sifir uzayimn bir tabam olsun.
Bu taktirde

X, = X1 + X + ... + pXp, ¢ € R

Ax = 0 homojen sisteminin genel ¢oziimiidiir ve homojen olmayan sistemin
¢oziimii X = x5, + X; bicimindedir. Buradan sonsuz sayida c¢oziim oldugu

agiktir.
1 2 3
a=[a i) (3]

icin Ax = b denklem sisteminin ¢ézimiini irdeleyiniz.

Acikca A matrisinin siitunlar: lineer bagimhidir. A nin siitun uzay1 ikinci
bilegeni birincisinin 2 kat1 olan noktalar kiimesidir: Yani diizlemde y = 2z
bagintisi ile tanimlanan dogru iizerindeki noktalardan olusur. b de A nin
stitun uzayinda yani y = 2x dogrusu iizerinde yer alir. O halde x = [z, y|7igin
Ax = b denklem sistemi ¢oziime sahiptir. Standart yok etme iglemi ile

r+2y = 3
2v+4y = 6

dan x + 2y = 3 veya y = (x — 3)/2 elde ederiz. Bu durumda sonsuz sayida
noktadan olusan ¢oziim kiimesi

t {5}‘[<xf5ﬂ}

tIMEES

= Xp+X;
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6 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

bi¢iminde iki bilesenden olugsmaktadir. Burada

Xh:c{l/?}’CER
Ax = 0 homojen sisteminin genel ¢éziimd, yani A nin sifir uzayidaki nok-

talar kiimesi ve
0
A [ —3/2 }

ise Ax = b nin ¢ = 0 skalerine kargilik gelen bir 6zel ¢ozimiidiir.

3 2 1
A=1]1 -1 2
2 1 4

ile verilen A matrisi ve herhangi b € R? i¢in Ax = b denklem sisteminin
coztimiini irdeleyiniz.

A matrisinin siitunlar lineer bagimsizdir (Ax = 0 = x = 0 dir). Do-
layisiyla A nin stitunlar1 R? i¢in bir tabandir. R? de alman herhangi bir b

vektorii, bu taban elemanlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir. O halde
her b € R? i¢in

3r+2y+ 2 3 2 1 by
r—y+2z | =z |1 |4+y| -1 |4+2z|2]|=]0b
20 +y + 4z 2 1 4 b3

sistemi ¢oziime sahiptir.

Stitunlar: lineer bagimly olan

1 -1 -1
A=|3 2 7 (7.2)
2 1 4

matrisi ve herhangi b=1[1 1 1T ve b = [2 1 1] i¢in Ax = b denklem
sisteminin ¢ozimiind irdeleyiniz.
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7.2 Ax =b? 7

dir.

e b =[111]7i¢in Ax = b denklem sisteminin ¢oziimii yoktur. Ciinkii bu

b vektorii A matrisinin siitun uzayinda yer almamaktadir. A matrisinin
satirlar1 arasinda

satir 1+ 3 x satwr_2 =5 x satwr_3 (7.3)

bagintisinin olduguna dikkat edelim. O halde herhangi b = [by, by, bs]”
vektorii icin Ax = b denklem sisteminin ¢oziimiin var olmasi ancak ve
ancak

bl+3><bgz5><b3 (74)

bagintisinin saglamastyla miimkiindiir. Oysa b = [1 1 1]7 vektorii bu
ozelligi saglamamaktadir.

Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (7.4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla
bu b vektorii i¢in ¢dziim mevcuttur. Ancak (7.2) ile tanimlanan A
matrisinin sititunlar1 lineer bagimh oldugu i¢in sonsuz sayida ¢oziim
vardir. Bu durumda sistemin ¢oziimii

X =Xp+ X5
olacak bicimde iki bilesenden olusur. Burada x;, Ax = 0 homojen
sistemin keyfi parametre veya parametreler iceren genel ¢oziimii ve x;

ise homojen olmayan Ax = b sistemin bir 6zel ¢oziimiidiir. Ornegimiz
icin

X=X,+x;5=c| 2|+ | -1 |,ceRr
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8 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Ozetle,

Ax = b denklem sistemi verilmis olsun.

e FEger b wektori, A matrisinin stitun uzayinda ise ¢6zim mev-
cuttur, aksi halde ¢éziim mevcut degildir.

o Eger b vektori A matrisinin stitun uzayinda ve A nin stitunlar:
lineer bagimsiz ise bir tek ¢ozim, lineer bagimii ise sonsuz sayida
¢coztim mevcuttur.

o Sonsuz sayidaki ¢éziimler ise
X=X, t+ X5

biciminde xy, ile gosterilen homojen kisman genel ¢oziimii ve X;
ile gdsterilen homojen olmayan sitemin ézel ¢ozimiinin toplama
olarak ifade edilir.

Simdi de denklem sistemini geometrik acidan inceleyelim:

Ax = b denklem sisteminin her bir denklemine(satirina) bakildiginda ne
gozlemleriz?

e n = 1,m =1 icin sistem ax = b denklemine indirgenir. Bu durumda
a # 0 igin tek bir ¢oziim(x = b/a) elde edilir.a = 0 olmasi durumda
ise ¢oziim yalniz ve yalniz b = 0 olmasi durumunda miimkiindiir ve bu
durumda sonsuz sayida ¢oziim mevcuttur(her reel say1 bir ¢oziimdiir).

e n=2m=2i¢gin

anc +apy = b

a1 + axpy = by

denklem sistemini elde ederiz. Her bir denklemin R? de bir dogru be-
lirledigini biliyoruz. O halde sistem her iki dogru iizerinde bulunan
noktalarin geometrik yerini aragtirmaktadir. S6z konusu dogrular farklh
veya ayni egimlere sahip olabilirler. Eger farkli egimlere sahip olurlarsa,
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7.3 Neden Ax=b? o}

tek bir noktada kesisirler(tek bir ¢oziim). Aymi egime sahip olmalar
durumunda ise gakigik dogrular olabilirler(sonsuz ¢oziim) veya hig ke-
sismeyebilirler(¢oziim yok).

e n > 3 icin Ax = b denklem sisteminin her bir satir1 n = 3 igin bir
diizlem ven > 3 icin hiperdiizlem belirler. Bu durumda problem, m
adet hiperdiizlemin arakesit noktasinin geometrik yerini arastirmak-
tadir. Tek bir noktada kesismeleri durumunda, kesigim noktasi sis-
temin tek bir ¢oziimiidiir. Denklemlerden bazilar1 digerlerinin lineer
bilesimi olabilir, buna gore sistem degisik sayida parametreli sonsuz
¢oziime sahip olabilir veya hicbir ortak noktada kesismeyebilirler ki bu
durumda sistem herhangi bir ¢oziime sahip degildir.

7.3 Neden Ax=Db?

Farkli alanlardaki bir ¢ok problem, Ax = b bigiminde ifade edilebilen lineer
cebirsel bir sistemin ¢ozlimiinii gerektirir:
1. En basit durumda n = 1,m = 1 i¢in f(z) = %aa:Q —xb = %xaaj —xb
fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger a > 0 (a < 0)ise f fonksiyonu
minimumuna(maksimumuna), ax = b denkleminin ¢6ziimiinde ulagr.

n=2,m =2 i¢in

-z 21y

Q21 Q22 Yy

fonksiyonu ekstremum noktasina

fo(z,y)
fy (QZ, y) = 0
veya
anr +apy = b
a1 T + azxpy = by

olarak ifade edilebilen denklem sistemininin ¢oziimiinde ulagir.
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Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Simetrik bir A matrisi i¢in sonlu bilinmeyenli bir ¢ok fiziksel sistemin(yap1
elemanlari, yaylar, kiitleler vb) toplam enerjisini ifade eden

f(x) = %XTAX —x'b

fonksiyonu, ekstremum noktasina(denge noktasina)
Ax=Db

denklem sisteminin ¢oziimiinde ulagir. Eger A pozitif definit ise ¢oziim
noktast minimum, negatif definit ise maksimum ve indefinit ise eyer
noktasidir[11].

. Sadece doga olaylarinda degil, ekonomide de denge bir lineer denklem

sisteminin ¢oziimiinii gerektirir. Ornegin ulusal ekonomi modelinde D
vektorii ile dig tilkelerden gelen ithalat talebini gosterelim. Bu talebi
kargilamak iizere iilkenin her bir ekonomi sektoriinde iiretilmesi gereken
miktari ise x ile gosterim. Bu iiretim siirecinde iilkenin i¢ tiiketimi Ax
e egittir ve dig talebi karsilamak icin iiretilmesi gereken miktar

x—Ax=D

veya
(I—A)x=D

bi¢iminde bir lineer sistemin ¢6ziimii olarak elde edilir. Bu model Leon-
tief! input-output modeli olarak bilinir[4].

. Diferensiyel denklemler ile olusturulan sinir-deger problemleri, sonlu

elemanlar veya sonlu farklar yontemleri yardimiyla elde edilen yak-
lagimlar sonunda lineer cebirsel sistemlerin ¢oziimiinii gerektirirler[?].

. Verilen veri kiimesine uygun egrinin belirlenmesi problemi lineer denk-

lem sistemi ¢oziimiinii gerektirir(Boliim 5).

. Nonlineer cebirsel sistemler i¢in geligtirilen bir ok yontem(6rnegin New-

ton yontemi ve varyasyonlar: ) her adimda lineer cebirsel sistemlerin
¢Ozlimiinii gerektirir(Bolim 6).

Yukaridaki 6rnekleri ¢gogaltmak miimkiindiir, simdi s6z konusu sistemin
nasil ¢oziilecegi problemine geri donelim.

"Wasilly Leontief, Rus iktisatc1.
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7.4 Ax = b icin dogrudan ¢6ziim yontemleri 11

7.4 Ax =Db igin dogrudan ¢oziim yontemleri

Ax = b sisteminin ¢oziimii i¢in esas itibariyle iki ¢oziim sinifi mevcuttur. Bu
yontemler dogrudan(direkt) ve yinelemeli(iteratif) ¢oziim yontemleri olarak
adlandirihrlar. Ayrica yari yinelemeli(semi-iterative )[10] olarak adlandirilan
ve baz1 6zel matrisler icin daha etkin ¢oziim iireten yontemler Gradyan yon-
temler: gibi yontemler de mevcuttur, ancak s6z konusu yontemlere bu ¢alig-
manin kapsamini sinirhi tutmak amaciyla yer veremiyoruz..

Dogrudan ¢éziim yontemler: sonlu sayida islem yardimiyla ¢oziimii belirli
bir yuvarlama hatasi ile elde eden yontemlerdir. Ilerleyen boliimlerde in-
celeyecegimiz Gauss yok etme yontemi, LU ayrisim yontemi ve Q)R ayrigim
yontemi dogrudan ¢oziim yontemlerinden sik¢a kullanilanlaridirlar.

Dogrudan ¢éziim yontemleri A katsayr matrisinin ¢ok fazla sayida
sifirdan farkl elemani olmasi veya diger bir deyimle "yogun(dense)" matris
olmasi durumunda ve boyutunun ise "kiiciik" olmasi durumda tercih edilirler.

Yinelemeli yontemler ise verilen denklem siteminin ¢oziimiinii, cok degiskenli
ve lineer bir fonksiyon olan

f(x)=Ax—-Db

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemini olarak gozoniine alirlar. Bu
bigimde tanimlanan f nin sifiryerini belirleme problemini ise uygun bigimde
secilen ve yineleme fonksiyonu adi verilen fonksiyonun sabit noktasini be-
lirleme problemine doniistiiriirler. Bu amacla yinelemeli yontemler uygun
x(® € R"™ baglangic noktas: ve g ile gosterilen yineleme fonksiyonu yardi-
miyla

x(k+1) — g(x(k)), k=0,1,---

ile elde edilen ve yakinsamasi imit edilen dizinin limit noktasini belirlemeyi
veya limit noktasina yeterince yaklagmay1 amaclarlar.

Yinelemeli yontemler genelde biiyiik boyutlu ve yogun olmayan(sparse)
katsay1 matrisine sahip sistemler icin tercih edilirler.

A matrisinin pozitif definit olmas1 durumunda ise Fslenik Gradyan yon-
temi[10] gibi yari-yinelemeli yontem olarak adlandirilan ve bu ¢ahisma kap-
saminda yer almayan yontemler mevcuttur. Ote yandan daha 6zel A matris-
leri igin Ax = b denklem sisteminin ¢oziimiinii elde etmek amaciyla geligtir-
ilmis yontemler de mevcuttur. Ornegin A matrisinin ii¢ kosegenli matris
olmas1 durumunda Thomas yontemi(algoritmasi) kullamlir(Yinelemeli Y6n-
temler Boliimii, Ahgtirma 10).
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12 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Oncelikle dogrudan c¢oziim yontemlerini incelemek istiyoruz. Gauss-yok
etme yontemi akla gelen ilk dogrudan coziim yontemidir. Yontem agagida
Ozetlenecegi tizere yok etme igleminden sonra iist {icgensel sistemin ¢ozii-
miinii gerektirir. Bu amacla oncelikle tist ticgensel sistemlerin geriye dogru
¢oziimiinii hatirlayalim:

7.4.1 Ust iicgensel sistemler(geriye dogru ¢oziim)

U matrisi
U1 U2 U1n
0 U922 U2n,
U =
0 0 - U

olarak tamimlanan ve kosegen iizerindeki elemanlar: sifirdan farkli bir st
tiggensel matris(u; # 0,4 = 1,---,n) ve b = [by by ---b,|T olmak iizere
Ux = b denklem sistemi verilmig olsun. Acikca bu sistemi

U111 + UreTo + -+ + UrpT, = bl
UpnTn = bn

olarak yazabiliriz. Son denklemden =z, = b,/u,, elde ederek, bu degeri
bir iist satirdaki denklemde yerine yazmak suretiyle x,_; degerini, ve aym
sekilde yukariya(veya gerige) dogru devam ederek z,, o, - - , xo, 1 degerlerini
elde ederiz.

3r+2y+1z =
20+2z = 0
z = 2

denklem sistemini geriye dogru ¢oziiniiz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.4 Ax = b icin dogrudan ¢6ziim yontemleri 13

2z = 2 degerini bir 6énceki denklemde yerine yazarak y = —1 olarak elde
ederiz. Son olarak bulunan y ve z degerlerini birinci denklemde yazarak z = 1
degerini elde ederiz.

Ust ticgensel sistem algoritmasi(Algoritma 7.1) asagida verilmektedir.

Algoritma 7.1 Ust iicgensel sistem cozer
1. input U, b

2. n ye b nin eleman sayisini ata
3. xp = by Uy

4. 1 =n—1,n—2,---,1igin

1
;= —(bi = Uia1Tig1 — 0 — UinTn)
Ui
1 n
= u_ii(bi = > uyy),

j=i+1

Algoritma 7.1 e ait Program 7.1 agagida verilmektedir.

function X=ustucgen(U,b)
%UX=b iist iicgensel denklem sistemini c¢ozer.

[m,n]=size(U);

X=zeros(n,1);

X(n)=b(n)/U(n,n);

for i=n-1:-1:1
jv=i+l:n;
top=U(i,jv)*X(jv); % jv nin vektdor olduguna
X(i)=(b(i)-top)/U(i,i); % dikkat ediniz!

Program 7.1: Ust ticgensel sistem cozer
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14 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

Programi caligtirmak igin U matrisi ve b siitun vektorii agagidaki gibi
tanimlanir:

>U=[32102 1,0 0 1];

>>b=1[30 2]/ ;
Daha sonra agagidaki komut yardimiyla x ¢oziimii elde edilir:

>>X=ustucgen(U,b)

X=1-1 2

Uz = y sistemini ¢6zmek igin gerekli islem(carpma ve bdlme)
sayisin1 hesaplayalim:

Ux = y denklem sistemini ¢ozmek i¢in n — 1-inci satirda 1 adet, n —2-inci
satirda 2 adet ve 1-inci satirda ise n — 1 adet carpma islemi gereklidir. Diger
bir degimle tablo halinde ifade edersek

satir no 1 2 - on—1
¢arpma iglem sayist n—1 n—2 --- 1

O halde gerekli carpma islemi sayist

n(n—1
1+2+---+(n—1):%
dir.
Oteyandan bu ¢oziim isleminde gerekli bolme islemi sayest ise her satirda,
1 adet olmak tizere toplam n adettir.
Sonug olarak Ux = y denklem sistemini ¢tzmek igin gerekli carpma ve

bolme iglem sayisi

n+ w = %n(n +1) (7.5)

dir.

7.4.2 Pivotsuz ve kismi pivotlu Gauss yok etme yo6n-
temi ile ¢6ziim

Ax = b denklem sisteminin ¢oziimiinde kullanmilan geleneksel bir yontem
Gauss yok etme yontemidir?. Yontem elemanter satir veya siitun islemleri

2Carl Friedrich Gauss (1777-1855, Alman matematikgi)

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.4 Ax = b icin dogrudan ¢6ziim yontemleri 15

yardimiyla verilen sistemi Ux = ¢ bi¢iminde iist ii¢gensel veya egelon(basamakli)
forma doniigtiiriir. Bu amagla sag yan vektorii ile birlikte olugturulan [A|b]
ekli matrisine elemanter satir iglemleri uygulanarak [U|c| ekli matrisi elde
edilir. Elemanter satir islemlerinin ilgili denklem sisteminin ¢oztimiiniin de-
gistirmedigini biliyoruz. Dolayisiyla verilen sistemi ¢6zmek yerine yukarida
incelenen geriye dogru ¢oziim yontemini, elde edilen Ux = c st {icgensel
sistemi veya eselon sistemine uygulayarak ¢oziim elde edilmis olur.
Elemanter satir islemlerini hatirlayalim:

1. Bir matrisin herhangi bir satir1 sifirdan farkli bir sabitle ¢arpilabilir.
2. Herhangi iki satir yer degistirebilir.

3. Bir satir sifirdan farklh bir sabitle carpilarak diger satira ilave edilebilir.

Oteyandan eselon formu hatirlayalim: eger asagidaki kriterler saglanirsa
[U|c] ekli matrisi egelon formdadir denir:

1. Her bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman bir iist satirdaki sifirdan
farkli elemanin saginda yer alir.

2. Her bir satirda sifirdan farkl ilk elemanin agagisinda yer alan biitiin
elemanlar sifira esittir.

3. En az bir eleman sifirdan farkl olan higbir satir, biitiin elemanl sifira
esit olan bir satirin daha agagisinda yer almaz.

r+2y+ 2z =
6rx+6y+3z = 6
92 4+ 10y + 62z = 11

denklem sistemini Gauss yok etme yontemi ile ¢oziiniiz.
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Elemanter satir iglemleri yardimiyla

3 2 1 : 371 —2x8+8 [3 21 3
[Ap)=|6 6 3 : 6 - 021 :0
9 10 6 : 11 | —3x5+S5; [0 4 3 2
(3 2 1 : 3
— 021 :0]|=[U]
—2X52+S3 _O 01 : 2

elde ederiz. Elde edilen iist iicgensel sistem

r+2y+z = 3
2042 =

z
olup, geriye dogru cozerek
z=2,y=—-1l,x=1

¢Ozlimiini elde ederiz.
Gauss yok etme yontemine gore ¢oziim iki asamadan olugmaktadar:

1. Az = b denklem sisteminin elemanter iglemlerle Ux = c iist iicgensel
sistemine doniistiiriilmesi ve

2. Uz = c sisteminin ¢oziilmesi

Yukarida bahsettigimiz birinci asamay1 herhangi satir veya siitun yer
degistirmeden gergeklegtiren yok etme yontemine pivotsuz Gauss yok etme
yontemi adi verilir. Burada pivot, sifirdan farkli kat1 alinarak diger satirlara
ilave edilmek suretiyle gerekli yok etme igleminin yapilmasi icin kullanilan
ve matris kogegeni iizerinde bulunan elamana verilen isimdir, ve pivotsuz
yontem pivotu olmayan yok etme islemi olarak yorumlanmamalidir.

Gauss yok etme yontemine ait Algoritma 7.2 agagida verilmektedir.

Gauss yok etme yontemine ait Program 7.2 agagida verilmektedir. Satir
iglemlerinin vektor cebiri(vektorlerle aritmetik iglemler) yardimiyla gergek-
lestirildigine dikkat ediniz.

Gauss yok etme iglemine gore uyguladiktan sonra, iist tiggensel sistemi
Algoritma 7.2 yardimiyla ¢ozen gaussilecoz isimli Program 7.3 agsagida ve-
rilmektedir.
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Algoritma 7.2 Pivotsuz Gauss Yoketme algoritmasi
1. girdi: A,b

2. A = [A b] %ekli matris
3. 7=1,2,....,n—11igin
(a) iv =j+1:m % elemanter satir iglemi uygulanacak satir indisleri

(b) eger A(j,j) = 0 ise pivotsuz yéntem uygulanamaz, gik

(c) carp = —A(iv,j)/A(j,j); % elemanter satir iglemi i¢in carpan
vektori

(d) A(iv,:) = A(iv,:)+carpx A(j, :);% iv indisli satirlar igin elemanter
satir islemi

4. U = A(:;,1:n); % iistiiggensel matris
5. ¢ = A(:;,n+ 1); % sagyan vektorii
6. cikti: U, c

Ornek 7.6 de verilen lineer sistemi pivotsuz Gauss yok etme
yontemine ait Program 7.2 yardimwyla ¢éziiniiz.

MATLAB/Octave ortaminda
>>A=[3 2 1;6 6 3;9 10 6];b=[3 6 11]7;
ile tamimlayarak,
>>X=gaussilecoz(A,b)
komutuyla
>>X=1 -1 2
sonucunu elde ederiz.

Gauss yok etme yontemi ile ¢6ziim igin gerekli aritmetik islem(garpma
ve bodlme) sayisim1 hesaplayalim:
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function [U,c]l=gauss(A,b)
%Pivotsuz Gauss Yoketme Yontemi ile
%AX=b sistemini Ux=c sitemine indirger, ec.

[m,n]=size(A);

A=[A bl;

for j=1:n-1
iv=j+1:m; % iv nin vektor olduguna dikkat ediniz!
if A(j,j)==0 error(’Pivotsuz GE uygulanamaz’);

end
carp=-A(iv,j)/A(5,3);
A(iv,:)=A(iv, :)+carp*xA(j,:);
end
U=A(:,1:n);
c=A(:,n+1);
S

function X=gaussilecoz(A,b)
%Pivotsuz Gauss Yoketme Yontemi ile
%AX=b sistemini ¢dzer.

[U,c]l=gauss(A,b);
X=ustucgen(U,c);

Program 7.3: Pivotsuz Gauss yoketme yontemi ile ¢oziim

Oncelikle Ax = b denklem sistemini Ux = c sistemine doéniistiirmek icin
gerekli carpma iglemi sayisini hesaplayalim.

Birinci siitunu indirgemek(n — 1 adet elemam sifir yapmak) igin gerekli
garpma iglem sayisi

(n—1)(n+1)

dir: (n — 1) adet satir ve her bir satirda (n + 1) eleman(A nin n adet siitun
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eleman ile b nin ilgili satir elemani).
Bu say1 ikinci siitun icin

(n—1—1)(n+1-1)
= (n—2)n

ve (n —1) inci siitun igin ise

m=—1—(n-=2)(n+1-(n—-2))
= 1x3

diir.
Ote yandan

n—1)n+1) = n*-1
n—1-1)n+1-1) = n—-2mn=(n—-1?-1

n—1-m-2)n+1-(n-2) = (n—(n-2)>-1
= 221

O halde uygulanan carpma iglemi sayisi, 1 den n e kadar olan sayilarin
karelerinin toplam formiilii yardimiyla

22—+ -1 +..+(n*—1)
= 22+3F+--+n’—(n-1)
= nn+1)2n+1)/6 —n
1 1
= 5713 + 5”2 — én
dir.
Ayrica gerekli bolme iglemi sayisi ise yok etme iglemi icin gerekli carpan-

larin sayis1 olan

%(n —1)n

kadardir. (Bu say1 n x n lik matrisin kogegen hari¢ alt ii¢cgensel kismindaki
eleman sayisina esittir.)
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O halde Gauss yok etme iglemiyle Ax = b sisteminin Ux = c sistemine
doniigtiiriilmesi i¢in gerekli ¢carpma ve bdlme iglemlerinin toplam sayist
1 4 5 4
-n"+n"—-n 7.6
3 3 (7.6)
kadardir.
Ote yandan elde edilen Ux = c sisteminin ¢oziimii icin gerekli olan ve 7.5
ile verilen islem sayisin1 da ilave etmek suretiyle, Gauss yok etme yontemiyle
verilen denklem sisteminin ¢oziimii i¢in gerekli igslem sayisini

1 3 5

olarak elde ederiz.

Yukarida uygulanan herhangi bir satir yer degistirmesi
gerektirmeyen yok etme yontemi pivotsuz Gauss yok etme yontems ola-
rak bilinir ve yok etme islemi esnasinda A(j,j) kdsegen elemanlarinin sifira
egit olmast durumunda uygulanamaz.

Ornegin katsay1 matrisi

3 2 1
6 4 3
9 10 6

A=

olmus olsaydi, A(2,1) = 6 elemammnin bulundugu pozisyonu sifir yapmak i¢in
uygulanan —2 x S7 + Sa— > S5 yok etme igleminde A(2,2) = 0 olurdu ve
yok etme iglemine devam edilemezdi.

Bu durumda sik¢a kullanilan alternatif

e A(j,7) elemaninin bulundugu siitunda yer alan A(j + 1,j),...A(n,j)
elemanlarim sirasiyla tarayarak belirlenen mutlak degerce en biiyiik ele-
man eger |A(7, j)| den biiyiikse, bu elemanin bulundugu satir elemanlar
ile 7 inci satir elemanlarimi yer degistirmektir.

Bu yonteme kismi pivotlu Gauss yok etme yontemi(Gauss elimination
with partial pivoting) adi verilmektedir.

e Bir diger alternatif ise A(j, j) pivotunun elemaninin agagisinda ve saginda
bulunan mutlak degerce en biiyiik elemanla satir ve siitun degigimi
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yapmaktir ki bu yaklagima tam pivotlu Gausss yok etme iglemi adi
verilmektedir. Sayisal igslemlerde olagabilecek yuvarlama hatalarini mi-
nimize etmek icin tam pivotlu yontem tercih edilir.

Kismi pivotlu Gauss yok etme yontemine de kisaca goz atalim:
Kismi Pivotlu Gauss yok etme yontemsi ile

r+2y+z = 6
6r +4y+32z = 13
9z + 10y + 62 = 25

ststemint cozuniiz.

32 16 o o [9106 2
[Ab]=|6 4 3 : 13 P77 604 0313
9 10 6 : 25 32 1: 6

9 10 6 : 25

—2/3x S, +S,— |0 —8/3 —1 : —11/3

—1/3X51+53—> 0 —4/3 -1 : —7/3

9 10 6 : 25

0 —8/3 -1 : —11/3

~1/2x 8,4+ 85— |0 0 —1/2 : —1/2

Elde edilen bu indirgenmis sisteme kargilik gelen {ist tiggensel sistem asagidaki
gibidir:
9z + 10y + 62 = 25
—8/3y—z = —11/3
-1/2z = —-1/2
Bu sistemi ¢ozerek x = y = z = 1 sonucunu elde ederiz. Kismi pivotlu

yonteme ait Algoritma 7.4 ve kodu,Program?7.7, bir sonraki boliimde LU
ayrigim yontemiyle birlikte veriyoruz.
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7.4.3 A= LU ayrisimu yardimiyla ¢6ziim

Bu yontem oncelikle A matrisinin, eger miimkiinse, birisi kégsegen tizerindeki
elemanlar1 bir rakamlarindan olusan alt iicgensel L matrisi, ve digeri de U
iist iicgensel matrisi olmak tizere bu iki matrisin carpimi, A = LU, seklinde
yazilmasim gerektirir. Oncelikle soz konusu ayrisimin nasil gerceklestirile-
cegini inceleyelim:

Yukaridaki boliimde inceledigimiz pivotsuz Gauss yok etme yontemi U
matrisi ile birlikte yok etme igleminde kullanilan ¢arpanlarin toplama islem-
ine gore terslerini iceren ve kogegen tizerindeki elemanlar: 1 e esit olan L alt
iggensel matrisini de iiretir.

Bunun i¢in yukaridaki érnege ait yok etme iglemlerine tekrar gozatalim:

3 2 1 —2x 51+ 5 3 2 1 3 2 1
A=|6 6 3 — 0 2 1 — 0 2 1|=U
9 10 6 —3X51+Sg 0 4 3 —2XSQ+53 0 0 1

A nin (4, 7) inci pozisyonunda sifir elemamn tiretmek i¢in kullanilan ¢arpanin
toplama iglemine gore tersi L nin (i, ) inci elemani olarak alimir. O halde
yukaridaki carpanlar dikkate alinarak

1
L=1|2
3

N = O
— o O

elde edilir. Gercekten de A = LU dur.

A = LU ayrigimini, herhangi bir satir yer degistirme iglemi gerceklestirmek-
sizin(eger miimkiinse !) elde eden algoritma 7.3 agagida verilmektedir .

A = LU ayrigimi algoritma 7.3 ile gerceklestiren Program 7.4 asagida

verilmektedir.
Test:

>> A=[3 2 1;6 6 3;9 10 6];

>> [L,U]=1ubul(A)
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Algoritma 7.3 Pivotsuz LU ayrigim algoritmasi
1. girdi: A

2. n, A nin satir sayisi

3. L :, Aile aym boyutlu sifirlar matrisi
4. L nin kosegen elemanlarini 1 e egitle
5. Her bir j =1,2,...,n — 1 igin

(a) iv=j+1,...,n; % elemanlarim igeren vektorii tanimla
(b) L(iv,j) = A(iv, j)/A(j, 7);;% carpanlar vektoriinii tanimla
(c) A(iv,:) = A(i,:) — L(iv, j) * A(j,:); iv indisli satirlar giincelle

6. Cikt1 L alt iiggensel matris

7. Cikt1 A iist tiggensel matris

A=LU ayrisimini pivotsuz yontemle hesaplar

function [L,A]=1lubul(A)

[n,n]=size(A);

L=zeros(n,n);

for i=1:n

L(i,i)=1;

end

for j=1:n-1
iv=j+1:n;
L(iv,j)=A@iv,j)/A(G,5);
A(iv,:)=A(i,:)-L(iv,j)*A(j,:);

Program 7.4: Pivotsuz yontemle A=LU ayrigim uygulamasi
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2 1 0
3 2 1
U=

3 2 1
0 2 1
0 0 1

Eger A matrisi yukarida belirtildigi bigimde A = LU ayrisitmina sahipse,
bu taktirde Ax = b denklem sistemi LUx = b sistemine doniistir.

Ux=y

doniisiimii yaparak
Ax=LUx=Ly=Db

bigiminde alt iicgensel sistemini elde ederiz. Alt ticgensel sistemi ¢ozerek y
vektoriinii belirledikten sonra Ux = y de yerine yazmak suretiyle x ¢coziimiinii
elde ederiz. O halde

Ax=Db
sistemi yerine

Ly=Db
ve

Ux=y

tiggensel sistemlerini ¢ozmiig oluruz.

Asaguda verilen denklem sisteminin ¢ozuminig LU ayrisim
yontemi yardimayla gergeklestiriniz.

r+2y+z = 3
6r +6y+32 = 6
9r 4+ 10y + 62 = 11

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.4 Ax = b icin dogrudan ¢6ziim yontemleri 25

1 2 1 1 0 0 1 2 1
A=116 6 3 |=LU=|6 1 0 0 -6 -3
9 10 6 9 4/3 1 0 0 1

ayrisimini yukarida elde etmistik. Oncelikle Ly = b denklem sistemini acik
olarak asagidaki gibi ifade edelim:

no o= 3
6y1 +y2 = 6
9y1—|—4/3y2+y3 = 11

Bu sistemi ileriye dogru(yukaridan agagiya dogru) ¢ozerek y; = 3,yp =
—12,y3 = 0 elde ederiz.
Dolayisiyla Ux = y denklem sistemi

le+2y+2 = 3
—6y — 3z —12
z =0

olarak ifade edilebilir. Bu sistemi de geriye dogru(asagidan yukariya dogru)
cozerek z =0,y = 2,2 = —1 elde ederiz.

Yukaridaki 6rnekten de goriildiigii tizere LU ayrisgimi yardimiyla Ax = b
denklem sistemininin ¢oziimii i¢in Ly = b alt {icgensel ve Uz = y tist tiggensel
sistemlerinin ¢oziilmesi gerekmektedir. Ly = b alt tiggensel sistemini ¢ozen
Program 7.5 asagida verilmektedir.

Ax = b sistemini pivotsuz LU ayrigim yontemi yardimiyla ¢ozen Program
7.11 asagida verilmektedir.

Test:

>> A=[12 1;6 6 3;9 10 6];b=[3 6 11]’;

>> X=luilecoz(A,b)

X=-120

LU ayrisim yardimiyla Ar = b sisteminin ¢6ziimii i¢in gerekli

islem sayisini hesaplayalim:
Oncelikle LU ayrisimu icin gerekli islem sayisina goz atalim:
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function Y=altucgen(L,b)
%LY=b sistemini ¢Ozer.

n=size(L,1);
Y=zeros(n,1);
Y(1)=b(1)/L(1,1);
for i=2:n
jv=1:i-1; %jv nin vektor olduguna dikkat edelim!

top=L(i,jv)*Y(jv);

Y(1)=(b(i)-top)/L(i,i);
end

Program 7.5: Alt ti¢gensel sistem ¢oziimii

function X=luilecoz(A,Db)
% Pivotsuz LU ayrisimi ile
% AX=b sistemini ¢ozer.

[L,U]=1ubul(A);
Y=altucgen(L,b); % LY=b sistemini ¢Ozer
X=ustucgen(U,Y); % UX=Y sistemini ¢dzer

Program 7.6: Pivotsuz LU ayrigim yontemi ile ¢oziim
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Esasen bu say1 Gauss yok etme islem sayisina benzer olarak elde edilebilir.
Bunun i¢in sadece

A——>U

doniisiimii i¢in gerekli islem sayisini hesaplamak yeterlidir.

e A nin birinci siitunu igin gerekli ¢arpma islemi sayisi A nin birinci
satirindaki her bir elemanin uygun bir sabitle carpilip ilgili satira ilave
edilmesiyle gerceklestirilir. O halde bu iglem icin gerekli ¢carpma iglemi
say1sl

n(n—1)

dir.

e A nin ikinci siitunu igin gerekli carpma iglemi sayis1 A nin ikinci satirin-
daki her bir elemanin uygun bir sabitle ¢arpilip ilgili satira ilave edilme-
siyle gergeklegtirilir. O halde bu iglem icin gerekli carpma iglemi sayisi

(n—1)(n—2)
dir.
e A nm (n— 1) inci siitunu i¢in gerekli islem ise 2 x 1 dir.
e O halde gerekli carpma iglemleri sayist

nn—1)+mn-1)n—-2)+---+2x1

~ nzk(kH)

= nz:k2+nz:k

B (n—l)(n)_(2n—1) (n—1)n
R T
- 3 3

diir. Ayrica gerekli bolme islemi sayisi ise yukaridaki yok etme iglemi
icin gerekli carpanlarin sayisi olan

(n—1)n/2
kadardar.
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O halde A— > U doniisiimii ve ayn1 zamanda da LU ayrisimi i¢in gerekli
islem sayisi

3
%—g+(n—1)n/2
n® n? bn
= —4+=——— 7.8
3 * 2 6 (7.8)
dir.
Ly = b yi ¢ozmek i¢in gerekli toplam ¢arpma islemi sayisi
1
1+2+~--+(n—1):§n(n—1) (7.9)

dir. L nin kosegen iizerindeki elemanlar: 1 e egit oldugu i¢in bu islemde bolme
gerekli degildir.

O halde Ux = y ve Ly = b denklem sistemlerini ¢tzmek icin gerekli
garpma ve bolme iglemlerinin toplam sayis1 (7.5) ve (7.9) ile

%n(n +1)+ %n(n —1) =n? (7.10)

dir.
Bu sayiy1 yukarida (7.8) ile verilen LU ayrisimi igin gerekli igllem sayisina

ilave etmek suretiyle

1
§n3 + §n2 — gn (7.11)

islem degerini elde ederiz.

Gauss yok etme yontemi ile ¢ozim igin gerekli ve (7.7) ile verilen
iglem saysi degerin (7.11) ile verilen ve LU ayrisim ile ¢ozim igin gerekli
olan sayrsal degere esit olduguna dikkat edelim.

Gauss yok etme yontemi ile ¢oziim elde edilebilirken, LU
ayrisgim yontemine neden thtiya¢ vardir diye diistinebiliriz. Eger Ax = b
denklem sisteminin birden fazla b vektori i¢in ¢oziilmesi gerekiyorsa, bu du-
rumda L ve U vektorlerini elde ettikten sonra farkl b ler i¢in sistemi ¢dzme
islemi sadece ki ticgensel sistemin ¢ozimine indirgenmis olur. Oysa, Gauss
yok etme yontemi uyqulayacak olsaydik, degisen her b icin yok etme islemini
tekrarlamamaz gerekirds.
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Ote yandan A matrisinin LU ayrisimina sahip olamadigi ancak sadece
uygun satir yer degisimi ile elde edilen matrisinin LU ayrisgtmina sahip ol-
dugu durumlar s6z konusu olabilir. Bu amacla 6ncelikle permiitasyon matris:
kavramin inceleyelim:

Birim matrisin herhangi iki satirinan yer degistirilmesi suretiyle
elde edilen matrise permiitasyon matrisi adr verilir ve genelde P harfi ile gos-
terilir.

Bir matrisin i — inci satir ile j —inci satiri yer degistirme iglemi, birim
matrisin ¢ — inci satir ve j —inct satiriin yer degistirilmesi ile elde edilen P
permiitasyon matrisi ile carpim suretiyle gerceklestirilir.

P=

= o O
O = O
O O =

permiitasyon matrisi ve Ornek 7.11 deki A matrisi icin PA yi hesaplayimz.

0 01 3 2 1 9 10 6
PA=|10 10 6 4 3| =16 4 3
1 00 9 10 6 3 2 1

olarak elde edilir.

Ornek 7.9 teki denklem sisteminin katsay: matrisi olan

A:

O O W

2 1
4 3
6

—_
=}

matrisinin LU ayrisimina sahip olmadiginy gésteriniz.

3 2 1 1 0 O Up Ui U3
6 4 3 = l21 1 0 0 Ug2 U223
9 10 6 l31 132 1 0 0 Uuss
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U171 U12 U13
= | laun  lauie + ue lo1u13 + ugs
la1urn  lz1uie + lsguge  lz1uis + l3pus + ugs

Ik satir elemanlarin esitleyerek u1; = 3,u19 = 2,u13 = 1 elde ederiz. Bu
degerler yerine yazilarak

3 2 1 3 2 1
6 4 3 = 3[21 2l21 -+ Ugo l21 + U923
9 10 6 3[31 2l31 + l32U22 l31 + l32U23 + Us3s

elde ederiz. Ikinci satirdaki terimleri esitleyerek, lo; = 2,ug = 0,us3 = 1
elde ederiz. Son satirdaki ilk iki terimden ise

31 = 3,131 = 5 gibi geligkili sonuglar elde ederiz. O halde verilen matrisin
LU ayrisimi mevcut degildir.

Verilen karesel bir A = [a;],4,j = 1,2,...n matrisinin ne zaman LU
ayrigimina sahip oldugunu belirleyen kriterler mevcuttur. Pratik kriterlerden
birisi A matrisinin esas kogegenini yani a;,7 = 1,2,...n elemanlarini, esas
kosegen kabul eden tiim

11 T A1

22
A =

A1 Ak
alt matrislerin determinantlarinin sifirdan farkli olmasidir:
det(Ag) #0,k=1,2,...,n

Yukarida verilen A matrisi i¢in

A1:37
(3 2

A2__64’
(3 2 1

A; = 6 4 3
|9 10 6

olup, det(Az) = 0 oldugundan belirtilen kriterin saglanmadig1 goriilmektedir.
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A matrisinin LU ayrigiminin mevcut olmadigr halde A nin uygun satir-

lariin yer degistirilmesiyle elde edilen matrisin LU ayrisimi mevcut olabilir.

Ornek 7.10 da elde edilen PA matrisinin LU ayrisimana elde
ediniz.

Elemanter satir islemlerini PA matrisine uygularak matrisi iist ticgensel
forma indirgeyelim:

9 10 6 —2/3 x S1 + S; 9 10 6
6 4 3 - 0 —8/3 —1
3 2 1 —1/3X51—|—53 0 —4/3 -1
9 10 6
- 0 —8/3 -1
—1/2><SQ+S3 0 0 —1/2

elde ederiz. O halde ayrigim siirecinde kullanilan ¢arpanlari dikkate alarak

1 0 O
L=1{2/3 1 0
1/3 1/2 1
elde edriz. Ayrica
9 10 6
U=10 -8/3 -1
0o 0 -—1/2

dir. O halde A matrisi LU ayrigimina sahip olmadig1 halde

9 10 6 1 0 079 10 6
PA=1|6 4 3|=1]2/3 1 0||0 —=8/3 -1
3 2 1 1/3 1/2 1|0 0 —1/2

ayrigimini elde etmis olduk.
LU ayrigimi MATLAB/Octave ortaminda da hesaplanabilir:
>> A=[32 1;6 4 3;9 10 6];
>> [L,U,P]=lu(A) komutuyla
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1 0 O 9 10 6 0 01
L=|06667T 1 0|, U=]0 -26667r -1 |, P=]010
0.3333 0.5 1 0 0 -0.5 100

elde ederiz.

Ornek 7.8 i LU ayrisim yontemi yardimayla ¢oziiniz.

Belirtilen 6rnekteki denklem sisteminin katsayr matrisinin LU ayrigimina
sahip olmadigini Ornek 7.11 in ¢oziimiinden biliyoruz. Ornek 7.12 de ise A
matrisinin birinci ve {igiincii satirmin yer degistirilmesiyle elde edilen PA
matrisinin LU ayrisimin belirledik.

O halde Ax = b siteminin her iki yanim1 P permiitasyon matrisi ile
carparak

PAx = Pb sistemini elde ederiz. Burada

0 01 6 25
Pb=]0 10 13 (=113
100 25 6

dur.
Ornek 7.12 deki PA = LU aynisimim kullanarak
LUx = Pb elde ederiz. Ux =y olsun. O halde Ly = Pb sistemi

1 0 07 [wm 25
2/3 1 0| | w|=1]13
3 1/2 1| | us 6

olup, bu sistemi ¢ozerek y; = 25,y = —11/3,y3 = —1/2 elde ederiz. Bu
¢oziimii Ux = y de yazarak

9 10 6 x 25
0 -8/3 -1 y | =] -11/3
0 0 -1/2]| = ~1/2

sisteminin Ornek 7.8 de elde edilen x = y = z = 1 ¢oziimiinii elde ederiz.
PA = LU ayrigimi ile birlikte pivotlu Gauss yok etme yontemi ile Ax = b

denklem sisteminin ¢oziimiine ait Algoritma 7.4 agagida verilmektedir.
Algoritma 7.4 e ait Program 7.7 agagida verilmektedir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.4 Ax = b icin dogrudan ¢6ziim yontemleri 33

Algoritma 7.4 Kismi Pivotlu Gauss yoketme yontemi ile ¢oziim ve PA =
LU ayrisimi

1.
2.
3.

N

girdi: A, b
A nin satir sayisini m ve siitun sayisim n degigkenine ata

I,,n boyutlu birim matris olmak iizere, . = P = [, matrislerini
tanmimla

A = [A]b] ekli matrisini tammla
J=1,2,...,n — 1 i¢in agsagidakileri tekrarla

(a) j — inci siitundaki A(j, j) pozisyonu agagisinda yer alan mutlak
degerce maksimum elemanla j — inci satir1 degistir, yeni matrisi
yine A olarak adlandir

(b) (a) daki iglemi I birim matrisine de uygula ve elde edilen matrisi
Pj olarak adlandir

(c) P = P x Pj olarak ata
(d) elemanter satir iglemleri ile pivot agagisindaki elemanlar: sifirla

i. v =j 4 1:m indis vektoriinii tanimla
ii. carp = —A(iv,7)/A(j,j) carpanlar vektoriinii tanimla
iii. A(iv,:) = A(iv,:) + carp = A(j, ) islemi ile v indisli satirlara
elemanter iglemleri uygula

iv. L(iv,j) = —carp olarak tamimla
U= A(:,1:n) olarak tammla
b= A(:,n + 1) olarak tanimla

X = ustucgen(U, b) programini ¢agir ve X ¢oziim vektoriinii belirle

gkt P, L. U ve X
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% Kismi Pivotlu Gauss eliminasyon yontemi ile lineer sistem ¢dzer,
%PA=LU ayrigimi ig¢in P,L ve U yu belirler.
% 7 Mayis 2013, sayisal analiz dersi, ec

function [P,L,U,X]=kpgauss(A,Db)
[m,n]=size(A);
if (m“=n) error(’karesel matris giriniz’); end
L=eye(n) ; I=L;P=I;
A=[A b]; %Ekli matris
for j=1:n-1
[A,Pl=degis(A,I,j,m);
P=PxP;
iv=j+1:m; % iv: i-inci sati r vektdri
carp=-A(iv,j)/A(j,]);
A(iv,:)=A(iv,:)+carp*A(j,:);
L(iv,j)=-carp;

end

U=A(:,1:n); %Ust icgensel matris
b=A(:,n+1); %Sag yan vektori
X=ustucgen(U,b); %UX=b yi ¢bzer

function [A,P]=degis(A,P,j,m)

y=abs (A(j+1:m,j));

if max(y)> abs(A(j,j))
i=find(y>=max(y),1); ’%en biyik eleman yerel indisi
i=i+j; %yer degistirecek pivot eleman sati ri
kutu=A(j,:);A(j,:)=A(1i,:);A(i, )=kutu; %A(L,:)<-->A(j,:)
kutu=P(j,:);P(j,:)=P(i,:);P(i,:)=kutu; %P(i,:)<-->P(j,:)

end

Program 7.7: Kismi Pivotlu Gauss yoketme yontemi ile ¢oziim
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Ornek 7.8 ile verilen

r+2y+z = 6
6r +4y+32z = 13
9 + 10y + 62 = 25

sisteminit kismi pivotlu Gauss yok etme yontemine ait Program7.7 yardimayla
coziiniiz. Aym zamanda PA = LU ayrisime i¢in P, L ve U matrislerini
belirleyiniz.

>> A=[32 1;6 4 3;9 10 6]
>> b=[6 13 25|’
>> [P,L,U,X]=kpgauss(A,b) komutu ile

001 1 0 0
P=(010]|,L=1|06667 1 0|,
1 00 0.3333 0.5 1
9 10 6 1.0000
U=1|0 —-26667 —1.0000 |, X = | 1.0000
0 0 —0.5000 1.0000
elde ederiz. Gergekten de
9 10 6 9 10 6
> PxA=|6 4 3|, LxU=|6 4 3
3 2 1 3 2 1

olup, PA = LU saglanir.

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii ve matris 6zdegerlerinin belirlen-
mesinde kullanilan bir diger yontem agagida incelenen () R ayrisim yontemidir.
Oncelikle QR ayrisimimi inceleyelim.

7.4.4 A= QR ayrisimi yardimiyla ¢éziim

Apmxn (M > n) matrisinin stitunlarinin lineer bagimsiz oldugunu kabul ede-
lim. A nin siitunlar1 Gram-Schmidt yardimiyla ortogonellestrilerek, stz konusu
ortogonal(ortonormal) kiimeyi siitunlar1 olarak kabul eden

Q=I[n g )
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matrisi ve

R=Q"A
ile tamimlanan iist {icgensel R matrisi ile

A=QR

ayrisimi elde edilebilir.

Bu islemin nasil gergeklestirildigini gérmek icin oncelikle skaler ve vek-
torel izdiigiim kavramlar: ve ardindan da Gram-Schmidt yontemini hatirla-
yalim:

Skaler izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki skaler izdiigtimii
||b|| cos @ dir, burada 6 € (0, ), a ile b arasindaki agidur.

Vektorel izdiistiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki vektorel izdii-
simii, b nin a yoniindeki skaler izdiisiimii ile a yoniindeki birim vektor, yani
a/||all, ile carpimidir. Vektorel izdiigiimii Pr(b, a) sembolii ile gosteriyoruz,
burada Pr(Projeksiyon=izdiigiim) sézciigiiniin ilk iki harfidir. O halde

a
Pr(b,a) = ||b|| cos —
lal]
dir. Ote yandan
a’b
cosf) = ————
[lall[|bl]
oldugunu hatirlayarak,
Pr(b.a) = |lbll—r-cos
r(b,a) = —— COos
||
a a'b
= bl e
[la[| [|al[[[b]]
_a’b a
[la[[ []all
elde ederiz.
Ozel olarak ||a|| = 1 olmas1 durumunda,

Pr(b,a) = a’ba
olur.
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Gram-Schmidt yontems, lineer bagimsiz bir kiimeden ortogonal veya orto-
normal bir kiime elde etme islemdir: A matrisi, a,a,,a; siitunlarindan
olugan bir matris olsun. Asagida verilen Gram-Schmidt prosediiri ile orto-
normal siitunlara sahip

Q = [a1, 95, 93]
matrisi elde edilir.
Vi = a
ai = vi/[vi]]
vy = ay—Pr(ag,q1) =as — CllTa2Q1
Q@ = Vvaf||val
vy = az— Pr(as,qi) — Pr(as, q2)

T T
az — q; azq; — q; azqs

g3 = v3/||vs|

islemi ile her bir vektorden kendisinden 6nceki vektor yoniindeki izdiigtim-
lerini ¢ikarmak suretiyle, onceki vektorler yoniinde bilegen igermeyen ve do-
layisiyla birbirine dik olan vektorler kiimesi elde edilmis olur. Boylece birim
boylu siitunlara sahip

Q@ = a1 92 q3]
ortogonal matrisi elde edilir .

Gram-Schmidt yoéntemi ile bir A matrisinin QR ayrigimini bir érnek iiz-
erinde inceleyelim:

1 2
A= [a1 CLQ] = -1 1
1 3

matrisinin  stitunlarine Gram-Schmidt yontemi yardimayla ortogonallegtir-
erek, ortonormal stitunlar: iceren ) matrisini belirleyiniz. Daha sonra R =
QT A ile tanvml R dist ticgensel matrisini hesaplayarak A = QR ayrisymina
belirleyiniz.

Yukaridaki kisa tzete gore
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vi = a=[1 —11]",
1 T
qi1 1/” l” \/g[ ]

Vg = az—Pr(am%)

T
Az — qp axq;

[ 2 1 2 1 1
= -é-—ﬁ[l—ll] zl)) x —11
(2] 1 2/3
S T O R
3] 31 5/3
a@ = Vva/|[va]
Y 2/3 R 2
e E?i] VAR |
elde ederiz. O halde,
. 1 2/V/26
Q[Ohch]—[l 7/\/%]
311 5/V%
elde ederiz.
Ote yandan
’ 1 1 ~1 1 L2
R = &= o s s [11 ;
Vi 43
{ 0 §\/§\/%]

olur. O halde
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Algoritma 7.5 Vektor tabanli Gram-Schmidt algoritmasi
1. Girdi: A matrisi

2. m: A matrisinin satir sayisi
3. Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1))
4. i=2,3,...,n i¢in

(a) top=0

(b) k=1,2,...i-1 icin

i. top=top+proj(A(:,i),Q(:,k))
(c) uu=A(:,i)-top
(d) Q(:,i)=uu/norm(uu)

5. ¢ikt1: Ortogonal Q matrisi

ayrigimini elde ederiz.
Vektor tabanli Gram-Schmidt algoritmasi asagida verilmektedir:
Algoritma 7.5 e ait Program 7.8 asagida verilmektedir.
Program 7.8 ile QR ayrigimini hesaplayan Program 7.9 asagida verilmek-
tedir:
MATLAB/Octave ortaminda QR ayrigim programimizi test yapabiliriz:

>> A=rand(3,3)

A =
0.3922 0.7060 0.0462
0.6555 0.0318 0.0971
0.1712 0.2769 0.8235

>> [q,r]=vqr(A)

q=
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function Q=gs(A)
% Klasik Gram-Schmidt yontemi ile A ni n silitunlari ndan
% ortogonal Q matrisi olusturur.

[m,n]=size(A);
QC:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1)); % A n1 n birinci siitunu, boyuna bdliinerek

% Q nun birinci siitunu olarak kabul ediliyor.
for i=2:n

top=0;

for k=1:i-1 % A ni1n i-inci siitununun,
top=top+proj(A(:,i),Q(:,k)); % Q nun 1,2,...,i-1 -inci siitunlar

end % lizerine izdiligiimlerinin toplami

uu=A(:,i)-top; % A ni1in i-inci siitunundan

Q(:,i)=uu/norm(uu); % izdiigimler toplami ni n ¢i1 kari lmasi ve
% 1 normlu vektoére doniigiim

end
function uv=proj(u,v) % u vektorinin normu 1 e egit
uv=(v’*u) *v; % v vektori ilzerine izdiigimi

function [Q,R]=vqr(A )
Q=gs(A);
R=Q’*A;

Program 7.9: Gram-Schmidt ile QR ayrigim uygulamasi

0.5010 0.7851 -0.3640
0.8373 -0.5461 -0.0253
0.2187 0.2921 0.9310
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0.7828 0.4410 0.2845
-0.0000 .6179 .2238
0.0000 0.0000 0.7474

(@)
o

>> g*r
ans =
0.3922 0.7060 0.0462

0.6555 .0318 .0971
0.1712 0.2769 0.8235

o
o

Asagidaki orneklerden gorecegimiz itizere klasik Gram-Schmidt yontemi
sayisal olarak kararl degildir ve kabul edilemeyecek biiyiikliikte yuvarlama
hatalarina neden olmaktadir. Bu durumda Modifiye Gram-Schmidt yontems
kullanilir. Modifiye yontem ile klasik yontem arasindaki fark sudur:

e Klasik yontemde
i—1
Vi =a; — Z qgaiqk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektoriin {qi,qs,...,q;_;} ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiistimii ¢ikarilarak, olusan v; vektoriinden ortonormal kii-
menin ¢—inci elemani olan

qi = vi/|[vil|
ile elde edilmektedir.
e Modifiye yontemde ise v; vektorii asagidaki gibi elde edilir:

) _

L. az( =a; — qf a;qy

> = af! gy

3. ¢

4. agi_l) = al(-i_Q) — qiT_laZ(i_l)q@‘—l, ve v; = agi_l) olarak tanmimlanir.
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Algoritma 7.6 Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi
1. Girdi: A matrisi

2. m: A matrisinin satir sayisi
3. Q(:,1)=A(:,1)/norm(A(:,1))

4. i=2,3,...,n igin

(a) k=1,2,...,i-1 i¢in

i A(51)=A(,1)-proj(A(:,i),Q(:k))
(b) ag=A(:i);
(c) Q(:i)=qq/norm(qq);

ot

. ¢iktr: Ortogonal Q matrisi

Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi asagida veril-
mektedir:

Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasini uygulayan Program
7.10 asagida verilmektedir

Modifiye Gram-Schmidt yontemi her adimda olusabilecek yuvarlama hata-
larini dikkate alarak ortonormal kiimeyi insa ederken, klasik yontem ise teorik
ortonormal kiimeyi inga eder. Suphesiz teorik olarak iki formiilasyon birbirine
denktir, ancak klasik yontemle elde edilen ortonormal kiime pratikte ortonor-
mal olmayabilir. Bu durumu siitunlar1 "lineer bagiml olmaya yatkin" Hilbert
matrisi {izerinde inceleyelim:

H,sn, Hilbert matrisinin(érnegin n = 7 igin) situnlaring
Gram-Schmidt ve modifiye Gram-Schmidt yontemiyle ortonormallestirerek,
her iki yontemle elde edilen ortogonal matrisin pratik olarak ortogonal olup
olmadigins kontrol ediniz.

Oncelikle 7 x 7 lik Hilbert matrisini MATLAB/Octave ortaminda iirete-
lim.
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function Q=modgs(A)

% Modifiye Gram-Schmidt yontemi ile A nin siitunlarindan

% ortogonal Q matrisi olugturur.

n=size(A,2);

QC:,1)=AC:,1)/norm(A(:,1)); % A nin birinci slitunu, boyuna bdliinerek
% Q nun birinci silitunu olarak kabul ediliyor.

for i=2:n
il1=i-1;
for k=1:i1 % A nin i-inci siitununundan,ardigik olarak
AC:,1)=A(:,i)-proj(A(:,1),QC:,k)); % Q nun 1,2,...,i-1 inci siitunlar
end % Uzerine izdiliglimleri g¢ikarilmaktadir.
qq=A(:,1);
Q(:,1i)=qq/norm(qq) ; %» mnormu 1 e egit vektore doniigim

end

function uv=proj(u,v) % u vektorinin normu 1 e esit olan

uv=_(v’*u)*v; % v vektori lizerine izdiigiimi

Program 7.10: Modifiye Gram-Schmidt ile QR ayrisim uygulamasi
» H=hilb(7)

[ 1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 ]
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111
H = | 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000

0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909

0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833
| 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 0.0769

Daha sonra gelistirdigimiz gs isimli program ile klasik Gram-Schmidt
yardimiyla () yu hesaplayalim:

>> Q=gs(H)

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



44

Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

[ 0.8133
0.4067
0.2711
Q= | 02033

0.1627

0.1356
| 0.1162

—0.5438 0.1991
0.3033 —0.6886
0.3939 —0.2071
0.3817  0.1124
0.3514  0.2915
0.3202  0.3892
0.2921  0.4407

Simdi de Q7@ yu hesaplayalim:

[ 1.0000 0.0000
0.0000 1.0000
0.0000 0.0000

Q *Q = | 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
| 0.0000 0.0000

0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

—0.0551
0.4760
—0.4901
—0.4396
—0.1123
0.2309
0.5206

0.0000
0.0000
0.0000
1.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0120 —0.0020 —0.0001 ]|

—0.1974

0.6108 —0.3269 0.0396

—0.2542

—0.4992 —0.2022 0.6394
—0.1506 —0.5418 —0.6757

0.5013

0.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000  0.0000
1.0000 0.0000 0.0016
0.0000 1.0000 0.1557
0.0016 0.1557 1.0000

0.0541  —0.0008

0.6410 —0.2588

0.3805  0.2571

Goriildiigii tizere elde edilen matrisin sag alt 3x3 liikk bloku birim ma-
tris degildir. Simdi de Modifiye Gram-Schmidt yontemini uygulayan modgs
programimiz ile ortogonal matrisi elde edelim ve @), olarak adlandiralim:

>> Qm=modgs(H)

[ 0.8133
0.4067
0.2711
Qm = | 0.2033

0.1627

0.1356
| 0.1162

—0.5438
0.3033
0.3939
0.3817
0.3514
0.3202
0.2921

0.1991

—0.6886
—0.2071

0.1124
0.2915
0.3892
0.4407

Simdi de Q% Q,, i hesaplayalim:

—0.0551  0.0120

0.4760

—0.1974

—0.4901 0.6108
—0.4396 —0.2542
—0.1123 —0.4992

0.2309
0.5206

—0.1506
0.5013

—0.0020  0.0002
0.0541 —0.0091
—0.3269  0.0907
0.6410 —0.3626
—0.2022  0.6800
—0.5418 —0.5984
0.3805  0.1995
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[ 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Qm'«Qm = | 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000

| 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Goriildiigii tizere elde edilen matris birim matristir®. O halde modifiye
Gram-Schmidt yontemi klasik Gram-Schmidt yontemine gore daha hassastir.

QR ayrisyma igin MATLAB/Octave yazlimlar: veya LAPACK isimli
sayisal Lineer Cebir Paket yaziliminda mevcut uygun fonksiyonlary kullan-
maktadirlar. Profesyonel islemler icin LAPACK tercih edilmelidir.

QR ayrisim yontemi yardimiyla Ax = b sisteminin ¢éziimii:
Siitunlar: lineer bagimsiz olan A,,, matrisi ve bu matrisi katsay1 matrisi
kabul eden
Ax=Db (7.12)

sistemi verilmis olsun. @,,«., ortogonal ve R, , iist iiggensel matrisi yardi-
miyla
A=QR (7.13)

biciminde bir ayrisim mevcuttur ve bu ayrisim lineer cebir derslerinden bi-
linen Gram-Schmidt yontemi yardimiyla da elde edilebilir. Bu durumda
(7.12) sistemi

@Rx=Db (7.14)

olarak ifade edilir ve ortogonal matrisin Q7 = Q! 6zelligi yardimiyla (7.14)
nin her iki yamim Q7 ile carpmak suretiyle

Rx=Q"b (7.15)

iist tiggensel sistemini elde ederiz, burada R tersinir bir matristir. Dolayisiyla
(7.12) sisteminin ¢oziimii (7.15) tist tiggensel sisteminin ¢dziimiine indirgen-
mis olur .

3QOctave ortaminda Q! * Q,,(3,3) =0.99990 olarak elde edilmektedir.
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(7.13) deki () matrisi, A nin lineer bagimsiz siitunlarimin Gram-Schmidt
yontemi yardimiyla ortogonallestirilmesi ile elde edilen vektorleri siitun kabul
eden matristir. Oteyandan R = QT A oldugu aciktir.

Ornek 7.15 de verilen A matrisi ve b= [3 0 3|7 wverilsin.
e Ax = b denklem sisteminin ¢oziminin olmadigini gosteriniz.
o || Az —b|| normunu minimum yapan x = [z, y, z]* noktasim belirleyiniz.
o AT Ax = ATh sisteminin ¢oziimiind belirleyiniz.
o Rx = Qb sisteminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

e MATLAB/Octave ortaminda '\’ operatori ile ¢ozim i¢in yaklagim be-
lirleyiniz.

e Son dort sikta elde ettiginiz x degerlerini karsilastiriniz. Ne gozlemliy-
orsunuz?

e Ax = b denklem sistemini agikca yazarak

r+2y = 3
—x+y = 0
r+3y = 3

elde ederiz. Ilk iki denklemden olusan sistemi cozerek, r = y = 1
elde ederiz. Ancak elde edilen bu degerler sistemin ticiincii denklemini
saglamaz.

e f(x) =||Ax — b||? ile tanimlanan f fonksiyonunu minimum yapan x
noktasi ||Ax —b|| yi de minimum yapar. O halde daha agik bir ifadeyle

fle,y,2) = (x+2y —3)° + (—x +y)* + (¢ + 3y — 3)°

fonksiyonunu minimum yapan x = (x, y, z) noktasini belirlemeliyiz. Min-
imum nokta i¢in gerek sartlari

g—i = 2x+4+2y—3)+2(—z+y)(-1)+2(x+3y—3)=0
‘;_5 242y —3)(2) + 2~ +y) + 2(x + 3y —3)(3) = 0
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veya

3r+4y = 6
dr+ 14y = 15 (7.16)

olarak elde ederiz. (7.16) sistemini ¢ozerek,

_ 2 59231 = 2L — 08077
Ty T R T g T

elde ederiz. Ayrica bu noktada

2 2 2
0T 6 0T _g 0T _ g

922 T oxdy Oy

olup,
0 f
— >0
Ox?

ve

P ([ Of
0x? 0y? 0xdy

dir ve dolaysiyla f fonksiyonu elde edilen noktada minimuma sahiptir.

2
) =6x28—-64=104>0

e Ote yandan

T, |3 4 T, | 6
wra= |3 A= ]

olup,
AT Ax = ATh

denklem sistemi ile (7.16) aymdir, ve dolayisiyla da ayni x ¢oziimiine
sahiptirler.

e Son olarak

OTh — 0.57735 —0.57735 0.57735 g | 3.4641
© 1 0.22646 0.79259  0.566 14 3 © ] 2.3778

ve
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olup Rx = QTb den

x = RQ"D)
~ [0.92307
~ | 0.80770

elde ederiz.

e MATLAB/Octave oratminda ise
>> x=A\b
X =
0.92308
0.80769
¢oziimiinii elde ederiz.

e Her dort yontemle de elde edilen sonuglar yuvarlama hatasi farkiyla
aynidir.

Ax=Db sistemini QR ayrigimi1 yardimiyla ¢ozen Program 7?7 asagida veril-
mektedir:

function X=qrilecoz(A,b)
#Modifiye QR ayrisimi ile
%AX=b sistemini ¢bzer, ec.

% Q=gs(A); Y%Klasik Gram-Schmidt ile Q
Q=modgs (A) ; %Modifiye Gram-Schmidt ile Q
R=Q’*A;

C=Q’*Db;
X=ustucgen(R,C);

Program 7.11: Modifiye QR ayrisim yontemi ile ¢oziim
Test:
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>> A=[1 2;-1 1;1 3];
>> b=[3 0 3]’;

>> x=qrilecoz(A,b)
X =

0.92308

0.80769

f(x) = |[Ax - Db|
— (Ax—Db)"(4x — D)
= xTATAx — 2xT"A™b +b’b
fonksiyonunun minimum yapan ¢ozim ile
ATAx = A™b
denklem sistemi ve ayrica
@Rx=Db
denklem sisteminin ¢ozimler: aynidar.
[11]A matrisi sttunlary lineer bagimsiz olan bir matris,
Appans Binat, Xnz1 ve m > n olmak tizere, AT Ax = ATb sisteminin ¢éziimii
f(x) = |[Ax - b
= (Ax—b)'(Ax —b)
= (x"AT —b")(Ax —b)
= x"ATAx - 2x"A"b + b'b
fonksiyonunu minimum yapan ¢ézimdir ve bu ¢ozim Ax = b denklem sis-

teminin Standart En Kigik Kareler Yontemi(SEKKY) ¢ézimi olarak ad-
landurilor.

Ispat x, AT Ax = ATb sisteminin ¢oziimii olsun. y # x i¢in
fy) = f(x)
= ylATAy — 2y"ATb + b"b — (x" AT Ax — 2x" ATb + b'Db)
= ylATAy — 2y ATb — xT AT Ax + 2xT A™b
= ylAT Ay — 2y AT Ax + xT AT Ax
= (y-x)"ATA(y —x)
> 0
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dir, ¢iinkii z = y — x # 0 i¢in, A nin siitunlar lineer bagimsiz oldugundan
Az # 0 dir ve

2z’ AT Az = (Az)" Az = ||Az||2 > 0

elde ederiz.

Axn, Sttunlar:y lineer bagimsiz olan bir matris ve b, 1
vektor olmak tizere Ax = b denklem sisteminin en kiiciik kareler anlamindaki
coztimii ile QR ayrisvme yardimayla elde edilen ¢ozimler aynadar.

Ispat x, verilen sistemin en kiiciik kareler ¢oziimii ve A = QR ayrisimina
sahip olsun. Bu taktirde

ATAx = A"b
esitliginden
(QR)"QRx = (QR)"b

veya
RTRx = RTQ"b

veya R tersinir oldugundan Rx = Qb elde ederiz ki bu ¢oziim yukarida
incelendigi tizere QR ayrisimi yardimiyla elde edilen ¢oziimdiir.

QR ayrisyma, LU ayrisimina kwyasla daha fazla aritmetik igslem gerek-
tirir(Alistirma 19).

Apsn(m > n) matrisinin stitunlar belirgin olarak lineer bagym-
s1z ise bu taktirde Ax = b sisteminin ¢ozimii i¢in en kiicik kareler yontemi
yardimayla ¢6ziim tercih edilirken, stitunlarin lineer bagiml, olmaya yakin ol-
mast durumda QR ayriguma yardimayla ¢ozim tercih edilir.

Asn matrisiyle ayme boyutta olan Q,,x, matrisi ve R, x,
tst uggensel matrisi icin QR ayrigimi MATLAB/Octave ortaminda asagidaki
gibi elde edilebilir:

>>A=1[12;-11;13]
icin
>> [q,7] = qr(4,0)

komutuyla
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q=
-0.5774 -0.2265
0.5774 -0.7926

-0.5774 -0.5661

-1.7321 -2.3094

0 -2.9439

elde edilir ki bu ayrigim genelde indirgenmig ayrigim(reduced QR decom-
position) olarak adlandirilir ve. bu durumda R matrisi kare matristir. Bu
ayrigim yukarida dzetledigimiz iizere Gram-Schmidt yéntemi ile elde edilebi-
len ayrisimdir.

Bir diger alternatif ise

Amxn = QmeRan

olarak tamimmlanan ve () nun kare matris oldugu tam(full) ayrigimdir:
>> [q,7] = qr(4)
q =
-0.57735 -0.22646 -0.78446
0.57735 -0.79259 -0.19612

-0.57735 -0.56614 0.58835

-1.73205 -2.30940

0.00000 -2.94392

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



52 Lineer Cebirsel Denklem Sistemleri

0.00000 0.00000

Tam ayrigim i¢in Householder doniigiimleri[10] gibi ileri diizey doniigtimler
kullanilir(Alstirma(proje) 18). QR ayrisim yardimiyla ¢oziim igin gerekli
islem sayisim proje olarak okuyucuya birakiyoruz(Ahgtirma(proje) 17).

QR ayrisimi Ax = b sisteminin ¢ozimiinden ziyade verilen bir A
matrisinin ozdegerlerinin belirlenmesinde kullanilur.

1. A= é Z ] matrisi ve b = [I —1]T vektérii verilsin. Burada o keyfi

sabittir. Lineer cebirsel ve geometrik agidan

(a) o # 6 icin Ax = b denklem sisteminin tek bir ¢6ziime sahip oldugunu
gosteriniz.

(b) a = 6 icin Ax = b denklem sisteminin ¢6ziime sahip olmadigini
gosteriniz.

2. Soru 1 de verilen A matrisinde « = 6 alarak ve b = [1 2|7 icin Ax = b
denklem sisteminin x = x5, + X5 biciminde ifade edilebilen sonsuz sayida
¢oziimiinii belirleyiniz.

1 2
A=| -1 =2
2 o

matrisi ve b = [3 —3 4]T vektérii verilsin. Burada « keyfi sabittir. Lineer
cebirsel ve geometrik acidan

(a) a = 4 icin Ax = b denklem sisteminin ¢éziime sahip olmadigini
gosteriniz.

(b) « # 4 icin Ax = b denklem sisteminin tek bir c6ziime sahip oldugunu
gosteriniz.
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. { 12 2 ]
21 4
matrisi veb = [1 —1|7 vektérii verilsin. Lineer cebirsel ve geometrik acidan
Ax = b denklem sisteminin tek parametreli sonsuz sayida ¢éziime sahip
oldugunu gosteriniz ve sistemin genel ¢bziimiinii x = x5, + X; biciminde
ifade ediniz.

1 -1 -1
5 A= |3 2 7 | matrisiveb=[211]" vektérii icin Ax = b denk-
2 1 4
lem sisteminin tek parametreli sonsuz ¢éziime sahip oldugunu gosteriniz ve
sistemin genel ¢éziimiinii X = x;, + X; biciminde ifade ediniz.

A:

(S R

2
1
2

1NN Y

matrisi ve b = [2 5 11|T vektérii verilsin.

(a) Gauss yok etme ybntemi yardimiyla Ax = b denklem sistemini Ux =
c (st licgensel sistemine doniistiirerek ¢oziimiinii belirleyiniz.

(b) A= LU ayrisimini belirleyiniz.

(¢) LU aynisimi yardimiyla da verilen sistemin ¢éziimiinii belirleyiniz.

A= 1 =2 1

matrisinin LU ayrisimini belirleyiniz.

A=

[e=RE ST
QU O &
o 2 O

matrisinin LU ayrisimini belirleyiniz.
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9. Soru 8 i
c a 0 0
d ¢ a 0
A= 0 d ¢ a
0 0 d c

matrisi  icin tekrarlayiniz.

10. Asagida verilen kismi pivotlu Gauss yok etme ybntemine ait Program?7.7 i

11.

12.

15.

1.

calistirarak Ornek 7.14 de elde edilen sonuclari kontrol ediniz.

11-15 nolu sorular igin

1 2 3
A= |14 3 6
5 7.00000000001 8.999999999999

matrisini kullaniniz.

(a) gs fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle olus-
turulan Q matrisini ve QT Q) yu hesaplayiniz.

(b) gsmod fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan Qm matrisini ve Qm* Qm i hesaplayiniz.

(¢) MATLAB/Octave qr fonksiyonu yardimiyla [q,r] = qr(A) komutu
ile ¢ matrisini ve q*q yu hesaplayiniz. Hangi yéntemle elde ettigini
matris ortogonal, yani tranposu ile kendisinin carpimi birim matrise
esittir?

Yukarida tanimlanan A matrisinin determinantini hesaplayiniz. Determi-
nantin mutlak degerce cok kiiciik olmasi ne ifade etmektedir?

A matrisinin 1 ve 2. satirlarinin toplaminin, iiciincii satira ¢cok yakin oldugunu
gozlemleyiniz.  Bu durumda matrisin satirlarinin lineer bagimhhigi veya
bagimsizligi hakkinda ne diistiniirsiiniiz?

Bir A matrisinin kondisyon sayisi(condition number) K (A) = ||A]|.]]A7!]|
olarak tanimlanir. Sonsuz normu ile yukarida verilen A matrisinin kondisyon
sayisi hesaplayiniz. Kondisyon sayisinin ne ifade ettigini arastiriniz 7
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15.

16.

17.

18.

Yukarida verilen A matrisinin 6zdegerlerini MATLAB/Octave eig komutu
yardimiyla hesaplayiniz.  Mutlak degerce en biiyiik bzdegerin en kiiciik
Ozdegere orani nedir?

x = [111])T icin

6.000000000000000
Ax =b = | 15.000000000000000
21.000000000009003

oldugunu gézlemleyerek, x in bilinmedigi varsayimiyla Ax = b denklem
sistemini

(a) pivotsuz Gauss yok etme programi,

(b) kismi pivotlu Gauss yok etme programi,
(¢) LU ayrisim ysntemi,

(d) QR ayrisim ybntemi ve

(e) En Kiiciik Kareler Yéntemi yardimiyla ¢éziiniiz. Hangi yéntemle elde
ettiginiz sonu¢ problemin gercek ¢éziimiine daha yakindir.

(Proje) A« matrisinin Gram-Schmidt yéntemiyle QQ R ayrisimi icin gerekli
carpma islem sayisini belirleyiniz ve elde ettiginiz sonucu LU ayrisimi i¢in
gerekli carpma islem sayisiyla karsilastiriniz. Hangi ayrisim yontemi daha
fazla islem gerektirmektedir?

(Proje) Householder déniisiimlerini arastirarak, bu déniisiimler yardimiyla
A matrisinin tam QR ayrisiminin nasil elde edildigini inceleyiniz.

7.5 Yinelemeli(Iteratif) yontemler

Giris kisminda da belirttigimiz iizere yinelemeli yontemler, Ax = b denklem
sisteminin ¢oziimiinii belirleme problemini f(x) = Ax — b olarak tanimlanan

S

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemine doniigtiiriirler. Ancak

f fonksiyonunun sifiryerini belirlemek i¢in ise énceki boliimde inceledigimiz
sabit nokta iterasyon yontemi uygulanir.

Bu amagla akla gelen klasik iki yontem Gauss-Jacobi ve Gauss-Seidel
yontemleridir. Oncelikle Gauss-Jacobi yéntemini inceleyelim:
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7.5.1 Gauss-Jacobi yontemi

Yontemi 3 x 3 liik bir sistem tizerinde inceleyelim.

11 a2 Qi3
A= Q21 dA22 (23

a31 dazz G33

ve
bl i
b=1|b |,x=]|y
bg z

olmak iizere Ax = b denklem sistemini gozoniine alalim. Matrisin kosegen
tizerindeki elemanlarinin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. Daha agik
olarak sistemi

anT + apy +azz = b
A1 T + AY + A3z = by
az1r + aszy +azgzz = b3

olarak yazalim. Birinci denklemde = degiskenini, ikinciden y yi ve iigiinciiden
de z yi yanhz birakarak x = ¢g(x) bigiminde

1

r = —(b1 — G12Y — CL13Z)
a1
1

y = —(bQ — ag T — CLQgZ)
22
1

z = —(b3 — a1l — a32y)
a33

sabit nokta belirleme problemini elde ederiz.

olmak iizere

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.5 Yinelemeli(lteratif) yontemler 57

ile tanimlan iterasyon, Gauss-Jacobi iterasyonu olarak bilinir. Burada x("
sitemin c¢oziimii i¢in tahmindir. Bilesen bazinda yazmak gerekirse

x) = [T1, 51, Zl]T

baglangic noktasi ile

1
T = — (b1 — a12ye — a132k) (7.17)
11
1
Yer1 = —(b2 — 21Tk — &23Zk:)
a22
1
Zepyr = — (b3 — as1xp — asayr)
as3

k=1,2,--- elde edilir.

3r—y—z = 2
r+4y+z —1
r—y+3z = 8

denklem sistemi versilsin. Sistemin ¢ozimii i¢in
x) = (1,91, = (11 1]T

alarak Gauss-Jacobi yontemiyle 2, 2B yaklasimlarina belirleyiniz.

Yukarida belirtilen prosediirii takip ederek,

1
v = 3(2+y+2)
1
y = Z(—l—x—z)
z = —(8—z+vy)
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elde ederiz. O halde Gauss-Jacobi iterasyonlarini

1
Tht1 = 5(2 + Yr + 2k)
1
Ye+1 = Z(_l — T — 2)
1
Tl = 5(8 — T + Yi)
olarak tamimlariz. Baglangi¢c tahminini kullanmak suretiyle
1 4
Ty = §(2+y1+21) =3
1 3
Y2 = 71(_1 —a1—21) = 1
1 8
Zg = 5(8—$1+y1):§

elde ederiz. O halde x® = [4/3—3/4 8/3]" olarak elde edilir. Virgiilden sonra
dort basamaga kadar yuvarlatilarak sunulan yaklagimlar agagidaki gibidir.
Sonuclandirma kriteri olarak

|[x™ ) — x|, <1074

kriterini kullaniyoruz.

e e @ <@ <7
1 1.3333 1.3056 0.9074 1
1|, | —-07500 |, | —12500 |, | —-1.0694 |, --- .| —1
1 2.6667 1.9722 1.8148 2

Yukarida elde edilen yaklagimlarin [1 — 1 2] gergek ¢oziimiine yakinsadigina

dikkat edelim.

Yukaridaki sistemin iki satiring yerdegistirerek elde edilen

r+4dy+2z = —1
r—y—2z =
r—y+3z =

sistem icin yine ayna baslangie degeri ile £, 23 2™ yaklagimlarime Gauss-
Jacobi yontemi yardimiyla hesaplayiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



7.5 Yinelemeli(lteratif) yontemler 59

Verilen sistemi

r = —1—-4y—=z
= 2+4+3x—z2
1
z = =(8—z+y)
3
olarak yazmak suretiyle,
T = —1—4dyp — 2z
Yrs1 = 2+ 375 — 2
1
Zh+1 = 5(8 — Tk + Yi)

iterasyonunu tanimlayalim. Bu durumda Gauss-Jacobi yontemi ile

< <@ «® <@

1 —6 —3.6667 85

1], 0 .| —22.6667 |, | —17.6667 |,
1 2.6667 4.6667 —3.6667

iraksayan iterasyon yaklagimlarini elde ederiz.

Ornek 7.18 icin uygulanan yoéntem yakinsak sonuc verirken ayni denklem
sisteminin satirlarinin yerdegistirilmesi ile elde edilen Ornek 7.19 icin raksak
bir yaklagim elde edilmigtir. O halde akla gelen soru A matrisi tizerindeki
hangi kisitlama altinda Gauss-Jacobi iterasyonlar: keyfi baglangic noktasi i¢in
yakinsar?

Bunun i¢in agagida verilecek olan Teoremde ifade ve ispat edildigi iizere
yeter sart, A matrisinin kégegen baskin olmasi yani her bir kosegen tizerindeki
elemanin mutlak degerce ayni satirdaki diger elemanlarin mutlak degerlerinin
toplamindan biiyiik olmasidir. Eger A matrisi kogegen baskin bir matris ise,
Gauss-Jocobi iterasyonlar1 keyfi baglangic noktasi icin yakmsar. Ornek 7.18
daki katsay1 matrisi kosegen baskindir:

3> -1+ |-1,4>1+1,3>1+]-1]
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dir. Fakat Ornek 7.19 daki matris kosen baskin degildir.
Gauss-Jacobi yontemini vektor-matris notasyonuyla da ifade edebiliriz:
A matrisi alt iiggensel, kdsegen ve iist iiggensel olmak iizere {ic matrisin
toplami olarak yazilmak suretiyle

11 a2 Q13
A = 21 Ag22 A23

| @31 Aa32 0as3

0 0 0 a1 0 0 0 12 Q13
= a921 0 0 + 0 929 0 + 0 0 923
| asy Q32 0 0 0 ass 0 0 0
= L+D+U

yazilmak suretiyle

Ax=Db

denklem sistemi

Dx=b—(L+U)x

veya

x=gx)=D"'(b— (L+U)x)

olarak ifade edilen x sabit noktasini belirleme problemine doniistiiriilebilir.
Boylece Gauss-Jacobi yontemi ¢ nin sabit noktasini belirlemek amaciyla olus-
turulan

(k1) g(X(k)) _p-! (b —(L+ U)x(k)) k=1,2,--- (7.18)

iterasyondan olusur.

(7.18) ile tanimlanan vektor tabanli Gauss-Jacobi yontemine ait Algo-
ritma 7.7 agsagida verilmektedir.

Algoritma 7.7 ile tanimlanan Gauss-Jacobi yontemine ait Program 7.12
asagida verilmektedir.

7.5.2 Gauss-Seidel Yontemi

Gauss-Seidel yontemi, iterasyonlarin yakinsayacagi varsayimi ile xy,; yak-
lagiminin gercek degere z; dan daha yakin oldugunu ve benzer bicimde ;1
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Algoritma 7.7 Vektor tabanli Gauss-Jacobi algoritmasi
1. Girdi: A,b, X0

2. fark = 1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baglangic
degerleri

3. max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

4. D: A nin kogegen elemanlarini igeren kogegen matris

5. LaU: A nin kosegen digindaki elemanlarini iceren alt matris
6. T'd = D nin tersi

7. fark > eps ve sayac < max_n oldugu siirece

(a) X1 =TD x(b— LaU * X0)

(b) fark =norm((X1— X0),inf); maksimum hata
(c) X0=X1;

(d) sayac = sayac + 1,

8. eger sayac = max__sayac ise iterasyonun yakinsamadigl mesajini ilet

Ne)

. gkt X1

yaklagiminin gergek degere y, dan daha yakin oldugunu kabul ederek ilgili
iterasyonlarda bu giincel degerlerin kullanilmasi esasina daymir. Ornek 7.18
daki Gauss-Jacobi yerine

1
Tht1 — 5(2 + Yk + Zk)

1
Y1 = 4_1(_1 — Tk41 — Zk)
241 = 5(8 — Tpt1 + Ykt1)

iterasyonu kullanilir. Buna gore Ornek 7.18 daki ayni baslangic degeri ve
ayn1 sonuclandirma kriteri i¢in
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function X1=gauss_jacobi(A,b,X0)

fark=1;

max_sayac=50;

sayac=0;

eps=le-4;

D=diag(diag(A));

LaU=A-D;

TD=inv (D) ;

while fark >eps & sayac<max_sayac
X1=TD* (b-LaU*X0)
fark=norm(X1-X0,inf) ;X0=X1;
sayac=sayac+1;

end

if sayac==max_sayac error(’iterasyon yakinsamadi’);

end

Y

Program 7.12: Vektor tabanli Gauss Jacobi yontemi uygulamasi

< L) e <@ «(10)
1 1.3333 1.0370 0.9979 1
1|, | —08333 |, | —09954 |, | —0.9968 |, --- ,| -1
1 1.9444 1.9892 2.0018 2

elde ederiz. Ornegimiz icin Gauss-Seidel iterasyonlar: 10 adimda yakinsarken,
Gauss-Jacobi 17 adimda yakinsamigtir.

Gauss-Jacobi yontemine benzer, ancak Ax = b sistemi

(L+D)x=b—-Ux

bi¢iminde yazilmak suretiyle

x=g(x)=(L+ D) (b—Ux)

olarak ifade edilen x sabit noktasini belirleme problemine doniistiiriilebilir.
Boylece Gauss-Seidel yontemi g nin sabit noktasini belirlemek amaciyla
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x(k+1) g(x(k)) = (L+ D)—l (b _ Ux(k)) k=12, (7.19)

bi¢iminde olugturulan iterasyondur. Vektor tabanli Gauss-Seidel yontemine
ait algoritma ve ilgili program Gauss-Jacobi yontemine benzer bigimde gelistir-
ilebilir(Aligtirma 8 ).

7.5.3 Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Eger A matrisi satirca kégegen baskin, yani

n

|aii| > Z |aij|,i: 172,"' , M

J=Lj#i
1se veya stitunca késegen baskin, yani

m

jail > > lagili=1,2,-- 0
j=1,j#i

1se bu durumda hem Gauss-Jacobi ve hem de Gauss-Seidel yontemleri ile
olusturulan iterasyon dizileri ilgili denklem sisteminin ¢ozimiine yakinsarlar.

Ispat A matrisinin satirca kosegen baskin oldugunu ve Gauss-Jacobi yon-
teminin yakinsak oldugunu gosterelim. (7.18) iterasyonunu

xt) = ox®) 4 F (7.20)
bi¢iminde yazalim. Burada
C=-DYL+U),F=D"
dir. x, verilen denklem sisteminin ¢oziimii olsun. Bu taktirde
Ax=(L+D+U)x=1b

den

Dx=b—(L+U)x

veya
x=D"'%—DYL+U)x
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veya
x=Cx+F (7.21)

elde ederiz.

ile k—inc1 adimdaki iterasyon yaklagim hatasimi gosterelim. (7.20) ve (7.21)
nin taraf tarafa farkini alarak, k—inc1 adimdaki hata vektorii igin

R+ — ok

— C2E(k71)

= C'E

elde ederiz. A kdsegen baskin bir matris oldugu igin ||C|| < 1 dir(Alstirma
4). O halde

IE®™|oo = [|[C*Ellso < IC¥lool|Elloo < [ICI[E ]I E]oo

ve

Jim |EE|| o =0=> Jim x® = x

elde ederiz.

Gauss-Jacobi veya Gauss-Seidel iterasyonun yakinsamast igin kose-
gen baskinhk kriteri sadece yeter sarttir, fakat gerek sart degildir.

41 32 3 1
A=125 2 |, b=|2],xY=]1
12 3 1 1

i¢in Gauss-Jacobi yontemi 100 adimda
x = [0.7042,0.1112,0.0301)"

yaklasik ¢oziimiine yakinsar. Yakinsama orami olarak asagida tanmimlanan
hata oran:
| AxHD — b,

~ 0.9456
[Ax® —b],
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dir. Bu oran I — D YA mn mutlak degerce en biiyiik dzdegerinin mutlak
degerine egittir. Ote yandan Gauss-Seidel yontemi ise 10 adimda

| A"+ — bi|

~ 0.31
||Ax(k)—b]|2 0.3138

orant ile
x = [0.7011,0.1087,0.0272]"

coziimiine yakinsar. Buna ragmen A matrisi satirca veya stitunca kosegen
baskin degildir.

Bazen Gauss-Seidel yakinsak iterasyon trettigi halde, Gauss-
Jacobi wraksayabilir:

A:

— N

1
)
2

W N =~

matrisi ve Ornek 7.20 deki b ve zV) vektorleri icin Gauss-Seidel yontemi 11

adimda
x = [0.6944,0.1111, 0.0278]"

¢oziimiine 0.3333 hata orans ile yakinsar. Ancak Gauss-Jacobi yontemi yakin-
samaz.

3 1 1 3
A=11 3 1| matrisiveb= | —1
1 -1 5 7
vektorii verilsin.
1. xM = [10 0|7 baslangic tahmini icin x? x® ve x4 yaklasimlarini

Gauss-Jacobi yontemiyle hesaplayiniz.
2. Soru 1 i Gauss-Seidel yontemi ile tekrarlayiniz.

3. Herhangi Asy3 matrisi ve by vektérii icin (7.17) iterasyonu ve (77) it-
erasyonunun denk oldugunu gézlemleyiniz.

4. A=L+D+U késegen baskin bir matris ve C = —D YL + U) ise
[|Cl|o < 1 oldugunu gésteriniz.
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5.

10.

(Bilgisayar Uygulamalari) Soru 1 de elde ettiginiz yaklasimlar Gauss _Jacobi
programi yardimiyla da elde ediniz.

Ornek 7.18,7.19 ve 7.20 de elde edilen sonuclari Gauss Jacobi programi
yardimiyla da kontrol ediniz.

Iteratif yontemlerde Ax = b sistemi, uygun bir tersinir B matrisi icin
Bx+(A-B)x=1b
olarak yazilir ve
BX® ) = (B — A)X® +p
iterasyonu tamimlanir. Ozel olarak

A=L+D+U

olmak iizere

(a) B = D olmasi durumunda elde edilen yéntemin Gauss-Jacobi yéntemi
ve

(b) B =L+ D olmasi durumunda elde edilen yéntemin ise Gauss-Seidel
yontemi oldugunu gézlemleyiniz.

Gauss__Jacobi programini diizenleyerek Gauss Seidel programini gelistiri-
niz. Elde ettiginiz program yardimiyla Ornek 7.20 deki yaklasimlari elde
ediniz. Ayrica Gauss-Seidel yontemi icin teorem?.3 i ispat ediniz.

Verilen bir ii¢c késegenli simetrik A, x,, matrisi icin [L, U] = lumat(A) ko-
mutuyla A =LU ayrisimini, ayrisim elemanlarini A nin elemanlari cinsinden

acikca belirlemek suretiyle hesaplayacak uygun bir algoritma ve MATLAB/Octave

programi hazirlayiniz.

(Proje) Thomas Algoritmasi: Asagidaki gibi tanimlanan A matrisi ve d
vektorii verilsin

(a)

[ bl C1 0 L 0 1 d

(05} bg Co s 0 !

dy

A= , d=1 .
0 0 Qp—1 bn—l Cn—1 d

0 0 an by, | "
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[A|d] ekli matrisini elemanter satir islemleri yardimiyla [A’|d'] ekli
sistemine doniistiiriiniiz. Burada a, = 0, ¢, = 0 olmak iizere,

by ¢ 0 .- 0 Jz
0 by ¢y --- 0 h
A = Do, ., ., : d = 4y
0 0 0 V., ciy d
00 -0 b, | "
nin bilesenleri
by = by
dll = dl
b; - bz ai Ci—1,
bi

d = di——2di_,i=2,3,---,n
olarak tanimlanir.
(b) A'x = d’ sistemini ¢ézerek

(d — cpnyr) /b i=n—1,n—2,---,1

X

oldugunu gosteriniz.

(c) Yukarida elde ettiginiz algoritmayr X =thomas(a,b,c,d) komutu ile
ayni sayida bilesene sahip a,b,c,d vektérleri icin calistiran MATLAB/Octave
programi hazirlayiniz.

11. (Proje: Modifiye Thomas)A matrisini

by 0 0
as by Co 0
A=Ls+TD+Us=Ls+ | : .. .. ., : +Us
0 0 an1 bu1 cuaa
i o o - an, b, |
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olarak yaziniz.Burada Ls li¢ kbsenli kismin asagisinda yer alan elemanlari
iceren alt licgensel matris ve Us ise lic kdsegenli kismin yukarisinda kalan
kismi iceren list iicgensel matristir. Ax = b sistemini

TDx+ (Ls+Us)x=b
olarak yazarak
TDX* D =p— (Ls+ Us)X® k=0,1,---

iterasyonunu tanimlayalim. Yéntemin her adimda Thomas algoritmasini
kullanmak suretiyle iic kdgenli lineer sistemi ¢6zmesi gerektigine dikkat
edelim.

(a) Yukarida tanimlanan algoritmayr X =mthomas(A, b, X0) komutuyla
uygulayan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.

(b) Yéntemin yakinsama hizini Gauss-Jacobi ve Gauss-Seidel ile karsilas-
tiriniz.
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