Bolim

Sayisal Integral Yontemleri

Bu boliimde

e temel sayisal integrasyon yontemlerini 6zetleyerek,

hata analizlerini gerceklestiriyor ve

MATLAB/Octave ortaminda uygulama sonuglarini tartigiyoruz. Ayrica

bilinen yontemlerden yiiksek mertebeli yontemlerin nasil elde edildigini
inceliyor ve son olarak ta daha giincel bir konu olarak

esit aralikli olmayan ag iiretimi ve bu tiir aglar iizerinde sayisal inte-
grasyonu inceliyoruz.

Bu galisma "MATLAB/Octave Uygulamalariyla Sayisal Analize Girig"
isimli ¢alismamizin sekizinci bolimiinii olugturmaktadir. Konuyla ilgili ileri
diizey aragtirma i¢in boliim sonunda sundugumuz degerli kaynaklari 6neririz.

8.1 Giris

Girig boliimiinde de belirttigimiz iizere, sayisal analiz yontemlerinin kullanil-
masini gerektiren diger bir alan belirli integrasyon islemidir. Ornegin
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2 Sayisal Integral Yéntemleri

integralini kismi integrasyon yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz, ancak kismi
integrasyon veya bagka bir yontem yardimiyla

1

2
/ex dz
0

integralini hesaplayamayiz. Bu 6rnegi cogaltmak miimkiindiir: f fonksiyonu
la,b] araliginda integrallenebilir ve belirsiz integrali /' olan bir fonksiyon ve
g de tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,

/ﬂﬂmmwmwzﬁmw»—me»

kuralim hatirlayalim. Ancak f ve g nin farkh kalitatif davramglara sahip
olmasi durumunda,

/b flg(x))dz

integralini analitik olarak hesaplamak miimkiin olmayabilir: Ornegin f nin
trigonometrik, logaritmik veya iistel bir fonksiyon ve ¢ nin ise derecesi bir-
den biiyiik bir polinom olmasi, yani g(z) = p,(z),n = 2,3, ..., durumlarim
gozoniine alalim:

b b b
/sin(pn(a:))da:,/ log(pn(:c))d:c,/ P @dz, ..

Yukarida belirtilen tiirdeki integrallere sayisal yontemler yardimiyla uy-
gun yaklagimlar bulunmasi gerekir. Bu amagla éncelikle [a, b] araligina dogru-
dan uygulanan ve basit yontemler ad: verilen yontemleri inceleyelim.

8.2 Basit yontemler

Oncelikle integraller icin Ortalama Deger Teoremini(ODT) hatirlayalim:

[ fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

b
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a
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8.2 Basit yontemler 3

f(x) Kural isim

>~ f(a) Lo (f) = f(a)(b—a) Sol dikdortgen
>~ f(b) Loy (f) = f(b)(b—a) Sag dikdortgen
=~ f(<2) | Ln(f) = f(“E2)(b—a) | Orta nokta

o f(a);-f(b) Iy(f) = f(a);rf(b) (b—a) | Yamuk

Tablo 8.1: Baz basit yontemler

saglanacak bicimde x € (a,b) noktasi mevcuttur.

Burada f(x), f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degeri olarak tanim-
lanir ve bu nedenle Teorem Integraller icin Ortalama Deger Teoremi olarak ad-
landirlir.

Ancak Teorem 8.1 de belirtilen x degerinin ne oldugu genel olarak bilin-
memektedir. Farklh sayisal yaklagim yontemleri f(y) igin farkh yaklagimlar
yapmak suretiyle verilen integral degerini yaklagik olarak elde etmektedirler.
Tablo 8.1 de sol ve sag dikdortgen kurali ile orta nokta ve yamuk yaklagim
kurallarimin  verilmektedir. Sol siitunda f(x) i¢in uygun yaklagim degeri
yer almakta, orta siitunda ise ilgili secime karsilik gelen sayisal yontem ifade
edilmektedir.

1
/ e*dr = 1.7183
0

integrali icin sol ve sag dikdortgen kurali ile orta nokta ve yamuk kurali yaklasim-
larini hesaplayiniz.

Sirasiyla her bir yaklagimi elde edelim:

]sol<f) = f(a)(b - (l)

Lag(f) = f(b)(b—a)
= f(1)x1
= e=2.7183
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4 Sayisal Integral Yéntemleri

[ort(f) = f((&—i—b)/Q)(b-d)
= f(1/2) x 1
= Y2 =1.6487
i = 10, )
_ f(O)gf(l)(l_O)

— (1+e€)/2=1.8591

Gergek sonucun e — 1 = 1.7183 oldugu dikkate alindiginda her bir yak-
lagimin hatali sonuclar icerdigi goriilmektedir.

Teorem 8.1 yardimiyla yukarida gozoniine aldigimiz sayisal integral yak-
lagimlarim farkli bir agidan daha degerlendirmek miimkiindiir: [a,b] arali-
ginda f fonksiyonuna sirasiyla asagida belirtilen sifirmci dereceden poli-
nomlarla yaklagildigini kabul edelim:

o Py(z) = fla),
o Py(z) = f(b) ve

e Py(z)=f((a+0)/2)
Birinci yaklagim sonucunda

/ab f(z)dx = /ab Py(z)dz = f(a)(b— a),

ikinci yaklagim sonucunda

/ab f(z)dx = /ab Py(z)dz = f(b)(b— a)

ve tigiincii yaklagim sonucunda ise
b b
| e [ Rz = f((a+ b2 -
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8.2 Basit yontemler 5

kuralin1 elde ederiz.
Yamuk kuralinda ise [a,b] arahginda f fonksiyonuna (a, f(a)), (b, f(b))
noktalarindan gecen birinci dereceden

Pi(x) = f(a) + fla,b](x — a)

polinomu ile yaklagarak

T I Y
= F@6—a)+ (16~ F@)b—a)/2
b—a

= T(f(a) + f(b))

yontemini elde ederiz.

Simpson Kural
Bu kural f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degerini, a, (a+0b)/2
ve b noktalarindaki degerlerin agirlikli bir ortalamasi olarak kabul eder:

a+b 1

1 4
() :gf(@)Jréf( 5 )+6f(b)
Buna gore basit Simpson kurali
I(f) = (b—a)f(x)
= (-0 () +4f (@02 f6)  (81)

olarak ifade edilir.
Alternatif bir bakis agisiyla Simpson kurali, h = (b — a)/2 olmak iizere

(a, f(a)), (a+ h, fla+h)), (b, f(b))

noktalarindan gecen

Py(z) = f(a)+ fla,a+ h](z —a) (8.2)
+fla,a+ h,a+ 2h](z —a)(x — (a + h))

polinomunun integralini, f fonksiyonun verilen aralik iizerindeki integrali
i¢in yaklagim kabul eder(Alhgtirma 11). Simpson kural gsematik olarak Sekil
8.1 de sunulmaktadir.
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6 Sayisal Integral Yéntemleri

Tt
X

Sekil 8.1: Simpson kurali gematik gosterimi

f(z) = e* fonksiyonunun [0, 1] araligi iizerindeki integralini
basit Simpson kurali yardimiyla hesaplayiniz.

a=x1=0,29=(a+b)/2=1/2,z3=b=1
olup, noktalar arasindaki uzaklik
h=xy—1)=1x3—29=1/2
olmak iizere (8.1) kuralina gore

b—a

L(f) = —5 (fla) +4f((a+b)/2) + f(D)))

_ é(f(()) +4£(1/2) + F(1))

1
= 6(60—|—461/2+el)
= 1.7189

(8.1) ve (8.2) degerleri gergek integral degeri ile kargilagtirildiginda, en iyi
yaklagimin Simpson kurali ile elde edildigi goriiliir.

8.3 Bilesik yontemler
Bir aralik iizerindeki integrasyon igleminde elde edilen yaklagimlarda olusan

hatayr minimize etmek icin s6z konusu aralik n adet esit uzunluklu alt ar-
aliga boliinerek, herbir alt aralik tizerinde ilgili yontem uygulanir. Daha
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8.3 Bilesik yontemler 7

somut olarak, [a,b] araligimin n adet ve h = (b — a)/n uzunluklu alt arahiga
boliinmesiyle olusan alt araliklarin u¢ noktalarim

rr=a, ro=a-+h, r3=a+2h,....,x,11 =a+nh

ile gosterim.
Bu durumda

/abf(x)dx = /a:l f(z)dz + /: flx)dz + ...+ /xjnﬂzbf(x)dx

olarak ifade edilir ve herbir alt aralik iizerinde ilgili yontemin uygulanmasi
suretiyle elde edilen yaklagimlarin toplami, yontemin bilegik versiyonunu verir.
Yukarida incelenen yontemlerin bilegik versiyonlar1 Tablo 8.2 de verilmekte-
dir.

Yukarida verilen yéntemlere ilaveten, Simpson kuralinin bilegik versiyonu
ise [a,b] arahgim n = 2k ile belirtilen ¢ift sayida alt arahiga bolerek, h =
(b — a)/n olmak tizere, herbir [z;, z;,5] alt araligina basit Simpson kuralimi
uygulamak suretiyle elde edilir:

T2k —1

b 3 x5 Top1=b
/ fx)dx = / f(z)dz + / flz)dz + ...+ / f(z)dz olup,
Is(fn) = -

—~

f(x1) +4f(z2) + f(x3))
(f(z3) +4f(x4) + f(z5))

w3z wl >

(f(wor—1) +4f(@ar) + f(T2m41))

(fla) +4)  f(w2) +2)  flwain) + f(D))

=1 1=1

wl> + 4+ +

[0, 1] araligini dért alt araligi bélmek suretiyle

1
/ e*dx
0

integrali icin Sol ve Sag Dikdoértgen Kurali ile Orta Nokta, Yamuk ve Simpson
kurali yaklasimlarini hesaplayiniz.
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Sayisal Integral Yéntemleri

fx) ~ Bilesik Yontem Sematik gosterim
2 Z f(z;) Lo (f,n)=nh Z f(z;) Bilesik sol dikdértgen
i=1 i=1

. z": f(@is1) Lag(f,m)=h Z J(wig1) Bilesik sag dikdortgen
=1
Y1
f f f f x
s Zn: f(zi +h/2) | Ip(f,m)=h Z f(z; +h/2) Bilesik orta-nokta
=1
y
1 i —— — X.

n

Z f)+f(@it1)
2

=1

1
n

_ hz f($i)+2f($i+1)
=1

Bilesik yamuk

Tablo 8.2:

Bazi bilesik yontemler ve sematik gosterimleri
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8.3 Bilesik yontemler 9

e [0,1] arahgim dort alt arahiga boldiigiimiizde elde edilen alt araliklarin
u¢ noktalar1 arasindaki uzaklik

:b—a:1—0:1/4

h
n 4

tiir ve karsilik gelen alt araliklarin uc¢ noktalar ise

I :O,ZEQ = 1/4,%3 = 2/4,1‘4 = 3/4,1‘5 =1

olarak elde edilir.

e Sol Dikdortgen yaklagimai:

n 4

La(f,n = 4)= b_aZf(xi):iZf(xi)

n - -
=1 1=1

- %(f(o) + f(1/4) + f(2/4) + f(3/4))

= i(eo + e e/t 4 Y

= 1.5124

e Sag Dikdortgen yaklagimi:

Lag(fin = 4) =

4

b;aZf(%H) = iZf(%H)

i=1

= i(f(l/ll)+f(2/4)+f(3/4)+f(4/4))
_ 3(61/4+62/4+63/4+64/4)

= 1.942

e Orta Nokta yaklagimu:

[ort(fa n

4

> flai+h/2) = 3 3 i+ 1/8))

=1

b—a

n

4) =

i(f(o—i— 1/8)+ f(1/44+1/8)+ f(2/44+1/8) + f(3/4+1/8))

i(el/S + 38 4 B8 4 T/8)
1.7138
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olarak elde edilir.

Yamuk Kurali yaklagimi: Yontemi uygulamadan 6nce yeniden diizenleye-
lim:

L(fin) = b—azf +f$z+1)

— h(f@l) ‘; f(@2) n f(@2) ‘2F f(@s) o4 f(@n) +2f($n+1))
1

_ h(§f(x1) + f(za) + f(xs) + ... + f(zn) + %f(wnu))

Buna gore verilen problem icin

F(fin = 4)= h(gf(ea) + f(ma) + flas) + Fae) + 5 fas))

2
= i(%60+61/4—|—62/4+€3/4+%el)
= 1.7272

elde ederiz.

Elde edilen yamuk yaklagiminin sol ve sag dikdortgen kurali ile elde
edilen yaklagimlarin ortalamasi olduguna dikkat edelim:

Laot(f,4) + Lag(f,4) . 1.512441.942

2 2
= 1.7272 = Iy (f,4)

Simpson yaklagimi:

Is(fyn = 4)=h/3(f(z1) +4f(22) + 2f(23) + 4f (24) + f(5))
(¥ +4xet +2x e/t 4 4x eyl

= 1.7183

—_
[\D|P—‘\_/

elde ederiz.
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8.3 Bilesik yontemler 11

1. Sol ve Sag Dikdértgen, Orta Nokta, Yamuk ve Simpson kurallari ile [0, 1]
araligi iizerinde f(x) = 1,z, 22 x> fonksiyonlarinin integrallerini hesapla-
yarak tabloda bos birakilan yerleri doldurunuz.

1 1 1 1
Yontem / 1dx / xdx / x2dx / x3dx
0 0 0 0

SolD. | oo | e | i | e,
Sag D.

Orta N.
Yamuk
Simpson

2. Soru 1 de incelenen, Sol ve Sag Dikdértgen, Orta Nokta, Yamuk ve Simp-
son kurallari ile [0,1] araligi iizerinde f(x) = 1, z, 2 x* fonksiyonlarindan
hangilerinin integralinin sonucu, gercek integral degerine esit olur? Ger-
cek sonucu veren ybntemler icin asagidaki tabloda belirtildigi iizere (4) ve
hatali sonug veren yéntem icin ise (—) isareti koyunuz.

2 3 4

Yontem\ Fonksiyon x|zt | x|

Sol D.
Sag D.
Orta N.
Yamuk
Simpson

|+ [+
|

3. Soru 2 de [0, 1] araligi iizerinde elde ettiginiz sonuglari keyfi bir [a, b] araligi
tizerinde de gerceklestiriniz. Tablo isaretlerinde herhangi bir degisikligin
olmadigini gézlemleyiniz.

4. Soru 2 ve Soru 3 de elde ettiginiz sonuclar ve integral operatériiniin lineer-
lik ézelliligi yardimiyla, hangi yéntemin hangi dereceden polinomlarin |a, b|
araligi tizerindeki integralini hatasiz olarak hesapladigini belirleyiniz.

[(f):/013:4d95

integrali icin 5 — 8 nolu sorulari cevaplandiriniz.
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10.

11.

Lo(f,n=2,i=0,1,2

Sol Dikdértgen yaklasimlarini hesaplayiniz

Iy(f,n=2,i=0,1,2

Yamuk yaklasimlarini hesaplayiniz.

Ie(f,n =2Y,i=0,1,2

Orta Nokta yaklasimlarini hesaplayiniz

Is(fin=2,i=1,2

Simpson yaklasimlarini hesaplayiniz.

Soru 5 ve 7 deki cevaplariniz yardimiyla Sol Dikdortgen ve Orta Nokta
yaklasimlari arasinda 1 = 1 ve i = 2 i¢in

Lre(fin = 27Y) = 2Lsa(f.n = 2) = Lsu(fn = 27
bagintisinin mevcut oldugunu gézlemleyiniz.

Soru 6 ve 8 deki cevaplariniz yardimiyla Simpson ve Yamuk yaklasimlari
arasindai=1 vei=2 icin

_Aly(fin=2") = Iy(f,n=2"")
- 3

IS(fu n = 22)
bagintisinin mevcut oldugunu gézlemleyiniz.

(8.2) interpolasyon polinomunun [a, b| araligi iizerinden integralini hesapla-
yarak, (8.1) ile verilen Simpson kuralini elde ediniz.
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8.4 Hata analizi

Sayisal integrasyon yontemleri, gercek integral degeri i¢in yaklagim olugtur-
mak amaciyla geligtirilmiglerdir ve genelde hata icerirler. Bu hatanin neye
bagli oldugu ve minimizasyonu i¢in neler yapilmasi gerektigi konusunun an-
lagilmasi oldukga 6nemlidir.

b
10) = [ fa)da
integrali i¢in A adim uzunlugu ile sayisal yaklasim I;,yis0(f, h) olmak {izere

Hata = E(f, h) = [(f) - Isayisal(fa h)

ile tanimlanan integrasyon hatasini, adim uzunlugu ve f fonksiyonunun
tiirevi cinsinden tahmin etmek miimkiindiir. Boylece sayisal yontemin hangi
durumlarda gercek sonug iiretebilecegini tahmin edebiliriz. Ayrica integralde
kullanilan alt aralik sayisina bagl olarak hatanin nasil degisecegi konusunda
fikir sahibi oluruz.

Sayisal yontemlerde olusan hatay1 incelemeden 6nce, hata ifadesinde kul-
lanacagimz O (Biiyik O) notasyonu taniyalim.

O notasyonu, belirli bir noktanin komgulugunda verilen bir fonksiyonun
artis veya azalma hizim1 elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade etmek icin
kullanilir.

x = a noktasi komsulugunda taniml f ve g fonksiyonlari icin eger
lim,_.q (f(x))/(g(x) = sabit # 0 ise bu taktirde f(x) fonksiyonuna, x = a nok-
tasi komsulugunda g —inci basamaktandir denir ve durum f(z) = O(g(x)),x —
a gosterimi ile ifade edilir.

Yukaridaki tamimda a = oo olmasi durumunda, bu noktanin komsulugu
olarak yeterince biiyiik ¢ > 0 i¢in (¢, 00) araligi alinir.

O(biiyiik o) notasyonunun kullanimina iliskin olarak asagidaki
Ornekleri inceleyelim.

e sin(z) = O(x),r — 0 dir, ¢linkii
limg_o(sin(z))/z =1#0

dir. Bu durumda x = 0 noktasi komsulugunda sin(z) fonksiyonu x
fonksiyonu ile benzer davranig gosterir, o halde bu nokta komgulugunda
sin(x) ~ x alinabilir.
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14 Sayisal Integral Yéntemleri

2 +2+120(2?%),r — oo ciinkii limy_oo((2® + 2 +1))/22 =140

dir. O halde yeterince biiyiik x ler icin 22 + 2 + 1 ~ 22 almabilir.

sinh(x) = 1/2(e* —e ) =1/2(e") — 1/2(e™")
1/2(1+ 2+ 2/2'+2%/31..)
—1/2(1 —z +2?/2! — 2°/3!...)
v+22/3 — ...

O(z),z — 0

1

O halde z = 0 noktasimin kiiciik komgulugunda sinh(x) ~ = almabilir.
Benzer bigimde

cos(x) 2 0O(1),z — 0

Ozetle biiyiik O notasyonu yardimiyla bir fonksiyonun bir nokta komsu-
lugundaki davranmigi daha basit fonksiyonlarla( ¢rnegin 2",n € Z ) ifade
edilmektedir. Ornegin

limg_o(e® —1)/z =1

olup, biiyiik O notasyonu ile
" —120(x),z—0

ile sifir noktasinin kiiciik komgulugunda e — 1 ~ z alinabilecegini anliyoruz.

8.4.1 Sayisal Integrasyon Kurallar: icin Yerel hata

Oncelikle sol dikdértgen kuralim inceleyelim:

Sol dikdoértgen Kural igin Yerel Hata
Yeterince kiigiin A > 0 sabiti i¢in f fonksiyonunun [a,a + h] aralig
iizerindeki integrali sonucu olusan hataya yerel hata adini veriyoruz. f nin
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yeterli sayida basamaktan tiirevlerinin mevcut oldugunu kabul ederek, x = a
noktas1 komgulugundaki Taylor acilimi yardimiyla,

1 = [ s
= [ @ =)+ de
= hf@)+ )+ 83)

sol(f7 >+h?f(a)+

elde ederiz.
O halde [a,a + h] araliginda olugsan ve sol dikdortgen kuralinin yerel
hatasi olarak tanmimlayabilecegimiz hata,

Esol(fa h) = [(f) - Isol(fa h) (84)
= L@+
= ch2 1'(€),€ € (a,a+h)
= O(h?) (8.5)

olarak ifade edilebilir.
Alternatif olarak sirasiyla integraller ve tiirevler igin Ortalama Deger Teo-
remlerinden(ODT),

Esol(f7h) - I(f)_[sol<f7h)

ath
= f(x)dz — f(a)h
= ( Jh — f(a)h, x € (a,a + h)(integraller igin ODT)
= ( (x) — f(a))
= hf'(€)(x —a),& € (a,a+ x)(tirevler i¢cin ODT)
= ch’f'(€)
= O(h?)
elde ederiz, burada ¢ := (y — a)/h € (0, 1) dir.

e Bu sonuca gore tiirevi 6zdeg olarak sifira egit olmayan her fonksiyon
i¢in Sol Dikdoértgen kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir.
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16 Sayisal Integral Yéntemleri

e f(z) = x fonksiyonunun [0, 1] arahig iizerindeki integrali yardimiyla
(8.4) ifadesindeki, ¢ sabitini belirleyebiliriz:

Esol(f7h) - I(f>_jsol(f7h)

_ /Omdm—[le(o)]
1
2

olup, .
Es(f,h) = §h2f'(§),§ € (a,a+h) (8.6)
elde ederiz.

Yamuk Kurali icin Yerel Hata
Simdi de yamuk kuralini gézoniine alalim: Taylor agilimi ile

1 = [ s
— /a {f(a)—i—(:c—a)f’(a)—i—@f”(a)—l—"' dzx,
= bf@)+ @+ L )+ 7)

elde ederiz. Ote yandan

LR = “(fa)+ flath)

= 2@+ fla) + hf ) + (6. el a+ )

h? h3
= hf(a) + 5 fla) +f(a) + - (8.8)
olarak ifade edilebilir. Bu durumda (8.7) den (8.8) i gikarmak suretiyle,
Yamuk yontemi i¢in yerel hata
h3 " h?’ "
Ev(f) = I(f) = Iv(f) = 5 f(a) = fa) + -
= ch*f’(a),c€ R,a € (a,a+h) (8.9)
= O(h?) (8.10)

SN
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olarak elde edilir. Bu sonuca gore

e ikinci tiirevi 6zdes olarak sifira egit olmayan her fonksiyon icin Yamuk
kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir ve

e yontem birinci dereceden polinomlarin integralini hatasiz olarak hesaplaya-
bilmektedir.

Tkinci tiirevi sabit olan, érnegin f(z) = 2?2, fonksiyonunun [0, 1] araligi
tizerindeki integrali yardimiyla (8.9) deki hata sabitini belirleyebiliriz:

Ev(f) = I(f) = Ix(f)

_ /Uxde—l/Q(f(O)+f(1))
= 1/3-1/2=-1/6

cf"(a)
= 2c

yani, ¢ = —1/12 olup,

By (f.h) = —1—12h3f”(a),a € (a,a+h) (8.11)

olarak elde ederiz.
Simpson Kural1 i¢in Yerel Hata
Simpson yontemi i¢in A = (b — a)/2 olmak iizere, Taylor agilim ile

b a+2h

/ fx)de = / F(z)dz

a

a+2h 2 3
- fla)+ (= — a)f'(a) + 52 (a) + S0 ) |
Ll pliv) (g) 4.

a

4 2 4 ,
_ 2hf(a) + 2h2f’(a) + §h3f"(a) + §h4f///<a) + 1_5h5f(w)(a) 4.
elde ederiz.
Simpson yonteminde yer alan f(%2) ve f(b) degerlerinin z = a noktas:

komgulugunda Taylor agilimlarini hesaplayarak,
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18 Sayisal Integral Yéntemleri

a+b _ ’ h? " h? " ht (2v)
FOE2) = F@) 4 hf (@) + 7 fa) + (@) + 5 @) +
ve
/ 2 1 4 3 e 2h* (iv)
F() = (@) + 2 f'(@) + 202 (a) + 5K (@) + 25 @) +
elde ederiz. O halde
Fl) + 475D + 1)
= 6f(a) + 6hf'(a) + 4h2f"(a) + 20* f" (a) + h4% f&(a) + - -
elde ederiz. Dolayisiyla,
1) = 5 (f@ a5+ 10)
4 2_h4 5h?

= 2hf(a)+2h*f'(a) + =k’ f"(a) +

" Y (i)
' £(0) + 2 f 0 a) +

3

olur. Buradan, Simpson kurali i¢in yerel hata

b
mmm::/me—hm

4 ’ 5h°
— Ehf)j’(zv)(@) _ ﬁf(w)(@ 4.
= Ch5f(w) (g)vg € (CL, b) (812)
= O(h°) (8.13)

olarak elde edilir. Bu sonuca gore

e dordiincii tiirevi 6zdeg olarak sifira esit olmayan her fonksiyon igin
Simpson kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir ve

e yontem {iciincii dereceden polinomlarin integralini hatasiz olarak hesaplaya-
bilmektedir.
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e Dordiincii tiirevi sabit olan, érnegin f(x) = z* fonksiyonunun [0, 1] ar-
alig1 tizerindeki integrali yardimiyla (8.12) daki hata sabitini belirleye-

biliriz:
Es(f) = 1(f) —Is(f)
1
= [t = 1/6(0) + 470/ + 7))
0
= 1/5-1/6 x(0+4x1/16+1)
1
T 120
= ¢X L X 24
B 32
5 _ 32 _ 1
bagmtisindan, ¢ = —5755 = —g; olup,

Bs(f, ) = —g5h 1(€) € € (a.0)

olarak elde ederiz.

8.4.2 Sayisal Integrasyon Kurallar: icin Kiimiilatif Hata

f fonksiyonunun verilen bir [a,b] aralig: iizerinde herhangi bir bilegik inte-
grasyon yontemiyle integrali sonucu olusan hataya, ilgili integral yonteminin
kiimiilatif hatas1 ad1 verilmektedir. Bilesik kurallar icin elde edecegimiz hata
ifadeleri, her bir alt aralikta ilgili kuralin uygulanmasiyla olusan yerel hata-
larin toplami olarak ifade edilirler.

Sol Dikdortgen Kural icin Kiimiilatif Hata

e Sol Dikdortgen kural icin [a,a + h| aralhiginda elde edilen yerel hata
tahmini yardimiyla,
_b—a

h

n

olmak {izere,

[a,b] = [a,a+ h]U (a+ h,a+2h]U...U(a+ (n—1)h,b]
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/abf(x)dx = /aaM f(@)ds + /aHh f(x)de + ... + /b f(x)dz

a+h a+(n—1)h

ozelliginden yararlanarak, [a, b] araliginda olusan kiimiilatif hatay1 her
bir alt aralikta olusan yerel hatalarin toplami seklinde ifade edebiliriz:

Esol(f7 h) = Z %Qf/<6i), c; € (a + (Z — 1)h, a+ Zh)

Elde edilen bu hata ifadesini, alternatif olarak

Esol(f, h) _ %Z (b ;QG)

_ (b_a)Q 1 I
B 2n (52]6 (CZ)>

= P o), ce ()

= 0(1/n) = O(h)

f'(e)

bi¢iminde de ifade edebiliriz, burada f fonksiyonunun tiirevinin siirek-
ligini kabul ederek, tiirevler i¢in ortalama deger teoremini yardimiyla

FE) =1 > fle)ce @b

ozelligini kullandik. O halde yontem O(1/n) = O(h) hiziyla gergek
sonuca yakinsar. Diger bir degimle, [a, b] aralige n yerine 2n alt araliga
bolimmesi  durumunda, yani h yerine h/2 alimmasi durumunda, hata
yaklagik olarak 2 kat kiigtiliir.

e Kiimiilatif hatast O(h™) olan bir yontem m-inci basamaktan bir
yontem olarak adlandirilmaktadir.

e O halde sol dikdortgen kurali birinci basamaktan bir yontemdir.

Yamuk Kurali icin Kiimiilatif Hata
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e Yukaridaki iglemler Yamuk kurali i¢in elde edilen yerel hata formiilii
i¢in uygulanirsa,

Br) = 3 Cgr)

12n3
b—a "
REYE < Zf )
_ (b_a)3 "
- @)

= O(1/n®) = O(h?)
elde ederiz.

e O halde Yamuk kurali ikinci basamaktan bir yéntemdir: [a, b
aralge n yerine 2n alt aralga bolinmest durumunda, yani h yerine
h/2 alinmast durumunda, hata yaklagik olarak 4 kat kigilir.

Simpson Kurali i¢in Kiimiilatif Hata
Simpson yontemi i¢in her iki bitigik aralik iizerinde olugan n/2 adet yerel
hatanin toplamini hesaplayarak
n/2

b_
Es(f,h) = —Z 907; (e;), e € (a+2(i — 1)h,a + 2ih)

180n4 n

(b—a)®

(i)
= —Igont f o (e),c€ (a,b)

= 0(1/n) = O(h")

56 N/2
_(b—a) ng(iv)(Ci)

elde ederiz.

e Simpson y6ntemi dordiincii basamaktan bir yéntemdir: [a, ]
aralgrs n yerine 2n alt aralhga bolimmesi durumunda hata yaklagik
olarak 16 kat kiictlir.

Yukaridaki sonuglardan yontemin basit versiyonu tizerinde elde
edilen yerel hatanan O(h™ ) olmast durumunda, bilesik versiyonu tizerinde
elde edilen kiimilatif hatanin ise O(h™) oldugunu gozlemliyoruz. Bu sonucun
her yontem i¢in gegerli oldugunu séyleyebilir miyiz? Neden?
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Bir yéntemin basit versiyonunun yerel hatast O(h™) iken bilesik
versiyon hatasiin O(h™) olmasi, basit versiyonun daha hassas oldugu yanal-
gisina neden olmamalidir.  Clinki basit ve bilesik versiyonlardaki h adim
wzunluklary ayme degildir. Ornegin Simpson yéntemi [0,1] araliginda uygu-
landiginda basit versiyon, iki adet alt aralk ve h = 271 adim uzunlugu ile
O(h®) = O(27°) yerel hatasina sahip iken, n = 4 alt aralhik saysi(h =
272 ile(en az sayda alt arahgn sahip bilesik versiyon) ¢ok daha kiigiik olan
O(h*) = O(27®) hatasina sahiptir.

f(z) = sin(5x) fonksiyonun |0, 1] araligindaki integralini en fazla
e = 10~* hatasiyla belirlemek isteyelim. Buna gére

Sol Dikdortgen kuralina gore verilen aralik en az kag alt araliga boliinmek
suretiyle integrasyon islemi gerceklestirilmelidir?

Yamuk kurali icin minimum alt aralik sayisi ne olmalidir?

Simpson kurali icin minimum alt aralik sayisi ne olmalidir?

Sol dikdortgen kuralina gore

Batrm) = P2 )
= e
= ?5| cos(be)|
< o <10°*
esitsizliginin saglanmasi icin
n>2.5x 10

olmahdir. Bu durumda minimum alt aralik sayis1 2.5 x 10* olmaldir.
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e Yamuk kuralina gore

Bl = |- e

(1 _0)2 "
Wf ()]

1
= 1o 25| sin(bc)|

IN

esitsizliginin saglanmasi igin

125
>4/ — x 104 =144.34
n > 12>< 0 3

olmahdir. Bu durumda minimum alt aralik sayis1 145 olmalidir.

e Simpson kuralina gore

Bstrm) = |- O pon g
= 20 e
_ 18(1)724375| sin(50)|
<
esitsizliginin saglanmasi icin
375
n > (155 % 1044 = 12.014

saglanmalidir. Bu durumda minimum alt aralik sayis1 14 olmalidir.(Neden
13 degil?)

8.5 MATLAB/Octave ortaminda uygulamalar

Yukaridaki ¢rneklerden goriildiigii tizere, sayisal integrasyon yontemi ile iyi
bir yaklagim elde edebilmek i¢in verilen araligin ¢ok sayida alt araliga boliin-
mesi suretiyle bilesik yontemlerin uygulanmasi gerekmektedir. Ancak bu
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24 Sayisal Integral Yéntemleri

durumda ise olusan aritmetik iglemler ancak elektronik ortamda gercekles-
tirilebilir. Bu kissmda MATLAB/Octave yardimiyla belirtilen integrasyon
islemlerinin nasil gerceklestiridigini drnekler {izerinde inceliyoruz.

Yontem: Sol dikdortgen

La(fin) = 2=2 5" f(a)

n

Algoritma 8.1 Sol dikdortgen algoritmasi

1. Input: f fonksiyonu, [a,b] araligi ve n degeri
2. h = (b—a)/n alt araliklar uzunlugu

3. x: alt araliklara ait ug noktalar vektorii

4. y = f(z); ug noktalardaki fonksiyon degerleri

5. y degerlerinin toplamini A ile ¢arp ve geri gonder

Algoritma 8.1 e kargilik gelen Program 8.1 agagida verilmektedir.

function sonuc=soldik(f,a,b,n)
h=(b-a)/n;

x=a:h:b;

y=f (x);

toplam=sum(y(1:n));
sonuc=toplamx*h;

Program 8.1: Bilesik sol dikdortgen kural

1
/ e dx = 0.746 82
0
integrali icin

e n = 2,10,100,1000,5000 degerlerine karsilik gelen sol dikdortgen yak-
lasimlarini hesaplayiniz.
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e Sonucun en fazla en fazla ¢ = 10~* hatasi ile belirlenebilmesi icin minimum
n ne olmaldir?

o >> f =inline(lexp(—z."2)/)

ile tamimlanan f fonksiyonunu yukarida verilen soldik programiyla ¢alistirarak
asagidaki sonuclar1 elde ederiz:

n 2 10 100 1000 5000
Soldik(f,(),l,n)i 0.8894 | 0.7778 | 0.7500 | 0.7471 | 0.7469
[}
b—a)?
Eatfml = 1P
_ (1_0)2 i
— 1
1
= %206762
ce ¢
<
n
042888
n

esitsizliginin saglanmasi icin n > 4289 olmalidir. Yukanda f(z) = ze ™

fonksiyonunun x = 1/v/2 noktasimda maksimumuna ulastigini ve maksimum
degerinin ise f(1/v/2) = 0.42888 oldugunu kullandik.

Yukaridaki 6rnegi Simpson kurali icin tekrarlayiniz.

Oncelikle Simpson kuralma ait programu gelistirmeliyiz. k& = n/2,h =
(b — a)/n olmak iizere Simpson kuralinin

Is(fym) = 5(F@) + 43 Flea) + 23 flaner) + £0)

olarak ifade edildigini biliyoruz. Buna gore iki toplamin ayr1 ayr1 hesaplan-
mas1 gerekmektedir.
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Algoritma 8.2 Simpson yontemi algoritmasi
1. Girdiler: f fonksiyonu, [a,b] araligi ve n degeri

o

h = (b — a)/n alt araliklar uzunlugu

3. x: alt araliklara ait ug noktalar vektorii

W

.y = f(x); ug noktalardaki fonksiyon degerleri

1

. Zle f(x9;) toplamim hesapla ve ciftop degiskenine ata

(=)

: Zf:_ll (29i41) toplamini hesapla ve tektop degiskenine ata

~J

. Cikti: /3 x (f(a) +4 x ciftop + 2 x tektop + f(b))

function sonuc=simpson(f,a,b,n)

h=(b-a)/n;

x=linspace(a,b,n+1);

fd=f(x);

tektop=sum(£d(3:2:n-1));
cifttop=sum(fd(2:2:n));
toplam=4*cifttop+2*tektop+(fd(1)+fd(n+1));
sonuc=toplam*h/3;

Program 8.2: Bilegik Simpson yontemi
Algoritma 8.2 ile verilen algoritmaya ait MATLAB/Octave kodu Program

8.2 ile verilmektedir.
f(x) = e fonksiyonu ile [0, 1] arahg iizerinde farkli n degerleri ile elde

edilen sonuclar agagidaki tabloda verilmektedir:

n 2 10 100
simpson(f,0,1,n) = | 0.7472 | 0.7468 | 0.7468

f fonksiyonunun dordiincii tiirevi

FO (z) = 4(42* — 122 + 3)e™™
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Sekil 8.2: f(z) = 4(4a* — 1222 + 3)e~*" fonksiyonunun grafigi

dir ve grafigi Sekil 8.2 de sunulmaktadir. f(*)(x) maksimum degerine x = 0
noktasinda ulagir ve bu noktadaki degeri 12 dir(Ahgtirma 7.10).
O halde

(b—a)® .a
E - | — (iv)
Bs(fm)] = = S f(0)]

2

©180n* —
esitsizliginden

3 x 10*
n > (2Z 24 = 166,67

elde ederiz. O halde hatanin belirtilen degerden kiiciik olmasi i¢in yeter sart
n saywisinin n > 168(alt aralik sayisi ¢ift olmali!) esitsizliginin saglanmasidir.

1. Yukanida takip edilen yéntemleri uygulayarak [a,b] araliginin n adet alt
araliga boliinmesiyle uygulanan Sag Dikdértgen ve Orta Nokta yéntemleri
icin hata ifadelerini elde ediniz. Yéntemler hangi hizla gercek ¢bziime
yakinsamaktadirlar?

2. f(z) = cos(4x) fonksiyonun [0, 1] araligindaki integralini en fazla ¢ = 1074
hatasiyla belirlemek isteyelim. Buna gére
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(a) Sol Dikdértgen kuralina gére verilen aralik en az kac alt araliga béliin-
mek suretiyle integrasyon islemi gerceklestirilmelidir?

(b) Yamuk kurali icin minimum alt aralik sayisi ne olmalidir?

(c) Simpson kurali icin minimum alt aralik sayisi ne olmalidir?

1 2
/ e “dx
0

integrali icin yukarida verilen soldikdértgen yontemi integral yaklasim pro-
gramini diizenleyerek, n = 2,10,100,1000,5000 degerleri icin

3. (a) Sag dikdértgen yaklasimlarini hesaplayiniz.

(b) Orta Nokta yaklasimlarini hesaplayiniz.
(c) Yamuk yaklasimlarini hesaplayiniz.

(d) Herbir n degeri icin hangi yontemle elde ettiginiz sonuclar virgiilden
sonra bes haneye kadar gercek olarak kabul edilebilen 0.746 82 dege-
rine daha yakindir?

(e) Herbir yénteme gére hatanin & = 10~* den kiiciik olmasi icin elde
edilen en kiiciik n ne olmalidir?

I(f) = /01 sin(z®)dz ~ 0.31027

integrali icin m = 2 alt aralik iizerinde Sol Dikdértgen, Orta Nokta, Yamuk
ve Simpson kuralina goére asagidaki yaklasimlar elde edilmistir. Hangi
yaklasimin hangi kural ile elde edildigini belirleyiniz.

(a) I(f) = 0.3341
(b) I(f)=0.1237
(c) I(f) = 0.3052
(d) 1(f) = 0.2979

. Soru 4 te verilen integrali, belirtilen yontemlere gére ve n = 10 degeri igin

hesaplatiniz. Yontemleri yaklasim sonuglarina gére, en iyi yaklasimi veren
yontem ilk sirada olmak iizere siralayiniz.
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5. Octave ortaminda sayisal integral gerceklestiren iki fonksiyon quadl ve
quadgk dir. f fonksiyonu inline fonksiyon olmak tizere kullanimi

> > f =inline('sin(z.”2)")
> > quadl(f,0,1)
> > ans = 0.31027

orneginde oldugu gibidir. quadl ve quadgk sayisal integral fonksiyonlarini
siz de deneyiniz?

1
/ sin(z)dz = 0.4597
0

integralini Sol dikdértgen, Sag dikdértgen, Orta Nokta, Yamuk ve Simpson
kuraliyla farkli n degerleri icin hesaplayiniz. Her bir kural ile yukaridaki
sonucu virgiilden sonra iic basamaga kadar elde edebileceginiz en kiiciik n
degerini belirlemeye ¢alisiniz.

7. Soru 7' yi
1
/ sin(10z)dz = 0.1839
0

ve

1
/ sin(100z)dx = 1.3768 x 1072
0

fonksiyonlari icin de tekrar ediniz. Fonksiyonun integrasyon bdlgesi iizerin-

deki salinim sayisi arttiginda, virgiilden sonra dért basamaga kadar verilen
yaklasimlari elde edebilmek icin gerekli alt aralik sayisi her bir yénteme gore
nasil degismektedir?

8. [a,b] araliginda tanimli y = f(x) fonksiyonunun bu aralik iizerindeki yay
uzunlugunun

/ VIt @)da

belirli integrali ile tanimlandigini hatirlayalim. Buna gére asagidaki fonk-
siyonlarin karsilarinda verilen araliklar iizerinde ve énceden hesaplanmis
yay uzunluklarini bilesik Simpson yéntemi yardimiyla elde edebileceginiz
en kiiciik ¢ift n degerini hesaplayiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



30 Sayisal Integral Yéntemleri

(a) y=12%]0,1],1.4789

(b) y=230,1],1.5479

(¢) y = sin(z), [0, 7], 3.8202
(d) y = sin(2x), [0, 7], 5.2704

flz) = 4(4z* — 1222 + 3)e ™™

fonksiyonunun maksimumuna x = 0 noktasinda ulastigini gosteriniz.

10. (Grup Projesi) Yukaridaki alistirmalardan da gézlemleyeceginiz gibi, her-
hangi bir bilesik yontemin uygulanmasinda alt aralik sayisinin secimi sonucu
énemli Slciide etkilemektedir. Ote yandan ysntemler kullanilacak olan alt
aralik sayisi segcimini kullaniciya birakmaktadirlar. Bu projede en uygun
alt aralik sayisinin nasil tahmin edilebilecegini inceliyoruz. Akla gelen ilk
yaklasim séyle olabilir:

(a) Yéntemi ilk olarak verilen araligi n = 10 alt araliga bélerek yontemi
uygulayalim, daha sonra n = 20 alt araliga bolerek uygulayip her bir
durumda elde edilen yaklasimlar arasindaki mutlak farki hesaplayiniz.

(b) Eger so6z konusu fark belirleyeceginiz bir toleranstan(érnegin ¢ =

107°) kiiciik ise elde ettiginiz son yaklasimi gegerli yaklasim olarak
kabul ediniz.

(c) Elde edilen yaklasim belirtilen toleranstan kiiciik degilse alt aralik
sayisini tekrar iki katina ¢ikararak islemleri tekrar ediniz.

(d) (a)-(c) adimlarinda ézetlenenen yéntemi uyguladiktan sonra avantaj
ve dezavantajlarini degerlendirerek, daha iyi bir ydntemin nasil gelistir-
ilebilecegini tartisiniz.

8.6 Yiiksek basamaktan iteratif yaklagimlar
Sol Dikdortgen veya Yamuk gibi diisiik basamakl yontemlerden farkli adim

uzunluklar: ile olusturulan uygun lineer kombinasyonlar yardimiyla daha
yiiksek basamaktan yontemler elde edebiliriz:
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8.6.1 Sol Dikdoértgen tabanli yiiksek basamaktan yak-
lagimlar

Ornegin Sol Dikdértgen yonteminin farkl adim uzunluklar ile olusturulan
agagidaki lineer kombinasyon Orta Nokta yontemine esittir:

Iort(f7 Zh) = 2[sol(f7 h’) - Isol(fa 2h)
Gergekten de

Lot(f,h) = h(f(21) + f(22) + ... + f(2N))

ve

Isol(f7 Qh) = 2h(f($1) + f(l’g) + ...+ f(.TN_l))

yaklagimlarindan

2180l(f7 h) - Isol(.fv 2h) = Qh(f(xQ) + f(l‘4) + ..+ f(xN))

elde edilir ki bu yontem [,,.(f,2h) dir.
Bu sonucu daha somut bir 6rnek iizerinde gozlemlemeye c¢aligalim:

[a,b] = [0,1],h = 1/10

olsun. Bu durumda alt araliklarin u¢ noktalar
x =0,1/10,2/10,...,9/10, 1]

olup

Lot(f,2h) = Leat(f,1/5) = 1/5(f(0) + f(1/5) + ... + f(4/5))  (8.14)

dir. Ote yandan

[sol(f7 h) = Isol(f7 1/1()) (815)
1/10(f(0) + f(1/10) + ... + f(9/10))

dir. O halde (8.15) i iki ile garpip, (8.14) ile toplamak suretiyle

2Lsor(f, 1) = Lsotl(f,2h) = 1/5(f(1/10) + f(3/10) + ... + f(9/10))
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elde ederiz ki bu yéntem 2h = 1/5 adim uzunlugu ile Orta Nokta yontemi,
yani I,.¢(f,2h) dir.

Orta Nokta yonteminin yerel hatas

h3
Eori(f, 1) = 571" (c); ce(a, b) (8.16)
ve kiimiilatif hatas: ise
b—a)?
Eoi(f,h) = %f”(c),ce(a,b) (8.17)
_ (b=a), 5
= 5 R f"(c), ce(a, b)
= O(h?)

oldugu kolayca gosterilebilir(Onceki boliim Algtirma 1).
fab f(x)dz integralini gézéniine alalim.
S(i,1),i=1,2,....

ile [a,b] araliginin 2171 i = 1,2, .... alt araliga boliinmesi suretiyle uygulanan sol
dikdortgen kurali yaklasimlarini gésterelim:

. b—a, .
S(’L, 1) = sol(f; F),Z = 1,2,...

Bu taktirde asagidaki ifadeler dogrudur:

[}
S(i,2) = L. (f, l;:—_f) =25(i,1) — S(i — 1,1),i = 2,3, ...

yaklagimlari kiimiilatif hatasi O(h?) olan yaklasimlardir.

4972800, —1)—=S(i—1,7—1)

-2 _1 =34, .57 =40+ 1, ..

S(Zv]) =

yaklasimlari ise, kiimiilatif hatalari O(h?U=1)) olan yaklasimlardir.Yukarida
tanimlanan dizinin baslangic elemanlari asagidaki tabloda sunulmaktadir.
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Sol dikddrtgen yontemi esasli yiiksek basamaktan iteratif yaklasimlar tablosu

Sol D. | Orta Nokta o(h%) O(h®)
S(1,1)
S(2,1) | S(2,2) =25(2,1) — S(1,1)
S(3,1) | 5(3,2) =25(3,1) — 5(2,1) | 5(3,3) = 2562 5C2)
15(4,2)—5(3,2 165(4,3)—5(3,3
S(4,1) | S(4,2) = 25(4,1) — S( S(4,3) = U562 | gy 4) = 18503 5G3)
S(i,2),i = 2,3,... yaklagimlarmin kiimiilatif hatalar1 O(h?) olan orta

nokta yaklagimlar olduklarmi yukarida gozlemlemistik. Ilk olarak S(i,3)
yaklagimlarinin kiimiilatif hatalarinin O(h*) oldugunu gosterecegiz.

e Oncelikle S(3,3) yaklasimim dikkate alarak, yontemin yerel hatasimi
elde etmeye galigalim. Agik olarak ifade edecek olursak, h = (b — a)/2
olmak tizere

S(3,3) =

elde ederiz.

45(3,2) — S(2,2)
3
4h (f(a+ h/2) + f(a+3h/2)) —2hf(a + h)
3
2(63_ @) (fla+h/2)—=1/2f(a+ h)+ f(a+ 3h/2))

Yeteri diizeyde tiirevlenebilir oldugunu kabul ederek, f

fonksiyonunun énce x = a noktasi komsulugunda Taylor agilimim gergek-
lestirip, ardindan da integral almak suretiyle

/f

(8.18)

ohf(a) + 2h2f'(a) + 4/3R% " (a) + 2/3h* " (a) + 4/15h° F) (a) + ..

elde ederiz. Benzer bicimde yine z = a noktasi komsulugundaki Taylor
acilimi yardimiyla
(fla+h/2)—=1/2f(a+ h) + f(a+ 3h/2))

(3/2R) f'(a) + B2 " (a) + h3/2f" (a) + T4/384R* F) (a) 4 ...

3/2f(a) +
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elde ederiz. O halde

5(3,3)

_ Z(b; Y (F(a+ h2) — 1/2f(a+h) + fa+3h/2)) (8.19)

— 2hf(a)+ 2h%f'(a) + 4/3R3f"(a) + 2/3h* f" (a) + 37/144R° ) (a) + ...

elde ederiz. Buradan

/bf(x)dx —5(3,3) = (4/15—37/144)h° f®)(a) + ...
= B’ f1(€),¢ € (a,b) (8.20)

elde ederiz. (8.20) Dordiincii tiirevi sabit olan, érnegin f(z) = z!

fonksiyonunun [0, 1] aralig1 tizerindeki integrali yardimiyla (8.20) deki
hata sabitini belirleyebiliriz:

Ey(f) = I(f)—S(3,3)
= /0x4dx—2/3(f(1/4)—1/2f(1/2)+f(0+3/4))
= 1/5—2/3 x (1/256 — 1/2 x 1/16 + 81/256)

= 7/960
1
= cX —=x24
RS
bagintisindan, ¢ = Qiixggo = 7/720 olup, yontemin yerel hatasimi

Es@a)(fh = (b—a)/2) = T/7201° f)(€), £ € (a,b)

olarak elde ederiz. Buradan S(i,3),i = 4,5,... yontemlerinin kiimiilatif
hatasini ise, n/2 adet yerel hatanin toplami olarak

Esia)(f, (b—a)/n) = T7/1440(b — a)*/n* fV(€),€ € (a,b)
= oY

elde ederiz.
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e Benzer bigimde Eg4)(f,h) = O(h") oldugu ve bilegik yontemler i¢in
ise Egqa)(f,h) = O(h%),i=15,6,..;n = 4,6, ... gosterilebilir.(Algtirma
11)

e O halde Es(; 2 = O(h?), Es(i 3y = O(h*), Es(i.y = O(h®) gozlemlerinde
hareketle, tiimevarim geregi kiimiilatif hatanin A nmin ¢ift kuvvetleri
cinsinden

I(f)=S(i,7) = Eszy = cih®0 ™Y fCGD) (@) 4-0h® D (@) +..., j = 2,3, ...

(8.21)
olarak ifade edildigini kabul edelim. Bu taktirde i— > i + 1(veya
h— > h/2) igin

B2G-1)

= FROUD) (@) 4 euh? F2D () + ..

(8.22)

elde ederiz. 8.22 ifadesini 220D = 471 ile carpip, 8.21 den farkim
almak suretiyle

7 By~ Esg) = (7 (b O (a)t..)~(2h® O (a)+..)) = O(1¥)

](f) - S(H‘ 17j) = ES(i+1,j) =0

veya .
43_1ES(¢+1,J') — Esq ) _
4i-1 N

ES(z‘+17j+1) -

O(h*)

elde ederiz.

g(x) = sin(z) fonksiyonun [0, 1] araligindaki yay uzunlugu

1
L :/ V' 1+ cos(x)?dx
0

dir. Buna gére séz konusu integral icin yukarida tanimlanan S(i, j),i,7 =1,2,3
yaklasimlarini hesaplayiniz.

e [0,1] araliginda uygulanan basit sol dikdértgen kural olarak, f(z) =
1 + cos(x)? ile

S(1,1) = hf(0) = f(0) = V2 = 1.414213562373095
dir.
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[0,1] araligimin iki alt arahiga boliinmesiyle uygulanan sol dikdértgen
kurali olarak, h = 1/2,21 = 0,25 = 1/2 degerleri ile

S(2,1) = h(f(z1) + f(22))
= 1/2x (V2 + /14 cos(1/2)?) = 1.372341918738314
dir.

[0, 1] araliginin dort alt araliga boliinmesiyle uygulanan sol dikdértgen
kurali olarak,

h = 1/4,1‘1 = O,IQ = 1/4,I3 = 1/2,274 = 3/4
degerleri ile
S3,1) = h(f(xr) + f(x2) + f(2s) + f(24))

= 1/4x (F(0)+ F(1/4) + F(1/2) + F(3/4))
= 1.344047152082966

dir.

[0, 1] arahigimin sekiz alt araliga boliinmesiyle uygulanan sol dikdsrtgen
kurali olarak,

h:1/8,l’1 :O,IQZ 1/8,,1’8:7/8

degerleri ile S(4,1) = 1.328270049119772 elde ederiz. O halde elde
edilen bu yaklasim degerlerinden agagidaki ortanokta yaklasimlarim
elde edebiliriz

S(2,2) =2x 5(2,1) — S(1,1) = 1.330470275103533
S(3,2) =2x 5(3,1) — 5(2,1) = 1.315752385427619
S(4,2) =2 x S(4,1) — S(3,1) = 1.312492946156577
Ayrica elde edilen orta nokta yaklasimlar: yardimiyla

S(3,3) = Z5B2-5C2) _ 1 310846422202314
DSU2)-562) — 1.311406466399563

Son olarak
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o S(4,4) = 1

16x5(4.3)-5(33) _ 1 311443802679379

yaklagimim elde ederiz.

MATLAB/Octave quadl fonksiyonu ile elde edilen yaklagim degeri ise
1.311442498208092 dir. Bu yaklagimlar: tablo halinde sunmak daha uygun-

dur:

fol /1 + cos(z)2dz igin Sol dikdortgen esash iteratif yaklagimlar tablosu

Sol Diktortgen

Orta Nokta

ol

O(h%)

1.414213562373095

1.372341918738314

1.330470275103533

1.344047152082966

1.315752385427619

1.310846422202314

1.328270049119772

1.312492946156577

1.311406466399563

1.311443802

8.6.2 Yamuk yontemi tabanl
lagimlar

yiiksek basamaktan yak-

Sol dikdortgen yontemi esash ardigik yontemlere benzer bigimde Yamuk yon-

temini esas alan ardisik ve yiiksek basamaktan yontemler tiiretilebilir:
Yamuk yonteminden h ve 2h adim uzunluklar ile olusturulan asagidaki

lineer kombinasyon Is(f,h) ile gosterecegimiz Simpson yontemine esittir:

IS(f? h) -

_ Aly(f,h) —

Iy (f,2h)

Gergekten de h = 1/10 igin

Fe(f,) = 15 (54(0) + F(L/10) + .+ £(9/10) + 5 f(1))

olup,

A (fLh) = 5 (0) + 27(1/10) + .+ 2 (9/10) + = (1)

dir. Oteyandan

[Y(fa 2h‘) =

L)+ Lr20) + L)+ )
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dir ve buradan

4IY(f7 h) - ]Y(fa 2h)

= %of(o) + §f<1/10> + %f@/m) * éf(g/lo) e %Of(l)
= S (F(0) +4F(1/10) + 27(2/10) + 4£(3/10) + . + f(1)

veya

4IY(f7 h) — IY(f: 2h)

3
h
= S (f0) +4f(h) +2f(2h) +4f(3h) + ... + f(1)) = Is(f, D)
elde ederiz.
fab f(x)dz integralini gézéniine alalim.
R(i,1),i=1,2,...
ile [a,b] araligimin 21 i = 1,2, .... alt araliga béliinmesi suretiyle uygulanan

Yamuk kurali yaklasimlarini gésterelim:

R(i,1) = Iy (f, 5
olmak lizere asagidaki ifadeler dogrudur:

[ ]
R(i,2) := ARG, 1) _3R(Z —LD 93

yaklagimlari kiimiilatif hatasi O(h*) olan Simpson yaklasimlardir.

421

R(i,j) = =34, i=4i+1,..

yaklasimlari ise, kiimiilatif hatalari O(h2U=Y) olan yaklasimlardir. R(i, j)
yaklasimlarina Romberg yaklasimlari adi verilir.
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Teorem 7.1 e benzer bigimde yapilabilir.

Ornek 1 deki integral icin yukarida tanimlanan R(i,j),i,j =
1,2, 3 yaklasimlarini hesaplayiniz.

e [0, 1] araliginda uygulanan basit yamuk kural olarak, f(x) = /1 + cos(z)?
ile

R(1,1) = 2=¢

(f(a) + f(b)) = %(f(O) + f(1)) = 1.275421522708890
dir.

e [0,1] araligimin iki alt araliga boliinmesiyle uygulanan Yamuk kurah
olarak,
h = 1/2,[171 = 0,1’2 = ]_/2,1’3 =1

degerleri ile

R@1) = h(Efen)+ flen) + 2 (as)

2 2
= L(310)+ F(1/2) + (1)

= 1.302945898906212
dir.

e [0,1] arahigmin dort alt araliga boliinmesiyle uygulanan sol dikdértgen
kurali olarak,

h = 1/4,!171 = O,IQ = 1/4,;U3 = 1/2,LE4 23/4,1’5 =1

degerleri ile

R(B.1) = h(sf(m) + f(w2) + Flas) + Flxa) + = (x3))

2 2
= GO+ S/ 12+ £(3/4) + 5 F(1)

= 1.309349142166915
dir.
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R(2,2) = &EEV=RLY _ 1 319120690971936

3

R(3,2) = DHECDRED — 1 311483556587149

R(3,3) = 1WAGA-RED _ 1 311441080961493

Bu yaklagimlar1 tablo halinde sunmak daha uygundur. j = 3 igin elde
edilen yaklagimlar Boole yaklagimlari olarak adlandirilirlar:

fol /1 + cos(z)2dx i¢in Yamuk yontemi esash Romberg yaklagimlari

Yamuk Simpson Boole

R(, 1) R(,2) R(i,3)

1.275421522708890

1.302945898906212 | 1.312120690971986

w| po| | -

1.311441080961493 | 1.311483556587149 | 1.311441080961493

1. Verilen f fonksiyonu ve |a,b| araligi icin yukarida tanimlanan Sol Dikdort-
gen tabanli S(i, ) yaklasimlarini hesaplayan bir MATLAB/Octave programi
hazirlayiniz.

2. Soru 1 de hazirladiginiz program yardimiyla

integraline ait asagidaki tabloda bos birakilan yerleri Sol Dikdértgen tabanli
uygun iteratif yaklasimlar yardimiyla doldurunuz.

Sol Dikdértgen yontemi esasli iteratif yaklasimlar tablosu
Sol Dikdortgen Orta Nokta
i | S(i,1) S(i,2) S(i,3)
1 | 1.000000000000000

2| — 1.108985503541832
3| — — 1.123917778305376

3. Verilen f fonksiyonu ve |a,b] araligi icin yukarida tanimlanan Yamuk yon-

temi tabanlh R(i,j) yaklasimlarini hesaplayan bir MATLAB/Octave pro-
grami hazirlayiniz.
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4. Soru 3 de hazirladiginiz program yardimiyla soru 2 de verilen integral icin
asagidaki tabloda bos birakilan yerleri Yamuk yéntemi tabanli uygun iteratif
yaklasimlar yardimiyla doldurunuz.

Yamuk ybntemi tabanli Romberg yaklasimlar tablosu

Yamuk Simpson Boole
R(i, 1) R(i,2) R(i,3)
1.153466414261967
1.131225958901899
— 1.123865126043627 | 1.123868636194410

W DO = =

d. fol sin(z®)dz integraline ait asagidaki tabloda bos birakilan yerleri Sol Dikdért-
gen tabanli uygun iteratif yaklasimlar yardimiyla doldurunuz.

Sol Dikdértgen tabanli iteratif yaklasimlar
Sol Dikdértgen | Orta Nokta
i | S(i,1) S(i, 2) S(i, 3) S(i, 4)
1]0
2 | 0.0623 —
310.1374 — —
4 10.1834 — — —
6.

1

/ sin(z®)dx

0

integraline ait asagidaki tabloda bos birakilan yerleri Yamuk yéntemi esasli
uygun Romberg iteratif yaklasimlari yardimiyla doldurunuz.

Yamuk tabanli iteratif Romberg yaklasimlari
Yamuk | Simpson Boole
R(i,1) | R(i,2) R(i, 3) R(i, 4)
0.4207
0.2727 | —
0.2426 | — —
4 10.2360 | — — 0.2338

WIN| =] —

7. Yukaridaki 6rneklerden hareketle S(i,j) ve R(i,j) yaklasimlarini quadl
fonksiyonu yardimiyla elde edeceginiz sayisal yaklasimlarla karsilastiriniz.
Ne gézlemliyorsunuz?
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/01 Vrdr = 3/4

integrali icin
Esig) = 13/4=5(0,J)|

hata tablosu asagida verilmektedir. Hata tablosunun siitunlarini ince-
leyerek, h adim uzunlugu ile elde edilen bir yaklasimin bir st satirdaki
h/2 adim uzunlugu ile elde edilen yaklasimla karsilastiriniz. Elde ettiginiz
sonucu ilgili yaklasimlar dizisinin kiimiilatif hatasi ile karsilastiriniz.

Sol Dikdértgen tabanli iteratif yaklasimlar
Sol Dikdértgen | Orta Nokta
3/4—=S(, 1| |[3/4=5(2)] | [3/4—5(,3) | [3/4—S(i,4)|

1] 0.7500

2 |0.3531 0.0437

31 0.1669 0.0193 0.0111

4 10.0794 0.0081 0.0044 0.0040

9. Soru 8 i asagida verilen Eg jy = |3/4 — R(i, j)| hata tablosu icin tekrar-
layiniz.

Romberg ybntemi esasli iteratif yaklasimlar hata tablosu
Sol Dikdértgen | Orta Nokta

|

1 0.2500

2 | 0.1031 0.0542

3 10.0419 0.0215 0.0194

4 10.0169 0.0086 0.0077 0.0075

10. Ortanokta yénteminin sirasiyla (8.16) ve (8.17) ile verilen yerel ve kiimiilatif
hata ifadelerini elde ediniz.

11,
Esua(f,h) = O(h7)
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ve bilesik yontemler igin ise
Esia(f,h) = O(h%),i=5,6,..;n=4,6,...
oldugunu gésteriniz.

12. Romberg yaklasimlari icin gelistirdiginiz programi énceden belirlenen sayi-
daki satir veya siitun adedi kadar islem yapmak yerine,

|R(i +1,j+1) — R(i, j)]
R(i, )

esitsizligi saglanincaya kadar tekrar edecek bicimde diizenleyiniz.

<€

8.7 Adaptif bir ag lizerinde sayisal integrasyon

Kiimiilatif hatast O(h) olan Sol Dikdértgen veya Sag Dikdortgen yontemini
gozoniine alalim. Ornegin Sol Dikdértgen yontemi igin

b—a)’1 &
Esol(f: h) = %% Zf,(cz)

ile verilen kiimiilatif hatasin1 gozoniine alalim. Bu ifadeden kiimiilatif hata
olusumunda n ile belirtilen alt aralik sayisinin yanmisira herbir alt aralik-
taki f’(c;) degerlerinin de etkisinin oldugunu gozlemliyoruz. Ozellikle bi-
rinci tiirevin igsaret degistirmedigi ve mutlak degerce biiyiik oldugu bolgeler
iizerinden hesaplanan integral islemi igin birinci tiirevin kiimiilatif hata iize-
rindeki etkisi fazla olur.

Bu nedenle birinci tiirevin mutlak degerce biiyiik degerler aldig1 bolgede
daha fazla diigiim noktas1 kabul eden ve adaptif ag olarak adlandiracagimiz
degigken adim uzunluklu bir ag {izerinden integrasyon igleminin gerceklegtir-
ilmesi, kiimiilatif hatay1 kiiciiltecektir. Bu amacla birinci tiirevin mutlak
degerce biiyiik oldugu noktada f(z + h) — f(z) sonlu farkinin da mutlak
degerce biiyiik olacagini ve bu oran yardimiyla ag genigligini daraltmay1 he-
defleyen Algoritma 8.3 agagida onerilmektedir:

f(x) = 10e=>* fonksiyonunun yukaridaki algoritmaya gére olus-
turulan adaptif ag izerindeki grafigi Sekil 8.3 de sunulmaktadir.
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Algoritma 8.3 Adaptif ag algoritmasi
1. input f,a, b, eps(ag geniglik parametresi)

2. X =a;z = X; % baglangi¢ degerleri

3. eps = 0.001; % varsayilan ag geniglik parametresi

4. maxag = 0.2;minag = 0.001; %maksimum ve minimum ag genislikleri
5. h=0.1;hl = h; % Ikinci tiirev yaklagim parametresi

6. © <= (b— hl) oldugu siirece

eps/|f(z +h) — f(z)|; Yag genisligi

a) hl =

h1 = min(hl, mazxag); %ag genisligi en fazla maxag
hl =

r =

(

(b
(c
(d
(e

7. eger X(end) < bise X(end) =b; % Ag son noktasi

max(hl,minag); % ag genisligi en az minag

=+ hl; % sonraki diigiim noktasi

)
)
)
)
) X

= [X;z]; % Diigiim noktasinin aga ilavesi

Fonksiyonun birinci tiirevinin mut/ak degerce kismen bliyiik oldugi x = 0

.....

dikkat edelim.
Asaéldaki tabloda, farkli ag parametre/erine karsilik ge/en aglara ait ve Nd ile

.....

.....

luklu nokta iceren ag tizerinde elde edilen ve Hata(ls,(diizgiin ag)) ile gosterllen
soldikdortgen yaklasim hatasi farkl ag parametreleri icin sunulmaktadir.

Ag Parametresi | Nd | Hata(Isy(adaptif ag)) | Hata(Is(diizgin ag))

0.1 14 | 0.2972 0.4065
0.05 21 | 0.1905 0.2587
0.02 43 | 0.1011 0.1206

0.01 82 | 0.0553 0.0619

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



8.7 Adaptif bir ag lizerinde sayisal integrasyon 45
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Sekil 8.3: Adaptif ag iizerinde f fonksiyonunun grafigi.

Tablodan gériilecegi iizere bu Srnek icin farkl sayida digiim noktasi iceren
ve adaptif ag olarak adlandirdigimiz degisken uzunluluk ag tizerinde olusan hata,
diizgiin ag lizerinde olusan hataya kiyasla daha kiiciiktiir.

flz) = \7/56_9”2 fonksiyonunun yukaridaki algoritmaya gére
olusturulan adaptif ag iizerindeki grafigi Sekil 8.4 te sunulmaktadir.

Sekilden x = 0 noktasi komsulugunda fonksiyonun hizli bir degisim gésterdigi
fonksiyon degisiminin yavas oldugu bolgelere oranla daha kiiciik oldugu gériilmek-
tedir. Olusturan ag iizerinde farkli ag parametrelerine karsilik gelen ag ilizerinde
elde edilen yaklasimlar asagidaki tabloda verilmektedir. Tablonun son siitununda

..........

tizerindeki yaklasimlar verilmektedir.

Ag Nd | Hata(Isp(adaptif ag)) | Hata(lsy(diizgiin ag))
0.05 | 11 | 0.0265 0.0468
0.002 | 31 | 0.0017 0.0141
0.001 | 60 | 0.0003 0.0068

Tablo sonuglarina gére adaptif ag lizerindeki yaklasimlar bu &rnek icin de her
zaman daha iyi sonuglar vermektedir.
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Sekil 8.4: Adaptif ag iizerinde f fonksiyonunun grafigi.

1. f fonksiyonu ile a ve b aralik ucnoktalari ve yukaridaki algoritmada kul-
lanilan ag parametresini(eps) kullanicadan alarak bu defa birinci tiirev ye-
rine ikinci tiirevin mutlak degerce biiyiik oldugu bolgelerde daha sik diigiim
noktasi yerlestiren bir ag olusturunuz. Bunun igcin yukarida verilen Algo-
ritmanin sadece 6(a) adimini degistirmeniz yeterlidir. Olusturdugunuz ag
lizerinde

(a) adapint isimli alt program yardimiyla yamuk ve orta nokta yaklasim-
larini hesaplayan ve

(b) kullanilan alt aralik sayisi yardimiyla duzyam ve duzort alt programlari
yardimiyla da esit uzunluklu alt araliklar iizerinde yamuk ve ortanokta
yaklasimlarini hesapladiktan sonra,

(¢) MATLAB/Octave sayisal integrasyon fonksiyon programi olan quad|/
ile elde edilen sonucu gercek sonug¢ olarak kabul ederek,

(d) herbir yéntem de olusan hatay: hesaplatarak geri dénderen ve asagida
ile verilen ana programin belirtilen bicimde calismasini saglayacak alt
programlari hazirlayiniz.

function hata=gint(f,a,b,eps)
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[n,adapyamuk,adaportal=adapint (f,a,b,eps);
duzyamuk=duzyam(f,a,b,n) ;
duzorta=duzort(f,a,b,n);
sayisal=quadl(f,a,b)

sonuc=[adapyamuk, duzyamuk,adaporta,duzortal ;
hata=abs(sayisal-sonuc);

2. Soru 1 de gelistirdiginiz program yardimiyla, yukarida incelenen &rnekleri
olusturdugunuz yeni ag iizerinde ¢calistiriniz. Adaptif ag lizerindeki sonuglar,
diizgiin ag lizerindeki sonuglara gére herzaman daha iyi midir?

3. Yukanida verilen anaprogrami, adaptif ag iizerinde Simpson yéntemini de
gerceklestirecek bicimde gelistiriniz.  Bunun icin Sncelikle herhangi ¢ €
(a,b) icin

(a, f(a)), (c, f(c)), (b, f (D))

noktalarindan gecen Py(x) interpolasyon polinomunun [a,b] araligi iizerin-
deki integralini hesaplayarak, esit aralikli olmasi gerekmeyen noktalar icin
Simpson kuralini elde ediniz.

4. Yukanda sol dikdértgen kurali icin elde edilen sonuglari, kullanilan ag algo-
ritmasina gore sag dikdortgen kurali icin de kontrol ediniz. Benzer perfor-
mansi elde ediyor musunuz?

5. (Proje) Birinci tiirevin belirlenen bir toleranstan daha fazla oldugu nontada
sonra ilgili alt araliktaki yaklasimi sol dikdértgen kuralina gére hesaplayan,
degilse ikinci tiirevdeki degisimin énceden belirlenen toleranstan biiyiik ol-
masi durumunda bir sonraki diigiim noktasini Soru 1 de belirleyeceginiz al-
goritmaya gore hesapladiktan sonra ilgili alt araliktaki yaklasimi Yamuk yén-
temine gore hesaplayan degisken mertebeli bir sayisal integrasyon yontemi
gelistiriniz. Gelistirdiginiz yontemi birinci ve ikinci tiirevinde hizli degisimler
gosteren ornekler lizerinde test yapiniz.

6. (Proje) Sol dikdértgen tabanli S(i, j) veya yamuk tabanli R(i, j) Romberg
yaklasimlarinin adaptif ag iizerine genellestirilebilme durumlarini tartisiniz.
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