Bolim

Sayisal Tiirev

Bu boliimde

e sonlu fark olarak bilinen yontemlerle bir fonksiyonun herhangi bir nokta
veya araliktaki nokta kiimesi iizerinde farkli yontemlerle sayisal tiirev-
lerinin nasil hesaplandigini,

e yontemlerin hatalarinin nasil belirlendigini,

e MATLAB veya Octave(kisaca MATLAB/Octave) ortaminda bir nokta
veya aralik icerisindeki nokta kiimesi iizerinde sayisal tiirevlerin nasil
hesaplandigini ve

e yiiksek basamaktan hata iceren yontemlerin nasil elde edilebilecegini
inceliyoruz.

Konuyla ilgili olarak boliim sonunda sundugumuz ve bizim de bu dokii-
mani hazirlarken faydalandigimiz temel kaynaklari ¢neririz.

1.1 Sayisal tiirev

Oncelikle sayisal tiirevi anlamaya calisalim.

Herhangi bir fonksiyonun tanim kiimesi icerisinde bulunan bir
t; noktasindaki sayisal tiirevi, t; noktasi komsulugundaki fonksiyon degerlerinin
lineer bir kombinasyonu olarak ifade edilebilen ve genelde hata iceren bir tiirev
yaklasimidir.
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2 Sayisal Tiirev

Sayisal tiirev farkli lineer kombinasyonlar yardimiyla hesaplanabilir. Bir
yontemi digerlerinden ayiran 6zellik, yontemin

e hatasi ve

e lineer kombinasyondaki terim sayisidir.
Tercihen en iyi sayisal tiirev yontemi,

e en az hata ve

e minumum bilgisayar kaynagi kullanarak belirtilen tiirev islemini gercek-
lestiren yontemdir. Burada bilgisayar kaynagi ile bilgisayar bellek ve
islem gerceklestirme zamanini kastediyoruz. Dolayisiyla bilgisayar kay-
nak kullanimi agisindan tercih edilen yontem, en az sayida fonksi-
yon degeri hesaplamak suretiyle ilgili tiirev yaklagimini elde eden yon-
temdir.

Simdi birinci basamaktan tiirev i¢in farkh sayisal yontemlere goz atalim.

1.2 Birinci basamaktan tiirev igin yaklasim-
lar

Bir I = (a,b) C R agik araliginda tiirevlenebilir bir f fonksiyonun bu aralik
icerisinde herhangi bir ¢ noktasindaki tiirevinin, birbirine denk olan

$) = tim SN IO

ft) = ft—h)
h

ft+h)—f{t—h)
2h

limitleri ile tamimlandigim biliyoruz. h — 0 icin limit islemini kaldirmak
suretiyle, h nin yeterince kiiciik ve pozitif degeri icin elde edilen

py = D10

= limhﬂo

= limhﬂo
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1.2 Birinci basamaktan tiirev icin yaklasimlar 3

yaklagimlarindan her birisi ¢ noktasindaki birinci basamaktan tiirev i¢in farkh
sayisal yaklagimdir. Bu yaklagimlar asagida tanimlanan boliinmiis fark no-
tasyonu yardimiyla ifade edebiliriz.

f fonksiyonun a ve b noktalarindaki béliinmiis farki

f(b) = f(a)

flat = T2 =

ile tanimlanir.

fla, b] boliinmiis farkinin, (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarini birlegtiren dogru
parcasinin(kirigin) egimi olduguna dikkat edelim.

h > 0 olmak tizere (t, f(t)), (t+h, f(t+h)) noktalarindan gecen
dogrunun egimini, (t, f(t)) noktasindaki teget dogru egimi olarak kabul eden

Di(f,t.h) = flt.t +h] = f(Hh]i_f(t) (1.1)

yaklasimina f'(t) icin ileri fark yaklasimi adi verilmektedir. Benzer olarak, t
noktasi ve bu noktanin gerisinde yer alan t — h noktasindaki fonksiyon degeri ile

elde edilen t o
D,(f,t,h) ::f[t_h’t]:f()_i( —h)

yaklasimina f'(t) icin geri fark, ve t noktasini merkez kabul edent — h ve t + h
noktalarindaki fonksiyon degerleri ile elde edilen

ft+h)—ft—h)
2h

(1.2)

D, (f, t,h) = flt —h,t+h] =

(1.3)

yaklasimina ise birinci basamaktan tiirev icin merkezi fark yaklasimi adi verilmek-
tedir.

f(t) = t* + 1 fonksiyonun t = 1 noktasindaki ileri fark,
geri fark ve merkezi fark yaklagimlar ile elde edilen egimlere sahip ve (1,2)
noktasindan gegcen dogrular ile ayni noktadan gegen teget dogru grafiklerini
aym eksende ¢izdiriniz.

Birinci mertebeden tirev i¢in degisik yaklagimlar ve geometrik gos-
terimleri Sekil 1.1 de verilmektedir.
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4 Sayisal Tiirev
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Sekil 1.1: Teget dogru ve ileri fark, geri fark ve merkezi fark egimli dogrular.

Sekil 1.1'de, f(t) = t*> + 1 fonksiyonuna ¢ = 1 noktasinda gizilen teget
dogrular ile ¢ = 1 noktasinda h = 1 adim

uzunlugu ile olusturulan ileri fark, geri fark ve merkezi fark yaklagimlarin
egim kabul ederek, (1,2) noktasindan gegen dogrularin grafikleri goriilmek-
tedir. Ileri fark ile elde edilen egim

fIL1) = (f(2) = f(1))/1 =3,
geri fark ile elde edilen egim
f10,1] = (f(1) = f(0))/1 =1
ve merkezi fark ile elde edilen egim ise
10,21 = (f(2) — f(0))/2 =2

olarak elde edilir. Bu 6rnek icin merkezi fark egiminin ¢ = 1 noktasinda
gercek egime egit oldugunu gozlemleyiniz.

f(t) = at + b fonksiyonunun t, noktasindaki birinci basamaktan
sayisal tiirevini h adim uzunlugu ile ileri fark yontemi yardimiyla hesaplayalim.
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1.2 Birinci basamaktan tiirev icin yaklasimlar 5

fto+h) — f(to)
h
a(to+h)+b—a(ty) —b
h

Dl(f? th h’) =

= a
dir ve bu sonug¢ A adim uzunlugundan bagimsiz olarak dogrudur. Diger yon-
temlerle de ayni1 sonucu elde edebilecegimizi kontrol ediniz. Bu durumda
sayisal tiirevde olusan hata

Hata = f'(to) — f[to, ]
a—a

=0

dir.

f(t) = at?® fonksiyonunun t, noktasindaki birinci basamaktan
sayisal tirevini h > 0 adim uzunlugu ile ileri fark, geri fark ve merkezi fark
yontemi yardimiyla hesaplayiniz. Her bir durumda olusan hatayr hesaplayiniz.

Ileri fark yontemi ile

f(to+h) — f(to)
h

a(to + h)?* — a(to)?
h

= &(h + Qto),

Di(fathh) =

ve
Hata = f'(to) — Di(f,to, h)
= 2aty — a(h + 2ty)
= —ah
olarak elde edilir. Geri fark yontemiyle

f(to) — f(to —h)

D!](fv tO; h) = h
. (l(to)Z — a(to — h)2
B h
== (l(—h + 2t0)
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6 Sayisal Tiirev

Hata = f'(to) — Dy(f,to, h)
= 2aty — a(—h + 2tp)
= ah

ve merkezi fark yontemiyle ise

flto+h) — f{to—h)
2h

a(to+ h)? —a(ty — h)?
2h

D,(f, to,h) =

= 26Lt0

Hata = f'(to) — Dm(f, to, h)
= 26Lt0 — Q(Itg
=0

elde edilir. O halde bu 6rnek igin elde edilen sayisal tiirev yaklagimlar
ileri fark ve geri fark yonteminde adim uzunluguna bagh olarak degisirken,
merkezi fark yonteminde ise adim uzunlugundan bagimsizdir ve elde edilen
yaklagim ayni zamanda gercgek tiirev degeridir.

f(t) = t3 fonksiyonunun t = 1 noktasindaki tiirevinde olusan
hatayir h = 0.2 ve h = 0.1 adim uzunluklari icin

o ileri fark
e geri fark
e merkezi fark

yontemi yardimiyla hesaplayiniz.

o lleri fark yontemi ile tiirev

S +h) - )

Dz(fa 17 h) =

h
(A +hpP (1)
- h
= h®+3h+3
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1.2 Birinci basamaktan tiirev icin yaklasimlar 7

olup, hata
olarak elde edilir. h = 0.2 i¢in hata degeri —0.64 olarak bulunur.
h = 0.1 i¢in ise hata degeri —0.31 olarak elde edilir. Bu degerin A = 0.2

icin elde edilen hatanin yaklagik olarak yaris1 kadar olduguna dikkat
edelim.

e Geri fark yontemi ile tiirev

D = [=SA=0)
WP (a—ny?
h
= h?—3h+3

olup, hata

/(1) = Dy(f, 1,h) = —* + 3h
olarak elde edilir. & = 0.2 i¢in hata degeri 0.56 olarak bulunur. h = 0.1
i¢cin ise hata degeri 0.29 olarak elde edilir. Bir onceki sikta oldugu

gibi bu deger, h = 0.2 icin elde edilen hatanin yaklagik olarak yarisi
kadardir.

e Merkezi fark yontemi ile tiirev

f+h)—fA-h)
2h

(1+h)*—(1—h)?
2h

Dm<f717h) -

= h*+3
olup, hata
f/(]') - Dm(fv 17 h) = _h2

elde edilir. h = 0.2 icin hata degeri —0.04 olarak bulunur. » = 0.1
icin ise hata degeri —0.01 olarak elde edilir. Ilk siklarda elde edilen
sonuclarin aksine bu deger h = 0.2 igin elde edilen hatanin dortte biri

kadardar.

Ozetle burada sunulan 6rnekler ve benzer diger ¢rnekler sonucunda
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8 Sayisal Tiirev

e Merkezi fark yaklagiminda olusan hatanin mutlak degerce diger yak-
lagim hatalarindan daha kiigiik oldugunu,

o Ileri fark ve geri fark yaklagimlarinda olusan hatalarin mutlak degerce
birbirlerine yakin olduklarini,

e Adim uzunlugunun A = 0.2 den h = 0.1 ’e yani yarisina diisiiriilmesiyle,
ileri fark ve geri fark yaklagim hatalarinin da yaklagik olarak yariya
indirgendigini,

e Merkezi fark formiiliinde ise adim uzunlugunun yariya diisiiriilmesiyle
hatanin yaklagik olarak 4 kat azaldigim gozlemliyoruz.

Satir fonksiyonu(inline function) olarak tanimlanan bir f fonk-
siyonunun, verilen bir noktadaki sayisal tiirevini verilen bir adim uzunlugu ile
ileri fark, geri fark ve merkezi fark yontemi ile hesaplayan MATLAB/OCTAVE
programi gelistiriniz.

Programimiz sturev olarak adlandiralim:

function sonuc=sturev(f,a,h)
ilerifark=(f (a+h)-f(a))/h;
merkezifark=(f (a+h)-f(a-h))/(2%*h);
gerifark=(f (a)-f(a-h))/h;
sonuc=[ilerifark,merkezifark,gerifark];
end

Program 1.1: Farkhiyontemlerle sayisal tiirev

Program 1.1’i calistirmak icin ¢ncelikle f fonksiyonunu tanimlayalim: f
fonksiyonunu iki farkl sekilde tamimlayabiliriz. Birincisi agagida goriildiigii
gibi inline fonksiyonu yardimiyla

>> f=inline('t"2")

f=

Inline function:
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1.3 O(Biiyiik O) notasyonu 9

flt) =t"2

Alternatif olarak f fonksiyonunu "anonim fonksiyon" olarak '@’ sembolii
ile

>> f=0(t) t"2

bigiminde de tanimlayabiliriz. Burada ©(t) terimi f nin t bagimsiz
degiskenin fonksiyonu oldugunu ifade etmektedir.

>> sonuc=sturev(f,1,0.1)

sonuc =

2.1000 2.0000 1.9000

elde ederiz.

Tiirev icin elde edilen degisik yaklagimlardan hangisinin kullanilacagina
karar verirken dikkat ettigimiz kriterlerden birisi ve belki de en 6nemlisi,
yontem ile elde edilen sonug ile gercek deger arasindaki fark, yani hatadir.
Genelde gercek tiirev degeri elimizde olmayacag: icin bir sonlu fark yonte-
minde her bir noktada olusacak olan hatay1 tam olarak belirlemek miimkiin
olmadig1 gibi, gerekli de degildir. Fakat verilen bir yontemde olusan hatanin,
adim uzunlugunun hangi dereceden polinomuyla kiyaslanabilecegini belir-
lemek miimkiindiir. S6z konusu kiyaslama iglemi O(biiyiik O olarak okunur)
notasyonu yardimiyla gergeklestirilebilir. Simdi biiyiik O notasyonunu kisaca
taniyalim.

1.3 O(Biiyiik O) notasyonu

O notasyonu, belirli bir noktanin komsulugunda verilen bir fonksiyonun degigim
hizin1 daha sade bi¢imde ifade edilen elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade
etmek i¢in kullanilir.

t = a noktasi komsulugunda tanimli f ve g fonksiyonlari icin eger
lim:_q (f(t))/(g(t)) = sabit # 0 ise bu taktirde f(t) fonksiyonuna, t = a noktasi
komsulugunda g — inci basamaktandir denir. Bu durum f(t) = O(g(t)),t — a
gosterimi ile ifade edilir ve f(t) biiyiik O g(t) diye okunur.

Yukaridaki tanimda a = oo olmasi durumunda, bu noktanin komsulugu
olarak yeterince biiyiik ¢ > 0 i¢in (¢, 00) araligi alinir.

O(biiyiik o) notasyonunun kullanimina iliskin olarak asagidaki
ornekleri inceleyelim.
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Sayisal Tiirev

sin(t) = O(t),t — 0 dir, ¢iinkii
limy_o(sin(t))/t =1#0

dir. Bu durumda ¢ = 0 noktasi komsulugunda sin(t) fonksiyonu ¢
fonksiyonu ile benzer davranig gosterir(diger bir deyimle, degisim hizlar
arasinda lineer bir iligki s6z konusudur).

3243t +2 = O(t?),t — oo ¢iinkii limy_oo((3t> + 3t +2)) /12 =3 £ 0

dir.

3t + 3t +2 = O(1),t — 0 giinkii lim;_o((3t> + 3t +2))/1 =2 # 0.

sinh(t) = 1/2(e' —e ") =1/2(e") —1/2(e7")
= 1/2(1+t+t2/21+3/3!..)
—1/2(1 —t+2/2! —#3/31..)
= t+t3/31— ...
= O(t),t =0

Benzer bicimde

cos(t) =0(1),t — 0

ve

e —1=0(),t—0

fakat
e —1#£0(),t — oo

dir.
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1.3 O(Biiyiik O) notasyonu 11

y
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Sekil 1.2: Sifir noktasi komgulugunda f(t) = e — 1 ve ¢(t) = t fonksiyonlar

Ozetle biiyiik O notasyonu yardimiyla bir fonksiyonun bir nokta komsu-
lugundaki davranigi daha basit fonksiyonlarla( 6rnegin t",n € Z ) ifade
edilmektedir. Ornegin

limg o — 1)/t =1

olup, biiyiik O notasyonu ile
e —1=0(),t—0

ile sifir noktasimin yeterince kiiciik komsulugunda e' — 1 = ¢ alinabilecegini
anliyoruz. Sifir noktasi komgulugunda f(t) = e — 1 ve g¢(t) = ¢ fonksiyonla-
rinin grafikleri Sekil 1.2’de goriilmektedir.

Biiyiik O notasyon kullanimini daha iyi kavrayabilmek icin agagida verilen
ifadeleri yakindan inceleyelim:

e 3t =0(t),t — 0,

e 3t +2t* =0(t),t — 0,

o 3t +2t* = O(t?*),t — oo,

e cl=1+t+t3/24+0(3),t — 0,
e 2cos(t) = 0O(1),t — 0,

o tan(z) = O(z),z — 0,
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12 Sayisal Tiirev

o tan(z) =z + O(z*),z — 0,
o v +22/2+2%/5 =1+ O(2?),r — 0,

e rsin(z) = O(2?),x — 0

1.4 Sayisal tiirev yaklasim hatalari

f € C?[a, b] ve kiiciik bir pozitif h sabiti icin, t vet+h € (a,b)
olsun. Bu taktirde
ft+h) - f(t)

f(t) = - +O(h),h— >0

dir.

Taylor teoreminden

ft+h) = f(t) + hfr(t) + 1*f"(c)/2

bagintisi saglanacak bigimde ¢ € (a, b) sabiti mevcuttur. Bu bagintidan

frt) = (f(t+h) = f(1))/h = hf"(c)/2

elde edilir. f € C?[a,b] oldugundan f” fonksiyonu [a,b] arahginda simrhdir
ve dolayisiyla
—hf"(c)/2=0(h),h— >0

dir.
Ileri fark yontemi ile tiirev yaklagiminda olusan

frt) = (f(t+h) = f(t))/h = =h/2f"(c)
olarak elde edilen hata terimine yakindan bakalim:
e Hata terimi bize ileri fark yontemiyle f(t) = at + b ile verilen lineer

fonksiyonlarin tiirevinin hatasiz olarak hesaplayacagini agikca ifade et-
mektedir.
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1.5 Aralik iizerinde sayisal tiirev(ileri, geri ve merkezi fark yaklasimlari) 13

e Yine hata terimi, adim uzunlugu h yerine h/2 alinmasi durumunda
hatanin yaklagik olarak h ile olusan hatanin yarisi kadar olacagini ifade
etmektedir.

e Fonksiyonun digbiikey oldugu (f” > 0) noktalarda hata, yani gergek
tiirev degeri ile fark yaklagimi ile elde edilen deger arasindaki fark,
negatiftir. Diger bir deyimle, fark yaklagimi gercek degerden biiyiiktiir.
Fonksiyonun i¢biikey oldugu bolgede ise tersi durum s6z konusudur.

e Son olarak hata terimi, fonksiyonunu ikinci tiirevinin mutlak degerce
biiyiik degerler aldig1 noktalarda iyi sonug¢ elde edebilmek icin adim
uzunlugunun cok kiigiik olmasi gerektigini ifade etmektedir.

Benzer bigimde geri fark yaklagimi icin de hatanin ayni basamaktan,
yani O(h) oldugu(Algtirma 5) ve merkezi fark yaklagimi igin ise O(h?) ol-
dugu(Ahgtirma 7) gosterilebilir.

Merkezi fark yaklagiminda olusan hata, mutlak degerce ve genelde, ileri
fark ve geri fark yaklagimlarina goére daha kiiciiktiir. Merkezi fark yak-
lagimi daha iyi bir yaklagim olmasina ragmen diferensiyel denklemlerin sayisal
¢oziimlerinde bu yaklagim yerine bazen ileri fark bazen de geri fark yaklagim-
larinin kullanilmasi daha uygundur.

1.5 Aralik iizerinde sayisal tiirev(ileri, geri ve
merkezi fark yaklagimlari)
[a,b] arahig1 iizerinde tamimh bir y = f(¢) fonksiyonunu gz oniine alalim.
Bu aralikta aralarindaki uzakliklar1 h = (b — a)/n olan n adet alt araligin ug
noktalari
ti=a+(i—Dhi=12- ,n+1

dir. Bu ug¢ noktalar:
T = [t17 o, - tn, tn+1]

vektorii ile gosterelim. 7' nin elemanlarina karsilik gelen fonksiyon deger-
lerinin bilesen kabul eden vektorii ise

ile gosterelim.
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14 Sayisal Tiirev

o T'=[ty, - ,t,] noktalarinda ileri fark yontemiyle tiirev igin yaklagim
T+h)— f(T
Di(f, T, h) = fT+ })L f2) (1.4)

olarak tamimlanir.Burada 1" + h ile T" vektoriiniin her bir elemanina h
skalerinin ilave edilmesiyle elde edilen

T+h : =[ti+hta+h,- t,+h]
= [t27t37"' 7tn+1]

vektoriinii ifade ediyoruz.

o I'= [ty ,tn,tny1] noktalarinda geri fark yontemiyle tiirev icin yak-
lagim
T)— f(T—h
Dy(f,T,h) = [ i( ) (1.5)

olarak tanmimlanir.

1.4 ve 1.5 yontemleri karsilastirildiginda, her ikist de sonu¢ olarak
ayne indisel notasyona sahip gozikmekte olsa bile 1.4 formilasyonunun T = |
t1,+ -+, t,] noktalarnda ve 1.5 notasyonunun ise T = [ tg, - ,t,, t,i1] nok-
talarinda tanimlb olduguna dikkat ediniz. Diger bir degimle, t; noktasinda
ilert fark yontemine gore sayisal tiirev ile to noktasinda geri fark yontemine
gore sayisal tirev aynidar.

e {; ve t, 1 noktalar arasinda kalan T'= [ t5,--- ,¢,] i¢ noktalarinda
merkezi fark yontemiyle tiirev icin yaklasim

f(T+h) = f(T=h)
2h

Do(f, T, h) = (1.6)

olarak tamimlanir.

f(t)y =t e [-1,1], h = 0.2 adim uzunlugu ile belirtilen T
noktalarinda birinci tiirev icin ileri fark ve merkezi fark yaklasimi, gercek tiirev
degeri ve her noktada olusan hatayi hesaplayarak tablo halinde sunalim.
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1.5 Aralik iizerinde sayisal tiirev(ileri, geri ve merkezi fark yaklasimlari) 15

Verilen adim uzunlugu ile olusan alt aralik sayisi

h=((b—-a)/n=2/n=02=n=10
dur. Bu durumda nokta sayisi ise n+1 = 11 adet olup, alt aralik u¢ noktalar:
ti=a+(i—1Dh=—1+(G—-1)02i=12--,11
.olarak tanimlanir. Uc¢ noktalar vektorii

T =[-1,-08,—0.6,—0.4,—0.2,0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1]

olup, ileri fark yontemi ile yaklagimlar ilk 10 noktada, merkezi fark yontemi
ile ise ilk ve son nokta disindaki noktalarda hesaplanmaktadir.

Ileri Fark Merkezi Fark

T Tiirev Yaklasim Hata | Yaklagim Hata
0.0000 0.0000 0.0400 0.0400 | 0.0400 -0.0400
0.2000 0.1200 0.2800 -0.1600 | 0.1600 -0.0400
0.4000 0.4800 0.7600 -0.2800 | 0.5200 -0.0400
0.6000 1.0800 1.4800 -0.4000 | 1.1200 -0.0400
0.8000 1.9200 2.4400 -0.5200 | 1.9600 -0.0400

Tablo 1.1: Ornek 1.7 icin baz Ileri Fark ve Merkezi Fark yaklagimlar

f(t) = t3 fonksiyonu, ¢t < 0 igin i¢ biitkey ve ¢t > 0 igin ise dig biikeydir.
Ozetle

o Ileri fark yonteminde hatanm isareti yukarida belirtildigi iizere i¢ biikey
bolgede porzitif ve dig biikey bolgede ise negatiftir.

e Sifir noktasindan uzaklagtikca ikinci tiirev degerinin biiytimesine bagh
olarak ileri fark yontemine gére hatanin mutlak degerce artmaktadir.

e Merkezi fark yaklagiminda hatanin, tiirevi hesaplanan fonksiyonun iigiincii
tiirevini igerdigini(Aligtirma 7) biliyoruz. Go6z 6niine aldigimiz érnekte
fonksiyonun {iciincii tiirevi sabit oldugu i¢in hata formiilii bu durumda
gercek hatayr da vermektedir.

(=h%f"(c)/6 = —h* = —(0.2)* = —0.04)
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e Merkezi fark yaklagim tigiincii tiirevi sifira esit olan iki veya daha diisiik
dereceli polinomlarin tiirevini hatasiz olarak hesaplar.

f fonksiyonu ve gercek tiirevi ile [a,b] araligi ve bu aralikta
kullanilmasi istenilen alt aralik sayisini(n) kullanicidan alarak, birinci tiirev icin
ileri fark, geri fark ve merkezi fark yaklasimi ile gercek tiirev degerini hesaplayan
programi hazirlayalim

Ornekte belirtilen iglemler Program 1.2 ile gerceklestirilmistir. Ayrica

function asturev(f,df,a,b,n)
h=(b-a)/n;
T=a:h:b;
Ti=T(1:n);
Tg=T(2:end) ;
Tm=T(2:n) ;
ifark=(f (Ti+h)-£(Ti))/h;
mfark=(f (Tm+h)-f (Tm-h) )/ (2*h) ;
gfark=(f (Tg)-f(Tg-h)) /h;
subplot(3,1,1);
plot(Ti,ifark,’-0’);hold on; plot(T,df(T),’-r’,’linewidth’,2);
subplot(3,1,2);
plot(Tg,gfark,’-d’); hold on; plot(T,df(T),’-r’,’linewidth’,2);
subplot(3,1,3);
plot(Tm,mfark,’-*’); hold on; plot(T,df(T),’-r’,’linewidth’,2);

Program 1.2: Gergek tiirev ile farkliyontemlerle aralik tizerinde sayisal tiirev

>> f=@Q(t) sin(t)

>> df=Q(t) cos(t)

ile

>>asturev(f,df,-3,3,20)

komutu ile elde edilen sonucglar Sekil 1.3 de sunulmaktadir.

Sekilde oklarla belirtildigi tizere Ileri fark yontemi ile sayisal tiirevin ar-
aligin sag uzunda, geri fark ile hesaplanan sayisal tiirevin araligin sol ucunda
ve merkezi fark ile hesaplanan tiirevin ise araligin u¢ noktalarinda hesaplan-
madigina dikkat ediniz.
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1 >
0.5 -
o i
0.5 - -
1 | | | | | \
-3 2 1 0 1 2 3
1
0.5 B

-0.5 7/ | | | | | \

-3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 1.3: Tleri fark(o), geri fark(kare) ve merkezi fark(*) yaklagimlar ile
gergek tiirev(-)

1. Asagida verilen fonksiyonlarin karsilarinda verilen noktalardaki sayisal tiirev-
lerini ileri fark yéntemi ve h = 0.1 adim uzunlugu ile hesaplayiniz.

2. Soru 1 de verilen fonksiyonlarin gercek tiirevlerini de karsilarinda verilen
noktalarda hesaplayiniz.

3. Soru 1 de elde ettiginiz sayisal tiirev degerleri ile Soru 2 de elde ettiginiz

sayisal tiirev degerlerinin farki ile olusturacaginiz sayisal tiirev hata deger-
lerini hesaplayiniz.
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4. Soru1—3'ii h = 0.05 icin tekrarlayiniz. Elde ettiginiz yeni hata degerleri ile
h = 0.1 icin elde ettiginiz hata degerlerini karsilastiriniz. Adim uzunlugunu
ikiye bélmek suretiyle elde ettiginiz yaklasimlarda olusan hata degerleri,
onceki degerlerin yaklasik olarak ne kadaridir. Elde ettiginiz sonu¢ hatanin
O(h) biiyiikliigiinde olmasi ile uyumlu mudur?

5. (Birinci basamaktan tiirev icin geri fark yaklasimi) f € C?[a,b] ve kiiciik
pozitif h sabiti icin, t vet — h € (a,b) olsun. Bu taktirde

fr(t) = (f(t) = f(t = h))/h+ O(h),h — 0
oldugunu gosteriniz.

6. Soru 1 — 4'ii geri fark yaklasimi icin tekrar ediniz.

7. (Birinci basamaktan tiirev icin merkezi fark yaklasimi) f € C3[a,b] ve
kiiciik pozitif h sabiti icin, t — h,t + h € (a,b) olsun. Bu taktirde

frit) = (f(t+h) = f(t—h))/2h+ O(h?),
O(h*) = —h*/6f"(c),h — 0,c € (a,b)
oldugunu gosteriniz.

8. Soru 1—4'ii merkezi fark yaklasimi icin tekrar ediniz. Elde ettiginiz sonuglar
hatalarin O(h?) biiyiikliigiinde olmasi ile uyumlu mudur?

(Bilgisayar destekli aligtirmalar)

1. f(t) = sin(t) fonksiyonunun ileri fark yéntemine gére birinci basmaktan
sayisal tiirevini [—2,2] araligini 10 adet alt araliga bolerek elde edilen alt
aralik u¢c noktalarinda hesaplayarak, gercek ve sayisal tiirevin grafigini ayni
ekranda cizdiriniz.

2. Yukanda verilen araligi 20 adet alt araliga bolerek her bir noktada olusan
hatanin yaklasik olarak kac kat azaldigini gézlemlemeye calisiniz.

3. t = 2 noktasinda olusan hatanin ka¢ kat azaldigini hesaplayiniz.

4. Elde ettiginiz sonu¢ yéntemin hata tahmini ile uyumlu mu?

5. Soru 1 — 4'ii geri fark yontemi icin tekrar ediniz.

6. Soru 1 — 4'ii merkezi fark yontemi icin tekrar ediniz.
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1.6 Ikinci tiirev ve merkezi fark yaklasimi
Ikinci tiirev icin genellikle kullanilan sonlu fark yaklasimi merkezi fark yak-
lagimidir. Yaklagim formiilii ve hata terimi agagidaki gibidir:

Teorem (lkinci basamaktan tiirev icin merkezi fark yaklasimi)
f € C*a,b] ve kiiciik pozitif h sabiti icin, t —h vet + h € (a,b) olsun. Bu
taktirde

f'(t) = (f(t+h) =2f(t) + f(t = h))/h* + O(h®),h— > 0
dir.

Ispat: Taylor teoreminden

Ft+h) = f(t) = hf'(t) + W2 (0) /2 + B " () /6 + h* f ) (e1) /24, e1 € (a,b)

FlE=h)=f(t) = =hf' () + 12 f"(6) /2= h* () [31+ h* ) (e2) /24, ¢2 € (a,b)

Acilimlan taraf tarafa toplanarak diizenlenirse,

Ft+h)+ f(t—h)=2f(t) = B2 f"(t) + h*[12((f) (cr) + [ (e2)) /2), (L.7)

1,02 € (a,b) elde ederiz. Siirekli fonksiyonlar igin ara deger teoreminden

F(e) = (f" er) + f7(c2))/2)

bagintisi saglanacak bigimde (a, b) arahiginda bir ¢ eleman mevcuttur.
O halde (1.7) denkleminin her iki yam A? ile boliiniirse,

(f(t+h) = 2f(t) + f(t = h))/h* = f"(t) + 12 [12(f*)(c))
veya
f(t) = (f(t+h) = 2f(t) + f(t = h))/B* + O(h*),h— >0

elde ederiz.
Tanim kiimesi icerindeki bir ¢ noktasinda f fonksiyonunun ikinci basa-
maktan merkezi fark yontemiyle sayisal tiirevi

ft+h)=2f() + f(t—h)
h2

D2(f,t,h) = (1.8)

olarak tamimlanir.
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f(t) = cos(t) fonksiyonunun t = w/4 noktasindaki ikinci tiirev
yaklasimini ve yaklasim hatalarint h = 0.2 ve h = 0.1 adim uzunluklar igin
hesaplayalim.

Belirtilen h degerleri icin elde edilen yaklagimlar ve hatalar1 asagidaki
tabloda verilmektedir:

h=0.2 h=0.1
ti Yaklagim  Hata(h = 0.2) | Yaklasim Hata(h = 0.1)
/4 —0.7048  —0.0024 —0.7066 —5.89E — 04

Hata(h = 0.2)/Hata(h = 0.1) = 4.074

olup, bu sonug Teorem 1.2 ile elde edilen O(h?) teorik hatasimi dogrulamak-
tadir: adim uzunlugu ikiye boliiniince hata dort kat azalmaktadir.

1. Asagida verilen fonksiyonlarin karsilarinda verilen noktalardaki ikinci basa-
maktan sayisal tiirevlerini merkezi fark yéntemi ve h = 0.1 adim uzunlugu
ile hesaplayiniz.

2. Soru 1'de verilen fonksiyonlarin karsilarinda verilen noktalardaki ikinci ba-
samaktan tiirevierini(gercek) hesaplayiniz.

3. Soru 1 ve 2’deki sonuglarinizi karsilastirarak, sayisal tiirev isleminde olusan
hatalari hesaplayiniz.

4. Soru 1 —3'ii h = 0.05 adim uzunlugu ile tekrar ediniz. Elde ettiginiz yeni
hata degerlerini h = 0.1 igin elde ettiginiz hata degerleri ile karsilastiriniz.
Gézlemleriniz hatanin O(h?) biiyiikliigiinde olmasi ile uyumlu mudur?
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9.
10.

Ikinci basamaktan tiirev icin merkezi fark formiilii ile, birinci basamaktan
tiirev icin ileri ve geri fark formiilleri arasinda asagidaki bagintilarin mevcut
oldugunu gézlemleyiniz:

Dy(f,t,h) = (DgoDy)(f,t, h) = (DioDg)(f,t, h)

f(t) = sin(t) fonksiyonunun merkezi fark yéntemine gore ikinci basamak-
tan sayisal tiirevini [0,1] araligini 10 adet alt araliga bolerek elde edilen
alt aralik u¢ noktalarinda hesaplayiniz.  Gergcek ve sayisal tiirev farkini
hesaplayiniz.

Yukarida verilen araligi 20 adet alt araliga bolerek her bir noktada olusan
hatanin yaklasik olarak ka¢ kat azaldigini gézlemlemeye calisiniz.

t = 1/2 noktasinda olusan hatanin ka¢ kat azaldigini hesaplayiniz.
Elde ettiginiz sonug yéntemin hata tahmini ile uyumlu mudur?

Soru 1 —4'ii f(t) = cos(t) fonksiyonu igin tekrar ediniz.

1.7 Proje caligmalar:

1.

(Birinci basamaktan tiirev i¢in merkezi fark formiilii igin farkli bir yak-
lagim)

f fonksiyonunun ¢; noktasindaki birinci mertebeden tiirevi icin ileri fark
yontemi (t;, fi), (ti11, fi+1) noktalarindan gegen kirigin egimini yaklagim
olarak kullandigini biliyoruz, burada f; = f(¢;) dir. Benzer olarak geri
fark yaklagim (¢;_1, fi_1), (¢, f;) noktalari; merkezi fark yaklagimi ise
(ti_1, fi—1), (tiv1, fir1) noktalarindan gegen kirigin egimini ¢; noktasin-
daki tiirev icin yaklagim kabul etmektedir. Bu noktada aklimiza gu soru
gelebilir: Belirtilen noktalardan gecen kirigin egimini kullanmak yerine,
stz konusu noktalardan gegen paraboliin ¢; noktasindaki egiminin bu
noktadaki tiirev i¢in yaklagim olarak kabulii daha iyi sonu¢ vermez mi?

Ancak parabol icin ii¢ nokta ciftine ihtiyacimiz olacaktir. Ornegin ap-
sisleri arasindaki uzaklhigi i ya esit olan (¢;_1, fi—1), (ti, fi) , (tit1, fix1)
nokta ¢iftlerini goz oniine alalim. Newton formiilii yardimiyla bu nok-
talardan gecen ikinci dereceden polinomun

P(t) = fio1 + fltion ta (8 — timn) + fltimas it (£ — tioa) (E — t3)
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olarak verildigini hatirlayalim. Burada
fltic il = (fi = fima) /B
fltiastistia] = (flta tiva] = fltion ti) /20 = (fira = 2fi + fio1)/(20%)

Newton boliinmiig farklaridir. Bu degerler yukarida verilen P(t) ifadesinde
yerine yazarak

P(t) = ficr+(fi—fim1) /R(t—=t)+(fira—2fi+ fi1) [ (207) (t—ti-1) (E—1;)

elde ediniz. Buradan

P'(t;) = (fixs — fim1)/2h

oldugunu gosteriniz.

Ancak bu egimi f'(t;) i¢in yaklagim olarak kullandigimizda merkezi fark
yaklagimini elde ederiz!

O halde merkezi fark yaklagiminm (-1, fi—1), (ti+1, fi+1) noktalarin-
dan gecen kirigin egimini, fonksiyonun ¢; noktasindaki tegetinin egimine
yaklagim olarak almak suretiyle, aymi zamanda (t;_1, fi—1), (i, fi) ,
(ti+1, fir1) noktalarmdan gegen ikinci dereceden polinomun ¢; noktasin-
daki tiirevini fonksiyonun bu noktadaki tiirevi i¢in bir yaklagim olarak
kabul ettigini goriiyoruz.

Sonug olarak eger tiirevini hesaplamak istedigimiz fonksiyon ikinci derece-
den polinom olsaydi, merkezi fark yaklagimi ile fonksiyon tiirevini ne-
den hatasiz olarak hesaplayabilecegimizi de gormiis olduk. Bu sonucu
siiphesiz hata formiiliinden de elde edebiliriz. Ciinkii hata, f fonksiyo-
nunun {i¢lincii mertebeden tiirevini icermektededir.

. (Birinci basamaktan tiirev igin yiiksek basamaktan hata iceren formiil
arayisi)

Birinci basamaktan tiirev icin daha yiiksek basamaktan hata iceren
tiirev yaklagim arayigimizi siirdiirelim:

a, b, c,d ve e sabitleri h adim uzunluguna bagh olmak iizere
D(f,t;) = afia +0fic1 +cfi + dfixa + efiza = f'(t) (1.9)
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seklinde ifade edilebilen bir tiirev formiilii arayalim. Elde edecegimiz
formiiliin f(¢t) = 1,t,2,t3,t* fonksiyonlarmin herhangi bir ¢; noktasin-
daki tiirevlerini dogru hesaplamasini istiyoruz. Kolaylik olsun diye
t; = 0 alalim. Bu durumda egit aralikli noktalarimiz

timg = —2h,ti 1 = —h,t; = 0,t;41 = h,tip2 = 2h
dir.

e Yukarida verilen fonksiyonlarin ¢; = 0 noktasindaki birinci basa-
maktan tiirevlerinin dogru hesaplanmasi gerekliliginden hareketle,
¢oziilmesi gereken denklem sisteminin

a+b+c+d+e = 0
—2a—b+d+2e = 1/h
da+b+d+4de =
—8a—b+d+8 =
16a+0+d+16e = 0

oldugunu belirleyiniz.

e Yukaridaki denklem sistemini ¢ozerek tiirev yaklagim katsayilarin

1 —2 2 1
a—Eh,b—?h,C—O,d—gh,e——ﬁh

oldugunu gosteriniz. Boylece tiirev yaklagimimiz

D(f.t;) = (1/12f;—o — 2/3fi—1 +2/3fix1 — 1/12f;12) /D

olarak elde edilir.

° f € C™a,b| ve t —2h,t — h,t,t + h,t + 2h € (a,b) olmak
iizere tiirev yaklagim hatasi

f'(t) — D(f,t) = CLf™(c)h™, c € (a,b)

olacak bicimdeki pozitif m ve n tamsayilarin belirleyiniz.

e Yukarida elde ettiginiz yontemin f(t) = 1,¢,t,t3,t* fonksiyonlari-
nin tiirevlerini herhangi 4 > 0 adim uzunlugu ile hata yapmaksizin
hesapladigini gosteriniz.
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3. (Proje II deki fark formiilii igin farkli bir yaklagim)

o (tig, fi-a), (ti-1, fim1), (i, fi), (L1, fir1)s (five, fire) noktalarindan
gecen interpolasyon polinomunu belirleyiniz.(Yardim: Egit aralikh
veriler i¢in Newton formiiliinii kullaniniz. )

e II. Projede belirtilen
Jrt) = 1/h(1/12fi_o — 2/3fi-1 + 2/3 fiz1 — 1/12fi10)

yaklagiminin yukarida belirlediginiz polinomun ¢; noktasindaki tiirevine
esit oldugunu gosteriniz.

4. (II. basamaktan Tiirev icin Yiiksek basamaktan yaklagim arayist) Ikinci
basamktan tiirev i¢in daha yiiksek basamaktan hata terimi iceren arayigimizi
stirdiirelim:

e a,b,c,dveesabitleri h adim uzunluguna baglh sabitler olmak tizere
D2(f,t;) = afio +bfiy +cfi +dfiys +efiva = f(1:)

seklinde ifade edilebilen bir tiirev formiilii arayalim. Elde ede-
cegimiz formiiliin f(t) = 1,¢,t%,¢3,t* fonksiyonlarinin herhangi bir
t; noktasindaki tiirevlerini dogru hesaplamasini istiyoruz. Kolaylik
olsun diye ¢; = 0 alalim. Bu durumda egit aralikli noktalarimiz

tz;g - —2h, t,;l == —h, tl = O’ti+1 - h,ti+2 == Zh

dir.

e Yukarida verilen f fonksiyonlarmin ¢; = 0 noktasindaki tiirev-
lerinin dogru hesaplanmasi gerekliliginden hareketle, coziilmesi
gereken denklem sisteminin

a+b+c+d+e = 0
—2a—b+d+2 = 0
4a+b+d+4e = 2/h?
—8a—b+d+8 = 0
16a+b+d+16e = 0

oldugunu belirleyiniz.
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e Yukaridaki denklem sistemini ¢ozerek tiirev yaklasim katsayilari
a=—1/12h* b= 4/3h* c = —5/2h*,d = 4/3h* e = —1/12h*
oldugunu gosteriniz. Boylece tiirev yaklagimimiz
D2(f,t) = (=1/12fi 2 +4/3fi-1 —5/2fi +2/3fiy1 — 1/12fiy2) /1°

olarak elde edilir.

o fcC"a,b] vet—2h,t—h,t,t+ h,t+2h € (a,b) olmak iizere
tiirev yaklagim hatasinin

f'(t) = D2(f.t) = CLf ™ (e)h", ¢ € (a,)
olacak bicimdeki pozitif m ve n pozitif tamsayilarini belirleyiniz.

5. a,b,c,d ve e sabitleri h adim uzunluguna baglh sabitler olmak {iizere
tiglincii basamaktan tiirev icin

D3(f,ti,h) = afi—a+bfio1 + cfi + dfiss + efira = [ (1)

seklinde ifade edilebilen bir tiirev formiilii arayiniz. Elde ettiginiz yak-
lagimin basamagi nedir?

6. a,b,c,d ve e sabitleri h adim uzunluguna bagl sabitler olmak iizere
dordiincii basamaktan tiirev igin

DA(f,ti,h) = afig +bfis + cfi + dfiy1 + efiya = fO(t)

seklinde ifade edilebilen bir tiirev formiilii arayiniz. Elde etttiginiz yak-
lagimin basamagi nedir?
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