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@ Bu derste bir sinyal veya matematiksel ifadesiyle bir vektoriin
Ayrik(discrete) Fourier doniisiimiinii inceleyecegiz.
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Hatirlatma(Bir fonksiyonun Kompleks Fourier serisi)

@ 27t peryotlu parcali siirekli bir f fonksiyonunun, [—7t, 7r] araligi gibi
27t uzunluklu aralik tizerinde ortogonal olan

p={"} wi=V-1 (1)

kiimesinin lineer kombinasyonu olarak ve fonksiyonun siirekli oldugu x
noktalarinda
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Hatirlatma(Bir fonksiyonun Kompleks Fourier serisi)

@ 27t peryotlu parcali siirekli bir f fonksiyonunun, [—7t, 7r] araligi gibi
27t uzunluklu aralik iizerinde ortogonal olan

p={I wi=v-1 (1)

kiimesinin lineer kombinasyonu olarak ve fonksiyonun siirekli oldugu x
noktalarinda

f(x) = i cre™ (2)

k=—00

biciminde ifade edilebildigini hatirlayalim.
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Hatirlatma(Bir fonksiyonun Kompleks Fourier serisi)

@ 27t peryotlu parcali siirekli bir f fonksiyonunun, [—7t, 7r] araligi gibi
27t uzunluklu aralik iizerinde ortogonal olan

p={I wi=v-1 (1)

kiimesinin lineer kombinasyonu olarak ve fonksiyonun siirekli oldugu x
noktalarinda

f(x) = i cre’™ (2)

k=—0o0
biciminde ifade edilebildigini hatirlayalim.

@ (2) ye f fonksiyonunun Fourier serisi ve ¢, katsayilarina da Fourier
katsayilari adi verildigini hatirlayalim.
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Hatirlatma(reel katsayili Fourier serisi ve katsayilari)

o Kismi Dif. uygulamalarimizda daha ¢ok
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Hatirlatma(reel katsayili Fourier serisi ve katsayilari)

o Kismi Dif. uygulamalarimizda daha ¢ok

f(x) = ;ao—kli ay cos(kx) + by sin(kx) (3)
=1

ile verilen reel katsayili versiyonunu kullaniriz, burada
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Hatirlatma(reel katsayili Fourier serisi ve katsayilari)

o Kismi Dif. uygulamalarimizda daha ¢ok

°
1 o0
f(x) = 540 =+ Z ay cos(kx) + by sin(kx) (3)
k=1
ile verilen reel katsayili versiyonunu kullaniriz, burada
°
**/ x) cos(kx)dx, k = 0,1, ..
ve
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Hatirlatma(reel katsayili Fourier serisi ve katsayilari)

o Kismi Dif. uygulamalarimizda daha ¢ok

°
1 [ee]
f(x) = 53+ Y ak cos(kx) + by sin(kx) (3)
k=1
ile verilen reel katsayili versiyonunu kullaniriz, burada
°
ak:—/ x) cos(kx)dx, k = 0,1, ...
ve
°
bk:—/ X) sin(kx)dx, k = 1,2,

olarak elde edilir.
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Hatirlatma(reel katsayili Fourier serisi ve katsayilari)

o Kismi Dif. uygulamalarimizda daha ¢ok

°
1 [ee]
f(x) = 53+ Y ak cos(kx) + by sin(kx) (3)
k=1
ile verilen reel katsayili versiyonunu kullaniriz, burada
°
—/ ) cos(kx)dx, k = 0,1, ...
ve
°
1 7T
by = —/ f(x)sin(kx)dx, k =1,2, ...
TJ-m

olarak elde edilir.

@ Yukarida tanimlanan ay, by katsayilari ile (2) ile verilen ifade deki ¢k
katsayilari arasinda iliski mevcuttur(Alistirma 1).
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Taban fonksiyonlari ve ortogonalligi

o lIddia: ‘
B=1{e") i wi=V-1

kiimesi ortogonal bir kiimedir.
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Taban fonksiyonlari ve ortogonalligi

o liddia: _
B={e" i wi= VT
kiimesi ortogonal bir kiimedir.

@ k # l'igin B min ilgili elemanlarimin i¢ carpimi

. . T . 1 ) T
< e/kxv eI/X >= / elkxefllxdx _ (k /) e/(kfl)x -0 (4)
- i(k — .

ve ayrica
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Taban fonksiyonlari ve ortogonalligi

o lIddia: _
=) wi= V-1

kiimesi ortogonal bir kiimedir.
e k # [ igin B nin ilgili elemanlarinin i¢ carpimi

ik X I/X elkx g—ilx i(k—1)x _
<e = / dx = - e =0 (4)
(k - l) -7

Ve ayrica

< eikx ikx >= 277 (5)

dir.

E. Coskun (KTU) Ayrik Fourier Déniisimii 9 Nisan 2020



Kompleks Fourier Katsayilari

e (2) ifadesinin her iki yanini e~ ile carpip, [—7, 7t] araligi iizerinden

integral alarak, (4) ve (5) den ¢, degerlerini
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Kompleks Fourier Katsayilari

o (2) ifadesinin her iki yanini e~ ile carpip, [—7, 7t] araligi iizerinden

integral alarak, (4) ve (5) den ¢, degerlerini

1 7T .
c = 7/ f(x)ef’kxdx, k € Z (tamsayilar kiimesi) (6)
27T —7T

olarak elde ederiz.
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f vektoriiniin kompleks Fourier serisi

@ Peryodik fonksiyonlar i¢in gecerli olan bu acilima paralel olarak f

fonksiyonun
Ax =2m1/N

aralikli
x,k=0,1,...N—1

noktalarindaki degerlerinden olusmus oldugunu kabul ebilecegimiz
peryodik

vektori icin de gecerlidir.
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f vektoriiniin kompleks Fourier serisi

@ Peryodik fonksiyonlar icin gecerli olan bu acilima paralel olarak f

fonksiyonun
Ax =2m1/N

aralikli

X, k=01 .. N—1

noktalarindaki degerlerinden olusmus oldugunu kabul ebilecegimiz
peryodik

f=1[f,f, ... 1]"
vektori icin de gecerlidir.

@ Bu durumda (1) de fonksiyonlardan olusan B taban roliinii

W = eZm/N

(1in N inci primitif kokii,w" = 1) olmak iizere CV (N—bilesenli ve
kompleks elemanli vektor uzayi) nin bir ortogonal tabani olan
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f vektoriiniin kompleks Fourier serisi

vektorler kiimesi tstlenir, yani

E. Coskun (KTU) Ayrik Fourier Déniisiimii 9 Nisan 2020 8/



f vektoriiniin kompleks Fourier serisi

° k
1
w
We=| w | k=01..N—1 7)
N1
vektorler kiimesi tstlenir, yani
°
fo
fi N—1
f = . = Z Ck Wk (8)
: k=0
fn—1
elde ederiz.
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Wk lar ortogonal bir kiimedir.

k

o k # | olmak iizere, r = w*w' olarak tanimlayarak
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Wk lar ortogonal bir kiimedir.

o k # | olmak iizere, r = w*w' olarak tanimlayarak
°

< Wi W >= 1wk w2 w1k ©

— 1o wkw! o (N=Dk LN

N
= 1+r+...+r"’*1:17r:0

elde ederiz, ciinkii
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Wk lar ortogonal bir kiimedir.

o k # | olmak iizere, r = w*w' olarak tanimlayarak
°
1
w!
< Wi W >=[1 wk w2 wiN-k _ (9)
W (N=1)

= 1+Ww 4+ .+ wN Dy VD)
1—rN

= 14r4+..+N 1=+ —9
1—r
elde ederiz, ¢iinkii
°
I’N _ (WkWI)N _ WkNW/N _ (WN)k(WN)I -1
dir.
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Wk lar ortogonal bir kiimedir.

e Oteyandan
<W, W >=14+ww + .. +wN-D V-1t — (10)
dir, ciinki

ww' = (ww) =1, WV (V=18 (Ww)(Nfl)’ =1.
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Wk lar ortogonal bir kiimedir.

e Oteyandan
<W, W, >=1+ww + .. +wlN-DN-1t— (10)
dir, ciinkii

ww' = (ww) =1, . w08 — () N-DI = 1,

° {Wk}f(v;Ol kiimesinin ortogonalligi ve (10) yardimiyla (8) in her iki

—T = . .
yanint W, (W nin transpozu) ile ¢arparak
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Ayrik Fourier Doniistimii

o
fo
f
W)= wkw? w06 | | = g (11)
fn—1
veya
171 1 N=t — kN 1 = —27ti/ N\ kj
a = yWif=y L AT L fi(e 2/ N)N(12)
j= j=
k = 0,1,... N—1
elde ederiz.
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Ayrik Fourier Dontistimii

c=la.a, - on1)”

vektoriine f nin ayrik Fourier doniistimii adi verilir. Ayrik Fourier
dontistimii icin genelde kullanilan bir 6zel notasyon yoktur, ancak
burada biz kolaylik agisindan ¢ = F(f) notasyonunu kullanacagiz.
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Ayrik Fourier Doniistimii

Cc = I:CO'C]-,... 1CN—1]T

vektoriine f nin ayrik Fourier doniisiimii adi verilir. Ayrik Fourier
dontistimii icin genelde kullanilan bir 6zel notasyon yoktur, ancak
burada biz kolaylik agisindan ¢ = F(f) notasyonunu kullanacagiz.

@ Matris-vektor notasyonu yardimiyla da c yi ifade edebiliriz
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Ayrik Fourier Doniistimii

e Bu amacla {Wk}QI;Ol kiimesi yardimiyla

1 w oo WNil
B=[WoWi---Wya]=1| . . | (13)
]_ W(Nfl) . e W(N71>2

matrisini tanimlayalim. (11) den
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Ayrik Fourier Doniistimii

[y
g -
\
=
L

olmak iizere
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Ayrik Fourier Doniistimii

o
1 1 1
- 1w wh-1
B=[W, W Wh_1] =
1 w(N-1) wN-1)?

olmak iizere

°
Bf =Wy fo + Wiy + -+ Wy_1fy_1 = Nc
veya
1_
= F(f):= —Bf
c=F(f) =y
elde ederiz.
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Ayrik Fourier Doniistimii

@ Ayrica B nin siitunlarinin ortogonalligi ve (10) dan

BB = NI
elde ederiz, burada | ise B ile ayni boyutta olan birim matristir.
Dolayisiyla
1
B'=_B
N
dir.
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Ayrik Fourier Doniistimii

@ Ayrica B nin siitunlarinin ortogonalligi ve (10) dan

BB = NI
elde ederiz, burada | ise B ile ayni boyutta olan birim matristir.
Dolayisiyla
1
Bl'=_B
N
dir.

@ O halde verilen f vektoriiniin ayrik Fourier déniisiimii

1_
= —_Bf = B7If 14
c=% (14)

ve
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Ayrik Fourier Doniisiimii

@ Ayrica B nin siitunlarinin ortogonalligi ve (10) dan

BB = NI
elde ederiz, burada | ise B ile ayni boyutta olan birim matristir.
Dolayisiyla
1
Bl'=_B
N
dir.

@ O halde verilen f vektoriiniin ayrik Fourier doéniisiimii

1
= —Bf = B71f 14
c=9 (14)

ve
@ c nin ayrik ters Fourier doniisiimii ise

f=F(c):=Bc (15)
dir.

E. Coskun (KTU) Ayrik Fourier Déniisimii 9 Nisan 2020



Ayrik Fourier Doniistimii
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=[1 —1] T vektsriiniin ayrik Fourier déniisimiinii belirleyiniz.

N =2 olup, w = e?™/N = ™ = _1 dir. O halde

olup,

elde ederiz.
9 Nisan 2020 17 j’ 21
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Ayrik Fourier Doniistimii
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f=111— 1]T vektdriiniin ayrik Fourier déniisiimiinii belirleyiniz.
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o N =4olup, w= e2i/N — emi/2 — i dir. O halde

1 1 1 1 1 1 1 1
B — 1 w w?2 vl 1 23
N L w2 w* wh | |1 2 %
| 1 w3 wb w? 1 2 % )
1 1 1 1
- 1 7 -1 —i
o 1 -1 1 -1
L1 —i =1
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Ayrik Fourier Doniistimii

@ Dolayisiyla
1 1 1 1 1 1/2
C:F(f):%m:% 1 ::{ 11 —il 1 - (11//22)i
1 i =1 —i -1 (1/2)i
elde ederiz.
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Ayrik Fourier Doniistimii
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Alistirma 1

o

cx kompleks katsayilari ile reel ay, by katsayilari arasindaki iliskiyi
belirleyiniz.

f=[12]T,f=[1-111]" vektorlerinin ayrik Fourier déniisiimlerini
(14) ile belirleyiniz.

Soru 2 de elde ettiginiz déniisiimlerinin ters Fourier doniisiimlerini
(15) ile belirleyiniz.

Soru 2 ve 3 yardimiyla f nin 2—normu ve c ile gosterecegimiz ayrik
Fourier déniisiimiiniin 2—normu arasinda nasil bir iliski goriiyorsunuz?

f=1[f f,.. fn_1] vektsrii verilsin ve c ile de f nin ayrik Fourier
déniisiimiinii gésterelim(c = %Ef ). Bu taktirde Parseval bagintisi adi
verilen

IF113 = Nlell3

bagintisinin gegerli oldugunu gosteriniz.
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