Bolim

Ayrik Fourier Doniistimii ve
Uygulamalar:

Bu boliimde

e Siniizoidler ve ses,

Ses tizerinde iglemler,

Vektor ve matrislerin Fourier ve Ters Fourier Doniigiimii,

Hizl Fourier algoritmasini inceliyor ve

Giiriiltiilii sesten orijinal sesin ayriklagtirilmasi(filtrelenmesi) islemini
interaktif olarak inceliyoruz.

4.1 Siniizoidler ve ses

y(t) = asin(wt + D) (4.1)

bi¢giminde ifade edilebilen fonksiyonlar ailesinin her bir elemanina reel degerli
bir siniizoid adi verilir. ¢ zaman degiskeni olmak {iizere, zaman ekseninde
salmim yapan her nesnenin ¢ anindaki durumu uygun bir y(¢) fonksiyonu veya
fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu yardimiyla incelenebilir. S6z konusu
nesne bazen elle tutulabilir bir cisim(diigey salinim yapan yay ucuna asih bir
kiitle) olabildigi gibi bazen de sadece isitilebilir bir ses olabilir.
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2 Ayrik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

(4.1) in diisey yonde bir salinimi temsil etmesi durumunda, a > 0 salimmin
y = 0 ekseninden en fazla ne kadar agagiya inebilecegini veya yukariya cika-
bilecegini, diger bir degimle salinimi genligini gosterir. w ise saniyede alinan
mesafenin radyan cinsinden olgiisiidiir ve w ya dairesel frekans adi verilir
ve birimi radyan/s dir. w ne kadar biiyiik ise salmim o kadar hizli gergek-
lesir. @ ye ise faz(phase) adi verilir ve yay salimim 6rnegi i¢in ¢ = 0 aninda
cismin orjine gére konumunu belirler ve birimi radyan dir. Asag yon pozitif
olarak kabul edilirse, negatif ®, cismin baslangic aninda y = 0 noktasinin
yukarisinda(veya gerisinde) oldugunu ve heniiz y = 0 a ulagsamadigini, yani
gecikmeyi temsil eder. Pozitif ® ise ileride olmay1 temsil eder.

Salinim hareketin basladig1 pozisyondan yine ayni pozisyona kadar gelme-
sine kadar gecen siireye ise salinimin peryodu adi verilir ve p ile gosterilir.
(4.1) ile verilen salinimin peryodu

y(t+p) = asin(w(t+p)+ P)
= asin(wt + ¢ + wp)
= asin(wt + ¢ + 2m)

= y(t)
esitligini saglamas1 gerektiginden

_27T

D
w

olarak elde edilir ve bu durumda p nin birimi saniye dir.

(4.1) in bir sesi veya daha net olarak ses dalgasim temsil etmesi duru-
munda a sesin siddetini ve w ise siniizoidal frekansini belirler. w nin kiigiik
degerleri kalin ses ve yiiksek degerleri ise ince sesi temsil eder. Ancak ses
dalgas1 yerine sesin 6zelliklerini incelemek istiyorsak, bu durumda

w=2nf

bagintisi ile verilen ve genelde f ile gosterilen salimim frekansi kullanilir. f
nin birimi 1/saniye = Hertz' dir ve Hz kisaltmas ile gosterilir ve f, sesin
saniyedeki titresim(salinim) sayisini verir. Saniyede 1000 kez titresim yapan
ses dalgasi 1000Hz=1KHz(KiloHertz) frekanshdir denir. Farkli radyo dal-
galari, frekans farklariyla birbirinden ayrilirlar. Konusma seviyesindeki sesin
20Hz ile 20KHz arasinda frekans degerlerine sahip oldugu kabul edilmektedir.

'Heinrich Rudolf Hertz(1857-1894) Alman fizikgi.
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4.2 Dijital ortamda ses ve ilgili islemler

4.2 Dijital ortamda ses ve ilgili islemler

Sesin dijitallestirilmesi
(4.1) de ® =0 ile

y = asin(wt) = asin(2w ft)

siniizoidini gz 6niine alalim ve 1 saniyelik kismimi elektronik ortamda kay-
detmek isteyelim. Bu durumda [0, 1] zaman aralig) icerisinde sonlu sayida
noktada ses degerinin(siddetinin) 6l¢iilmesi gerekir. Bu igleme 6rnekleme
ad1 verilmektedir. Olciim yapacagimz anlari iceren vektorii 7 ile gosterelim.
Olciim anlar arasindaki zaman farkin da d7 ile gosterelim. O halde

T =[0,dT,2dT, ..., (N — 1)dt = 1]

dir. Bu durumda Y = sin(27fT') ye birim zamanda olusan érneklem uzay,
ve T nin her bir aninda elde edilen kayit degerine ise 6rneklem veya 6rnek-
lem degeri ad1 verilir. F's = N degerine 6rneklem frekansi(1 saniyede
alinan 6rneklem sayis1) ve dT ye ise 6rneklem aralig: adi verilmektedir.

Sesin dijitallestirilmesinde temel referans Nyquist Teoremidir ve oze-
tle herbir saniyede alinmasi gereken orneklem sayisinin ses frekansinin iki
katindan biiyiik veya egit olmasi gerektigini ifade eder. Yani

Fs>=2f

olmalidir, aksi taktirde elde edilen 6rneklem orjinal sesi istenilen kalitede
temsil edemez(Burada frekans i¢in w yerine f kullanildigina dikkat edelim).

f nin farkh degerleri(f >= 20Hz) i¢in olugan sesleri inceleyen Program
4.1 agagida verilmektedir.

Kiigiik f lerin kalin ses ve biiyiiklerin ise ince sesleri iirettigine dikkat
edelim. Ayrica a ise sesin giddetini belirlemektedir.

Example 1. Program 4.1 i ¢alistirarak

>>sinuzoid(0.1,8000)

komutu ile iiretilen sesi dinleyiniz.
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4 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

function sinuzoid(a,Sinuzoid_frekans)
hy=axsin(2*pi*f*t) ile ses
Orneklem_frekans=40000;
Orneklem_araligi=1/0Orneklem_frekans;
t=0:0rneklem_araligi:0.1;
y=a*sin(2*pi*Sinuzoid_frekans*t);
sound(y,Sinuzoid_frekans) ;

Program 4.1: Frekans ve siddetine gore ses analizi

4.2.1 Harf sesleri

Alfabemizdeki harflerle olusan sesleri yakindan tanimak icin A,B,C ve ¢
harflerine ait ses kaydini yapiyoruz. Bu iglemi OCTAVE record fonksiyonu
veya MATLAB wavrecord fonksiyonu ile gerceklestirebiliriz. Ornegin

>>A=record(1)

komutu ile MATLAB/OCTAVE ortaminda bilgisayar mikrofonundan iletilen
1 saniyenik A harfi sesi A isimli bir vektore atanmaktadir. Bu durumda
olugan A vektorii 8000 adet bilegene sahiptir. Herhangi bir noktasindan 200
adet bilegenin grafigini goriintiileyerek vektoriin elemanlarina yakindan goz
atmak istiyoruz.

Ornegin A harfine ait kayit icin asagidaki islemleri gerceklestiriyoruz:

>> A=record(1);

>> length(A)

ans = 8000

>> plot(A(4000:4200), linewidth’,2)
>> print -djpeg A

Bu iglemi alfabemizdeki A,B,C ve C harfleri igin gercgeklestirerek elde
ettigimiz sonucu grafiksel olarak Sekil 4.1 de sunuyoruz:

Yukaridaki sekli, Octave ortaminda record komutuyla ilgili harfe ait sesin
kaydinm1 yaparak, elde ettigimiz kaydin merkezi bir kisminda 200 birim uzun-
luklu kisminin plot fonksiyonu ile gafigini cizdirerek elde ediyoruz.
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4.2 Dijital ortamda ses ve ilgili islemler

(©) (©)

Sekil 4.1: A,B,C ve ¢ harflerinin grafiklerininden kisa goriintim

Yukaridaki ornekte, 1 saniyelik A harfi kaydi ile elemanlar1 —1 ile 1
arasinda degigen ve 8000 bilegenli bir A vektorii olugmaktadir. Daha sonra
olugsan A vektoriinden 200 birim uzunluklu bir kismin grafigi ¢izdirilerek
A.jpg isimli bir dosyaya kaydediyoruz. Audiowrite komutu ile ses vektoriinii
istenilen bir dosyada uygun bir ses formatinda saklayabiliriz. Ornegin A
harfine ait ses kaydi

audiowrite(’A.wav’,A,8000);

komutu ile A.wav isimli ses dosyasina kaydedilmektedir.

A.wav dosyasina kaydedilen sesin ilgili kismi audioread komutu ile oku-
narak, agagida goriildiigii lizere Y dizisine(vektoriine) atanmaktadir.

Y, FS| = audioread(1A.wav!)

burada F'S ise érneklem frekansidir.

Yukarida oldugu iizere okuma isleminde format secenegi belirtilmedigi
zaman veriler double format’ta okunur ve bu durumda Y degerleri —1 ile 1
araliginda degisir.

sound(Octave) komutu Y vektoriinde sakl ses verisini F'S frekansinda,
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6 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

yani saniyede F'S adet, isleme tabi tutmakta ve kaydedilen sesin gercek za-
manh olarak algilanmasimi(igitilmesini) saglamaktadir.

1. N = 5000;dt = 1/N;t = 0 : dt : 0.5;f = 10;a = 2 degerleri ile
baslangicta y = asin(2w ft) ses sinyali olugturunuz. Olusturdugunuz
sinyali sound(y,N) komutu ile dinleyiniz.

2. Soru 1 de olusturdugunuz sesin genligini her defasinda iki katina ¢ikararak
olusan yeni ses sinyalini sound komutu yardimayla dinlayiniz. Artan
genlik degerleri sesi nasil etkilemektedir?

3. Soru 1 de olusturdugunuz sesin frekansini her defasinda iki katina ¢ikararak
olusan yeni ses sinyalini sound komutu yardimayla dinlayiniz. Artan
frekans degerleri sesi nasil etkilemektedir?

4. >> B=record(0.5); komutuyla 0.5 saniyelik B harfine ait kendi sesinizi
MATLAB/OCTAVE ortaminda kaydederek,

>> plot(A(1000:1200), linewidth’,2) komutuyla kaydettiginiz sesin bir
kismanan grafigini ¢izdiriniz.

5. Soru 4 1 kii¢ik bir ¢ocuk yakininizin sesini kaydederek tekrarlayiniz.
Sizin B harfine ait sesinizle ¢ocuk sesi arasinda ne fark gézlemliyor-
sunuz.

Ses ile ilgili diger iglemlerden ¢nce Ayrik Fourier Déniistimiinii kisaca
ozetleyelim:

4.3 Ayrik Fourier Donitistimii

[0, 27] araliginda tanimli pargali siirekli bir f fonksiyonunun Fourier ac¢ilimi

flz) ~ %ag + Z ay cos(kx) + by sin(kx) (4.2)
k=1

ile verilir, burada
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4.3 Ayrik Fourier Doniisiimii 7

1 2m
ag = —/ f(z)cos(kx)dx, k= 0,1, ...
T Jo

ve

1 2w
b = —/ f(z)sin(kx)dz, k =1,2, ...
T Jo

olarak elde edilir. f nin siireki oldugu = noktalarinda (4.2) agilimu fonksiyo-
nun soz konusu noktadaki degerine esittir.

Baz1 uygulamalarda [0, 27|araliginda ortogonal olan{1, sin(kx), cos(kz } ;- reel
fonksiyonlar1 yerine

B={e"}2 _i=V-1 (4.3)
ile tanimlanan ortogonal kiimenin kullanimi1 daha fazla tercih edilir. Bu

durumda f fonksiyonun siirekli oldugu = noktalarinda

[e o]

fla)y=Y" cpe* (4.4)

k=—o00
dir, burada ¢, lar kompleks sayilardir. Reel ve kompleks katsayilar arasinda

1 1 1
Co = 5@0, C — §(ak — Zbk), C_| = 5((% + Zbk), k = 1, 2, s (45)
bagintilar gegerlidir(Aligtirma 1). /S kiimesinin ortogonal oldugu kolayca

goriilebilir: k # [ igin § nin ilgili elemanlarinin i¢ ¢arpimi

2

2
ikx i ikx —ilx . i(k—)x .
< e e >= e e " dy = ——e =0 (4.6)
/0 i(k—1) 0

ve ayrica ' '

< ek ekt ~— or (4.7)
dir.(4.4) ifadesinin her iki yanim e~ ile ¢arpip, [0,2n] aralig {izerinden
integral alarak, (4.6) ve (4.7) den ¢, degerlerini

1 2m )
=5 f(x)e ™**dy, k € Z (tamsayilar kiimesi) (4.8)
T Jo

olarak elde ederiz.
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8 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

Peryodik fonksiyonlar igin gegerli olan bu agilima paralel olarak f fonk-
siyonun Az = 27 /N aralikh 2o = 0 olmak iizere zy,k = 0,1, ..., N —1 nokta-
larindaki degerlerinden olustugunu kabul edebilecegimiz f = [fo, fi, ..., fv_1]*
stitun vektorii icin de gecgerlidir.

Bu durumda (4.3) de fonksiyonlardan olugan /3 tabani roliinii

w = 627rz/N

olmak iizere w nmin kuvvetlerinden olusan

{1, w, w?,--- ,wN’l} (4.9)
kiimesi tistlenir. Bu kiimenin her bir elemani 2"V = 1 dekleminin ¢oziimiidiir.
2mi/N ise primitif kok olarak adlandirilir. (4.9) kiimesi kompleks dii-
zlemde birim cember iizerinde esit araliklarla serpistirilmis N adet noktadan
olugur, w gember iizerinde saatin tersi yoniinde 1 den sonraki ilk koktiir ve
primitif kok olarak adlandirihir. Ornegin

w = e

P=1l=w=-1ve {1, w}y={1, —1},

d=1l=w=ive {1, w, v’ 0’} ={1,i,—1,—i}

Fonksiyonlar i¢in kullandigimiz {e?**}2° _ taban roliinii, bu tabanin her
bir £ i¢in yukarida belirtilen egit aralikli N- adet noktadaki degerinden olusan

— 1 -k

S

W,=| w k=01,...N—1 (4.10)

n e
f= : = Z W (4.11)
fva |
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4.3 Ayrik Fourier Doniisiimii 9

olarak ifade ederiz.
fddia:{W;} 2" kiimesi ortogonaldir.
Ispat: k& # [ olmak iizere, r = W*w' olarak tanimlayarak

1
w
< Wi, W, >=[1 @* w?.. a1 . (4.12)
wV-1)
= 1+ + ...+ @O DhytN=1)
v 1=V
= 14+r+...+7 = =0
1—r
elde ederiz, ciinkii
T‘N — (Ekwl)N _ wkNwlN — (@N)k(wN)l -1
dir. Oteyandan
< W, W, >=1+0w + ... + wW Dy V=D = (4.13)
dir, ¢iinkii
ww' = (ww) = 1, e, N Dy (N1 — (@w)(N’l)l =1.

(Wi} kiimesinin ortogonalligi ve (4.13) yardimmiyla (4.11) iin her iki

yanini Wf (W}, nin transpozu) ile carparak

Jo
W, f=[1a" @, @Dk f b = Ne (4.14)
S
veya
17 1 , 1= . ,
= WS = LS = 5 D S k=0 L N -

(4.15)
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10 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

elde ederiz. ¢ = [cg,c1, -+ ,cy_1]7 vektoriine f nin ayrik Fourier doniigiimii
ad1 verilir. Ayrik Fourier doniisiimii i¢in genelde kullanilan bir 6zel nota-
syon yoktur, ancak burada biz kolaylik agisindan ¢ = F(f) notasyonunu
kullanacagiz.

Matris-vektor notasyonu yardimiyla da c yi ifade edebiliriz: Bu amacla
(Wi} kiimesi yardimiyla

1 1 1
1w N T
B=[Wo Wy - Wya]=| . : : (4.16)
]_ w(Nfl) w(Nfl)Q
matrisini tanimlayalim. (4.14) dan
—T
Wol = fot it 4+ fv1=Nc
T

Wif = forwfi+--+w0" 'fy1=Nc

WN—lf = fo+ @(N—l)fl RS @(N—l)QfN_l — Newg

veya
1 1 1
o 1w R A
B=[WyWy---Wyn_i]=| .
1 -1 ... pN-1?

olmak tizere
Bf =Wy fo+Wifi+-- 4+ Wy_1fv-1 = Nc
veya .
c=F(f):= ~ B/
elde ederiz. Ayrica B nin siitunlarinin ortogonalligi ve (4.13) dan
BB = NI
elde ederiz, burada I ise B ile ayni boyutta olan birim matristir. Dolayisiyla

1 —
B'=_-B
N
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4.3 Ayrik Fourier Doniisiimii 11

dir.

O halde verilen f vektoriiniin ayrik Fourier doniigtimii

1 —
= _—_Bf=B"" 4.17
c=~Bf =B (4.17)
ve ¢ nin ayrik ters Fourier doniigiimii ise
f=F"c):=Bec (4.18)
dir.

f=1[1 —1]" wektériniin ayrik Fourier dondisiiminii belir-
leyiniz.

N =2 olup, w = *™/N = ¢™ = —1 dir. O halde
1 1 1 1
32[1 w]zh —1}
1 1 1|1 |0
1 -1 -1 |1

f=011 —1" vektérimiin ayrk Fourier déniigiimiinii be-

olup,

elde ederiz.

lirleyiniz.

N =4 olup, w = >™/N = ¢™/2 = j dir. O halde

1 1 1 1 1 1 1 1
B — 1 w w? wd 1o iz 3
- 1 w? w* ws | |1 % 48
1w Wb w? 1 3 5 4
1 1 1 1
_ 1 ¢+ -1 —
o 1 -1 1 -1
|1 = -1 i

elde ederiz. Dolayisiyla
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12 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

11 1 1 1 1/2
B 1l 111 —i -1 4 1 | (=1/2)i
c=FO=FBI=111 1 1 < 1 1/2

1 i -1 i || -1 (1/2)i

olarak elde ederiz.
Ters Fourier Fourier Doniistimii ise ¢ yardimiyla orijinal f dizisini elde
etme iglemidir ve

f = Bc

olarak verilir.
Ayrik Fourier doniigtimiinii (4.15) formiilii ile gerceklestiren Program 4.2
asagida verilmektedir.

function c=fourier(f)

format rat;

f=£f’,;

N=length(f);

w=exp(2*pi*i/N); % 1 in N-inci kok

W=ones (N, 1);

for k=2:N
W(k)=w*W(k-1);
end
B(:,1)=ones(N,1);
B(:,2)=W;

for k=3:N
B(:,k)=W.*B(:,k-1);
end

c=conj (B)*f/N;

Program 4.2: Klasik(hizhh olmayan) Fourier Déniistimii

>> f = [1 —1] vektoriniin Ayrik Fourier dontisimini Prog-
ram 4.2 yardimayla hesaplayiniz.
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4.3 Ayrik Fourier Doniisiimii 13

>> f=[1 -1J;
>> fourier(f)
ans =

0+ 01

1+ 01

elde ederiz.

>>f = [111 —1] sater vektorinin Ayrik Fourier donigtimini
Program 4.2 yardimwyla hesaplayiniz.

>>f=[111-1];
>> fourier(f)
ans =

1/2 + 0i
0-1/2i

1/2 + 0i

0+ 1/2i

elde ederiz.

Elde edilen ayrik Fourier doniigiimiiniin reel ve sanal kisimlari ile genligi
ve faz olarak bilinen argiimani grafiksel olarak Sekil 4.2 de sunulmaktadir.

Yukaridaki grafik agagidaki program parcasi yardimiyla elde edilmistir.

function dortlugraf ()

f=[111 -1]°;

c=fourier(f);

k=1:1length(f);

subplot(4,1,1);
stem(k,real(c));ylabel(’Re(c)’);
subplot(4,1,2);
stem(k,imag(c));ylabel(’Im(c)’);
subplot(4,1,3);
stem(k,abs(c));ylabel(’|c|’);
subplot(4,1,4);
stem(k,angle(c)) ;ylabel ("Faz(c)’);
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14 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

Re(c)
S ocoooo

ZoiRoRa
®
H——eo

mutlak(c)
SEE0.S

-SREBRE
2

N f—a>e
——-0
 —]

25 3 35 4

Sekil 4.2: Ayrik Fourier doniisiimiiniin reel ve sanal kisimlari ile genlik ve faz
grafigi

Yukarida ifade edilen Ayrik fourier doniisiimii B matrisinin N x N boyu-
tunda bir matris olmasi durumunda N? adet carpma islemi yapilmasim gerek-
tirir. Bu ise ¢ok sayida elemana sahip olan f dizileri veya f matrisleri icin
¢ok fazla bilgisayar sistem kaynagi kullanimini gerektirir. Bu durumda B ma-
trisinin ozelliklerinde faydalanmak suretiyle verilen dizi alt parcalara boliin-
mek suretiyle ayrik Fourier doniigiimii gergeklestirir. Boliim 4.5 te inceleye-
cegimiz sz konusu yonteme Hizly Fourier Dondsimi(Fast Fourier Trans-
form) adi verilir ve MATLAB/OCTAVE ortaminda fft() fonksiyonu yardi-
miyla gercgeklestirilir.

f=1[111-1) nin Ayrik Fourier Donisimini fft programa
yardimayla hesaplayiniz.

>>f=[111-1);
>> fft(f)

ans —

2 + 0i

0-21
2+ 01
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4.4 Bir matrisin Fourier ve Ters Fourier Doniisiimii 15

0+ 2i
Uyarilar:

o fft ile elde ettigimiz sonuglarin, fourier programi ile elde edilenlerin 4
kat1 olduguna dikkat ediniz. Uzunlugu N olan vektor igin fft() ile elde
edilen sonuglar, fourier() ile elde ettigimiz sonuclarin N katina esit
olur. Bu sonu¢ uygulamalarda herhangi bir sorun olusturmaz, her iki
yaklagimda literatiirde sikca kullanilir.

e Bilegen sayisi fazla olan uygulamalar i¢in fft() kullanilmalidir. fourier()
programini sadece yontemin nasil caligtigini géstermek amaciyla ince-
liyoruz.

Ayrik Fourier déniimiiniin tersi de benzer bigimde hesaplanabilir. fourier()
programinda gerekli diizenlemeler yapilarak ifourier() ismi ile ters ayrik Fourier
déniigtimii de hesaplanabilir(Ahgtirma 12).

Bir ¢ vektoriiniin ters ayrik Fourier déniigiimii MATLAB/OCTAVE or-
taminda

o >>ifft(c)

komutu ile gerceklestirilir.

c=1[2 —2i 2 2i] nin ters Fourier donisimini ifft komutu
yardimayla hesaplayiniz.

>>c=1[2 —2xi 2 2xi]igin

>>if ft(c)

eans=111 -1

elde ederiz.

4.4 Bir matrisin Fourier ve Ters Fourier Doniistimii

Bir matrisin ayrik Fourier ve ters Fourier doniistimiinii inceleyelim:
1 2
=15 1]
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16 Aynik Fourier Doniisiimii ve Uygulamalan

matrisi verilsin.

A matrisinin ayrik Fourier doniisiimii, her bir satirin Fourier doniisiimii
ile elde edilen matrisin siitunlarinin Fourier doéniisiimiine esittir. B, 6nceki
boliimde tanimlanan Fourier matrisi olmak iizere, n = 2 i¢in

[ 4]

dir. Bu durumda A nin her bir satirinin Fourier doniigiimii
111 1] | 3/2
S IR

AL

o-[F]-18 22

ve

olmak tizere,

elde ederiz.
Simdi de C nin herbir siitununun Fourier Déniigtimiinii elde edelim:

D1:1[1 1 '{3/2'_'5/2}

211 1] |[7/2] | -1

ve
D11 1 [ —1/2 ] [ -1/2
T2l -1 -12] | o

yani

Fy(A) = { 5_/12 —3/2 }

elde ederiz.
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Yukaridaki iglem kisaca
1

1— —
= —BAB
4

5 1
— 2 2
Ew
olarak ta ifade edilebilir. Burada
112X11_3/2—1/2
213 4 1 -1 |7/2 —1/2
carpimi, yukarida da elde edildigi iizere A matrisinin satirlarinin Fourier
doniigiimiinii verir. Gercekten de her iki yanin transpozesini alarak,

JEETEN
-l Al AR
- [k

elde ederiz.
Ote yandan

A

111 1 3/2 111 1 -1/2
= — + —
211 —1 7/2 211 -1 —1/2
carpimi ise , elde edilen matrisin siitunlarinin Fourier doniisiimiine esittir.
A matrisinin Ters Fourier Doniisiimii ise

Fy(A)™ = BAB

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr
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bigiminde ifade edilebilir.
Ornegin yukarida elde edilen F5(A) nin ters Fourier déniistimii

Fy(Fy(A))™' = BF,(A)B
- LA A A
- |2 4]

Yukaridaki iglemleri bu kez de
a b
=[]

matrisi i¢in tekrarlayarak A matrisinin Fourier doniigiimiinii hesaplayalim.

olarak elde edilir.

Oncelikle satirlarin Fourier doniisiimlerini hesaplayalim:
1] 1lal]l 1[a+b]

Blab) =511 1| |s] 72 a0

ve

1T 1Te]l 1[c+d]
Bled) =511 1 ]|a|72]c-d

elde ederiz. Buradan

C=3 c+d c—d

1l a+b a—5b
2

elde ederiz. Simdi de C nin siitunlarimin Fourier doniigiimlerini elde edelim:

Fi(a+0)/2, (c+d)/2) = %1 _11} “?I%ﬂ
[ 1 a+b
B ‘_l_l _1}{C+d}
1[ a+b+c+d
B é_l_a+b—(c+d)]
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ve benzer bicimde

ro-wniam - 11 4] £
171 1 a—>b
- 1_1 —1:||:C_d:|
1l a+e—(b+4d)
B Z_a—i—d—(b—i—c)}

elde ederiz. O halde

F(A)—l a+b+c+d a+c—(b+d)
MY T4l atb—(c+d) at+d—(b+c)

elde ederiz.
Simdi de yukarida hesapladigimiz F5(A) nin ters Fourier doéniigtimiinii
hesaplayalim:

FQ(FQ(A))il - BFQ(A)B

lx a+b+c+d a+c—(b+d) "

4 a+b—(c+d) a+d—(b+c) 1 -1
1 1 " 2a +2¢ 2b+2d
1 -1 2a —2c¢ 2b—2d

elde ederiz.

Matris Fourier doniigiimii, MATLAB/OCTAVE ortaminda fft2 fonksi-
yonu yardimiyla ve Hizle Fourier Algoritmaswyla gerceklestirilir. Ornegin
yukarida verilen A matrisi igin

>> fIt2(A)

ans =

10 -2

-4 0

elde ederiz. Bu sonug yukarida elde ettigimiz F»(A) nin 4 katidir. A,
matrisi i¢in

Fy(A) = 3/ 712(4)
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dir, fakat uygulamalarda bu farklilik herhangi bir sorun tegkil etmez.

Ters Fourier doniigiimii ise ifft2 fonksiyonu ile gerceklestirilir.

Genellegtirmek istersek, B : Boliim 4.2 de (4.16) ile tamimlanan Fourier
matrisi olmak iizere A, , matrisinin Fourier doniisiimii

1 — —
Fy(A) = —BAB (4.19)
n
ve ters Fourier doniisiimii ise
Fy(A)™' = BAB (4.20)

olarak ifade edilir. Bu kurallar1 f vektorii icin ¢ = %E f Fourier doniisiimii
ve f = Bc ters Fourier doniigiimii ile karsilagtiriniz).

1. f=[12T f=[1—-111]" vektorlerinin ayrk Fourier doniisiimlerini
(4.17) ile belirleyiniz.

2. Soru 1 de elde ettiginiz dontigsiimlerinin ters Fourier dontigtimlering
(4.18) belirleyiniz.

3. Soru 1 ve 2 yardvmayla f nin 2—normu ve c ile gosterecegimiz ayrik
Fourier doniigtimiiniin 2—normu arasinda nasil bir iliski goriyorsunuz?

4. f = [fo; fr, s fn-a]  vektiri verilsin ve c ile de f min ayrik Fourier
dontigiimiinit gosterelim(c = %B f). Bu taktirde Parseval bagintist adu
verilen

I£115 = Nllell3

bagintisinan gegerli oldugunu gosteriniz.

5. 2w peryotlu bir f fonksiyonunun 2—normu ile Fourier serisinin ¢ =
{ek o katsayplar vektorinin 2—normu arasinda soru 4 teki gibi
Parseval bagintist mevcuttur,

[1£112 = 2]lel]3

Yukaridak: bagintinin da dogru oldugunu ispat ediniz.

6. Asagqnda verilen birim vektorlerin ayrik Fourier dénitisimlering belir-
leyiniz.
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10.

11.

12.

(a) e, =[1000]"
(b) e2=10100]"
(c) e3=1[0010]T

[ ]

(d) e4=1[0001]7

Yukarida verilen Program 4.2 yardimayla asagidaki vektéorlerin ayrik
Fourier doniisiimlerini hesaplayiniz.

(a) f=1[1]
() g=[1234"
(c) h=1[2468

Ayrk Fourier déntsiminin lineer bir donisim oldugunu gésteriniz:
f,g € CN ve a, 8 keyfi iki skaler olmak dizere

Flaf +B8g) = aF(f) + BF(g)
oldugunu gosteriniz.

Soru 8 deki lineerlik 6zelligi ve soru 6 da elde ettiginiz sonuclar yardi-
mayla soru 7-b, 7-c deki Fourier doniisimlerini hesaplayiniz.

Ayrik Fourier doniisiimiintn bire-bir doniigtim oldugunu gosteriniz, yani
f,g€CN ve f+# g ise F(f)# F(g) oldugunu gésteriniz.

Ayrik Fourier doniigtimiiniin ¢ekirdegi nedir?

(Not: ¢ek(F) ={f e CN|F(f)=0€e CN})

Ters Fourier dontgimiini f= ifourier(c) komutu ile hesaplayan program
asagida verilmektedir.

function f=ifourier(c)

format rat;

N=length(c);

w=exp(2*pi*i/N); 7% 1 in N-inci kok
W=ones(N,1);

for k=2:N
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W(k)=wxW(k-1);

end
B(:,1)=ones(N,1);
B(:,2)=W;

for k=3:N
B(:,k)=W.*B(:,k-1);
end

f=Bx*c;

Bu program yadimayla soru 7 de elde ettiginiz doniisiimlerin ters Fourier
doniigiimlerini hesaplayarak, verilen dizileri elde ettiginizi gozlemleyiniz.

13. Asagida verilen matrislerin Fourier Dontigtimlerini (4.19) bagintisy ile
hesaplayiniz.

(a)

2 1
=11
(b)
2 1 -1 0
11 3 1
A=113 3 4
0 1 -1 4

14 Soru 13 de elde ettiginiz Fourier doniistimlerinin ters Fourier dondigim-
lerini (4.20) hesaplayarak, baslangi¢taki A matrislerini elde ettiginizi
gozlemleyiniz.

14. Verile bir matrisin Fourier dontsimiini (4.19) bagintisy ile hesaplayan
fouriermat isimli bir program ve Ters fourier donisimind ise (4.20)
bagintise ile hesaplayan ifouriermat isimli birere program hazirlayarak,
Soru 13 ve 14 te elde ettiginiz sonuclary kontrol ediniz.

4.5 HHizlh Fourier Donitistimii

N bilegenli f vektorii i¢in ¢ = F(f) = +Bf Fourier doniistimii, N? adet

carpma iglemi gerektirir. Pratik iglemlerde ¢ok sayida bilesene sahip f vek-
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torii ile birden fazla defa tekrarlanmasi gereken bu iglem agir1 bilgisayar za-
mani gerektirir ve ilgili islemlerin etkinligini azaltir. 1967 yilinda J. Coo-
ley ve J. Tukey, B matrisinin ¢zelliklerini inceleyerek stz konusu carpma
isleminin N = 2! icin N? adet carpma islemi yerine cok daha kiiciik olan
%N [ = %N log,(N) adet garpma iglemi ile hizli bigimde gerceklegtirilebile-
cegini gostermislerdir. B Fourier matrisi ile hizli ¢arpma islemini gercek-
lestiren bu algoritma Hizli Fourier Algoritmasi olarak adlandirilmistir. Boliim
2 de inceledigimiz Simpleks algoritmasi gibi bu algoritma da 20. yiizy1l bil-
imine en fazla katki saglayan ilk on matematiksel algoritma arasinda yer
almaktadir[1].

Bu boéliimde hizli Fourier doniigiimiinii ana hatlariyla ve kisaca 6zetliy-
oruz, konuyla ilgilili detayh bilgiler igin [2] nolu referansi 6nermekteyiz.

Hizli Fourier algoritmasi, Ba,,x2, matrisi ile B,,,, matrisinin elemanlar:
arasindaki agagidaki gozlemi esas alir:

_ 27mi/m

n = 2m i¢in wi:wm,wm—e

dir. Gergekten de

2 _ (627ri/n)2 _ e47‘ri/n _ e47ri/(2m) _ e27ri/m

wy, = Wy,
dir.
N = 4 igin algoritmay1 inceleyelim:
w4_€27r72/4_l'7
1 1 1 1 1 1 1 1
B 1 w w w I T A B
Tl w? wt w1 -1 1 -1
1w w® w 1 —i =1 i
icin
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elde ederiz.

N =2igin wy =€

= F(f)
= {Bif

1 1 1 1 fo
1|1 —i -1 g fi
411 -1 1 -1 f
1 i -1 —i fs

ot hit ot fs

_ L fo—ifi—fatifs

4 fo—fitfa—1s

| fot+ifi— fo—ifs
27Ti/2:_1

Y

s=[12]-[3 4]

dir. f" = [fo, f2], " = [f1, f3] olmak iizere f nin tek ve ¢ift indisli terimleri
ile iki alt dizi olusturalim:

v (1 A5

ve

[f0+f2}:{%]
Jo— /2 Yy

" T e 1 1 fl _ f1+f3 _ y”
v=me= 3 AR -1 ] LR

olmak iizere

ve

Yo
n

Y2
Y3

= yo+ (W) = fo+ L2+ [+ f5
= yi+ (@)'yl = fo— f2—i(f1— f3)

= yo— W1)yg = fo+ fo— (f1 + f3),
= yy— (Wa)'y{ = fo— fo+i(f1— f3)
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olarak tanimlayalim. Bu durumda

Yo fo+rfit+fatfs
lwm | | fo—th—=fotifs | &
v= Yo | Jo—fi+ fa—f3 =B

Y3 fot+ifi— fa—ifs

olup,

CZF(f)ZiEfz}ly

elde ederiz.

Yukarida ozetlenen iglemler Hizli Fourier yontemininin bir adimini olus-
turmaktadir.

Oteyandan

R 1 Jo fo+ fa
B / = =
s=1 AR R
isleminin ¢arpma islemi yapmaksizin gerceklestirilebilecegine dikkat edelim:
Birinci satir f’ niin bilesenler toplami, ikinci satir ise bilegenler farkidir. Ben-

zer sonu¢ B, f” icin de gecerlidir.
16 adet carpma iglemi ile gerceklestirilebilen B, f carpimi, carpma islemi

gerektirmeyen

ile, sadece y' ve y” den y nin elde edilmesi i¢in gerekli 4 adet ¢arpma
islemi olmak tizere toplam 4 adet ¢arpma islemi ile gerceklestirilmistir. Yani
N? =16 islem ,2' = N =4 i¢gin | = 2 = log,(N) ile §NI = 1N log,(N) = 4
adet carpma iglemi ile gerceklestirilmigtir.

Kelebek diagrami adi verilen diagramla, yukaridaki iglemler agagidaki gibi
sematik olarak gosterilebilir:
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fo — — wi=fot+fo — Yo 1= Y + Wy
N S AN /!
fo /N0 1= Jfo— fo N S = o=yt
N /S N S
fi yor=rh+f /N N\ yei= Y — Wiy
N S VRN
fs0 /N oy =h-fz / N Y3 =y —wh'yy

Yukarida f nin cift ve tek indisli bilesenlere ayrildigina dikkat edelim.

Daha acikca son siitundan wy; = —i igin,
Yo:=yo+ vy =fo+ fot fi+ fs =fot+tfitfatfs
=y F oyl = fo— fa—i(fi — f5) =fo—ifi—fatifs
Y2 =y — Yo = fot fo— (S + f3) =fo—fhtfi—fs

Y3 = yi _m?/f =fo—fo— (_Z)(fl - fs) =fot+ifi— fao—1ifs
elde ederiz. Buradan o
y = Buf

c=F(f)= iBz;f— iy
oldugu kolayca goriiliir. Diger bir degimle diyagramin son siitunun 4 e
boliimii ilk siitunda yer alan vektoriin hizli Fourier doniistimiidiir.
Yukaridaki iglem agagidaki gibi genellestirilebilir:
Cift bir n = 2m icin, B, f in ilk m ve son m bileseni

ve

yj = y;—i_w_njy;/:]:()vla?m_l

ijrm = y; —w_njy;,’j :O,l,...,m— 1

ve ]
c=F(f)= EZ/
dir, burada
y = B_mftek;; y' = B_mfcift
ve
Jrew = (f1, far oo fum1),
feige = (fo; f2, - fn)
dir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



4.5 Hizli Fourier Doniistimii 27

Kelebek diyagram ve klasik yontem ile f = [1,2, 3,4] dizisinin
Hizly Fourier doniigimiini hesaplayiniz.

Kelebek diyagrami ile

1 — — yy:=143=4 — Yo 1=y + Wty = 10
N S AN /
3/ N\ Yy =2 N S & oy =yt wy = -2+ 20
N SN S
2 Yo =06 SN SN =y — Wayg = 2
N S /N
4 / \ yi’:=2—4:—2 / \ y3;:yi—w_41y’1’:_2_2i
icin

11
c=F(f) = Jy=7(10,-2+2i, -2, -2 - 2i)

elde ederiz.
Klasik yontemle de

11 1 1 1 10
[ O I R R 2| 1| —2+2
“T3l1 -1 1 41 31 1 —9

1 i -1 —i 4 29

elde ederiz.

1. f=11,0,2,1] dizisi verilsin. f nin Ayrmk Fourier doniigimiini

o klasik yontem ve

o kelebek diyagrama(hizly Fourier algoritmast) yardimayla hesaplayiniz.
2. f=1[1,-1,0,1] dizisi verilsin. f nin Ayrik Fourier donisgimiini

o klasik yontem ve

o kelebek diyagrama ile hesaplayiniz.
3. f=11,0,2,1,1,2,3,4] dizisi verilsin. f nin Ayrik Fourier dontsimini

o klasik yontem ve

e kelebek diyagrame yardimayla hesaplayiniz, bu durumda kelebek
diyagrama ti¢ asamali(sttunlu) olmalidr.
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o

1

cAVAVAVAVAYAVAAVAYLY

Sekil 4.3: Swrasiyla f, g ve h sinyallerinin grafiksel gosterimi.

4.6 Ayrik Fourier Doniisiimii Uygulamalar:

Ayrik Fourier Doniigiimii genellikle zamanla iiretilen sonlu elemanl bir dizinin
elemanlar: iizerinde frekans analizi yapmak amaciyla gergeklestirilir. Veri
igerisinde herhangi bir frekanstaki harmonigin giicii ve fazinin belirlenmesi
oldukca onemlidir.

fi=10Hz, fo = 40H z frekenslary ile tanimlanan sinizoidal

ft) = sin(2wfit),
g(t) = sin(2nfet),0 <t <1

sinyallert ve bu ki sinyalin siperpozisyonu ile olusturulan

h(t) = f(t) + g(t)

sinyalini gozoniine alalim. Ayrik Fourier ve ters Fourier dontsimi yardi-
mayla h(t) icerisinden f(t) ve g(t) bilesenlerini yaklagik olarak ayrigtirinaz.

Sekil 4.3 (a),(b) ve (c) de sirasiyla f,g ve h fonksiyonlar1 grafiksel olarak
sunulmaktadir.

Amacimiz farkl frekanslara sahip Sekil 4.3 (a) ve (b) sinyallerinin toplami
ile olugturulan ve Sekil 4.3(c) de sunulan sinyal icerisinden (a) ve (b) sinyal-
lerini tekrar elde etmektir. (c) ile gosterilen sinyalin ayrik Fourier déniigiimiiniin
mutlak degeri Sekil 4.4 (a) da sunulmaktadir.
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(a)
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o

Sekil 4.4: Filtreleme

Sekil 4.3(a) da oncelikle 10Hz ve 40Hz frekansh iki sinyal goriilmekte-
dir. Orneklem uzunlugu 250 olan sinyalin yaris1 olan 250/2 = 125Hz den
biiyiik olan sinyallerin Ayrik Fourier analizi i¢in anlam ifade etmedigi bilin-
mektedir. O halde 10Hz ve 40Hz merkezli sinyallere odaklanarak sinyalin
Fourier doniisiimiiniin mutlak degerce biiyiik degerler aldigi ve bant aralig
olarak bilinen araliklar1 belirlemeliyiz. 10Hz merkezli sinyal igin [0, 20] ve
40Hz merkezli sinyal igin ise [21,60] Hz arahigim yaklagik olarak segebiliriz.
Bu durumda hs ile A nin Ayrik Fourier doniisiimiinii gosterelim ve frekans
bolgesinde

hs s <20
hls{ 0 s>20

0 s<21lves>60

filtrelenmis sinyallerini tanimlayalim. hls nin ters Fourier doniigsiimii Sekil
4.4(b) den goriilecegi iizere f siniizoidini temsil etmekte ve Sekil 4.4(c) den
goriilecegi iizere h2s nin ters Fourier doniisiimii g siniizoidini temsil etmek-
tedir. Boylece h(t) igerisinde yer alan orjinal sinyaller iyi bir yaklagimla elde
etmis olduk.

Farkli frekanslara sahip sinyalleri Ayrik Fourier ve Ters Fourier yontemiyle
ayriklagtirdigimiz Octave programi agagida verilmektedir.
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function filtrel()

%Basit bir filtreleme, ec, Mart 2015
clf;

fs1=10;fs2=40;N=250;

Nv=0:N;

Tv=(0:N)/N;
f=sin(2*xpi*fs1*Tv) ;

g=sin (2*pi*fs2*Tv) ;

h=f+g;

figure(1);

subplot(3,1,1);
plot(Tv,f);title(’(a)’);
subplot(3,1,2);
plot(Tv,g);title(’ (b)’);
subplot(3,1,3);
plot(Tv,h);title(’(c)’);
hs=fft(h);

figure(2);

subplot(3,1,1);

hsmutlak=abs (hs);
plot(hsmutlak);title(’(a)’);
f1=hs.*(Nv<=20);
f2=hs.*(Nv>20 &Nv<=60);
flters=real (ifft(f1));
fo2ters=real (ifft(£f2));
subplot(3,1,2);
plot(Tv,flters);title(’ (b)’);
subplot(3,1,3);
plot(Tv,f2ters);title(’ (c)’);

Program 4.3: Ornek 4.8 e ait Filtreleme trnegi-I
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Asagudaki siralanan advmlar ile basit bir giriltid ayiklama
uygulamasinin nasil gerceklestirildigine gozlemleyiniz.

Giirtiltii ayiklama yontemimiz kisaca agagidaki adimlardan olugsmaktadir:

1. record komutu ile 1 saniyelik bir ses, 6rnegin A harf sesi, F's = 8000
orneklem frekansi ile kaydedilerek, Y vektoriine atanmaktadir.

2. sound komutu ile ses kaydedilmis oldugu Fs frekansinda dinletilmek-
tedir.

3. n, Y nin uzunlugu olmak iizere gurultu = 0.2 x rand(n, 1) atamasi ile
rasgele bir giiriiltii olugturulmaktadir.

4. yg = y + gurultu atamasiyla giiriiltiilii ses olusturuyoruz.
5. Gurultulu ses sound komutuyla dinletilmektedir.

6. Gurultulu sesin ayrik Fourier doniistimii hesaplanarak fyg degiskenine
atanmaktadir.

7. Giiriiltiilii sesin ayrik Fourier doniisiimiine filtre uygulanmaktadir: kabaca,
ayrik Fourier doniigiimiiniin mutlak degeri 12 degerine egit veya daha
kiigiik olan indisler belirlenerek ii degiskenine atanmaktadir.

8. fyg(ii) degerleri sifirlanmaktadir.

9. Filtrelenmis fyg degerlerinin ters fourier doniisiimiiniin reel kism1 fgs
degigkenine atanmaktadir.

10. fgs filtrelenmis sesi sound komutuyla dinletilmektedir.

Uygulama:

>> filtre2()

Enter tusuna basarak bir saniyelik ses kaydedin
Enter tusuna basarak sesinizi dinleyin

Enter tusuna basarak gurultulu sesinizi dinleyin
Enter tusuna basarak filtrelenmis sesinizi dinleyin
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function filtre2()

% Basit bir filtreleme, ec, Nisan, 2018

Fs=8000;

a=input (’Enter tusuna basarak bir saniyelik ses kaydedin’);
y=record(1,Fs) ;N=1length(y) ;M=round (N/4) ;Mv=1:M;

a=input (’Enter tusuna basarak sesinizi dinleyin’);
sound(y,Fs);

n=length(y);

gurultu=0.2*rand(n,1) ;

yg=y+gurultu;

a=input (’Enter tusuna basarak gurultulu sesinizi dinleyin’);
sound(yg, Fs);

fyg=fft(yg);

ii=find(abs(fyg)<=12);

fyg(ii)=0;

fgs=real (ifft(fyg));

a=input (’Enter tusuna basarak filtrelenmis sesinizi dinleyin’);
sound (fgs,Fs) ;

figure(1)
subplot(2,1,1);
plot(y(Mv));axis([ 1 M -0.5 0.5]);
xlabel(’ses ’);set(gca,’XTickLabel’,’’); hold on;
subplot(2,1,2);
plot (abs (fft(y(Mv))));
xlabel(’sesin fft sinin mutlak degeri’);
set(gca,’XTickLabel’,’’);set(gca,’XTickLabel’,’’) ;hold on;
figure(2);
subplot(2,1,1);plot(gurultu(Mv)) ;hold on;
xlabel (’gurultu’) ;set(gca,’XTickLabel’,’’);
subplot(2,1,2);plot(abs(fft(gurultu)));
xlabel(’gurultunun fft sinin mutlak degeri’);
hold on;set(gca,’XTickLabel’,’’);
figure(3);
subplot(2,1,1);plot(yg(Mv)) ;xlabel(’gurultulu ses’); hold on;
set(gca,’XTickLabel’,’’);
subplot(2,1,2) ;plot(fgs(Mv));axis([ 1 M -0.5 0.5]);
xlabel(’filtrelenmis ses’); hold on;set(gca,’XTickLabel’,’’);
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Program 4.4: Ornek 4.9 ye ait Filtreleme Kodu
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Aligtirmalar 4.4.

1. Ornek 4.8 icin verilen programi veya biraz daha degisik olarak asajida
verilen programa referans alarak, sececeginiz frekanslardaki iki sinyalin
toplama olarak ifade edilen sinyalden, ilgili bilesenlert Ayrk Fourier ve
Ters Fourier doniistimi yardimayla elde ediniz.

2. Ornek 4.9 igin verilen programa kaydedeceginiz birer saniyelik sesler ile
test ediniz.

3. Yukarida verilen fourier programi ve MATLAB/OCTAVE fft programinin
hizina artan uzunluklara sahip rand komutuyla olusturulan f dizileri ile
test yapiniz. Ktk boyutlu ve biiyik boyutlu dizilerde her iki programin
sonuclariny elde ederken harcadiklar, zamani karsgilastiriniz. Ne gozlem-
liyorsunuz?
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