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Bu derste ikinci basamaktan

°
auyy + buyy, + cuy, =0 (1)

denklemlerinin genel ¢oziimlerini inceleyeceyiz ve 6zel olarak Laplace
denkleminin bazi ¢éziimlerini arastiracagiz.
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|. Durum

@ a = 0 olmasi durumu
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|. Durum

@ a = 0 olmasi durumu
@ Bu durumda denklem

buy, + cuy, = (buy + cuy), =0 (2)
olarak yazilir. Buradan x degiskenine gére integral alarak
buy + cu, = f(x)
elde ederiz. Eger b = 0 ise (¢ # 0) olmak iizere u, = f(x)/c den
u=F(x)y + G(x)

elde ederiz, burada F(x) := 1/c/f(x)dx.
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@ a = 0 olmasi durumu
@ Bu durumda denklem

buy, + cuy, = (buy + cuy), =0 (2)
olarak yazilir. Buradan x degiskenine gére integral alarak
buy + cu, = f(x)
elde ederiz. Eger b = 0 ise (¢ # 0) olmak iizere u, = f(x)/c den
u=F(x)y+G(x)
elde ederiz, burada F(x) := 1/c/f(x)dx.

@ b # 0 olmasi durumunda ise her iki tarafi b ye bolerek,
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|. Durum

@ a = 0 olmasi durumu
@ Bu durumda denklem

buy, + cuy, = (buy + cuy), =0 (2)
olarak yazilir. Buradan x degiskenine gére integral alarak
buy + cu, = f(x)
elde ederiz. Eger b = 0 ise (¢ # 0) olmak iizere u, = f(x)/c den
u=F(x)y+ G(x)

elde ederiz, burada F(x) := 1/C/f(x)dx.

@ b # 0 olmasi durumunda ise her iki tarafi b ye bolerek,
°

uX—I—%uy =f(x)/c

elde ederiz.
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Karakteristikler yontemi ile genel ¢6ziim

dy ¢

_ = 3

dx b (3)
denklemini saglayan

c
— —Xx = sabit
Y7

dogrulan tizerinde
du(x, y(x))

dx
elde ederiz. Karakteristikler tizerinde integral almak suretiyle

= ux—f—uyd—i = uX—i—guy: f(x)/c
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Karakteristikler yontemi ile genel ¢6ziim

dy ¢

-~ _ = 3

dx b (3)
denklemini saglayan

c
— —x = sabit
Y7 b

dogrular tizerinde

du(x, y(x)) dy c
7' - X 7' - X T - f
» uy + uy U —|—buy (x)/c
elde ederiz. Karakteristikler tizerinde integral almak suretiyle

u = /if(x)/cdx+G(5abit)
= F()+Gly - %)

genel ¢oziimiinii elde ederiz, burada F(x) := 1/c/f(x)dx dir.
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[l. durum

@ a # 0 ve Delta= b*> — 4ac # 0 durumu
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[l. durum

@ a # 0 ve Delta= b*> — 4ac # 0 durumu

@ Bu durumda Delta = b?> — 4ac diskriminantini hesaplayalim.
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[l. durum

@ a # 0 ve Delta= b*> — 4ac # 0 durumu
@ Bu durumda Delta = b? — 4ac diskriminantini hesaplayalim.

@ Oncelikle Delta # 0,yani (1) denkleminin hiperbolik veya eliptik
oldugunu kabul edelim.
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[l. durum

a # 0 ve Delta = b?> — 4ac # 0 durumu

@ Bu durumda Delta = b? — 4ac diskriminantini hesaplayalim.

@ Oncelikle Delta # 0,yani (1) denkleminin hiperbolik veya eliptik
oldugunu kabul edelim.

@ b1, by skalerleri
ax’+bx+c=0 (4)

denkleminin kokleri olmak iizere (1) denkleminin genel ¢oziimii, keyfi
F ve G fonksiyonlari igin

u= F(y+ bix)+ G(y + bx) (5)

olarak elde ederiz.
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@ a # 0 ve Delta= b?> — 4ac = 0 durumu
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e a # 0 ve Delta = b> — 4ac = 0 durumu

@ Bu durumda denklem parabolik denklemdir ve

b

b1:b2:—273

olup genel ¢céziim keyfi F ve G fonksiyonlari icin

u:F(y—z—ix)x—l—G(y—%x) (6)

olarak elde edilir.(Bknz ders notlari)
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Laplace denklemi

Uxx + Uy, =0

Laplace denkleminin genel ¢éziimiinii belirleyiniz. Bu denklem,
2 2
A= (L, + ) tiirev operatérii olmak iizere
?u  d%u

A= o a e =0

biciminde de ifade edilir.
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Laplace denklemi

olup,
Delta= —4 #0

ve karakteristik denklem
ax’+bx+c=x>+1=0
olup, denklemin kokleri
by =i, by =—i

dir
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Laplace denklemi

@ (5) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri mevcut ve
siirekli olan keyfi F ve G fonksiyonlari icin genel ¢oziimiimiizii

u=F(y+ix)+ G(y — ix) (7)

olarak ifade edebiliriz.
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Laplace denklemi

@ (5) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri mevcut ve
stirekli olan keyfi F ve G fonksiyonlari icin genel ¢oziimiimiizii

u=F(y+ix)+ G(y — ix) (7)

olarak ifade edebiliriz.

o Eliptik tiirden olan denklemin karakteristiklerinin karakteristikleri
y + ix = sabit, y — ix = sabit

sanal dogrularndir.
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Laplace denkleminin fiziksel anlami

o Fizikte, Laplace denklemi elektrik yiik yogunlugunun olmadigr bir
ortamda Maxwell denklemlerinden birisini olusturur ve ¢éziimdi, yani
u, potansiyel fonksiyonu olarak adlandirilir ve E = —(uy, uy) ise s6z
konusu ortamdaki elektrik alanini temsil eder.
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o Fizikte, Laplace denklemi elektrik yiik yogunlugunun olmadigi bir
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u, potansiyel fonksiyonu olarak adlandirilir ve E = —(uy, uy) ise s6z
konusu ortamdaki elektrik alanini temsil eder.

o Akiskanlar mekaniginde, diisiik hizda ve uygun bazi sartlarda u hiz
potansiyeli olarak adlandirilir ve 6rnegin iki boyutlu akiskan
hareketinde (uy, uy ) sirasiyla akiskanin x ve y yoniindeki hizini temsil
eder.
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Laplace denkleminin fiziksel anlami

o Fizikte, Laplace denklemi elektrik yiik yogunlugunun olmadigi bir
ortamda Maxwell denklemlerinden birisini olusturur ve ¢éziimii, yani
u, potansiyel fonksiyonu olarak adlandirilir ve E = —(uy, uy) ise s6z
konusu ortamdaki elektrik alanini temsil eder.

o Akiskanlar mekaniginde, diisiik hizda ve uygun bazi sartlarda u hiz
potansiyeli olarak adlandirlir ve drnegin iki boyutlu akiskan
hareketinde (uy, uy ) sirasiyla akiskanin x ve y yoniindeki hizini temsil
eder.

o Statikte u yer degismeyi temsil eder, Laplace denkleminin ¢éziimii ile
statikte yer degistirme ve gerilme gibi ilgili fiziksel 6zellikler
belirlenebilir.
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Laplace denklemi kompleks fonksiyonlar terisinde de 6nemli rol oynar:

f(x,y) = ulx,y)+iv(x,y)

olarak tanimlanan komplek degerli fonksiyonun bir nokta
komsulugunda analitik olmasi(tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli) olmasi
icin Cauchy-Rieman denklemleri olarak bilinen

Uy = Vy, Uy = —Vy

denklemlerinin saglanmasi gerektigini hatirlayalim.
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

o Laplace denklemi kompleks fonksiyonlar terisinde de 6nemli rol oynar:

f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y)

olarak tanimlanan komplek degerli fonksiyonun bir nokta
komsulugunda analitik olmasi(tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli) olmasi
icin Cauchy-Rieman denklemleri olarak bilinen

Uy = Vy, Uy = —Vy

denklemlerinin saglanmasi gerektigini hatirlayalim.
o Bu durumda
Uxx + uyy, =0
ve
Vix T vy =0

saglanir.
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

o Laplace denklemi kompleks fonksiyonlar terisinde de 6nemli rol oynar:

fx,y) = ulx,y) +iv(x,y)
olarak tanimlanan komplek degerli fonksiyonun bir nokta

komsulugunda analitik olmasi(tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli) olmasi
icin Cauchy-Rieman denklemleri olarak bilinen

Uy = Vy, Uy = —Vy
denklemlerinin saglanmasi gerektigini hatirlayalim.
e Bu durumda
Uxx + Uy, =0
ve
Vix T vy =0
saglanir.

@ Yani analitik bir fonksiyonun hem reel ve hem de sanal kismi Laplace
denkleminin ¢6ziimiidiir.
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Bazi analitik fonksiyonlar

@ Analitik fonksiyon denilince aklimiza gelen 6rneklerden bazilari
z" n>0,sin(z),cos(z), €%,

dirler.
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Bazi analitik fonksiyonlar

@ Analitik fonksiyon denilince aklimiza gelen 6rneklerden bazilan

z

z",n > 0,sin(z),cos(z), €%,

dirler.

@ O halde bu fonksiyonlarin reel ve sanal kisimlari Laplace denkleminin
coziimleridir:
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Bazi analitik fonksiyonlar

@ Analitik fonksiyon denilince aklimiza gelen 6rneklerden bazilan

z

z",n > 0,sin(z),cos(z), €%,

dirler.
@ O halde bu fonksiyonlarin reel ve sanal kisimlari Laplace denkleminin
coziimleridir:
e Ornegin
flz) =2 = (x +iy)? = x> — y? + 2ixy

olup

fonksiyonlari Laplace denkleminin ¢oéziimleridir.
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Bu ¢oziimler (7) ile verilen genel ¢6ziimde uygun F ve G ile elde
edilebilir: Ornegin F(z) = G(z) = z%/2 igin
F(x+iy)+ G(x—iy)
(x+iv)?  (x=)°
2 2

6 Nisan, 2020 13 / :
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Bu ¢dziimler (7) ile verilen genel ¢6ziimde uygun F ve G ile elde

edilebilir: Ornegin F(z) =

@ Benzer bicimde

icin

coziimiinii elde ederiz.

G(z) = 2%2/2 igin
F(x+iy)+ G(x—iy)

(x+iy)* | (x—iy)?
> T2

Xz_yz

22/2i,G(2) = —2%/2i

F(x+iy)+ G(x—1iy)
(x+iy)?  (x—iy)?
2i 2i

2xy
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Benzer bicimde

cos(iy) = cosh(y),sin(iy) = sinh(y)
bagintilari ile birlikte
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Benzer bicimde

cos(iy) = cosh(y),sin(iy) = sinh(y)
bagintilari ile birlikte

sin(z) = sin(x+iy)
sin(x) cos(iy) 4 cos(x) sin(iy)
sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Benzer bicimde

cos(iy) = cosh(y),sin(iy) = sinh(y)
bagintilari ile birlikte

sin(z) = sin(x+iy)
= sin(x) cos(iy) + cos(x) sin(iy)
= sin(x) cosh(y) 4 i cos(x) sinh(y)
u = reel(sin(z)) = sin(x) cosh(y)
v = sanal(sin(z)) = cos(x) sinh(y)

fonksiyonlari Laplace denkleminin céziimleridir.
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Laplace denkleminin 6zel coziimleri

@ Benzer bicimde

cos(iy) = cosh(y),sin(iy) = sinh(y)
bagintilari ile birlikte

sin(z) = sin(x+iy)
= sin(x) cos(iy) + cos(x) sin(iy)
= sin(x) cosh(y) 4 i cos(x) sinh(y)
u = reel(sin(z)) = sin(x) cosh(y)
v = sanal(sin(z)) = cos(x) sinh(y)

fonksiyonlari Laplace denkleminin ¢oziimleridir.

@ Bu c¢oéziimleri hangi F ve G icin 7 ile verilen genel coziimden elde
edebiliriz?
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Alistirmalar

@ u = u(x,y) olmak iizere
Uxx + Uy =0, —00 < x,y < ©

denklemi verilsin.

(a) Verilen denklemi (ux + uy)x = 0 yazarak, integral almak suretiyle
birinci basamaktan denkleme indirgeyerek ¢oziiniiz.

(b) Denklemin tiiriinii belirleyerek ¢oziiniiz.

(c) (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglari karsilastiriniz.
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Alistirmalar

(2) u= u(x,y) olmak iizere

Uy + Uy =0, —00 < x,y <00
denklemi verilsin.

(a) Verilen denklemi (ux + uy), = 0 yazarak, integral almak suretiyle
birinci basamaktan denkleme indirgeyerek ¢oziiniiz.

(b) Denklemin tiiriinii belirleyerek bu boliimde inceledigimiz karakteristikler
yontemi ile ¢oziiniiz.

(c) (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglari karsilastiriniz.
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Alistirmalar

(3) Asagida verilen denklemlerin genel ¢oziimlerini belirleyiniz.

(a)

Uxx — 3Uxy + 2uyy, =0

(b)

uxx +4uyy =0

(c)
Uxx — 4uxy +4Uy,, =0
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Alistirmalar

(4) Asagidaki bagintilarin dogrulugunu kontrol ediniz

cosh (ix) cos(x)
sinh(ix) = isin(x)
cosh(x) = cos(ix)
sinh(x) = —isin(ix)
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Alistirmalar

(5) f(z) = cos(z) fonksiyonunun reel ve sanal kisimlarinin Laplace
denkleminin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz. Elde ettiginiz ¢oziimler
hangi F ve G icin genel ¢coziimden de elde edilebilir.

(6) f(z) = e* fonksiyonunun reel ve sanal kisimlarinin Laplace
denkleminin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz. Elde ettiginiz ¢oziimler
hangi F ve G icin genel ¢dziimden de elde edilebilir.
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@ Coskun, Kismi Diferensiyel Denklem(Ders Notu, 3. Bélim).
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