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Bu derste ikinci basamaktan

[~
auyy + buyy, + cuy, =0 (1)

denklemlemi kapsaminda Hiperbolik denklem &rneklerinin genel
coziimiimlerini ve bu kapsamda
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Bu derste ikinci basamaktan

°
auxx + buy, + cu,, =0

denklemlemi kapsaminda Hiperbolik denklem &rneklerinin genel
coziimiimlerini ve bu kapsamda

o Dalga denkleminin genel ¢6ziimii ve
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Bu derste ikinci basamaktan

(]
auxx + buyy, + cuy,=0 (1)

denklemlemi kapsaminda Hiperbolik denklem &rneklerinin genel
coziimiimlerini ve bu kapsamda
@ Dalga denkleminin genel ¢oziimii ve

@ D'Alembert ¢oziimiinii interaktif Maxima uygulamalariyla birlikte
inceleyecegiz.
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Hatirlatma

e Onceki dersimizden hiperbolik denklemler icin A = b*> — 4ac > 0 ve
dolayisiyla
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Hatirlatma

o Onceki dersimizden hiperbolik denklemler icin A = b?> — 4ac > 0 ve
dolayisiyla

ax’+bx+c=0

denkleminin by, by gibi iki reel ¢éziimii oldugunu ve keyfi F ve G
fonksiyonlari icin genel ¢éziimiin

u=F(bix+y)+ G(bax+y) (2)

ile verildigini hatirlayalim.
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dolayisiyla
ax?+bx+c=0

denkleminin by, by gibi iki reel ¢oziimii oldugunu ve keyfi F ve G
fonksiyonlari i¢in genel ¢éziimiin

u=F(bix+y)+ G(box+y) (2)

ile verildigini hatirlayalim.

@ Bu durumda
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Hatirlatma

o Onceki dersimizden hiperbolik denklemler icin A = b?> — 4ac > 0 ve
dolayisiyla

ax> +bx+c=0
denkleminin by, by gibi iki reel ¢oziimii oldugunu ve keyfi F ve G
fonksiyonlari i¢in genel ¢éziimiin

u=F(bix+y)+ G(box+y) (2)

ile verildigini hatirlayalim.
e Bu durumda

@ y+ box = c1 ve y + bix = ¢ dogrular ise denklemin karakteristik
dogrularndirlar.
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Karakteristikler yontemi ile genel ¢6ziim

Uxx — Uy =0

denkleminin genel ¢éziimiinii belirleyiniz.
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o Bu 6rnekte

ve karakteristik denklem
ax’+bx+c=x>-1=0
olup, denklemin kokleri
by =1b=-1

dir. Genel ¢oziim keyfi F ve G fonksiyonlari icin
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o Bu 6rnekte

ve karakteristik denklem
ax’+bx+c=x*-1=0
olup, denklemin kokleri
by =1,by=-1

dir. Genel ¢6ziim keyfi F ve G fonksiyonlari igin

u=F(y+x)+G(y —x)
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Karakteristikler yontemi ile genel ¢6ziim

Uxx + 3uyy, + uy, =0

denkleminin genel ¢éziimiinii belirleyiniz.
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@ A =32 —14> 0 olup, denklem hiperbolik tiirdendir. Karakteristik
denklem
x24+3x+1=0

olup, kokleri

—3++5 . —3-+/%
= b= —

b
! 2 2
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e A =32—4> 0 olup, denklem hiperbolik tiirdendir. Karakteristik
denklem
x> 4+3x4+1=0

olup, kokleri
31vE . 3.5
==

by >

@ Genel ¢oziim keyfi F ve G fonksiyonlari icin

u=F((=3+V5)x/2+y) + G((-3— V5)x/2+y)
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Karakteristikler yontemi ile genel ¢6ziim

Ugr — C2UXX =0

dalga denkleminin genel ¢éziimiinii belirleyiniz
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ve karakteristik denklem

olup, denklemin kokleri

b1:C,b2:—C
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ve karakteristik denklem

olup, denklemin kokleri
b1 = C, b2 = —C
@ O halde keyfi F ve G fonksiyonlari icin

u=F(x+ct)+ G(x— ct) (3)
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ve karakteristik denklem

olup, denklemin kokleri
bi=c b= —c
@ O halde keyfi F ve G fonksiyonlari icin
u=F(x+ct)+ G(x —ct) (3)

o Karakteristikler x 4+ ct = sabit, x — ct = sabit dogrularidir.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

Ornek 4

Bir énceki érnekte géz oniine aldigimiz dalga denklemini x — t diizleminin
t > 0 bolgesine kisitlamak suretiyle yeniden gézdniine alalim.

Ut — gy = 0,—00 < x <00, t>0
u(x,0) f(x),
ur(x,0) = g(x).
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

o Genel coziimiimiiz

u=F(x+ct)+ G(x—ct) (4)
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

@ Baslangi¢c konum ve hiz yardimiyla

F(x)+ G(x) = f(x) (5)
cF'(x) —cG'(x) = g(x) (6)
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oldugunu kabul edelim
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

@ Baslangi¢c konum ve hiz yardimiyla

F(x)+ G(x) = f(x) (5)
cF'(x) —cG'(x) = g(x) (6)

@ Ayrica f ve g fonksiyonlarinin f, g — 0, x — Zo00 6zelligine sahip

oldugunu kabul edelim

@ (6) bagintisini (—o0, x) araligi iizerinde integre ederek,

Fix) - 6(x) = - [ gl(2)ez (7

bagintisini elde ederiz.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

@ (7) denklemini (5) den ¢ikararak

G(x) = 3F() — o [8(2)az ®)

elde ederiz.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

e (7) denklemini (5) den gikararak

elde ederiz.
@ (5) ve (7) denklemlerini tarafa tarafa toplayarak

Flx) = 5700 + 5 [ a(2)de ©)
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

e (7) denklemini (5) den gikararak

G(x) = 3F() — 5 [a(2)az ®)

elde ederiz.
o (5) ve (7) denklemlerini tarafa tarafa toplayarak

X

F(x) = 5700 + 5 [ a(2)de Q
@ ve (7) denklemini (5) den ¢ikararak
G(x) = 3F() — 5 [ 8(2)dz (10)

elde ederiz
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Dalga denkleminin D'Alemb

e F ve G fonksiyonlarina karsilik gelen ifadeleri (3) genel ¢éziimiinde
yerine yazarak,
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

e F ve G fonksiyonlarina karsilik gelen ifadeleri (3) genel ¢dziimiinde
yerine yazarak,

u = F(x+ct)+ G(x—ct)

X—+ct xX—ct

= Sttt o [als)ds+ sty — o [ g()de
_ ;(f(x+ct)+f(x—ct))+2lc/g(z)dz (11)

D'Alembert ¢oziimiinii elde ederiz.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

Ornek 5

Asagida tanimlanan

Ut — Uy — 0,_00<X<00,t>0
1
ux.0) = 157
ur(x,0) = 0.

Cauchy probleminin ¢éziimiinii belirleyiniz
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

e (oziim formiiliinde ¢ = 1, f(x) = 1/(1 + x2), g(x) = 0 alarak

1 1 1
uxt) =3 <(X+t)2+1+ (Xt)2+1>

elde ederiz.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

e (oziim formiilinde ¢ = 1, f(x) = 1/(1 + x2), g(x) = 0 alarak

1 1 1
uit) =3 <(><+1s)2+1+ (X—t)2+1>

elde ederiz.

e Coziimiimiiziin Maxima ortaminda ve [—10, 10] x [0, 4] bolgesi
tizerindeki grafigi Sekil 1 ile sunulmaktadi
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

Ornek 6

Asagida tanimlanan

Upp — Uy = 0,—00 < x<o00,t>0
u(x,0) = 0,
1
Ut(X, 0) ]_—|——X2

Cauchy probleminin ¢éziimiinii belirleyiniz.
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e Coziim formiilinde c =1, f(x) = 0,g(x) = H% alarak

1
/de = arctan(x) +c
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e Coziim formiilinde c =1, f(x) = 0,g(x) = H% alarak

1
/mdx = arctan(x) + ¢

(arctan(x + t) — arctan(x — ¢))

N =

u(x, t) =

elde ederiz.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

Ornek 7

Asagida tanimlanan

Ut — Uxx = 0,—00 <x<oo,t>0
u(x,0) = 1-x2 —-1<x<1
' N 0 diger x degerleri

ur(x,0) = 0.

Cauchy probleminin ¢céziimiinii belirleyiniz
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

@ Yukarida verilen D'Alembert ¢6ziim formiiliinden

1
u(x,t) = E(f(x—t)—i—f(x—i—t)) (12)
= U+ U,
1f1-(x—1)? -1<x-t<1
2 0 diger x degerleri

1{ 1—(x+t)? —-1<x+t<1
2

3 0 diger x degerleri
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Dalga denkleminin D’'Alembe

s
-lexti=a
=1
l1>U=U,
- ;
\ .,
I+ U=0 ™
.
™

ec (Karadeniz Teknik Universitesi,

Kismi Difdkinci basamaktan sabit katsayili homojen den

cozumu

W->U=Us + Uy

xt=-1

-1<K-Te L

Vs U=l
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

Q@ x —t < —1 Sekilde I, Il ve lll ile gosterilen bolgelerden

(a) x4+t < —1 esitsizligini saglayan |. bolgede u = 0 dir.
(b) =1 < x—+t <1 esitsizligini saglayan //. bélgede

u=uy =1/2(1— (x +t)?)

(c) x+t > 1 esitsizligini saglayan /ll. bélgede u = 0 dir.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

2 —1 < x—t <1 esitsizligi ile
(a) —1 < x+t <1 esitsizligini saglayan 1V. bélgede

u = u+u
— 1/2(1— (x— 1)) +1/2(1 = (x+1)?)
= 1—[(x—1t)2+ (x+1)?]

dir.
(b) x+t > 1 esitsizliginig saglayan V. bélgede

u=uy =1/2(1— (x — t)?)

3 x—t>1vex+t>1esitsizligini saglayan VI. boélgede u = 0 dir.
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Dalga denkleminin D'Alembert ¢oziimii

ec (Karadeniz Teknik Universitesi 9 Nisan, 2020



Alistirmalar

© Asagida verilen Dalga problemlerinin D'Alembert ¢éziimlerini
belirleyiniz. Bunun icin Sekil 3 benzeri birer diyagram hazirlayiniz.

(a)
Ut = Buxx, —00 < x <00, t>0
u(x,0) = e*2x2vut(x,0) = l/(4+x2)
(b)
Upp = 2y, —00 < x <00, t>0
. 1 -2<x<2 o
u(x.0) = { 0 diger x ler e(x,0) =0
(c)
Utp = Uxx, —00 < x <00, t>0
_ 1 —2<x<2
u(x.0) = 0,ue(x.0) { 0 diger x ler
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Alistirmalar

(2) (Bilgisayar uygulamasi) Maxima ortaminda D'Alembert ¢éziimii
interaktif olarak incelenebilir. Ornegin

U = 16wy
u(x,0) = x/(1+x°)
u(x,0) = 0

baslangic deger problemi [2](sayfa 134) te hazirlanan ve asagida
verilen
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Alistirmalar

dalembert(f,q):=block([x{],

disp("Utt=cA2Uxx, U(x,0)=f(x), Ut(x,0)=a(x)"),
cread("c="),

-,

hixtc't,

define(ut(x,t)112°f(af+(b)),
define(u2(x,), 11(2°c)integrate(q(z),z,a,b)),
define(u(x,t,ut(x tru2(x.t))

display(u(x,t),

Tmax:read(" Tmax="),

wxplot3d(u(x,) [x-10,10]t,0,Tmax],legend. false))
)
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Alistirmalar

Maxima blokunu
f(x) + =x/(1+x%)
g(x) : =0

tanimlamalari ve asagida belirtilen komut ile calistinlarak analitik ¢oziimii
ve cizilen grafigini elde ediniz.
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Alistirmalar

() =x/(1+x12),g(x):=0;

f(x) ="

1 +‘x2

g(x):=0
dalembert(f,g);
Utt=c™2Uxx, U(x,0)=f(x), Ut(x,0)=g(x)

c= 4;
X+4t ) x-4t
2 ' 2
+4t)°+1 -4t)°+1
u(x,t) = (x ) (x )
2
Tmax= 5;
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Alistirmalar
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e Coskun, E., Kismi Diferensiyel Denklem(Ders Notu, 3. Boliim).
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e Coskun, E., Kismi Diferensiyel Denklem(Ders Notu, 3. Boliim).

@ Coskun, E. Maxima ile sembolik hesaplama ve kodlama,
erhancoskun.com.tr
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