
Bölüm 8
Dalga Denklemi

Bu bölümde esas itibariyle [a, b] aralı̆gıüzerinde tanımlıparçalıdüzgün f ve
g fonksiyonları ile tanım bölgesinde parçalı sürekli h(x, t) fonksiyonu için
tek boyutlu dalga denklemi olarak bilinen

utt = c2uxx + h(x, t), c : sabit, x ∈ (a, b), t > 0

denklemini

u(x, 0) = f(x), x ∈ [a, b]
ut(x, 0) = g(x), x ∈ [a, b]

başlangıç şartlarıve

a11u(a, t) + a12ux(a, t) = b1(t), (a11, a12) 6= (0, 0), t > 0
a21u(b, t) + a22ux(b, t) = b2(t), (a21, a22) 6= (0, 0), t > 0

ayrık sınır şartları ile gözönüne alarak inceliyoruz. Özellikle problemin
çözümünün,

• daha önceden incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile nasıl elde
edileceğini ve

• fiziksel özelliklerini inceliyoruz. Ayrıca

• Maxima ortamında geli̧stiridiğimiz interaktif uygulamalar ile kullanıcı
tarafından tanımlanan özel Dirichlet problemlerinin analitik çözümünün
grafĭgi ile birlikte istenilen bir zaman aralı̆gında nasıl elde edilebileceğini
inceliyoruz.
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2 Dalga Denklemi

Bu bölüm için 4. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemi,
5. Bölümde incelediğimiz Regüler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin özfonksiyonları ve 6. Bölümde incelediğimiz Fourier serileri temel
matematiksel araçlarımızıoluşturmaktadır. Okuyucuların bu bölüme devam
etmeden önce bahsettiğimiz bölümleri tekrar gözden geçirmelerini önemle
tavsiye ederiz.

8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler

Öncelikle

utt = c2uxx, ,x ∈ (0, b), t > 0 (8.1)

u(0, t) = 0, u(b, t) = 0 (8.2)

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, b] (8.3)

ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, b] (8.4)

Dirichlet problemini gözönüne alalım.(8.1) denklemi homojendir çünkü u ≡ 0
denklemin çözümüdür, benzer biçimde (8.2) sınır şartları homojen çünkü
u ≡ 0 sınır şartlarınısağlar. Eğer u ≡ 0 fonksiyonu denklemi sağlamamı̧s
olsaydıdenklemimiz homojen olmayan denklem ve yine aynıfonksiyon sınır
şartlarınısağlamamı̧s olsaydısınır şartlarınıhomojen olmayan sınır şartları
olarak adlandıracaktık.
Sıçramalı süreksizlik noktaları içeren f, g veya h fonksiyonu için elde

edilen çözümler tanım bölgesi içerisindeki her noktada denklemi sağlamay-
acaktır, bu durumda söz konusu noktalar dı̧sında denklem ile birlikte ilgili
başlangıç ve sınır şartlarınısağlayan fonksiyona klasik çözüm yerine za-
yıf çözüm adıverilmektedir. Bu bölümde en fazla sonlu sayıda nokta hariç
verilen denklem ile birlikte başlangıç ve sınır şartlarınısağlayan çözümleri
araştırıyoruz ve hepsi için "çözüm" kavramınıkullanıyoruz.
(8.1)-(8.3) problemini başlangıçta f(x) ile belirlenen şekle sahip olan ve

düşey yöndeki başlangıç hızıg(x) olan ince ve uzun bir telin yer deği̧sim mod-
eli olarak düşünebiliriz. Tel uç noktalarda sabitlenmi̧s olarak kabul edilmek-
tedir ve c ise oluşan salınımın sağ(c > 0) veya sol(c < 0) yönde hareket hızını
temsil etmektedir.
5. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemiyle

u(x, t) = X(x)T (t)
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 3

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t)

elde ederiz. Her iki tarafın sıfırdan farklı kabul ettiğimiz c2X(x)T (t) ile
bölerek,

T ′′(t)

c2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

veya homojen Dirichlet şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(b) = 0

T ′′ + λc2T = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, b] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn =
n2π2

b2
, Xn(x) = sin(

nπ

b
x), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

T ′′n +
n2π2

b2
c2Tn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Tn(t) = cn cos(
nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

un(x, t) = Tn(t)Xn(x) =
(
cn cos(

nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct)
)
sin(

nπ

b
x), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
cn cos(

nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct)
)
sin(

nπ

b
x) (8.5)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün (8.3) ile verilen başlangıç şartınıda yani,

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

cn sin(
nπ

b
x) (8.6)
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4 Dalga Denklemi

sağlamasıgerekmektedir. (8.6) ile tanımlanan serinin f fonksiyonunun [0, b]
aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs açılımıolduğunu görüyoruz, o halde

cn =
2

b

b∫
0

f(x) sin(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · ·

olarak elde edilir. Öteyandan

ut(x, t) =

∞∑
n=1

(
−cn

nπ

b
c sin(

nπ

b
ct) + dn

nπ

b
c cos(

nπ

b
ct)
)
sin(

nπ

b
x)

ile (8.4) ten

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

dn
nπ

b
c sin(

nπ

b
x) = g(x)

bağıntısından

dn
nπ

b
c =

2

b

b∫
0

g(x) sin(
nπ

b
x)dx

veya

dn =
2

nπc

b∫
0

g(x) sin(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

ÖRNEK 8.1.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) = x(1− x),
ut(x, 0) = 0

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 5

Yukarıdaki i̧slemlerimizden, c = 1 için

u(x, t) =

∞∑
n=1

(cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) sin(nπx)

elde ederiz.

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)

başlangıç şartından cn lerin f(x) fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gındaki Fourier
sinüs açılımının katsayıları olması gerektiğini görüyoruz. O halde kısmi
integrasyonla

cn = 2

∫ 1

0

f(x) sin(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

x(1− x) sin(nπx)dx

=
4

n3π3
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz(Bölüm 7). Öte yandan

ut(x, t) =
∞∑
n=1

(−cnnπ sin(nπt) + dnnπ cos(nπt)) sin(nπx)

ifadesinden

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

dnnπ sin(nπx) = 0⇒ dn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde çözümümüzü

u(x, t) =
4

π3

∞∑
n=1

1− (−1)n
n3

cos(nπt) sin(nπx) (8.7)

olarak elde ederiz. (8.7) ile verilen çözüm grafĭgi Şekil 8.1 ile verilmektedir.
Şekil 8.1 den

• başlangıç yer deği̧stirmenin artan zaman değerleri için düşey yönde
sönümsüz bir salınım yaptı̆gıgörülmektedir.
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6 Dalga Denklemi

Şekil 8.1: Örnek 8.1 için N = 20 ile [0, 4] zaman aralı̆gında çözüm grafĭgi.

• salınımın periyodu, analitik çözümün zaman bileşenleri olan

cos(nπt), n = 1, 2, ..

. fonksiyonlar ailesinin ortak periyodu olan p = 2 dir, yani u(x, t+2) =
u(x, t) dir..

• problemimizi her iki ucu sabit tutulan bir saz telinin çekilip bırakılması
ile oluşan titleri̧simlerin modeli olarak düşünebiliriz.

ÖRNEK 8.2.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) =

{
1, 1/3 ≤ x ≤ 2/3
0, dĭger x ler

,

ut(x, 0) = 0
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 7

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıdaki i̧slemlerimizden, c = 1 için

u(x, t) =
∞∑
n=1

(cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) sin(nπx)

elde ederiz.

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)

başlangıç şartından cn lerin f(x) fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gındaki Fourier
sinüs açılımının katsayılarıolmasıgerektiğini görüyoruz. O halde

cn = 2

∫ 1

0

f(x) sin(nπx)dx

= 2

∫ 2/3

1/3

sin(nπx)dx

=
2

nπ
(cos(

nπ

3
)− cos(2nπ

3
))

elde ederiz. Öte yandan

ut(x, t) =
∞∑
n=1

(−cnnπ sin(nπt) + dnnπ cos(nπt)) sin(nπx)

ifadesinden

ut(x, 0) =

∞∑
n=1

dnnπ sin(nπx) = 0⇒ dn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde çözümümüzü

u(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

cos(nπ
3
)− cos(2nπ

3
)

n
cos(nπt) sin(nπx) (8.8)

olarak elde ederiz. (8.8) ile verilen çözüm grafĭgi Şekil 8.2 ile verilmektedir.
Şekil 8.2 den
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8 Dalga Denklemi

Şekil 8.2: Örnek 8.2 ile verilen çözümün N = 40 için [0, 2] zaman aralı̆gındaki
grafĭgi.

• başlangıç yer deği̧stirmenin ilerleyen zaman değerlerinde ilk genliğin
yarısına eşit iki bileşene ayrılarak bileşenlerden birisi t = x+x0, karak-
teristikleri üzerinden sağa ve diğeri ise t = −x + x0 karakteristikleri
üzerinden sola doğru t = 0.5 anında ulaşılabilen sınır noktasına kadar
ilerlemektedirler.

• Sınırda her iki bileşen de Dirichlet şartlarını sağlamaktadır. m = 1
eğimli karakteristik üzerinde hareket eden dalga sınırdan yansıyarak
m = −1 eğimi ile ve ters yönde yer deği̧stirme ile sola doğru hareket
etmekte iken, m = −1 eğimli karakteristik üzerinde sol yöne doğru
hareket eden dalga sınırdan yansıyarak m = 1 eğimi ile ve ters yönde
yer deği̧stirme ile sağ yöne doğru hareket etmektedir.

• Her iki dalga hareketinin çakı̧stı̆gı konumlarda homojen lineer den-
klemin özelliği ile uyumlu olarak güçlerini birleştirdiği, diğer bir de-
yimle, dalga çakı̧sma bölgesinde çözüm her iki bileşenin toplamından
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 9

oluşmaktadır.

• t = 1.5 anında sınırlara doğru ilerleyeyen dalga bileşenleri, sınırdan
tekrar ters yönde yer deği̧stirme ile yansıyarak çözüm bölgesinin içeri-
sine doğru c = 1 birim hızla ilerlemektedirler. Bu hareket t = 2 periy-
odu ile sürekli olarak devam edecektir. x = 0 noktasında t = 0 anında
u = 1 seviyesin hareket içerisine bırakılan sola doğru hareket eden
parçacı̆gın, t = 1 anında aynıkonumda fakat u = −1 seviyesinde sağa
doğru ilerlemekte olduğu ve tekrar u = 1 seviyesinde sola doğru x = 0
noktasına ulaşarak ilerlediği görülmektedir. Özetle örneğimiz için

u(x, t) = u(x, t+ 2)

olduğu şekilden ve analitik çözümün zaman bileşenleri olan

cos(nπt), n = 1, 2, · · ·

fonksiyonlar ailesinin ortak periyodunun p = 2 olmasısonucu olarak ta
görülmektedir.

• problemimizi her iki ucu sabit tutulan birim uzunluktaki bir telin (1/3, 2/3)
aralı̆gında oluşturulan yer deği̧stirme sonucu oluşan titleri̧simlerin mod-
eli olarak düşünebiliriz.

ÖRNEK 8.3. Örnek 8.2 ile aynıyan şartlar ile ve fakat (0, 2) aralı̆gıüz-
erinde tanımlı

utt = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
u(0, t) = 0 = u(2, t)

u(x, 0) =

{
1, 1/3 ≤ x ≤ 2/3
0, dĭger x ler

,

ut(x, 0) = 0

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

[0, 2] aralı̆gında Dirichlet probleminin özdeğer ve özfonksiyon ailesi

λn = (
nπ

2
)2, sin(nπx/2), n = 1, 2, · · ·
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10 Dalga Denklemi

dir. Ayrıca λn lerin her biri ile

T ′′n + (
nπ

2
)2Tn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Tn(t) = cn cos(
nπ

2
t) + dn sin(

nπ

2
t), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

un(x, t) = Tn(t)Xn(x) =
(
cn cos(

nπ

2
t) + dn sin(

nπ

2
t)
)
sin(

nπ

2
x), n = 1, 2, · · ·

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerin

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
cn cos(

nπ

2
t) + dn sin(

nπ

2
t)
)
sin(

nπ

2
x)

elde ederiz.

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

cn sin(
nπ

2
x)

başlangıç şartından cn lerin f(x) fonksiyonunun [0, 2] aralı̆gındaki Fourier
sinüs açılımının katsayılarıolmasıgerektiğini görüyoruz. O halde

cn =
2

2

∫ 2

0

f(x) sin(
nπ

2
x)dx

=

∫ 2/3

1/3

sin(
nπ

2
x)dx

=
2

nπ
(cos(

nπ

6
)− cos(nπ

3
))

elde ederiz. Öte yandan

ut(x, t) =
∞∑
n=1

(
−cn

nπ

2
sin(

nπ

2
t) + dn

nπ

2
cos(

nπ

2
t)
)
sin(

nπ

2
x)

ifadesinden

ut(x, 0) =

∞∑
n=1

dn
nπ

2
sin(

nπ

2
x) = 0⇒ dn = 0, n = 1, 2, · · ·
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 11

Şekil 8.3: Örnek 8.3 ile verilen çözümün N = 20 için [0, 2] zaman aralı̆gındaki
grafĭgi.

elde ederiz. O halde çözümümüzü

u(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

cos(nπ
6
)− cos(nπ

3
)

n
cos(

nπ

2
t) sin(

nπ

2
x) (8.9)

olarak elde ederiz. (8.9) ile verilen çözüm grafĭgi Şekil 8.3 ile verilmektedir.
Şekil 8.3 den

• başlangıç yer deği̧stirmenin ilerleyen zaman değerlerinde ilk genliğin
yarısına eşit iki bileşene ayrılarak bileşenlerden birisi t = x+x0, karak-
teristikleri üzerinden sağa ve diğeri ise t = −x + x0 karakteristikleri
üzerinden sola doğru ilerlemektedirler.

• Sınırda her iki bileşen de Dirichlet şartlarını sağlamaktadır. İlk ola-
rak t = 0 anında başlayan ve m = −1 eğimli karakteristik üzerinde
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12 Dalga Denklemi

hareket eden dalga sınırdan yansıyarak m = 1 eğimli karakteristik üz-
erinden ve ters yönde yer deği̧stirme ile sağa doğru hareket etmekte
iken, m = 1 eğimli karakteristik üzerinde sağ yöne doğru hareket eden
dalga daha geç olarak, t = 2 anında sağ sınıra yaklaşarak sınırdan
yansımak suretiyle m = −1 eğimi ile ve ters yönde yer deği̧stirme ile
sol yöne doğru hareket etmektedir.

• Özetle örneğimiz için

u(x, t) = u(x, t+ 4)

olduğu Şekil 8.3 den ve analitik çözümün zaman bileşenleri olan

cos(
nπ

2
t), n = 1, 2, · · ·

fonksiyonlar ailesinin ortak periyodu olan p = 4 olduğu dikkate alınarak
ta görülmektedir.

• problemimizi her iki ucu sabit tutulan iki birim uzunluktaki bir telin
(1/3, 2/3) aralı̆gında oluşturulan yer deği̧stirme sonucu oluşan titler-
i̧simlerin modeli olarak düşünebiliriz.

Alı̧stırmalar 8.1. 1-4 nolu homojen Dirichlet sınır şartlı Dalga problem-
lerinin çözümünü belirleyiniz

1.

utt = 16uxx, 0 < x < 2

u(0, t) = u(2, t) = 0,

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) =

{
1, 7

9
≤ x ≤ 11

9

0 diğer x ler

2.

utt = 4uxx, 0 < x < 2

u(0, t) = u(2, t) = 0,

u(x, 0) = 1,

ut(x, 0) = 0
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8.1 Homojen Dirichlet sınır şartlıproblemler 13

3.

utt = 9uxx, 0 < x < 2

u(0, t) = u(2, t) = 0,

u(x, 0) = 1− (x− 1)2,
ut(x, 0) = 0

4.

utt = 16uxx, 0 < x < 2

u(0, t) = u(2, t) = 0,

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 1

5. Aşağıdaki çözümleri 1-4 nolu problemlerle eşleştiriniz.

(a)

u(x, t) =
1

π2

∞∑
n=1

1

n2

(
cos(

7nπ

18
)− cos(11nπ

18
)

)
sin(2nπt) sin(

nπx

2
)

(b)

u(x, t) =
16

π3

∞∑
n=1

1− (−1)n
n3

cos(
9nπt

2
) sin(

nπx

2
)

(c)

u(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

1− (−1)n
n

cos(
nπt

2
) sin(

nπx

2
)

(d)

u(x, t) =
1

π2

∞∑
n=1

1− (−1)n
n2

sin(2nπt) sin(
nπx

2
)

6. Aşağıdaki grafikleri soru 5 te verilen çözümlerle ve dolayısıyla da 1-4
nolu problemlerle eşleştiriniz.
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14 Dalga Denklemi

(a)

(a) (b)

(c) (d)

8.2 Homojen olmayan Dirichlet sınır şartlıprob-
lemler

Bu bölümde homojen olmayan Dirichlet sınır şartlı

utt = c2uxx + h(x, t), x ∈ (0, b), t > 0 (8.10)

u(0, t) = b1(t), u(b, t) = b2(t), t > 0

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, b]
ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, b]

problemini göz önüne alıyoruz.
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8.2 Homojen olmayan Dirichlet sınır şartlıproblemler 15

1. adım:Homojen sınır şartlıprobleme dönüşüm: Problemin

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

biçiminde çözümünü araştıralım. Burada s(x, t) yi sınır şartlarınısağ-
layan

s(x, t) = b1(t) +
x

b
(b2(t)− b1(t)) (8.11)

olarak seçebiliriz. Bu durumda

utt = vtt + stt,

uxx = vxx + sxx = vxx

v(x, t) aşağıda verilen başlangıç-sınır değer problemini sağlar

vtt = c2vxx +H(x, t), (8.12)

v(0, t) = 0, v(b, t) = 0

v(x, 0) = F (x) := f(x)− s(x, 0),
vt(x, 0) = G(x) := g(x)− st(x, 0)

burada H(x, t) = h(x, t)− stt(x, t) dir.

2. adım:Homojen sınır şartlı (8.12) probleminin çözümü: Özfonksiyon
açılım yöntemiyle sınır şartlarınısağlayan

sin(
nπ

b
x), n = 1, 2, · · ·

özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) sin(
nπ

b
x) (8.13)

çözüm arayalım.

vtt(x, t) =

∞∑
n=1

v′′n(t) sin(
nπ

b
x)

vxx(x, t) = −π
2

b2

∞∑
n=1

n2vn(t) sin(
nπ

b
x)
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16 Dalga Denklemi

ifadelerini denklemde yerine yazarak,

∞∑
n=1

(
v′′n(t) +

n2π2

b2
c2vn(t)

)
sin(

nπ

b
x) = H(x, t)

elde ederiz.Son ifadenin her iki yanınıseçilen bir n > 0 için sin(nπ
b
x) ile

çarparak, [0, b] aralı̆gıüzerinden integral almak suretiyle

v′′n(t) + n2π2vn(t) = Hn(t), n = 1, 2, · · · (8.14)

elde ederiz, burada

Hn(t) =
2

b

b∫
0

H(x, t) sin(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · ·

dir. Öte yandan

v(x, 0) =
∞∑
n=1

vn(0) sin(
nπ

b
x) = F (x)

ifadesinin de her iki yanınıseçilen bir n > 0 için sin(nπ
b
x) ile çarparak,

[0, b] aralı̆gıüzerinden integralini almak suretiyle

vn(0) =
2

b

b∫
0

F (x) sin(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · · (8.15)

elde ederiz. Ayrıca

vt(x, 0) =
∞∑
n=1

v′n(0) sin(
nπ

b
x) = F (x)

bağıntısında benzer yöntemle

v′n(0) =
2

b

b∫
0

G(x) sin(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · · (8.16)

elde ederiz.
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8.2 Homojen olmayan Dirichlet sınır şartlıproblemler 17

(a) adım: (8.14) ile verilen denklemlerin çözümü: Homojen olmayan
ve (8.14) ile verilen denklemlerin her bir n > 0 için (8.15) ve
(8.16) başlangıç değerlerini sağlayan çözümünü bulmak için

vn(t) = vnh(t) + vnö(t)

biçiminde homojen kısmın genel çözümü olan vnh(t) ve homojen
olmayan kısmın özel bir çözümü olarak vnö(t) toplamıbiçiminde
çözüm arıyoruz öyle ki

vnh(0) = vn(0), vnö(0) = 0, (8.17)

v′nh(0) = v′n(0), v
′
nö(0) = 0

v′′n(t) +
n2π2

b2
c2vn(t) = 0

denkleminin genel çözümünü

vnh(t) = cn cos(
nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct)

olarak eldee deriz. 8.17 ile verilen başlangıç değerlerden

cn = vn(0), n = 1, 2, · · ·

ve
nπ

b
dn = v′n(0)

den

dn =
b

nπ
v′n(0), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

(b) Öte yandan

v′′nö(t) +
n2π2

b2
c2vnö(t) = Hn(t), n = 1, 2, · · · (8.18)

vnö(0) = 0, v′nö(0) = 0

denklemlerini sağlayan özel çözümler için parametre deği̧sim yön-
temi esas alan bir yaklaşımıtakip ediyoruz.
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Hatırlatma 8.1.

y′′ + k2y = f(t),

y(0) = α, y′(0) = β

probleminin genel çözümü

y′′ + k2y = 0,

y(0) = α, y′(0) = β

denkleminin

yh = α cos(kt) +
β

k
sin(kt)

ile gösterecĕgimiz genel çözümü ile

y′′ + k2y = f(t)

y(0) = 0, y′(0) = 0

probleminin parametre dĕgişim yöntemi ile elde edilebilen

yö(t) =
1

k

t∫
0

sin(k(t− τ))f(τ)dτ (8.19)

özel çözümünün toplamıolarak

y = yh(t) + yö(t)

biçiminde ifade edilir.

(c) O halde

vnö(t) =
b

nπc

t∫
0

sin(
nπ

b
c(t− τ))Hn(τ)dτ

olarak elde ederiz. Dolayısıyla

vn(t) = vnh(t) + vnö(t)

= vn(0) cos(
nπ

b
ct) +

b

nπ
v′n(0) sin(

nπ

b
ct)

+
b

nπc

t∫
0

sin(
nπ

b
c(t− τ))Hn(τ)dτ

elde ederiz.
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(d) Son olarak elde edilen vn(t) ler (8.13) de yerine yazılarak v(x, t)
çözümü belirlendikten sonra (8.11) ile s(x, t) ler ile

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

ifadesinde yerine yazılarak 8.10 ile verilen orijinal problemin çözümü
belirlenir.

ÖRNEK 8.4.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 1, u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

problemini çözünüz.

1. adım:Homojen sınır şartlıprobleme dönüşüm: Problemin

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

biçiminde çözümünü araştıralım. Burada s(x) i sınır şartlarınısağlayan

s(x, t) = b1 +
x

b
(b2 − b1)

= 1− x

olarak seçebiliriz. Bu durumda

utt = vtt,

uxx = vxx + sxx = vxx

v(x, t) aşağıda verilen başlangıç-sınır değer problemini sağlar

vtt = vxx,

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0

v(x, 0) = x− 1,
vt(x, 0) = 0
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2. adım:Homojen sınır şartlı(8.21) probleminin çözümü: Sınır şartlarını
sağlayan

sin(nπx), n = 1, 2, · · ·
özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx)

çözüm arayalım. Bu çözüm denklemi sağlamasıgerektiğinden

v′′n(t) + n2π2vn(t) = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemi çözerek

vn(t) = cn cos(nπt) + dn sin(nπt)

genel çözümünü elde ederiz.

v(x, 0) =
∞∑
n=1

vn(0) sin(nπx) = x− 1 (8.20)

başlangıç şartınının sağlanmasıgerektiğinden

vn(0) = 2

1∫
0

(x− 1) sin(nπx)dx = − 2

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Öte yandan

vt(x, 0) = 0⇒ v′n(0) = 0

O halde genel çözümde yerine yazarak,

vn(0) = cn = −
2

nπ
,

v′n(0) = nπbn = 0⇒ dn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Buradan

vn(t) = cn cos(nπt) + dn sin(nπt) = −
2

nπ
cos(nπt)
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Şekil 8.4: Örnek 8.4 için N = 40 ile [0, 4] zaman aralı̆gında çözüm grafĭgi

ve

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx)

= − 2
π

∞∑
n=1

1

n
cos(nπt) sin(nπx)

çözümünü elde ederiz.

3. O halde

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

= 1− x− 2
π

∞∑
n=1

1

n
cos(nπt) sin(nπx)

çözümünü eldee deriz.

4. Çözüm grafĭgi Şekil 8.4 de verildiği gibidir.

Sol sınırdaki ani yer deği̧stirme ile başlatılan dalga hareketinin sağa
doğru ilerledikten sonra, tekrar geriye doğru yansıdı̆gıgörülmektedir.Yukarıdaki
örneklerde başlangıç anında oluşturulan yer deği̧stirmeler sonucunda,
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sınırdan ters yönde yer deği̧stirme yerine, aynıyönde yansımanın gerçek-
leştiğini gözlemliyoruz. Sönümsüz ideal dalga modeli olarak, dalga
hareketi

cos(nπt), n = 1, 2, · · ·
fonksiyon ailesinin ortak periyodu olan iki birimlik zaman periyoduyla
tekrarlanmaktadır.

Problemimizi her iki ucu sabitlenmi̧s bir telin sol tarafında gerçekleştir-
ilen bir birimlik ani yer deği̧stirmenin tetiklediği ideal dalga hareket
modeli olarak yorumlayabiliriz.

ÖRNEK 8.5.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = sin(t), u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

problemini çözünüz.

1. adım:Homojen sınır şartlıprobleme dönüşüm: Problemin

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

biçiminde çözümünü araştıralım. Burada s(x, t) yi sınır şartlarınısağ-
layan

s(x, t) = b1(t) +
x

b
(b2(t)− b1(t))

= sin(t)− x sin(t)

olarak seçebiliriz. Bu durumda

utt = vtt + stt,

uxx = vxx + sxx = vxx

v(x, t) aşağıda verilen başlangıç-sınır değer problemini sağlar

vtt = vxx + (1− x) sin(t), (8.21)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0

v(x, 0) = 0,

vt(x, 0) = x− 1

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



8.2 Homojen olmayan Dirichlet sınır şartlıproblemler 23

2. adım:Homojen sınır şartlı (8.21) probleminin çözümü: Özfonksiyon
açılım yöntemiyle sınır şartlarınısağlayan

sin(nπx), n = 1, 2, · · ·

özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx)

çözüm arayalım.

vtt(x, t) =
∞∑
n=1

v′′n(t) sin(nπx)

vxx(x, t) = −π2
∞∑
n=1

n2vn(t) sin(nπx)

ifadelerini denklemde yerine yazarak,

∞∑
n=1

(
v′′n(t) + n2π2vn(t)

)
sin(nπx) = (1− x) sin(t)

elde ederiz.Son ifadenin her iki yanınıseçilen bir n > 0 için sin(nπx)
ile çarparak, [0, 1] aralı̆gıüzerinden integral almak suretiyle

v′′n(t) + n2π2vn(t) = Hn(t), n = 1, 2, · · · (8.22)

elde ederiz, burada

Hn(t) = 2

1∫
0

(1− x) sin(t) sin(nπx)dx, n = 1, 2, · · ·

=
2

nπ
sin(t), n = 1, 2, · · ·

dir. Öte yandan

v(x, 0) =

∞∑
n=1

vn(0) sin(nπx) = 0
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vn(0) = 0, n = 1, 2, · · · (8.23)

elde ederiz. Ayrıca

vt(x, 0) =

∞∑
n=1

v′n(0) sin(nπx) = x− 1

bağıntısında benzer yöntemle

v′n(0) = 2

1∫
0

(x− 1) sin(nπx)dx, (8.24)

= − 2

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

(a) adım: (8.22) ile verilen denklemlerin çözümü: Homojen olmayan
ve (8.22) ile verilen denklemlerin her bir n > 0 için (8.23) ve
(8.24) başlangıç değerlerini sağlayan çözümünü bulmak için

vn(t) = vnh(t) + vnö(t)

biçiminde homojen kısmın genel çözümü olan vnh(t) ve homojen
olmayan kısmın özel bir çözümü olarak vnö(t) toplamıbiçiminde
çözüm arıyoruz öyle ki

vnh(0) = vn(0) = 0, vnö(0) = 0,

v′nh(0) = v′n(0) = −
2

nπ
, v′nö(0) = 0

v′′n(t) + n2π2vn(t) = 0

denkleminin genel çözümünü

vnh(t) = cn cos(nπt) + dn sin(nπt)

olarak eldee deriz. Başlangıç değerlerden

cn = vn(0) = 0, n = 1, 2, · · ·

ve
nπdn = v′n(0) = −

2

nπ
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den
dn = −

2

n2π2
, n = 1, 2, · · ·

olup,

vnh(t) = −
2

n2π2
sin(nπt), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

(b) Öte yandan

v′′nö(t) + n2π2vnö(t) =
2

nπ
sin(t), n = 1, 2, · · ·

vnö(0) = 0, v′nö(0) = 0

denklemlerini sağlayan özel çözümler için parametre deği̧sim yön-
temi esas alan bir yaklaşımıtakip ediyoruz.

vnö(t) =
2

n2π2

t∫
0

sin(nπ(t− τ)) sin(τ)dτ

=
2

n2π2(n2π2 − 1) (nπ sin(t)− sin(nπt))

ile verilir. Dolayısıyla

vn(t) = vnh(t) + vnö(t)

= − 2

n2π2
sin(nπt) +

2

n2π2(n2π2 − 1) (nπ sin(t)− sin(nπt))

elde ederiz.

(c) Son olarak elde edilen vn(t) ler (8.13) de yerine yazılarak v(x, t)
çözümü belirlendikten sonra (8.11) ile

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

=
2

π2

∞∑
n=1

1

n2

(
nπ sin(t)− sin(nπt)

n2π2 − 1 − sin(nπt)
)
sin(nπx)

+(1− x) sin(t)

orijinal problemin çözümü belirleriz.
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Şekil 8.5: Örnek 8.5 için N = 40 ile [0, 10] zaman aralı̆gında çözüm grafĭgi

(d) Çözüm grafĭgi Şekil 8.5 ile sunulmaktadır. Problemimizi, sağ
tarafısabitlenmi̧s ve sol taraftan sin(t) fonksiyonu ile düşey yönde
salınım yapan çocuk oyun ipinin salınım hareketi olarak yorum-
layabiliriz.

Alı̧stırmalar 8.2. 1-4 nolu homojen olmayan Dirichlet sınır şartlı Dalga
problemlerinin çözümünü belirleyiniz

1.

utt = 4uxx, 0 < x < 1

u(0, t) = 0

u(1, t) = e−t,

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0
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2.

utt = uxx, 0 < x < 1

u(0, t) = sin(t)

u(1, t) = − sin(t),
u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0

3.

utt = 16uxx, 0 < x < 1

u(0, t) = e−t/2 sin(2t)

u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0

4.

utt = 4uxx, 0 < x < 4

u(0, t) = sin(t)

u(4, t) = cos(t),

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0

5. Aşağıdaki çözümleri (1-4) nolu problemlerle eşleştiriniz.

(a)

u(x, t) = (1− 2x) sin(t) +
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx),

vn(t) = vnh(t) + vnö(t),

vnh(t) = −2((−1)
n + 1) sin(nπt)

n2π2
,

vnö(t) =
2((−1)n + 1) sin(nπt)− 2nπ(1 + (−1)n) sin(t)

n2π2 − n4π4
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(b)

u(x, t) =
(cos(t)− sin(t))x

4
+ sin(t) +

∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx/4),

vn(t) = vnh(t) + vnö(t),

vnh(t) =
2(−1)n cos(nπt/2)

nπ
− 4 sin(nπt/2)

n2π2
,

vnö(t) = −16 sin(nπt/2)− 8nπ [(−1)
n cos(nπt/2) + sin(t)− (−1)n cos(t)]

n4π4 − 4n2π2

(c)

u(x, t) = e−tx+
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx),

vn(t) = vnh(t) + vnö(t),

vnh(t) =
2(−1)n cos(2nπt)

nπ
− (−1)

n sin(2nπt)

n2π2
,

vnö(t) =
(−1)n (sin(2nπt)− 2nπ cos(2nπt) + 2nπe−t)

n2π2 + 4n4π4

(d)

u(x, t) = e−t/2 sin(2t)(1− x) +
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx),

vn(t) = vnh(t) + vnö(t),

vnh(t) = −sin(4nπt)
n2π2

,

f1(t) = (832n2π2 − 289) sin(4nπt),
f2(t) = 1024n3π3 cos(4nπt),

f3(t) = e−t/2 sin(2t)(578nπ − 1920n3π3),
f4(t) = −1024n3π3e−t/2 cos(2t)

vnö(t) = − f1(t) + f2(t) + f3(t) + f4(t)

4096n6π6 − 1920n4π4 + 289n2π2

6. Aşağıdaki grafikleri Soru 5 teki çözümlerle ve dolayısıyla 1-4 nolu prob-
lemlerle eşleştiriniz.
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(a) (b)

(c) (d)

8.3 Homojen Neumann şartlıproblemleri

Bu bölümde homojen Neumann sınır şartlı

utt = c2uxx, x ∈ (0, b), t > 0 (8.25)

ux(0, t) = 0, ux(b, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, b]
ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, b]
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problemini göz önüne alıyoruz.

u(x, t) = X(x)T (t)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t)

elde ederiz. Her iki tarafın sıfırdan farklı kabul ettiğimiz c2X(x)T (t) ile
bölerek,

T ′′(t)

c2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

veya homojen Neumann şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(b) = 0

T ′′ + λc2T = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, b] üzerinde Neumann probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λ0 = 0, X0(x) =
1

2
, λn =

n2π2

b2
, Xn(x) = cos(

nπ

b
x), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

T ′′n +
n2π2

b2
c2Tn = 0, n = 0, 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

T0(t) = c0 + d0t,

Tn(t) = cn cos(
nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

u0(x, t) = T0(t)X0(x) =
1

2
c0 +

1

2
d0t,

un(x, t) = Tn(t)Xn(x) =
(
cn cos(

nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct)
)
cos(

nπ

b
x), n = 1, 2, ...
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çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerin

u(x, t) =
1

2
c0 +

1

2
d0t+

∞∑
n=1

(
cn cos(

nπ

b
ct) + dn sin(

nπ

b
ct)
)
cos(

nπ

b
x)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün (8.25) problemi ile verilen başlangıç şartınıda yani,

u(x, 0) = f(x) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(
nπ

b
x) (8.26)

sağlamasıgerekmektedir, ancak bu seri f fonksiyonunun [0, b] aralı̆gıüzerin-
deki Fourier kosinüs açılımıdır. O halde

cn =
2

b

b∫
0

f(x) cos(
nπ

b
x)dx, n = 0, 1, 2, · · ·

olarak elde edilmektedir. Öteyandan

ut(x, t) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

(
−cn

nπ

b
c sin(

nπ

b
ct) + dn

nπ

b
c cos(

nπ

b
ct)
)
cos(

nπ

b
x)

ile (8.25) problemi ile verilen başlangıç şartından

ut(x, 0) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

dn
nπ

b
c cos(

nπ

b
x) = g(x)

bağıntısından

d0 =
2

b

b∫
0

g(x)dx,

dn
nπ

b
c =

2

b

b∫
0

g(x) cos(
nπ

b
x)dx

veya

dn =
2

nπc

b∫
0

g(x) cos(
nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.
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ÖRNEK 8.6.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = cos(πx), x ∈ [0, 1]
ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

problemini çözünüz.

u(x, t) = X(x)T (t)

biçiminde çözüm arayarak homojen Neumann şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(1) = 0

T ′′ + λT = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] üzerinde Neumann probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λ0 = 0, X0(x) =
1

2
, λn = n2π2, Xn(x) = cos(nπx), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

T ′′n + n2π2Tn = 0, n = 0, 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

T0(t) = c0 + d0t,

Tn(t) = cn cos(nπt) + dn sin(nπt), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

u0(x, t) = T0(t)X0(x) =
1

2
c0 +

1

2
d0t,

un(x, t) = Tn(t)Xn(x) = (cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) cos(nπx), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarınısağlayan genel çözümümüzü

u(x, t) =
1

2
c0 +

1

2
d0t+

∞∑
n=1

(cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) cos(nπx)
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olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün verilen başlangıç şartınıyani,

u(x, 0) = cos(πx) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx)

sağlamasıgerekmektedir. O halde elde ettiğimiz açılım cos(πx) fonksiyonu-
nun [0, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier kosinüs açılımıolmalıdır. Dolayısıyla

c1 = 1, cn = 0, n 6= 1

olarak elde edilmektedir. Öteyandan

ut(x, t) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

(−cnnπ sin(nπt) + dnnπ cos(nπt)) cos(nπx)

ile diğer başlangıç şartından

ut(x, 0) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

dnnπ cos(nπx) = g(x) = 0

ile
dn = 0, n = 0, 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde
u(x, t) = cos(πt) cos(πx)

çözümünü elde ederiz. Elde ettiğimiz çözümün grafĭgi Şekil 8.6 ile sunulmak-
tadır.
Problemimizi, elastik bir cismin serbest salınım hareketinin modeli olarak

yorumlayabiliriz.

ÖRNEK 8.7.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = sin(πx),

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

problemini çözünüz.
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Şekil 8.6: Örnek 8.6 için elde edilen çözüm grafĭgi

u(x, t) = X(x)T (t)

biçiminde çözüm arayarak homojen Neumann şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(1) = 0

T ′′ + λT = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] üzerinde Neumann probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λ0 = 0, X0(x) =
1

2
, λn = n2π2, Xn(x) = cos(nπx), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

T ′′n + n2π2Tn = 0, n = 0, 1, 2, · · ·
elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

T0(t) = c0 + d0t,

Tn(t) = cn cos(nπt) + dn sin(nπt), n = 1, 2, · · ·
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elde ederiz. O halde her bir n için

u0(x, t) = T0(t)X0(x) =
1

2
c0 +

1

2
d0t,

un(x, t) = Tn(t)Xn(x) = (cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) cos(nπx), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerin

u(x, t) =
1

2
c0 +

1

2
d0t+

∞∑
n=1

(cn cos(nπt) + dn sin(nπt)) cos(nπx)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün verilen başlangıç şartınıda yani,

u(x, 0) = sin(πx) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx)

sağlamasıgerekmektedir. Ancak bu serinin f(x) = sin(πx) fonksiyonunun
[0, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier kosinüs açılımıolduğunu görüyoruz, o halde

cn = 2

1∫
0

sin(πx) cos(nπx)dx =


4
π
, n = 0
0, n = 1

2
π(1−n2)(1 + (−1)

n) n ≥ 2

olarak elde ederiz. Öteyandan

ut(x, t) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

(−cnnπ sin(nπt) + dnnπ cos(nπt)) cos(nπx)

ile

ut(x, 0) =
1

2
d0 +

∞∑
n=1

dnnπ cos(nπx) = g(x) = 0

bağıntısından ise
dn = 0, n = 0, 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde

u(x, t) =
2

π
+
2

π

∞∑
n=2

1 + (−1)n
1− n2 cos(nπt) cos(nπx)

çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi Şekil 8.6 ile verilmektedir.
Problemimizi iki ucu serbest olan bir cismin başlangıç yer deği̧stirme etkisi

altında serbest sönümsüz salınım modeli olarak yorumlayabiliriz.
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Şekil 8.7: Örnek 8.7 için N = 20 ile çözüm grafĭgi

8.4 Homojen olmayan karı̧sık sınır şartlıprob-
lemler

ÖRNEK 8.8.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 1, u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]
problemini çözünüz.

1. adım:Homojen sınır şartlıprobleme dönüşüm: Sınır şartlarızaman-
dan bağımsız ve denklemde zaman deği̧skenine bağlı h(x, t) fonksiyonu
mevcut olmadı̆gıiçin

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

biçiminde çözümünü araştıralım. Burada s(x) i sınır şartlarınısağlayan
bir fonksiyon olarak

s(x) = x− x2 (8.27)

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



8.4 Homojen olmayan karı̧sık sınır şartlıproblemler 37

biçiminde seçebiliriz. Bu durumda

utt = vtt,

uxx = vxx + sxx

= vxx − 2

elde ederiz ve v(x, t) aşağıda verilen başlangıç-sınır değer problemini
sağlar vtt − (x− x2) = vxx + 2

vtt = vxx − 2, (8.28)

vx(0, t) = 0, v(1, t) = 0

v(x, 0) = u(x, 0)− s(x) = x2 − x
vt(x, 0) = ut(x, 0) = 0

2. adım:Homojen sınır şartlı (8.28) probleminin çözümü: Özfonksiyon
açılım yöntemiyle sınır şartlarınısağlayan

cos((n− 1/2)πx), n = 1, 2, · · ·

özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
∞∑
n=1

vn(t) cos((n− 1/2)πx)

çözüm arayalım.

vtt(x, t) =
∞∑
n=1

v′′n(t) cos((n− 1/2)πx)

vxx(x, t) = −π2
∞∑
n=1

(n− 1/2)2vn(t) cos((n− 1/2)πx)

ifadelerini denklemde yerine yazarak,

∞∑
n=1

(
v′′n(t) + (n− 1/2)2π2vn(t)

)
cos((n− 1/2)πx) = −2

elde ederiz. Son ifadenin her iki yanınıseçilen bir n için cos((n−1/2)πx)
ile çarparak, [0, 1] aralı̆gıüzerinden integral almak suretiyle
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v′′n(t) + (n− 1/2)2π2vn(t)

=

−2
1∫
0

cos((n− 1/2)πx)dx

1∫
0

cos((n− 1/2)πx)2dx

=

=
−4 sin( 2n−1

2
π)

π(2n−1)
1
2

= − 8

π(2n− 1) sin(
2n− 1
2

π)

elde ederiz. Öte yandan

v(x, 0) =
∞∑
n=1

vn(0) cos((n− 1/2)πx) = x2 − x

ifadesinin de

vn(0) : = vn0 = 2

1∫
0

(x2 − x) cos((n− 1/2)πx)dx

= 2

(
4

π2(4n2 − 4n+ 1) −
16 sin((n− 1/2)π) + (4π − 8nπ) cos((n− 1/2)π)

π3(8n3 − 12n2 + 6n− 1)

)
elde ederiz. Ayrıca

vt(x, 0) =
∞∑
n=1

v′n(0) cos(nπx) = 0

bağıntısından
v′n(0) = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde çözmemiz gereken problem

v′′n(t) + (n− 1/2)2π2vn(t) = − 8

π(2n− 1) sin(
2n− 1
2

π), n = 1, 2, · · ·

vn(0) = vn0, v′n(0) = 0, n = 1, 2, · · ·
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dır.
vn(t) = vnh(t) + vnö(t)

olmak üzere

v′′nh(t) + (n− 1/2)2π2vnh(t) = 0

vnh(0) = vn0, v′nh(0) = 0, n = 1, 2, · · ·

ve

v′′nö(t) + (n− 1/2)2π2vnö(t) = − 8

π(2n− 1) sin((n− 1/2)π)

vnö(0) = 0, v′nö(0) = 0, n = 1, 2, · · ·

alt problemlerini elde ederiz. Buradan

vnh(t) = vn0 cos((n− 1/2)πt)

ve ?? ile verilen Duhamel prensibinden

vnö(t) = − 8

π(2n− 1) sin((n− 1/2)π)
1

(n− 1/2)π

t∫
0

sin(π(n− 1/2)(t− τ))dτ

= − 8

π(2n− 1) sin((n− 1/2)π)
2

(2n− 1)π
2

(2n− 1)π (1− cos((n− 1/2)πt))

=
32

π3
sin((n− 1/2)π)
(2n− 1)3

(cos(n− 1/2)πt)− 1)

elde ederiz.

3. Son olarak elde edilen vn(t) leri yerine yazarak, s(x) ile toplamak
suretiyle

u(x, t) = s(x) + v(x, t)

= x− x2 +
∞∑
n=1

vn(t) cos((n− 1/2)πx)

elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 8.8 ile sunulmaktadır.
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Şekil 8.8: Örnek 8.8 için N = 10 ile [0, 2] zaman aralı̆gında çözüm grafĭgi

1. Aşağıda verilen problemi çözerek, verilen çözüm ve grafĭgini kontrol
ediniz.

utt = 16uxx, 0 < x < 4

u(0, t) = 1

u(1, t) = 2,

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0

Çözüm:

u(x, t) = 1 +
x

4
+
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx/4),

vn(t) =
2(2(−1)n − 1)

nπ
cos(nπt)

Grafik:
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2. Aşağıda verilen problemi çözerek, verilen çözüm ve grafĭgini kontrol
ediniz.

utt = uxx, 0 < x < 2

u(0, t) = 0

u(2, t) = −1,
u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0

Çözüm:

u(x, t) = −x
2
+
∞∑
n=1

vn(t) sin(nπx/2),

vn(t) = −2(−1)
n

nπ
cos(nπt/2)

Grafik:

3.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0, ux(1, t) = −1, t > 0
u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]
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karı̧sık sınır şartlıprobleminin çözümünü belirleyiniz.

4.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = sin(t), ux(1, t) = −1, t > 0
u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

karı̧sık sınır şartlıprobleminin çözümünü belirleyiniz.

5.

utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0, ux(1, t) = cos(t), t > 0

u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

karı̧sık sınır şartlıprobleminin çözümünü belirleyiniz.
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