Bolim

Dalga, Denklemi

Bu béliimde esas itibariyle [a, b] aralig1 {izerinde tanimli pargali diizgiin f ve
g fonksiyonlar: ile tanmim bolgesinde pargali siirekli A(z,t) fonksiyonu igin
tek boyutlu dalga denklemi olarak bilinen

Uy = gy + h(x,t),c: sabit,z € (a,b),t >0

denklemini

baglangi¢ sartlari ve
allu(a, t) + alzux(a, t) = bl (t), (&11, Cng) 7é (0, 0),LL >0
agu(b,t) + axnu.(b,t) = ba(t), (a21,a2) # (0,0),t >0

ayrik smir sartlarr ile gozoniine alarak inceliyoruz. Ozellikle problemin
¢Ozimiiniin,

e daha 6nceden inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemi ile nasil elde
edilecegini ve

o fiziksel ozelliklerini inceliyoruz. Ayrica

e Maxima ortaminda gelistiridigimiz interaktif uygulamalar ile kullanic
tarafindan tanimlanan 6zel Dirichlet problemlerinin analitik ¢oziimiiniin

grafigi ile birlikte istenilen bir zaman araliginda nasil elde edilebilecegini
inceliyoruz.
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2 Dalga Denklemi

Bu boliim i¢in 4. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemi,
5. Boliimde inceledigimiz Regiiler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin 6zfonksiyonlar1 ve 6. Boliimde inceledigimiz Fourier serileri temel
matematiksel araglarimizi olugturmaktadir. Okuyucularin bu boliime devam
etmeden Once bahsettigimiz boltimleri tekrar gozden gecirmelerini nemle
tavsiye ederiz.

8.1 Homojen Dirichlet sinir sarthh problemler

Oncelikle
Uy = CUpg,,x € (0,0),1>0 (8.1)
w(0,t) = 0,u(b,t) =0 (8.2)
u(z,0) = f(x),z €0, (8.3)
u(z,0) = g(x),z €0, (8.4)

Dirichlet problemini gozoniine alalim.(8.1) denklemi homojendir ¢iinkii u = 0
denklemin ¢oziimiidiir, benzer bi¢imde (8.2) smur sartlar1 homojen ¢iinkii
u = 0 smir sartlarim saglar. Eger u = 0 fonksiyonu denklemi saglamamis
olsaydi denklemimiz homojen olmayan denklem ve yine ayni fonksiyon sinir
sartlarin1 saglamamig olsaydi sinir sartlarini homojen olmayan sinir sartlar:
olarak adlandiracaktik.

Sicramali siireksizlik noktalar1 igeren f,g veya h fonksiyonu igin elde
edilen coziimler tanim bolgesi icerisindeki her noktada denklemi saglamay-
acaktir, bu durumda s6z konusu noktalar diginda denklem ile birlikte ilgili
baglangic ve sinir sartlarin1 saglayan fonksiyona klasik ¢6ziim yerine za-
yif ¢6ziim adi verilmektedir. Bu boliimde en fazla sonlu sayida nokta harig
verilen denklem ile birlikte baglangic ve siir sartlarimi saglayan c¢oziimleri
aragtirtyoruz ve hepsi i¢in "¢ozitim" kavramini kullaniyoruz.

(8.1)-(8.3) problemini baglangigta f(z) ile belirlenen gekle sahip olan ve
diisey yondeki baglangic hiz1 g(z) olan ince ve uzun bir telin yer degisim mod-
eli olarak diisiinebiliriz. Tel uc noktalarda sabitlenmis olarak kabul edilmek-
tedir ve ¢ ise olugan salimmin sag(c > 0) veya sol(c < 0) yonde hareket hizim
temsil etmektedir.

5. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemiyle

u(z,t) = X(x)T(t)
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sarth problemler 3

bi¢iminde ¢6ziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle
X(2)T"(t) = X" (2)T(t)

elde ederiz. Her iki tarafin sifirdan farkhi kabul ettigimiz 2X (z)T(t) ile

bolerek,
T”(t) _ X”(:L‘) _
ATt) X(x)

veya homojen Dirichlet sartlari ile

X"+AX = 0,X(0)=X(b) =0
T"+ AT = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0,b] tizerinde Dirichlet probleminin tzdeger

ve Ozfonksiyonlarini biliyoruz:
n’m?

An = T,Xn(x) = sin(n%a:),n =1,2,---

Ayrica A, degerlerini yerine yazarak her bir n icin

n2m?

b2

elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

T + AT, =0,n=1,2,---

T.(t) = cn cos(%ct) +d, sin(%ct), n=1,2---

elde ederiz. O halde her bir n i¢in
un(z,t) = T,() X, (z) = (cn cos(n—;ct) +d, sin(%ct)) sin(n%x), n=12,..

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

u(zx,t) = Z <cn cos(n%ct) +d, sin(n%ct)) sin(n%x) (8.5)

n=1

olarak tamimhyoruz, burada c,,d, katsayilarin1 simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢oziimiin (8.3) ile verilen baglangi¢ sartini da yani,

u(w,0) = fl@) =Y e sin(%x) (8.6)
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4 Dalga Denklemi

saglamasi gerekmektedir. (8.6) ile tanimlanan serinin f fonksiyonunun [0, b]
araligi tizerindeki Fourier siniis agilimi oldugunu goriiyoruz, o halde

b

2
g/f(x) sin(n—;x)dx, n=1,2---

0

Ch =

olarak elde edilir. Oteyandan

u(z,t) = Z <—Cnn%CSin(n%6t) + dnn%ccos(n%ctw sin(n%x)

n=1

ile (8.4) ten
Zd —csin ) = g(z)

bagintisindan
b
dn%c = %/g(m) sm(%x)dw
0
veya
b
/g Sm—xdxn—l 2,-
0
elde ederiz.
Uy = U, € (0,1),£>0
u(0,t) = 0=u(l,1)
u(z,0) = z(1—2x),
u(z,0) = 0

baslangic-sinar deger probleminin ¢éziimiind belirleyiniz.
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sarth problemler 5

Yukaridaki islemlerimizden, ¢ = 1 igin

o

Z ¢ cos(nmt) + d, sin(nwt)) sin(nmrx)

n=1
elde ederiz. o

u(z,0) Z Cp sin(nmx)

n=1

baglangi¢ sartindan ¢, lerin f(z) fonksiyonunun [0, 1] araligindaki Fourier
siniis agiliminin  katsayilar1 olmasi gerektigini goriiyoruz. O halde kismi
integrasyonla

Cn = / f(z)sin(nmz)dz

_ /0 2(1 — o) sin(nrz)de

N PP

n3m3

elde ederiz(Boliim 7). Ote yandan

Z —cpnm sin(nnt) + d,nm cos(nnt)) sin(nmx)

n=1

ifadesinden

uy(x,0) = Zdnmrsin(mm) =0=d,=0,n=1,2,---

n=1

elde ederiz. O halde ¢oziimiimiizii
4 S&K1— (=) .
u(z,t) = = Z — cos(nmt) sin(nmx) (8.7)

olarak elde ederiz. (8.7) ile verilen ¢oziim grafigi Sekil 8.1 ile verilmektedir.
Sekil 8.1 den

e baglangic yer degistirmenin artan zaman degerleri i¢in diisey yonde
soniimsiiz bir salimm yaptig1 goriilmektedir.
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6 Dalga Denklemi

Sekil 8.1: Ornek 8.1 igin N = 20 ile [0, 4] zaman araliginda ¢oziim grafigi.

e salinimin periyodu, analitik ¢6ziimiin zaman bilegenleri olan
cos(nmt),n =1,2, ..

. fonksiyonlar ailesinin ortak periyodu olan p = 2 dir, yani u(x,t+2) =
u(zx,t) dir..

e problemimizi her iki ucu sabit tutulan bir saz telinin cekilip birakilmasi
ile olugan titlerigimlerin modeli olarak diisiinebiliriz.

ORNEK 8.2.

U = Ugg, T € (0,1),t>0
u(0,t) = 0=u(l,1)
(1, 1/3<2<2/3
@, 0) = { 0, digerx ler
u(z,0) = 0
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sarth problemler 7

baslangic-sinar deger probleminin ¢éziimiinid belirleyiniz.

Yukaridaki iglemlerimizden, ¢ = 1 igin

Z ¢ cos(nmt) + d, sin(nt)) sin(nmrx)
n=1

elde ederiz.

u(z,0) E Cp sin(nmr)

baglangi¢ sartindan ¢, lerin f(z) fonk51yonunun [0,1] arahgindaki Fourier
siniis aciliminin katsayilar: olmasi gerektigini goriiyoruz. O halde

Cn = Z/If(a:) sin(nmrz)dx
0

2/3
= 2/ sin(nmrz)dx
1/3
2 nmw 2nm
= E(COS(?)—COS(T))

elde ederiz. Ote yandan

Z —cpnm sin(nnt) + d,nm cos(nnt)) sin(nmx)

n=1

ifadesinden

u(z,0) = Zdnmrsin(mrm) =0=4d,=0,n=1,2,--

n=1

elde ederiz. O halde ¢oziimiimiizii

_ %Z s(5) — COS( ) cos(nmt) sin(nmx) (8.8)

n=1

olarak elde ederiz. (8.8) ile verilen ¢oziim grafigi Sekil 8.2 ile verilmektedir.
Sekil 8.2 den
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8 Dalga Denklemi

Sekil 8.2: Ornek 8.2 ile verilen ¢oziimiin N = 40 icin [0, 2] zaman araligindaki
grafigi.

e baslangi¢c yer degistirmenin ilerleyen zaman degerlerinde ilk genligin
yarisina esit iki bilesene ayrilarak bilegenlerden birisi ¢ = x + x, karak-

teristikleri tizerinden saga ve digeri ise t = —x + x( karakteristikleri
iizerinden sola dogru ¢t = 0.5 aninda ulagilabilen sinir noktasina kadar
ilerlemektedirler.

e Sinirda her iki bilesen de Dirichlet sartlarim saglamaktadir. m = 1
egimli karakteristik izerinde hareket eden dalga sinirdan yansiyarak
m = —1 egimi ile ve ters yonde yer degistirme ile sola dogru hareket
etmekte iken, m = —1 egimli karakteristik tizerinde sol yone dogru
hareket eden dalga sinirdan yansiyarak m = 1 egimi ile ve ters yonde
yer degistirme ile sag yone dogru hareket etmektedir.

e Her iki dalga hareketinin gakigtigi konumlarda homojen lineer den-

klemin 6zelligi ile uyumlu olarak giiglerini birlestirdigi, diger bir de-
yimle, dalga ¢akigsma bolgesinde ¢oziim her iki bilesenin toplamindan
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sarth problemler 9

olugmaktadir.

e { = 1.5 aninda simirlara dogru ilerleyeyen dalga bilesenleri, sinirdan
tekrar ters yonde yer degistirme ile yansiyarak ¢oziim bolgesinin igeri-
sine dogru ¢ = 1 birim hizla ilerlemektedirler. Bu hareket t = 2 periy-
odu ile siirekli olarak devam edecektir. x = 0 noktasinda ¢ = 0 aninda
u = 1 seviyesin hareket igerisine birakilan sola dogru hareket eden
parcacigin, ¢t = 1 aninda ayni konumda fakat © = —1 seviyesinde saga
dogru ilerlemekte oldugu ve tekrar u = 1 seviyesinde sola dogru x = 0
noktasma ulasarak ilerledigi goriilmektedir. Ozetle 6rnegimiz icin

u(z,t) = u(z,t 4+ 2)
oldugu sekilden ve analitik ¢oziimiin zaman bilegenleri olan
cos(nmt),n =1,2,---

fonksiyonlar ailesinin ortak periyodunun p = 2 olmasi sonucu olarak ta
goriilmektedir.

e problemimizi her iki ucu sabit tutulan birim uzunluktaki bir telin (1/3,2/3)
araliginda olugturulan yer degistirme sonucu olusan titlerisimlerin mod-
eli olarak diisiinebiliriz.

Ornek 8.2 ile aym yan sartlar ile ve fakat (0,2) aralige z-
erinde tanimly

U = Uge, T € (O,Q),t >0
u(0,t) = 0=wu(2,t)
(1, 1/3<2<2/3
u(z,0) = { 0, diger x ler
u(z,0) = 0

baslangic-sinar deger probleminin ¢éziimiinid belirleyiniz.

[0, 2] araliginda Dirichlet probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyon ailesi
nm

An = (7)2,sin(nﬂx/2), n=1,2---
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10 Dalga Denklemi

dir. Ayrica A, lerin her biri ile
T+ () T =0n = 1,2,
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile
T.(t) = cn cos(%t) +d, sin(%t), n=12---
elde ederiz. O halde her bir n igin
(1) = T () X () = (cn cos(%”t) +d, sin(%”t)) sm(%”x), n=1,2, -

¢oziimlerini elde ederiz. Simir sartlarimi saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu c¢oziimlerin

u(z,t) = i (cn cos(%t) +d, sin(%t)) sin(%x)

n=1

u(z,0) ch sin( —x

baglangi¢ sartindan ¢, lerin f(z) fonk31yonunun [0,2] arahgindaki Fourier
siniis agiliminin katsayilar1 olmasi gerektigini goriiyoruz. O halde

9 f2
Cn = 5/0 f(w)sin(n;x)dx

elde ederiz.

2/3
= / sin(mx)dx

1/3 2

2 nm nm
= nW(COS(F)—COS(?))

elde ederiz. Ote yandan

u(x,t) = Z (—cn% sin(%t) +d % cos(n;t)) sin(%x)

n=1

ifadesinden

Zd sm—x)—():>d =0,n=12,--
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sartli problemler 11

Sekil 8.3: Ornek 8.3 ile verilen ¢oziimiin N = 20 icin [0, 2] zaman araligindaki
grafigi.

elde ederiz. O halde c¢oziimiimiizii

u(z,t) = Z cos(*5) ; cos(5’) cos(%t) sin(%x) (8.9)

2w

n=1

olarak elde ederiz. (8.9) ile verilen ¢oziim grafigi Sekil 8.3 ile verilmektedir.
Sekil 8.3 den

e baslangic yer degistirmenin ilerleyen zaman degerlerinde ilk genligin
yarisina esit iki bilesene ayrilarak bilesenlerden birisi ¢ = x + z¢, karak-
teristikleri tizerinden saga ve digeri ise t = —x + x( karakteristikleri
iizerinden sola dogru ilerlemektedirler.

e Sinirda her iki bilesen de Dirichlet sartlarimi saglamaktadir. Ilk ola-
rak ¢ = 0 aninda baglayan ve m = —1 egimli karakteristik tizerinde
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Dalga Denklemi

hareket eden dalga sinirdan yansiyarak m = 1 egimli karakteristik iiz-
erinden ve ters yonde yer degistirme ile saga dogru hareket etmekte
iken, m = 1 egimli karakteristik iizerinde sag yone dogru hareket eden
dalga daha ge¢ olarak, ¢ = 2 aninda sag simira yaklagarak siirdan
yansimak suretiyle m = —1 egimi ile ve ters yonde yer degistirme ile
sol yone dogru hareket etmektedir.
Ozetle 6rnegimiz icin

u(z,t) = u(z,t +4)
oldugu Sekil 8.3 den ve analitik ¢oziimiin zaman bilegenleri olan

cos(%t),n =1,2,---

fonksiyonlar ailesinin ortak periyodu olan p = 4 oldugu dikkate alinarak
ta goriilmektedir.

problemimizi her iki ucu sabit tutulan iki birim uzunluktaki bir telin
(1/3,2/3) araliginda olugturulan yer degistirme sonucu olugan titler-
isimlerin modeli olarak diigiinebiliriz.

1-4 mnolu homojen Dirichlet sinir sartls Dalga problem-

lerinin ¢ozimiind belirleyiniz

1.

Uy — ].6Ux$, O<z<?2
u(0,t) = u(2,t) =0,
u(z,0) = 0,

Uy = AUy, 0 < <2
u(0,t) = u(2,t) =0,
u(z,0) = 1,

u(z,0) = 0
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8.1 Homojen Dirichlet sinir sarth problemler 13

3.
Uy = g, 0 <z <2
u(0,t) = u(2,t) =0,
u(z,0) = 1—(x—1)%
w(z,0) = 0
4.
Uy = 16Ug, 0 < x <2
uw(0,t) = wu(2,t) =0,
u(z,0) = 0,
u(z,0) = 1

u(z,t) = % Z % (COS(T—Q) — cos(lllgﬂ)) sin(2nt) sin(n2ﬂ)
(b) ~
(1) = 1(; Z 1 —723—1) cos(gngt)sin(ngx)
(c) )
(e, t) = 230 E E g (O 2T
(d) -
u(r,t) = % Z % sin(2nt) sin(?)

6. Asagidaki grafikleri soru 5 te verilen ¢oziimlerle ve dolayisiyla da 1-4
nolu problemlerle eslestiriniz.
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14 Dalga Denklemi

8.2 Homojen olmayan Dirichlet sinir sartl prob-
lemler

Bu boliimde homojen olmayan Dirichlet sinir sarth

Uy = CUge + h(z,t),2 € (0,b),t>0 (8.10)
uw(0,t) = by(t),u(b,t) = ba(t),t >0
u(x,0) = f(z),z€][0,b]
u(z,0) = g(x),z €0,

problemini gz 6niine aliyoruz.
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8.2 Homojen olmayan Dirichlet sinir sartli problemler 15

1. adim:Homojen sinir sarth probleme doniisiim: Problemin
u(z,t) = v(x,t) + s(z,t)

bigiminde ¢6ziimiinii aragtiralim. Burada s(z,t) yi sinir sartlarin sag-
layan

s(z,t) = bi(t) + %(bQ(t) — (1)) (8.11)

olarak segebiliriz. Bu durumda

Ugg = Vg + Spts

Uge = Ugz + Sgz = VUgg

v(x,t) agagida verilen baglangic-sinir deger problemini saglar

Vg = g + H(,1), (8.12)
v(0,t) = 0,v(b,t) =0
o(2,0) = Flz) = f(x)  s(z,0),
v(z,0) = G(z):= g(z) — s¢(x,0)

burada H(x,t) = h(x,t) — su(x,t) dir.

2. adim:Homojen siir sarth (8.12) probleminin ¢oziimii: Ozfonksiyon
acilim yontemiyle sinir sartlarin saglayan

sin(nlm),n =1,2,---

b

ozfonksiyonlar1 cinsinden
v(x,t) = i U (%) sin(%x) (8.13)
n=1
¢Oziim arayalim.
vz, t) = ivx(t) sin(n%m)

Vg (T, 1) = 2 Z n?vy (t) sin(—x)
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ifadelerini denklemde yerine yazarak,

n=1
elde ederiz.Son ifadenin her iki yanim secilen bir n > 0 igin sin(%x) ile
carparak, [0, b] aralig: iizerinden integral almak suretiyle
V(t) + n’r,(t) = Hy(t),n=1,2,--- (8.14)

elde ederiz, burada

b
2
H, (1) = E/H(x,t) sin(" ), n = 1,2,

0

dir. Ote yandan

o0

o(@,0) =Y 0,(0) sin(%x) — F(x)

n=1

ifadesinin de her iki yanini segilen bir n > 0 i¢in sin(2*x) ile ¢arparak,

b
[0, 0] aralig1 iizerinden integralini almak suretiyle

b

/F sm( ; )dx n=12--- (8.15)

S Do

U’n, -

elde ederiz. Ayrica

Zv sin( ) = F(z)

bagintisinda benzer yéntemle

o (0) = /G(:c) sin(" ), n = 1,2, (.16)

0

S Do

elde ederiz.
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8.2 Homojen olmayan Dirichlet sinir sartli problemler 17

(a)

adim: (8.14) ile verilen denklemlerin ¢oziimii: Homojen olmayan
ve (8.14) ile verilen denklemlerin her bir n > 0 igin (8.15) ve
(8.16) baslangig degerlerini saglayan ¢oziimiinii bulmak igin

Un(t) = Vpn(t) + vns(t)

bi¢iminde homojen kismin genel ¢oziimii olan v, (t) ve homojen
olmayan kismin 6zel bir ¢oziimii olarak v,;(f) toplami bigiminde
¢Oziim ariyoruz Oyle ki

Unh(O) = Un<0),1)n5<0):0, (817)
Upn(0) = v;,(0),v;5(0) =0
v;;(t)+"222c%n(t> 0

denkleminin genel ¢oziimiinii
van(t) = ¢y cos(%ct) +d, Sin(%ct)

olarak eldee deriz. 8.17 ile verilen baglangic degerlerden

ve -
den )
d, =—uv,(0),n=1,2,
nm
elde ederiz.
Ote yandan
. n2r?
Ups(t) + 2 ¢ Uns(t) = Hy(t),n=1,2,--- (8.18)

vns(0) = 0,0)50) =0

» Yno

denklemlerini saglayan ¢zel ¢oziimler icin parametre degisim yon-
temi esas alan bir yaklagimi takip ediyoruz.
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y'+ Ry = f),
y(0) = o,y(0)=2
probleminin genel ¢éziimii
y'+ kY =0,
y(0) = o,y'(0)=5
denkleminin

yn = acos(kt) + g sin(kt)

tle gosterecegimiz genel ¢oziimii ile
y'+ky = f(t)
y(0) = 0,4'(0)=0
probleminin parametre degisim yontemsa ile elde edilebilen
t
ys(t) = %/sin(lﬂ(t — 7)) f(T)dT (8.19)
0

ozel ¢ozimiiniin toplama olarak

y = yn(t) + ys(t)
biciminde ifade edilir.

O halde
¢

s (t) = % sin(%c(t — ) H,(r)dr

olarak elde ederiz. Dolayisiyla
Ua(t) = vpn(t) + vns(t)
b
= u,(0) cos(n%ct) + Ev;(()) sin(n%ct)

b t

nm

| sin(=E et — TNH
+n7rc sin( 2 c(t — 7)) H,(7)dr

0

elde ederiz.
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(d) Son olarak elde edilen v, (t) ler (8.13) de yerine yazilarak v(z,t)
¢oztimii belirlendikten sonra (8.11) ile s(z,t) ler ile

u(z,t) = v(z,t) + s(z,t)

ifadesinde yerine yazilarak 8.10 ile verilen orijinal problemin ¢oziimii

belirlenir.
U = Ugg, T € (0, 1),t >0
uw(0,t) = 1,u(l,t)=0,t >0
u(z,0) = 0,
u(x,0) = 0,2 €[0,1]

problemini ¢oziiniiz.
1. adim:Homojen sinir sarth probleme doniisiim: Problemin
uw(z, t) =v(x,t) + s(x)

bigiminde ¢oziimiinii aragtiralim. Burada s(z) i sinir sartlarini saglayan

s(z,t) = but = (by — by)

b
= 1l—x
olarak secebiliriz. Bu durumda
Uy = Uy,
Ugy = Vzz + Spx = Uzz

v(x,t) agagida verilen baglangic-sinir deger problemini saglar

Ut = Ugas
v(0,t) = 0,v(1,t) =0
v(z,0) = z—1,
ve(z,0) = 0
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2. adim:Homojen simur garth (8.21) probleminin ¢tziimii: Sinir gsartlarim

saglayan
sin(nrzx),n=1,2,---

ozfonksiyonlar1 cinsinden

v(z,t) = Z v (t) sin(nmx)

¢oziim arayalim. Bu ¢oziim denklemi saglamasi gerektiginden
V! (t) + n’r,(t) =0,n =1,2,- -

elde ederiz. Bu denklemi ¢ozerek
v, (t) = ¢, cos(nmt) + d,, sin(nt)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

o0

v(x,0) = Z v (0) sin(nmz) =2 — 1 (8.20)

n=1

baglangi¢ sartininin saglanmasi gerektiginden

1

2
v, (0) = 2/(:U — 1)sin(nmz)dr = —n= 1,2,---
0

elde ederiz. Ote yandan
v(2,0) =0=v,(0) =0

O halde genel ¢oziimde yerine yazarak,

2
Un(o) = cn:_aa

v, (0) = nwb,=0=>4d,=0,n=1,2,---
elde ederiz. Buradan

2
v, (t) = ¢, cos(nrt) + d, sin(nnt) = —— cos(nnt)
nm
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Sekil 8.4: Ornek 8.4 igin N = 40 ile [0, 4] zaman araliginda ¢oziim grafigi

ve

v(x,t) = Zvn(t) sin(nmzx)

2 o 1
= = Z — cos(nmt) sin(nmx)
T n

¢oziimiinii elde ederiz.

3. O halde

u(z,t) = wv(z,t)+ s(z)
= l—-z— 2 Z 1 cos(nmt) sin(nmx)

7rn:1n

¢Oziimiinii eldee deriz.

4. Coziim grafigi Sekil 8.4 de verildigi gibidir.

Sol simirdaki ani yer degistirme ile baglatilan dalga hareketinin saga
dogru ilerledikten sonra, tekrar geriye dogru yansidigi goriilmektedir. Yukaridaki
orneklerde baslangic aninda olusturulan yer degistirmeler sonucunda,
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sinirdan ters yonde yer degistirme yerine, ayni yonde yansimanin gergek-
lestigini gozlemliyoruz. Soniimsiiz ideal dalga modeli olarak, dalga
hareketi

cos(nmt),n=1,2,---
fonksiyon ailesinin ortak periyodu olan iki birimlik zaman periyoduyla
tekrarlanmaktadir.

Problemimizi her iki ucu sabitlenmis bir telin sol tarafinda gerceklestir-
ilen bir birimlik ani yer degistirmenin tetikledigi ideal dalga hareket
modeli olarak yorumlayabiliriz.

Uy = Ugg,x € (0,1),t>0
u(0,t) = sin(t),u(l,t) =0,t >0
u(z,0) = 0,

w(x,0) = 0,z €0,1]

problemini ¢éziiniiz.
1. adim:Homojen sinir gsarthh probleme doniisiim: Problemin
u(z,t) =v(x,t) + s(z,t)

bigiminde ¢oziimiinii aragtiralim. Burada s(z,t) yi sinir sartlarin sag-
layan

x
s(@,t) = bit) + 3 (b2(t) = 0a(t))
= sin(t) — zsin(t)
olarak secebiliriz. Bu durumda

Uy = Uy + Sy,

Ugy = VUgg + Sgz = VUgz

v(x,t) agagida verilen baglangig-sinir deger problemini saglar

Vg = Uge + (1 — x)sin(t), (8.21)
v(0,t) = 0,v(1,t)=0
v(z,0) = 0,
v(x,0) = xz—1
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2. adim:Homojen simir sarth (8.21) probleminin ¢oziimii: Ozfonksiyon
acilim yontemiyle sinir sartlarini saglayan

sin(nrx),n=1,2,---

ozfonksiyonlar1 cinsinden

oo
5 v, (t) sin(nmx)

n=1

¢Oziim arayalim.

vz, t) = va(t) sin(nmz)
n=1

Vo (2,1) = —7° Z n?v,(t) sin(nmz)

n=1
ifadelerini denklemde yerine yazarak,

o0

Z ) + n*m?v,(t)) sin(nmz) = (1 — z) sin(t)

n=1

elde ederiz.Son ifadenin her iki yanim segilen bir n > 0 i¢in sin(nnx)
ile garparak, [0, 1] aralig: iizerinden integral almak suretiyle

V(1) + nPrtu,(t) = Hy(t),n=1,2,-- (8.22)

elde ederiz, burada

Hy(t) = 2/(1 — x)sin(t) sin(nwz)de,n = 1,2, -

= —sin(t),n=1,2,---

2
nm

dir. Ote yandan

Zvn sin(nrz) =0
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elde ederiz. Ayrica

v (z,0) = Z v, (0)sin(nmx) =z — 1

n=1

bagintisinda benzer yontemle

1

v, (0) = 2/(x — 1) sin(nrzx)dz,

0

_= ——7n:172’...
nm

elde ederiz.

(8.23)

(8.24)

(a) adim: (8.22) ile verilen denklemlerin ¢oziimii: Homojen olmayan

ve (8.22) ile verilen denklemlerin her bir n > 0 igin (8.23) ve

(8.24) baglangig degerlerini saglayan ¢oziimiinii bulmak igin

U (t) = Upn(t) + vp5(t)

bigiminde homojen kismin genel ¢oziimii olan v, (t) ve homojen
olmayan kismin 6zel bir ¢dziimii olarak v,;(¢) toplami bigiminde

¢Oziim ariyoruz oyle ki

Uan(0) = ©,(0) =0,v,5(0) =0,

2
Ual0) = Uh(0) =~ 1l5(0) =
V! (t) + n’ru,(t) = 0
denkleminin genel ¢oziimiinii
Vnn(t) = ¢ cos(nmt) + d, sin(nmt)
olarak eldee deriz. Baglangic degerlerden
n=v,(0)=0,n=1,2,---

ve 5
nrd, = v,,(0) = ——
nm
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den 5
dn: —W,n: ].,2,"'
olup,
Vnn(t) = ~a sin(nwt),n =1,2,---

elde ederiz.

Ote yandan

V() + nPrlugs(t) = 2 sin(t),n=1,2,---
no ni

vns(0) = 0,0/5(0) =0

) Yno

denklemlerini saglayan ozel ¢oziimler igin parametre degisim yon-
temi esas alan bir yaklagimi takip ediyoruz.

vna(t) = n; / sin(nr(t — 7)) sin(r)dr

2 . .
= (=) (nmsin(t) — sin(nnt))

ile verilir. Dolayisiyla

Un(t) = Upn(t) + vps(t)

2
=~ 53 sin(nmt) +

2
n?m2(n?n? — 1)

(nmsin(t) — sin(nt))

elde ederiz.

Son olarak elde edilen v, (t) ler (8.13) de yerine yazilarak v(z,t)
¢oztimii belirlendikten sonra (8.11) ile

u(z,t) = wv(z,t)+ s(z,t)
2 <~ 1 [nmsin(t) — sin(nmt)
72 £~ n?
n=1

+(1 — x) sin(t)

2] - sin(mrt)) sin(nmx)

orijinal problemin ¢oziimii belirleriz.
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Sekil 8.5: Ornek 8.5 i¢in N = 40 ile [0, 10] zaman araliginda ¢oziim grafigi

(d) Coziim grafigi Sekil 8.5 ile sunulmaktadir. Problemimizi, sag
tarafl sabitlenmis ve sol taraftan sin(t) fonksiyonu ile diigey yonde
salimim yapan c¢ocuk oyun ipinin salinim hareketi olarak yorum-
layabiliriz.

Alistirmalar 8.2, 1-4 nolu homojen olmayan Dirichlet sinwr sartly Dalga
problemlerinin ¢ézimiind belirleyiniz

1.
Uy = Ay, 0 < <1
u(0,t) = 0
u(l,t) = e
u(z,0) = 0,
u(z,0) = 0
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2.
Uy = Upe, 0 <z <1
u(0,1) sin(t)
u(l,t) = —sin(t),
u(z,0) = 0,
w(z,0) = 0
3.
Ut — 16U$$7 O<r<l
u(0,t) = e %sin(2t)
u(l,t) = 0,
u(z,0) = 0,
ut(xa O) =0
4.
Uy = Ay, 0 < x <4
u(0,t) = sin(t)
u(4,t) = cos(t),
u(z,0) = 0,
u(z,0) 0

5. Asagidaki ¢oziimleri (1-4) nolu problemlerle eglegtiriniz.
(a)

u(w,t) = (1—2x)sin(t) + > v,(t) sin(nrz),
Un(t) = Unh(t) + Una(t), '
oun(t) = C2((=1) T—;i);m(mrt)’
2((=1)" + 1) sin(nnt) — 2nm(1 + (—1)™) sin(t)

n2m2 — n4rd
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Uné (t) =

(cos(t) —sin(t))z
4

Unn () + Uns(t),

2(=1)" cos(nmt/2)

+ sin(¢ +Zvn )sin(nmx/4),
n=1

4sin(nmt/2)

nm

_ 16sin(nmt/2) — 8nm [(—1)" cos(nmt/2) + sin(t) —

n2m2

(=1)" cos(t)]

= ez + Z v (t)

n=1

nint — 4An27?

sin(nmz),

= Upn(t) + vas(t),

2(—1)" cos(2nmt)

(—1)"sin(2nnt)

nim

(—1)" (sin(2nmt) — 2nmw cos(2nmt) + 2nmwe™")

n?m?

)

== Unh(t) + Uns
sin(4nmt)

 n2r?

(832n27?

= e %sin(2t)
= —1024n373
fi(t) +

n272 4+ 4ntmd

n=1

(t),

— 289) sin(4nmnt),

102407 cos(4nnt),

(578nm — 1920n°7?),

e Y2 cos(2t)

fa(t) + f(t) + fa(D)

40961676 — 1920n4m4 + 2890272

e 2sin(2t)(1 — ) + Z U (t) sin(nmzx),

6. Asagidaki grafikleri Soru 5 teki ¢oziimlerle ve dolayisiyla 1-4 nolu prob-
lemlerle eglestiriniz.
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8.3 Homojen Neumann sartli problemleri
Bu boliimde homojen Neumann sinir sarth

Uy = CUpe,x € (0,b),1>0 (8.25)

uz(0,8) = 0,u,(b,t) =0,t>0

u(z,0) = f(z),z €0,]
)

w(z,0) = g(x),z € 10,5
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problemini gz 6niine aliyoruz.
u(z,t) = X(x)T(t)
bi¢iminde ¢6ziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle
X(2)T"(t) = X" (2)T(t)

elde ederiz. Her iki tarafin sifirdan farkh kabul ettigimiz ¢2X (z)T'(t) ile
bolerek,

T”(t) B X”([E) _

T(t) X(z)

veya homojen Neumann sartlar ile

X"+2X = 0,X'(0)=X'(b)=0
T"+ AT = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, b] tizerinde Neumann probleminin 6zdeger
ve dzfonksiyonlarini biliyoruz:

2,2
%,Xn(x) = cos(@:c),n =1,2,---

)\0 = O,Xo(x) = b

7)\n:

N | —

Ayrica A\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin

n?m?

b2

T + AT, =0,n=0,1,2,---

elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

To(t) = co+dot,
T.t) = ¢, Cos(n%ct) +d, sin(n%ct),n =1,2,---

elde ederiz. O halde her bir n i¢in

1 1
Uo(l‘,t> = Tg(t)Xo(m) = 500 + §d0t>

up(z,t) = T,)X,(z) = (cn cos(%ct) +d, sin(%ct)) cos(%x),n =1,2,..
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¢oziimlerini elde ederiz. Sinir gsartlarimi saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerin

11 S
uw(z,t) = —co + idot + Z (cn cos(ﬂct) +d, sin(mct)> COS(T
n=1

2 b b 5 )

olarak tamimlhyoruz, burada c,,d, katsayilarim1 gsimdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢oziimiin (8.25) problemi ile verilen baglangi¢ sartinm1 da yani,

u(x,0) = = —co + Z Cn, cos( —x (8.26)

saglamasi gerekmektedir, ancak bu seri f fonksiyonunun [0, b] aralig: {izerin-
deki Fourier kosiniis agilhimidir. O halde

b

=g [ H@)cos Tz =0.1,2,.-.

0

olarak elde edilmektedir. Oteyandan
n nm nm nm
ug(x, —d() + Z ( cn—csm TCt) —l—dnchos(Tct)) cos(Tx)

ile (8.25) problemi ile verilen baglangig sartindan

1 - nmw
u(z,0) §do+;dn ; CCOS(TQL‘) = g(z)
bagintisindan
) b
dy = g/g(x)dx,
0
) b
nm nm
4. = E/g( )cos(" a)da
0
veya
) b
nm
- = - —1.2....
dy, mrc/g(x) cos( 2 x)dx,n =1,2,

elde ederiz.
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Uy = Ugg,x € (0,1),£>0
) = 0,un(1,£)=0,t>0
u(z,0) = cos(mx),x € [0,1]
) = 0,2 €]0,1]

problemini ¢oziiniiz.

u(z,t) = X(x)T'(t)

bi¢iminde ¢oziim arayarak homojen Neumann sartlar ile

X'4+AX = 0,X'(0)=X'(1)=0
T+ )T = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] iizerinde Neumann probleminin 6zdeger
ve dzfonksiyonlarini biliyoruz:

Ao =0, Xo(x) = %, An = n?1%, X, (z) = cos(nwx),n=1,2,---
Ayrica A, degerlerini yerine yazarak her bir n i¢in
T 4+ n*7*T, =0,n =0,1,2,---
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

To(t) = co+dot,
T,(t) = cpcos(nnt)+ d,sin(nrt),n=1,2,---

elde ederiz. O halde her bir n igin

1 1
up(z,t) = To(t)Xo(x) = 50 + §d0t>

up(x,t) = T,(t) X, (x) = (¢, cos(nnt) + d, sin(nnt)) cos(nmz),n = 1,2, ...

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii

11 C
u(z,t) = F6+ §d0t + Z (¢, cos(nmt) + d, sin(nnt)) cos(nmx)
n=1
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olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarin simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢oziimiin verilen baglangi¢ sartini yani,

1
u(z,0) = cos(mzx) = 5C0 + Y ¢, cos(nmx)

n=1

saglamasi gerekmektedir. O halde elde ettigimiz agilim cos(mx) fonksiyonu-
nun [0, 1] araligy iizerindeki Fourier kosiniis a¢ilimi olmalidir. Dolayisiyla

aa=1¢=0n#1

olarak elde edilmektedir. Oteyandan
up(z,t) = —do + Z —cpnmsin(nnt) + d,nm cos(nmt)) cos(nmx)

ile diger baslangic sartindan

1 o0
u(x,0) = §d0 + ;dnmr cos(nmx) = g(z) =0
ile
d,=0,n=0,1,2,--
elde ederiz. O halde
u(z,t) = cos(mt) cos(mx)

¢oziimiinii elde ederiz. Elde ettigimiz ¢oziimiin grafigi Sekil 8.6 ile sunulmak-
tadur.

Problemimizi, elastik bir cismin serbest salinim hareketinin modeli olarak
yorumlayabiliriz.

Uy = U,z € (0,1),£>0
) = 0,u,(1,t)=0,t>0
u(z,0) = sin(mz),
) = 0,z €][0,1]

problemini ¢oziiniiz.
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[ =rf
=R =
— T OmMm—

Sekil 8.6: Ornek 8.6 icin elde edilen ¢oziim grafigi

u(z,t) = X(x)T(t)
bi¢iminde ¢oziim arayarak homojen Neumann sartlar ile
X"+XX = 0,X'(0)=X'(1)=0
T"+ X' = 0
denklem sistemini elde ederiz. |0, 1] iizerinde Neumann probleminin 6zdeger

ve dzfonksiyonlarini biliyoruz:

2 ...

Ao =0, Xo(x) = %, A, = n?1?, X, (z) = cos(nmz),n = 1,2,
Ayrica )\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin
T 4+ n*7*T, =0,n =0,1,2,---
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile
To(t) = co+dot,
T.(t) = ¢,cos(nmt) +d,sin(nnt),n=1,2,---
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elde ederiz. O halde her bir n i¢in

1 1
Uo(LE,t) = T()(t)Xg(l') = 500 + édot,

up(x,t) = T,(t)Xn(x) = (¢, cos(nmt) + d, sin(nnt)) cos(nmz),n = 1,2, ...

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerin

1 1 -
u(z,t) = 5C0 + §d0t + Z (¢, cos(nmt) + d, sin(nmt)) cos(nmax)
1

olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarini simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢oziimiin verilen baglangi¢ sartini da yani,
1
u(z,0) = sin(rz) = 5C0 + Y ¢, cos(nmx)
n=1
saglamasi gerekmektedir. Ancak bu serinin f(z) = sin(7z) fonksiyonunun
[0, 1] aralig: tizerindeki Fourier kosiniis agilimi oldugunu goriiyoruz, o halde

, n=>0

n=1
1+ (-1)") n>2

Al

1
Cp = 2/ sin(mz) cos(nmx)dr =
0 m(1— nz)

olarak elde ederiz. Oteyandan
w(z, t) = —do + Z —cpnmsin(nnt) + d,nm cos(nmt)) cos(nmx)

ile
1 (o9}
u(z,0) = §d0 + ; d,nmcos(nrz) = g(x) =0
bagintisindan ise
d,=0,n=0,1,2,---
elde ederiz. O halde

2
t)=— cos(nmt) cos
u(z,t) - +— 2 - n2 (nmt) cos(nmx)
¢ozlimiinii elde ederiz. Coziim grafigi Sekil 8.6 ile verilmektedir.
Problemimizi iki ucu serbest olan bir cismin baslangic yer degistirme etkisi
altinda serbest soniimsiiz salinim modeli olarak yorumlayabiliriz.
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Sekil 8.7: Ornek 8.7 icin N = 20 ile ¢oziim grafigi

8.4 Homojen olmayan karisik sinir sartli prob-

lemler
ORNEK 8&.8.
Ut = Ugy, T € (0, 1),t >0
u(0,t) = 1,u(l,t)=0,t>0
u(z,0) = 0,
w(xr,0) = 0,z €0,1]

problemini ¢oziiniiz.

1. adim:Homojen smir sarthh probleme doniisiim: Siir sartlari zaman-
dan bagimsiz ve denklemde zaman degigkenine bagh h(x,t) fonksiyonu
mevcut olmadigl i¢in

u(z,t) = v(z, t) + s(z)

bigiminde ¢oziimiinii aragtiralim. Burada s(z) i sinir sartlarini saglayan
bir fonksiyon olarak
s(z) =z — a? (8.27)
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bi¢iminde secebiliriz. Bu durumda

Ut = Ut
Ugy = Vgg T+ Saz
= Upg — 2

elde ederiz ve v(x,t) agagida verilen baglangig-sinir deger problemini
saglar vy — (z — 2%) = v + 2

Vg = Upp — 2, (8.28)
v:(0,t) = 0,v(1,t)=0
v(2,0) = u(x,0)—s(x)=2>—2
v(z,0) u(x,0) =0

2. adim:Homojen smir sartli (8.28) probleminin ¢oziimii: Ozfonksiyon
acilim yontemiyle sinir gsartlarin saglayan

cos((n —1/2)mx),n=1,2,---

ozfonksiyonlar1 cinsinden

Zvn )cos((n — 1/2)mwx)

n=1
¢Oziim arayalim.
vy (x,t) = Zv’ cos((n —1/2)mx)
n=1
Veo(@,1) = =7 ) (n—1/2)%v,(t) cos((n — 1/2)mx)
n=1

ifadelerini denklemde yerine yazarak,

WE

(vn(t) 4+ (n — 1/2)*7v,(t)) cos((n — 1/2)7z) = —2

n=1

elde ederiz. Son ifadenin her iki yanini segilen bir n i¢in cos((n—1/2)mx)
ile garparak, [0, 1] aralig: iizerinden integral almak suretiyle
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vn(t) + (n — 1/2)* 70, (t)
—2/ cos((n —1/2)mx)dx

0

/cos n—1/2)rx)?dx
0

4sin(2%=17)
T T w(en-D)
= T
2
8 L 2n—1
= — sin( )
m(2n — 1) 2

elde ederiz. Ote yandan

v(x,0) Z Yeos((n —1/2)mz) = 2% — x

n=1
ifadesinin de
1
v,(0) : =wnl = 2/(x2 —z)cos((n —1/2)mz)dx
0
_ 4 _ 16sin((n —1/2)7) + (47 — 8nm) cos((n — 1/2)7)
B 72(4n2 — 4n + 1) m3(8n3 — 12n2 + 6n — 1)
elde ederiz. Ayrica
v(z,0) = Z v} (0) cos(nmx) =0
n=1

bagintisindan
v (0)=0,n=1,2,---

elde ederiz. O halde ¢dvzmemiz gereken problem

v"(t) + (n — 1/2)*7v,(t) = — (2n8_ 0 sin(znz_ !

v,(0) = wvn0,v,(0)=0,n=1,2,---

m),n =12,
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dir.
Un(t) = Vpn(t) + vps(t)

olmak iizere

v (1) + (n = 1/2)*1%0,(t) = 0
Van(0) = wn0,v.,(0)=0,n=1,2,---
V() (n = 1/2)° T 0ns(t) = — o gy sin((n — 1/2)7)
bo0) = 0.00(0) = 0 =12,

alt problemlerini elde ederiz. Buradan
Unn(t) = vn0cos((n — 1/2)xt)

ve 77 ile verilen Duhamel prensibinden

t

8 . 1 :
Uns(t) = —m sin((n — 1/2)7r)m0/sm(7r(n —1/2)(t —7))dr
8 2 2

= ————sin((n—1/2)m) (1 —cos((n —1/2)7t))

S w(2n —1) 2n— 17 (2n— )7
32sin((n —1/2)7)
= 2n 1) (cos(n — 1/2)mt) — 1)

elde ederiz.

3. Son olarak elde edilen v, (t) leri yerine yazarak, s(z) ile toplamak
suretiyle

u(z,t) = s(x)+ov(z,t)

= v—22+ Zvn(t) cos((n — 1/2)mx)

n=1

elde ederiz.Coziim grafigi Sekil 8.8 ile sunulmaktadir.
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0
0.5

1
15

Sekil 8.8: Ornek 8.8 igin N = 10 ile [0, 2] zaman araliginda ¢oziim grafigi

1. Asagida verilen problemi ¢ozerek, verilen ¢oziim ve grafigini kontrol

ediniz.
Uy = 16u,,,0<xr <4
u(0,t) = 1
u(l,t) = 2,
u(z,0) = 0,
u(z,0) = 0
Coziim:
u(r,t) = 1+ 2 + Zvn(t) sin(nmx/4),
n=1
2(2(=1)" —1)
W) = 252 72 t
U (1) — cos(nmt)
Grafik:
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2. Asagida verilen problemi ¢ozerek, verilen c¢oziim ve grafigini kontrol

ediniz.
u(0
u(2
u(z,
Ut(.T,
Coztim:
u(z,t) =
vn(t) =
Grafik:
3.
Ut
u(0,1)
u(z,0)
U’t(x70)

Ugr, 0 < x < 2

g + Z v, (t) sin(nma/2),
2(;71)71 cos(nmt/2)

Uzz, ® € (0,1), >0
0,uz(1,¢) =1, >0
0,

0,z €0, 1]
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karigik sinir sarth probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

4.
U = Ugpy, T € (0, 1),t>0
u(0,t) = sin(f),u,(1,t) = —1,t >0
u(z,0) = 0,
u(x,0) = 0,z €0,1]

karigik siir sarth probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

d.
U = Ugg, T € (0, ].),t >0
u(0,t) = 0,u,(1,t) = cos(t),t >0
u(z,0) = 0,
u(z,0) = 0,z €]0,1]

karigik siir sarth probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.
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