
Bölüm 9
Laplace ve Poisson Denklemi

Bu bölümde esas itibariyle [0, a] × [0, b] üzerinde tanımlı parçalı düzgün
alt, ust, sol ve sag fonksiyonlarıile

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)

Poisson denklemini analitik çözüme izin veren

a11u(0, y) + a12ux(0, y) = sol(y), ya a11 6= 0 veya a12 6= 0
a21u(b, y) + a22ux(b, y) = sag(y), ya a21 6= 0 veya a22 6= 0,
b11u(x, 0) + b12uy(x, 0) = alt(x), ya b11 6= 0 veya b12 6= 0
b21u(x, b) + b22uy(x, b) = ust(x), ya b21 6= 0 veya b22 6= 0

ayrık sınır şartları ile gözönüne alarak inceliyoruz. f ≡ 0 olmasıdurumunda
denklem Laplace denklemi olarak adlandırılır. Her hangi bir sınır şartın-
daki katsayıların her ikisinin birden sıfırdan farklı olması durumu sayısal
çözüm gerektirir ki bu durumlar için [6] kaynağınıöneririz.
Bu bölümde, yukarıdaki formatta verilen Laplace veya Poisson problemin

çözümünün

• gerektiğinde alt problemlere ayrılmak suretiyle daha önceden incelediğimiz
deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile nasıl elde edileceğini inceliyoruz. Ayrıca

• Maxima ortamında geli̧stiridiğimiz uygulamalar ile kullanıcıtarafından
tanımlanan özel Dirichlet problemlerinin analitik çözümünün grafĭgi ile
birlikte nasıl elde edilebileceğini inceliyoruz.
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2 Laplace ve Poisson Denklemi

Bu bölüm için 4. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemi,
5. Bölümde incelediğimiz Regüler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin özfonksiyonları ve 6. Bölümde incelediğimiz Fourier serileri temel
matematiksel araçlarımızıoluşturmaktadır. Okuyucuların bu bölüme devam
etmeden önce bahsettiğimiz bölümleri tekrar gözden geçirmelerini önemle
tavsiye ederiz.

9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler

Öncelikle

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b) (9.1)

u(0, y) = sol(y), u(a, y) = sag(y) (9.2)

u(x, 0) = alt(x), (9.3)

u(x, b) = ust(x), (9.4)

Dirichlet problemini gözönüne alalım.(9.1) denklemi homojendir çünkü u ≡ 0
denklemin çözümüdür.
Problemi aşağıda verilen iki alt probleme ayıralım:

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y)

burada

vxx + vyy = 0, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b) (9.5)

v(0, y) = 0, v(a, y) = 0 (9.6)

v(x, 0) = alt(x), (9.7)

v(x, b) = ust(x), (9.8)

ve

wxx + wyy = 0, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b) (9.9)

w(0, y) = sol(y), (9.10)

w(a, y) = sag(y) (9.11)

w(x, 0) = 0, w(x, b) = 0 (9.12)

dir.
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 3

Burada sadece v ye ait problemin çözümünü belirleyeceğiz, w probleminin
çözümü de benzer biçimde elde edilebilir.
5. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemiyle

v(x, y) = X(x)Y (y)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0

elde ederiz. Her iki tarafın sıfırdan farklıkabul ettiğimizX(x)Y (y) ile bölerek,

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ

veya homojen Dirichlet şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(a) = 0

Y ′′ − λY = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, a] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn =
n2π2

a2
, Xn(x) = sin(

nπ

a
x), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

Y ′′n −
n2π2

a2
Yn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Yn(y) = cn cosh(
nπ

a
y) + dn sinh(

nπ

a
y), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

vn(x, y) = Xn(x)Yn(y) =
(
cn cosh(

nπ

a
y) + dn sinh(

nπ

a
y)
)
sin(

nπ

a
x), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

v(x, y) =

∞∑
n=1

(
cn cosh(

nπ

a
y) + dn sinh(

nπ

a
y)
)
sin(

nπ

a
x) (9.13)
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4 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün (9.7) ile verilen sınır şartınıda yani,

v(x, 0) = alt(x) =

∞∑
n=1

cn sin(
nπ

a
x) (9.14)

sağlamasıgerekmektedir. (9.14) ile tanımlanan serinin alt(x) fonksiyonunun
[0, a] aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs açılımıolduğunu görüyoruz, o halde

cn =
2

a

a∫
0

alt(x) sin(
nπ

a
x)dx, n = 1, 2, · · ·

olarak elde edilir. Öteyandan (9.8) ile

v(x, b) =
∞∑
n=1

(
cn cosh(

nπ

a
b) + dn sinh(

nπ

a
b)
)
sin(

nπ

a
x) = ust(x)

veya

cn cosh(
nπ

a
b) + dn sinh(

nπ

a
b) =

2

a

a∫
0

ust(x) sin(
nπ

a
x)dx

ve buradan

dn =

2
a

a∫
0

ust(x) sin(
nπ

a
x)dx− cn cosh(

nπ

a
b)

 / sinh(
nπ

a
b)

elde ederiz.
Benzer biçimdew problemini de çözmek suretiyle u problemine ait çözümümüzü

elde ederiz.

ÖRNEK 9.1.

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = 0

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x

sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 5

u(x, y) = X(x)Y (y)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(1) = 0

Y ′′ − λY = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn = n2π2, Xn(x) = sin(nπx), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

Y ′′n − n2π2Yn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Yn(y) = cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

un(x, y) = Xn(x)Yn(y)

= (cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy)) sin(nπx), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

u(x, y) =
∞∑
n=1

(cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy)) sin(nπx)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün

u(x, 0) = alt(x) = 0 =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)

sağlamasıgerekmektedir.

cn = 0, n = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · ·
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6 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak elde edilir. Öteyandan bulduğumuz cn değerlerini kullanarak

u(x, 1) =
∞∑
n=1

dn sinh(nπ) sin(nπx) = x

ile

dn sinh(nπ) = 2

1∫
0

x sin(nπx)dx

= −2(−1)
n

nπ

veya

dn = −
2(−1)n

nπ sinh(nπ)

elde ederiz. O halde

u(x, y) = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sinh(nπ)

sinh(nπy) sin(nπx)

çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi Şekil 9.1 ile verilmektedir.

ÖRNEK 9.2.

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = y

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

u(x, y) = X(x)Y (y)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let şartlarıile

Y ′′ + λY = 0, Y (0) = Y (1) = 0

X ′′ − λX = 0
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 7

Şekil 9.1: Örnek 9.1 için N = 50 ile çözüm grafĭgi

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn = n2π2, Yn(y) = sin(nπy), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

X ′′n − n2π2Xn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Xn(x) = cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

un(x, y) = Xn(x)Yn(y)

= (cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx)) sin(nπy), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

u(x, y) =
∞∑
n=1

(cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx)) sin(nπy)
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8 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün

u(0, y) = sol(y) = 0 =

∞∑
n=1

cn sin(nπy)

sağlamasıgerekmektedir. Buradan

cn = 0, n = 1, 2, · · · , n = 1, 2, · · ·

olarak elde edilir. Öteyandan

u(1, y) =
∞∑
n=1

dn sinh(nπ) sin(nπy) = y

ile (??) ten

dn sinh(nπ) = 2

1∫
0

y sin(nπy)dx = −2(−1)
n

nπ

veya

dn = −
2(−1)n

nπ sinh(nπ)

elde ederiz. O halde

u(x, y) = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sinh(nπ)

sinh(nπx) sin(nπy)

çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi Şekil 9.2 ile verilmektedir.

ÖRNEK 9.3.

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = y

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x

sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 9

Şekil 9.2: Örnek 9.2 için N = 50 ile çözüm grafĭgi

Verilen problemi kaŗsılıklıiki kenar boyunca sınır değerleri sıfıra eşit olan
iki problemin toplamıolarak ifade edebiliriz:

u = v + w

burada

vxx + vyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
v(0, y) = 0, v(1, y) = 0

v(x, 0) = 0, v(x, 1) = x

ve

wxx + wyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
w(0, y) = 0, w(1, y) = y

w(x, 0) = 0, w(x, 1) = 0

problemlerinin çözümlerdirler.
Ancak v nin Örnek 9.1 den

v(x, y) = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sinh(nπ)

sinh(nπy) sin(nπx)
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10 Laplace ve Poisson Denklemi

Şekil 9.3: Örnek 9.3 için N = 50 ile çözüm grafĭgi.

ve w nun Örnek 9.2 den

w(x, y) = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sinh(nπ)

sinh(nπx) sin(nπy)

olarak elde edildiğini biliyoruz. O halde

u(x, y) = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n
n sinh(nπ)

(sinh(nπy) sin(nπx) + sinh(nπx) sin(nπy))

olarak elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 9.3 ile verilmektedir.

ÖRNEK 9.4.

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 2)× (0, 1)
u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x+ 1, u(0, y) = y, u(2, y) = 3y

probleminin çözümünü belirleyiniz.

Örnek 9.3 te olduğu üzere verilen problemi kaŗsılıklı iki kenar boyunca
sınır değerleri sıfıra eşit olan iki problemin toplamıolarak ifade edebiliriz:
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 11

u = v + w

burada

vxx + vyy = 0, (x, y) ∈ (0, 2)× (0, 1)
v(0, y) = 0, v(2, y) = 0

v(x, 0) = 0, v(x, 1) = x+ 1

ve

wxx + wyy = 0, (x, y) ∈ (0, 2)× (0, 1)
w(0, y) = y, w(2, y) = 3y

w(x, 0) = 0, w(x, 1) = 0

problemlerinin çözümleridirler.
Öncelikle v problemini çözelim:

v(x, y) = X(x)Y (y)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(2) = 0

Y ′′ − λY = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 2] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn = (nπ/2)
2 =

n2π2

4
, Xn(x) = sin(nπx/2), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

Y ′′n −
n2π2

4
Yn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Yn(y) = cn cosh(nπy/2) + dn sinh(nπy/2), n = 1, 2, · · ·
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12 Laplace ve Poisson Denklemi

elde ederiz. O halde her bir n için

vn(x, y) = Yn(y)Xn(x) = (cn cosh(nπy/2) + dn sinh(nπy/2)) sin(nπx/2), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

v(x, y) =
∞∑
n=1

(cn cosh(nπy/2) + dn sinh(nπy/2)) sin(nπx/2)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün

v(x, 0) = 0 =
∞∑
n=1

cn sin(nπx/2)

sağlamasıgerekmektedir.

cn = 0, n = 1, 2, · · ·

olarak elde edilir. Öteyandan

v(x, 1) =
∞∑
n=1

(dn sinh(nπ/2)) sin(nπx/2) = x+ 1

ile elde ederiz.

dn sinh(nπ/2) =
2

2

2∫
0

(x+ 1) sin(nπx/2)dx

=
2

nπ
(1− 3(−1)n)

veya

dn =
2

nπ sinh(nπ/2)
(1− 3(−1)n)

elde ederiz. O halde

v(x, y) =

∞∑
n=1

2

nπ sinh(nπ/2)
(1− 3(−1)n) sin(nπy/2) sin(nπx/2)
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 13

elde ederiz.
Benzer biçimde w problemi için

w(x, y) = X(x)Y (y)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let şartlarıile

Y ′′ + λY = 0, Y (0) = Y (1) = 0

X ′′ − λX = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] üzerinde Dirichlet probleminin özdeğer
ve özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn = (nπ)
2, Yn(y) = sin(nπy), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

X ′′n − n2π2Xn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Xn(x) = cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde her bir n için

wn(x, y) = Xn(x)Yn(y) = (cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx)) sin(nπy), n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerden hareketle

w(x, y) =
∞∑
n=1

(cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx)) sin(nπy)

olarak tanımlıyoruz, burada cn, dn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak
bu çözümün

w(0, y) = y =
∞∑
n=1

cn sin(nπy)

sağlamasıgerekmektedir.

cn = 2

1∫
0

y sin(nπy)dy = −2(−1)
n

nπ
, n = 1, 2, · · ·
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14 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak elde edilir. Öteyandan

w(2, y) =
∞∑
n=1

(cn cosh(2nπ) + dn sinh(2nπ)) sin(nπy) = 3y

ifadesinden

(cn cosh(2nπ) + dn sinh(2nπ)) = 2

1∫
0

3y sin(nπy)dy = −6(−1)
n

nπ
, n = 1, 2, · · ·

veya

−2(−1)
n

nπ
cosh(2nπ) + dn sinh(2nπ) = −

6(−1)n
nπ

bağıntısından

dn =
2(−1)n
nπ

(cosh(2nπ)− 3)
sinh(2nπ)

elde ederiz. O halde

w(x, y) =
∞∑
n=1

[
2(−1)n
nπ

(cosh(2nπ)− 3)
sinh(2nπ)

sinh(nπx)− 2(−1)
n

nπ
cosh(nπx)

]
sin(nπy)

ve dolayısıyla

u = v + w

=
∞∑
n=1

2

nπ
(1− 3(−1)n) sin(nπy/2) sin(nπx/2)

+

∞∑
n=1

[
2(−1)n
nπ

(cosh(2nπ)− 3)
sinh(2nπ)

sinh(nπx)− 2(−1)
n

nπ
cosh(nπx)

]
sin(nπy)

elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 9.4 ile verilmektedir.

Alı̧stırmalar 9.1.

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)

denkleminin 1-5 nolu sorular ile verilen sınır şartlarınısăglayan çözümlerini
belirleyiniz.
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9.1 Dirichlet sınır şartlıhomojen problemler 15

Şekil 9.4: Örnek 9.4 için N = 50 ile çözüm grafĭgi.

1.

u(0, y) = 1, u(1, y) = 1,

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

2.

u(0, y) = 0, u(1, y) = 1,

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

3.

u(0, y) = 1, u(1, y) = 0,

u(x, 0) = 1, u(x, 1) = 0

4.

u(0, y) = y, u(1, y) = 2y + 1,

u(x, 0) = x, u(x, 1) = 2x+ 1

5. Aşağıda verilen çözümleri soru 1-4 ile verilen problemlerle eşleştiriniz.
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16 Laplace ve Poisson Denklemi

(a)

2

∞∑
n=1

1

sinh(nπ)

1

nπ
(1− (−1)n) sinh(nπx) sinh(nπy)

(b)

an =
2(−1)n cosh(nπ)

nπ
+ 2(

1

nπ
− 3(−1)

n

nπ
),

v(x, y) =
∞∑
n=1

(
an

sinh(nπ)
sinh(nπy)− 2(−1)

n cosh(nπy)

nπ

)
sin(nπx),

w(x, y) =
∞∑
n=1

(
an

sinh(nπ)
sinh(nπx)− 2(−1)

n cosh(nπx)

nπ

)
sin(nπy),

u = v + w

(c)

∞∑
n=1

2(1− (−1)n)
nπ

[
(
1− cosh(nπ)
sinh(nπ)

) sinh(nπx) + cosh(nπx)

]
sin(nπy)

(d)

v(x, y) =
∞∑
n=1

(
2

nπ
(1− (−1)n)(cosh(nπy)− cosh(nπ) sinh(nπy)

sinh(nπ)
)

)
sin(nπx),

w(x, y) =
∞∑
n=1

(
2

nπ
(1− (−1)n)(cosh(nπx)− cosh(nπ) sinh(nπx)

sinh(nπ)
)

)
sin(nπy)

u = v + w

6. Aşağıdaki şekilleri soru 5 ve dolayısıyla da soru 1-4 ile eşleştiriniz.
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(a) (b)

(c) (d)

7. Aşağıda verilen ve Laplace denklemi için Dirichlet probleminin çözü-
münü interaktif olarak girilen sınır şartlarıile hesaplayarak grafĭgini çizdiren
Maxima kodunu yukarıda verilen problemlerin çözümlerini elde etmek için
test yapınız.
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9.2 Dirichlet sınır şartlı homojen olmayan
problemler

Bu bölümde

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)
u(0, y) = sol(y), u(a, y) = sag(y) (9.15)

u(x, 0) = alt(x),

u(x, b) = ust(x),

ile verilen Dirichlet sınır şartlıhomojen olmayan problemleri gözönüne alıy-
oruz.
Problemin çözümünü

u = v + w

biçiminde arıyoruz, burada v

vxx + vyy = 0, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)
v(0, y) = sol(y), v(a, y) = sag(y) (9.16)

v(x, 0) = alt(x),

v(x, b) = ust(x),

denkleminin çözümü ve w ise

wxx + wyy = f, (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)
v(0, y) = 0, v(a, y) = 0 (9.17)

v(x, 0) = 0,

v(x, b) = 0

denkleminin çözümüdür. (B) türünde verilen problemlerin çözümünü önceki
bölümde detaylı olarak inceledik. Bu bölümde (C) türündeki problemlere
odaklanalım.

ÖRNEK 9.5.

uxx + uyy = 2x, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = 0 (9.18)

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

probleminin çözümünü belirleyiniz.
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Homojen problemin özfonksiyonlarıyarımıyla çözüm arayalım. Bu bağlamda
sınır şartlarıhomojen olduğu için sadece x-in fonksiyonu olan özfonksiyonlar
veya sadece y-nin fonksiyonu olan özfonksiyonlar cinsinden çözüm arayabil-
iriz. Sadece x in fonksiyonu olan özfonksiyonlar

sin(nπx), n = 1, 2, · · ·

olup, bu özfonksiyonlar cinsinden

u =
∞∑
n=1

yn(y) sin(nπx)

çözümünü arayabiliriz. Denklemde yerine yazarak yn(y) bilinmeyen fonksiy-
onlarınıbelirlemeliyiz.

uxx = −
∞∑
n=1

n2π2yn(y) sin(nπx),

uyy =
∞∑
n=1

y′′n(y) sin(nπx)

formal ifadelerini denklemde yazarak,

∞∑
n=1

(y′′n(y)− n2π2yn(y)) sin(nπx) = 2x

elde ederiz. Buradan

y′′n(y)− n2π2yn(y) = 2

1∫
0

2x sin(nπx)dx

= −4(−1)
n

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Aadı̆gımız çözümün y yönündeki sınır şartlarınıda sağlaması
gerektiğinden

y′′n(y)− n2π2yn(y) = −4(−1)
n

nπ
yn(0) = yn(1) = 0, n = 1, 2, · · ·
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9.2 Dirichlet sınır şartlıhomojen olmayan problemler 21

sınır değer problemlerini elde ederiz. Her bir n için sağ yan sabit olduğundan,
özel çözümü

ynö =
4(−1)n
n3π3

olarak elde ederiz. Homojen kısmın genel çözümünü ise

ynh(y) = cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy)

olarak elde ederiz. O halde genel çözümümüzü

yn = ynh + ynö

= cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy) +
4(−1)n
n3π3

olarak elde ederiz.

yn(0) = cn +
4(−1)n
n3π3

= 0 =⇒ cn = −
4(−1)n
n3π3

, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

yn(1) = 0 =⇒ dn =
4(−1)n
n3π3

(cosh(nπ)− 1)
sinh(nπ)

, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde aradımız çözümü

u =
∞∑
n=1

yn(y) sin(nπx)

=
∞∑
n=1

[
4(−1)n
n3π3

(
− cosh(nπy) + (cosh(nπ)− 1)

sinh(nπ)
sinh(nπy)

)
+
4(−1)n
n3π3

]
sin(nπx)

olarak ifade edebiliriz. Çözüm grafĭgi Şekil 9.5 ile verilmektedir.

ÖRNEK 9.6.

uxx + uyy = 2x, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = y2 (9.19)

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x

probleminin çözümünü belirleyiniz. Problemin çözümü için bir dĭger ifadenin
ise u = xy2 oldŭgunu gösteriniz.
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Şekil 9.5: Örnek 9.5’e ait çözüm grafĭgi

Verilen problemi üç adet alt problemin toplamıolarak ifade edebiliriz,
dolayısıyla çözümümüzü de söz konusu alt problemlerin çözümlerinin toplamı
olarak ifade edebiliriz.
1. Problem:

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = 0 (9.20)

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x

2. Problem

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = y2 (9.21)

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

3. Problem

uxx + uyy = 2x, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)
u(0, y) = 0, u(1, y) = 0 (9.22)

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0
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Şekil 9.6: Örnek 9.6’ya ait 2. Problem çözüm grafĭgi

Her üç problemi de deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile çözebiliriz.
1. Problem yukarıda Örnek 9.1 ile incelediğimiz problemdir ve çözümünü

u = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n sin(nπx) sinh(nπy)
n sinh(nπ)

olarak elde etmi̧s ve çözüm grafĭgini Şekil 9.1 ile vermi̧stik.
2. Problem’in çözümünü

u = −2
∞∑
n=1

((−1)n(n2π2 − 2) + 2)
n3π3 sinh(nπ)

sinh(nπx) sin(nπy)

olarak elde ederiz.(Alı̧stırma ..) Çözüm grafĭgi Şekil 9.6 ile verilmektedir.
3. Problem ise Örnek 9.5 ile incelediğimiz problemdir. O halde çözümümüzü

bu üç problemin çözümlerinin toplamıolarak

u =
∞∑
n=1

2

π

(−1)n sin(nπx) sinh(nπy)
n sinh(nπ)

−2((−1)
n(n2π2 − 2) + 2)
n3π3 sinh(nπ)

sinh(nπx) sin(nπy)

+

[
4(−1)n
n3π3

(
− cosh(nπy) + (cosh(nπ)− 1)

sinh(nπ)
sinh(nπy)

)
+
4(−1)n
n3π3

]
sin(nπx)
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Şekil 9.7: Örnek 9.6’ya ait çözüm grafĭgi

ifade edebiliriz. Çözüm grafĭgi Şekil 9.7 ile verilmektedir.
Öte yandan

u = xy2

fonksiyonunun da verilen denklemi sınır şartlarıile birlikte sağladı̆gıaçıktır.
Öte yandan Dirichlet probleminin çözümü tek olduğu için, yuklarıda elde
ettimiz toplam formülü,

u = xy2

çözümünün seri açılım formatındaki ifadesi olmalıdır. Nitekim Şekil 9.7 ile
verilen grafik, yaklaşık olarak u = xy2 fonksiyonunun grafĭgidir.

Alı̧stırmalar 9.2. Aşăgıda verilen ilk üç problemi çözerek, dördüncü prob-
lemin çözümünü buldŭgunuz çözümler yardımıyla belirleyiniz.

1.

uxx + uyy = 0

u(0, y) = u(1, y) = 0;

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x2
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2.

uxx + uyy = 0

u(0, y) = 0, u(1, y) = y;

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

3.

uxx + uyy = 2y

u(0, y) = u(1, y) = 0;

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

4.

uxx + uyy = 2y

u(0, y) = 0, u(1, y) = y;

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x2

5. Soru 4 ün çözümünün uygun m ve n pozitif tamsayılarıiçin

u = xnym, n ≥ 1,m ≥ 1

biçiminde ifade edilebileceğini gösteriniz.

6. Aşağıdaki çözümleri soru 1-4 ten uygun olanıile kaŗsılaştırınız

(a)

u = −2
∞∑
n=1

1

n3π3 sinh(nπ)
(2+(−1)n(n2π2−2)) sin(nπx) sinh(nπy)

(b)

u = − 2
π

∞∑
n=1

(−1)n sinh(nπx) sin(nπy)
n sinh(nπ)
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9.3 Neumann problemleri

Bu bölümde

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ (0, a)× (0, b)
ux(0, y) = sol(y), ux(a, y) = sag(y) (9.23)

uy(x, 0) = alt(x),

uy(x, b) = ust(x),

biçiminde ifade edilebilen sınırlarda sadece bilinmeyen fonksiyonun türev-
lerini içeren ve Neumann problemi olarak adlandırılan problemleri inceliyo-
ruz.
Dirichlet problemlerinde olduğu üzere keyfi sınır fonksiyonları ile prob-

lemin çözümünün var olduğunu söyleyemeyiz. Bu noktayı açıklamak için
verilen denklemin [0, a]x[0, b] bölgesi üzerinden integralini alalım.

a∫
0

b∫
0

(uxx + uyy)dydx =

a∫
0

b∫
0

f(x, y)dydx

elde ederiz. Sol taraftaki integrali açalım:

a∫
0

b∫
0

(uxx + uyy)dydx =

b∫
0

a∫
0

uxxdxdy +

a∫
0

b∫
0

uyydydx

=

b∫
0

(ux(a, y)− ux(0, y))dy +
a∫
0

(uy(x, b)− uy(x, 0)) dx

olarak ifade edilebilir. O halde, Neuman probleminin çözümünün mevcut
olabilmesi için

b∫
0

(ux(a, y)− ux(0, y))dy +
a∫
0

(uy(x, b)− uy(x, 0)) dx =
a∫
0

b∫
0

f(x, y)dydx

(9.24)
kriterinin sağlanmasıgerekir, bu kriter uyumluluk(compatibility) kriteri ola-
rak adlandırılır. Gerekli regülerite özelliklerini sağlayan sınır şartlarıve sağ
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yan fonksiyonu ile verilen Neuman probleminin çözümün mevcut olmasıiçin
gerekli ve yeterli bir şarttır.
Bu kirtere göre

uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1

Laplace denkleminin aşağıda verilen şartlarla çözüme sahip olduğunu kolayca
görebiliriz(kontrol ediniz):

1.

ux(0, y) = y − 1/2, ux(1, y) = 0 (9.25)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

2.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = cos(πy) (9.26)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

3.

ux(0, y) = 1, ux(1, y) = 1 (9.27)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

4.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 0 (9.28)

uy(x, 0) = 1,

uy(x, 1) = 1,

Benzer biçimde

uxx + uyy = 1, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1

Poisson denklemi aşağıda verilen şartlarla çözüme sahiptir:
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1.

ux(0, y) = −1, ux(1, y) = 0 (9.29)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

2.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 1 (9.30)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

3.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 0 (9.31)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 1,

4.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 0 (9.32)

uy(x, 0) = −1,
uy(x, 1) = 0,

Ancak
uxx + uyy = 0, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1

Laplace denklemi aşağıda verilen sınır şartlarıile çözüme sahip değildir.

1.

ux(0, y) = 1, ux(1, y) = 0 (9.33)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

2.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = x (9.34)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



9.3 Neumann problemleri 29

Yine
uxx + uyy = 1, (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1

Poisson denklemi aşağıdaki sınır şartlarıile çözüme sahip değildir:

1.

ux(0, y) = 1, ux(1, y) = 1 (9.35)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 0,

2.

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 1 (9.36)

uy(x, 0) = 0,

uy(x, 1) = 1,

ÖRNEK 9.7.

uxx + uyy = 0

ux(0, y) = 0, ux(1, y) = 0

uy(x, 0) = x− 1/2, uy(x, 1) = 0

Laplace probleminin çözümünü belirleyiniz.

Deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile x−yönünde sınır şartlarıhomoje olduğu
için x e bağlıözfonksiyonlar cinsinden

u(x, y) =
1

2
Y0(y) +

∞∑
n=1

Yn(y) cos(nπx)

biçiminde çözüm arayalım.

uxx(x, y) = −
∞∑
n=1

n2π2Yn(y) cos(nπx)

uyy(x, y) =
1

2
Y ′′0 (y) +

∞∑
n=1

Y ′′n (y) cos(nπx)
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ifadelerini denklemde yazarak

1

2
Y ′′0 (y) +

∞∑
n=1

(
Y ′′n (y)− n2π2Yn(y)

)
cos(nπx) = 0

veya

Y ′′0 (y) = 0

Y ′′n (y)− n2π2Yn(y) = 0, n = 1, 2, · · ·

denklemlerini elde ederiz. Problem ile verilen sınır şartlarını göz önüne
alalım:

uy(x, 0) =
1

2
Y ′0(y) +

∞∑
n=1

Y ′n(0) cos(nπx) = x− 1/2

bağıntısından

Y ′0(0) = 2

1∫
0

(x− 1/2)dx = 0

Y ′n(0) = 2

1∫
0

(x− 1/2) cos(nπx)dx

=
2

n2π2
((−1)n − 1) , n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Öte yandan

uy(x, 1) =
1

2
Y ′0(1) +

∞∑
n=1

Y ′n(1) cos(nπx) = 0

sınır şartından
Y ′n(1) = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.
O halde

Y ′′0 (y) = 0, Y
′
0(0) = 0, Y

′
0(1) = 0

sınır-değer problemini çözerek,

Y0(y) = c, c keyfi sabit
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ve

Y ′′n (y)− n2π2Yn(y) = 0, n = 1, 2, · · ·

Y ′n(0) =
2

n2π2
(−1)n − 1),

Y ′n(1) = 0, n = 1, 2, · · ·

sınır-değer problemini çözerek,

Yn(y) = cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy), cn, dn ∈ R

genel çözümünü elde ederiz.

Y ′n(y) = nπcn sinh(nπy) + nπdn cosh(nπy)

ifadesinde sınır şartlarınıyazarak

Y ′n(0) = nπdn =
2

n2π2
((−1)n − 1)

veya

dn =
2

n2π3
((−1)n − 1), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Benzer biçimde

Y ′n(1) = nπcn sinh(nπ) + nπdn cosh(nπ) = 0, n = 1, 2, · · ·

sınır şartıile

cn =
2

n2π3
(1− (−1)n) coth(nπ), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde

u(x, y) =
1

2
Y0(y) +

∞∑
n=1

Yn(y) cos(nπx)

= c+
∞∑
n=1

2

n2π3
(1− (−1)n) [coth(nπ) cosh(nπy)− sinh(nπy)] cos(nπx), c ∈ R sabit

çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi c = 0 değeri ile Şekil 9.8 ile verilmek-
tedir.
Çözüm grafĭginde problemin sınır şartlarının sağlandı̆gıgörülmektedir.
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Şekil 9.8: Örnek 9.7’ye ait çözüm grafĭgi

Alı̧stırmalar 9.3.

1.

uxx + uyy = 0

ux(x, 0) = x/2, ux(x, 1) = x/2,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

2.

uxx + uyy = 0

ux(x, 0) = 0, ux(x, 1) = 0,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 1/2

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.
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3.

uxx + uyy = 1

ux(x, 0) = 0, ux(x, 1) = 0,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

4. Soru 1-3 için elde ettiğiniz çözümler yardımıyla

uxx + uyy = 1

ux(x, 0) = x/2, ux(x, 1) = x/2,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 1/2

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

5.
u =

1

4
(x2 + y2)

fonksiyonunun Problem 4 ün analitik çözümü olduğunu gözlemleyiniz.
Soru 4 te elde ettiğiniz çözümün N = 10 için elde edeceğiniz grafĭgi ile
analitik çözüm grafiklerini kaŗsılaştırınız.

9.4 Karı̧sık sınır şartlıproblemler

Verilen denklemin bazısınırlarıüzerinde Dirichlet, bazılarıüzerinde de Neu-
mann sınır şartlarıverilmi̧s olabilir. Bu durumda problem kaŗsılıklıkenarlar
üzerinde homojen sınır şartlarınıiçeren alt probleme ayrıldıktan sonra çözüm
belirlenebilir. Bu amaçla aşağıdaki örneği inceleyiniz

ÖRNEK 9.8. Karı̧sık sınır şartlı

uxx + uyy = 2

u(0, y) = y, u(1, y) = y + 1,

uy(x, 0) = 1, uy(x, 1) = 1

Poisson probleminin çözümünü belirleyiniz.u=x^2+y
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Verilen problemi aşağıdaki alt problemlere bölelim:

1. Problem

uxx + uyy = 0

u(0, y) = 0, u(1, y) = 0,

uy(x, 0) = 2x, uy(x, 1) = 2

2. Problem

uxx + uyy = 0

u(0, y) = y, u(1, y) = y + 1,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

3. Problem

uxx + uyy = 2

u(0, y) = 0, u(1, y) = 0,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

Verilen problemin çözümünün söz konusu üç problemin çözümlerinin toplamı
olduğuna dikkat edelim.
Şimdi sırasıyla her bir alt problemin çözümünü belirleyelim:

1. Problemin Çözümü:x yönündeki özfonksiyonlar cinsinden

u =

∞∑
n=1

Yn(y) sin(nπx)

biçiminde çözüm arayalım. Denklemde yerine yazarak

∞∑
n=1

(Y ′′n (y)− n2π2Yn(y)) sin(nπx) = 0

elde ederiz, buradan

Y ′′n (y)− n2π2Yn(y) = 0, n = 1, 2, · · ·
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elde ederiz. Genel çözümü

Yn(y) = cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy), n = 1, 2, · · ·

olarak elde ederiz. Öte yandan

uy(x, 0) =
∞∑
n=1

Y ′n(0) sin(nπx) = 1

başlangıç şartından

Y ′n(0) = 2

∫ 1

0

sin(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

sin(nπx)dx

=
2

nπ
(1− (−1)n)

elde ederiz. Ayrıca

uy(x, 1) =
∞∑
n=1

Y ′n(1) sin(nπx) = 1

başlangıç şartından

Y ′n(1) = 2

∫ 1

0

sin(nπx)dx

=
2

nπ
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Şimdi elde ettiğimiz sınır şartlarınıgenel çözümde yerine
yazalım

Y ′n(0) = nπdn =
2

nπ
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·

bağıntısından

dn =
2

n2π2
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·

ve

Y ′n(1) = nπcn sinh(nπ) + nπdn cosh(nπ) =
2

nπ
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·
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Şekil 9.9: Örnek 9.8’e ait 1. problem çözüm grafĭgi

bağıntısından

cn =
2(1− (−1)n)
n2π2 sinh(nπ)

− dn coth(nπ), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde 1. problemin çözümü için

u =
∞∑
n=1

(cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy)) sin(nπx)

çözümünü elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 9.9 ile verilmektedir.

2. Şimdi de

uxx + uyy = 0

u(0, y) = y, u(1, y) = y + 1,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

problemini gözönüne alalım. y- yönünde homojen sınır şartlarıiçerdiği
için y−deği̧skenli özfonksiyonlar cinsinden

u =
1

2
X0(x) +

∞∑
n=1

Xn(x) cos(nπy)
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formunda çözüm arayalım. Denklemde yerine yazarak,

1

2
X ′′0 (x) +

∞∑
n=1

(
X ′′n(x)− n2π2Xn(x)

)
cos(nπy) = 0

elde ederiz. İlgili terimleri sıfıra eşitlemek suretiyle

X0(x) = c0 + d0x,

Xn(x) = cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx), cn, dn ∈ R, n = 1, 2, · · ·
elde ederiz.

• u(0, y) = y sınır şartınıkullanmak suretiyle

u(0, y) =
1

2
X0(0) +

∞∑
n=1

Xn(0) cos(nπy) = y

ile

Xn(0) = 2

∫ 1

0

y cos(nπy)dy, n = 0, 1, · · ·
veya

X0(0) = 2

∫ 1

0

ydy = 1,

Xn(0) =
2

n2π2
((−1)n − 1), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

• Benzer biçimde u(1, y) = y + 1 sınır şartınıkullanmak suretiyle

u(1, y) =
1

2
X0(1) +

∞∑
n=1

Xn(1) cos(nπy) = y + 1

ile

X0(1) = 2

1∫
0

(y + 1)dy = 3,

Xn(1) = 2

1∫
0

(y + 1) cos(nπy)dy

=
2

n2π2
((−1)n − 1), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde
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•

X0(x) = c0 + d0x,

X0(0) = 1, X0(1) = 3

ile
X0(x) = 1 + 2x

elde ederiz. Ayrıca

Xn(x) = cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx),

Xn(0) = Xn(1) =
2

n2π2
((−1)n − 1), n = 1, 2, · · ·

ile

cn =
2

n2π2
((−1)n − 1),

dn = cn
1− cosh(nπ)
sinh(nπ)

, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Böylece 2. problemin çözümü olarak

u =
1

2
+ x+

∞∑
n=1

(cn cosh(nπx) + dn sinh(nπx)) cos(nπy)

çözümünü elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 9.10

3. Şimdi de

uxx + uyy = 2

u(0, y) = 0, u(1, y) = 0,

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0

alt problemini göz önüne alalım. x yönündeki özfonksiyonlar cinsinden

u =
∞∑
n=1

Yn(y) sin(nπx)

formunda çözüm arayalım. Denklemde yerine yazarak,
∞∑
n=1

(
Y ′′n (y)− n2π2Yn(y)

)
sin(nπx) = 2
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Şekil 9.10: Örnek 9.8’e ait 2. problem çözüm grafĭgi.

elde ederiz.Buradan

Y ′′n (y)− n2π2Yn(y) = 2

∫ 1

0

2 sin(nπx)dx

=
4

nπ
(1− (−1)n), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

• uy(x, 0) = 0 sınır şartınıkullanmak suretiyle

uy(x, 0) =
∞∑
n=1

Y ′n(0) sin(nπx) = 0⇒ Y ′n(0) = 0, n = 1, 2, · · ·

ve

• uy(x, 1) = 0 sınır şartınıkullanmak suretiyle

uy(x, 1) =

∞∑
n=1

Y ′n(1) sin(nπx) = 0⇒ Y ′n(1) = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde

Y ′′n (y)− n2π2Yn(y) =
4

nπ
(1− (−1)n),

Y ′n(0) = Y ′n(1) = 0, n = 1, 2, · · ·
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Şekil 9.11: Örnek 9.8 e ait 3. problem çözüm grafĭgi

sınır değer problemini çözerek,

Yn(y) = cn cosh(nπy) + dn sinh(nπy)−
4

n3π3
(1− (−1)n),

cn = 0,

dn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Böylece 3. alt problemin çözümü olarak

u =
∞∑
n=1

Yn(y) sin(nπx)

elde ederiz.Çözüm grafĭgi Şekil 9.11 ile sunulmaktadır.

Yukarıdaki 1,2 ve 3. adımda elde ettiğimiz çözümlerin toplamınıalmak
suretiyle verilen problemin çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi Şekil 9.12 ile
sunulmaktadır. Problemin analitik çözümü u = x2+ y dir. N = 10 için Şekil
9.12 ile elde ettiğimiz çözüm grafĭgi, analitik çözüm ile sınırlarda oluşabilen
0.025 değerindeki maksimum hata ile uyumludur.
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Şekil 9.12: Örnek 9.8’e ait çözüm grafĭgi

Alı̧stırmalar 9.4.

1.

uxx + uyy = 0

ux(x, 0) = 0, ux(x, 1) = 0,

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = x+ 1

problemini çözünüz. Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartları
ile uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

2.

uxx + uyy = 0

ux(x, 0) = 1, ux(x, 1) = 1,

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.
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3.

uxx + uyy = 2

ux(x, 0) = 0, ux(x, 1) = 0,

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

4. Soru 1-3 için elde ettiğiniz çözümler yardımıyla

uxx + uyy = 2

ux(x, 0) = 1, ux(x, 1) = 1,

u(x, 0) = x, u(x, 1) = x+ 1

problemini çözünüz.Çözüm grafĭgini çizdirerek grafĭgin sınır şartlarıile
uyumlu olduğunu gözlemleyiniz.

5.
u = x+ y2

fonksiyonunun Problem 4 ün analitik çözümü olduğunu gözlemleyiniz.
Elde ettiğiniz çözümün N = 10 için elde edeceğiniz grafĭgi ile analitik
çözüm grafiklerini kaŗsılaştırınız.

6. Aşağıdaki maxima komutları Örnek 9.8’e ait 1. Problemin çözüm
grafĭgini vermektedir. Komutlarıinceyerek, gerekli çözüm grafiklerini
benzer biçimde elde ediniz.
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