Bolim

Laplace ve Poisson Denklemi

Bu boliimde esas itibariyle [0,a] x [0,b] iizerinde tamml pargali diizgiin
alt, ust, sol ve sag fonksiyonlar ile

Uz +uyy = f(:c,y), (:va) € (O7a) X <07 b)

Poisson denklemini analitik ¢oziime izin veren

ap1u(0,y) + a12u(0,y) = sol(y),ya a;; # 0 veya aj # 0
anu(b,y) + axnu.(b,y) = sag(y),ya as # 0 veya ag # 0,
biiu(z,0) + biouy(z,0) = alt(z),ya by # 0 veya by # 0
boru(x, b) + baguy(x,b) = ust(x),ya bay # 0 veya bay # 0

ayrik sinir sartlar ile gbzoniine alarak inceliyoruz. f = 0 olmasi durumunda
denklem Laplace denklemi olarak adlandirilir. Her hangi bir sinir sartin-
daki katsayilarin her ikisinin birden sifirdan farkli olmasi durumu sayisal
¢oziim gerektirir ki bu durumlar igin [6] kaynagim oneririz.

Bu boliimde, yukaridaki formatta verilen Laplace veya Poisson problemin
¢Oztiminin

e gerektiginde alt problemlere ayrilmak suretiyle daha énceden inceledigimiz
degiskenlerine ayirma yontemi ile nasil elde edilecegini inceliyoruz. Ayrica

e Mazima ortaminda gelistiridigimiz uygulamalar ile kullanic1 tarafindan
tanimlanan 6zel Dirichlet problemlerinin analitik ¢oziimiiniin grafigi ile
birlikte nasil elde edilebilecegini inceliyoruz.
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2 Laplace ve Poisson Denklemi

Bu boliim i¢in 4. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemi,
5. Boliimde inceledigimiz Regiiler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin 6zfonksiyonlar1 ve 6. Boliimde inceledigimiz Fourier serileri temel
matematiksel araglarimizi olugturmaktadir. Okuyucularin bu boliime devam
etmeden Once bahsettigimiz boltimleri tekrar gozden gecirmelerini nemle
tavsiye ederiz.

9.1 Dirichlet sinir sartli homojen problemler

Oncelikle
Upw + Uy = 0, (x,y) € (0,a) x (0,b) (9.1)
u(0,y) = sol(y),u(a,y) = sag(y) (9-2)
u(z,0) = alt(x), (9.3)
u(z,b) = wust(x), (9.4)

Dirichlet problemini gozoniine alalim.(9.1) denklemi homojendir giinkii v = 0
denklemin ¢oziimiidiir.
Problemi asagida verilen iki alt probleme ayiralim:

u(z,y) = v(z,y) +w(r,y)

burada
Vpz + Uy, = 0,(z,y) € (0,a) x (0,0) (9.5)
v(0,y) = 0,v(a,y)=0 (9.6)
v(z,0) = alt(x), (9.7)
v(z,b) = ust(z), (9.8)
Wew +wyy = 0,(z,y) € (0,a) x (0,b) (9.9)
w(0,y) = sol(y), (9.10)
w(a,y) = sag(y) (9.11)
w(z,0) = 0,w(x,b) =0 (9.12)
dir.
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9.1 Dirichlet sinir sarth homojen problemler 3

Burada sadece v ye ait problemin ¢oziimiinii belirleyecegiz, w probleminin
¢oziimii de benzer bicimde elde edilebilir.
5. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemiyle

v(z,y) = X(2)Y (y)
bi¢iminde ¢oziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle
X'(x)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0
elde ederiz. Her iki tarafin sifirdan farkli kabul ettigimiz X (z)Y (y) ile bolerek,

X”(IL’) - Y”(y)

X))~ Y

veya homojen Dirichlet sartlari ile

X" +AX = 0,X(0)= X(a) =0

Y'Y = 0
denklem sistemini elde ederiz. |0, a] iizerinde Dirichlet probleminin 6zdeger
ve Ozfonksiyonlarini biliyoruz:

2.2

n°m nm
A= —,X,(x) =sin(—z),n=1,2,---
T Xa(w) = sin(“)
Ayrica )\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin
22
Y/ - Y, =0,n=1,2,--.
a

elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

Y. (y) = cn cosh(%ry) +d, sinh(%ry), n=12---
elde ederiz. O halde her bir n i¢in
(2, y) = Xo(2)Yo(y) = <cn cosh(%ry) +d, sinh(%y)) sin(%rx),n =1,2,..

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

v(z,y) = Z (cn cosh(%y) +d, sinh(%y)) sin(%w) (9.13)
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4 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarimi simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢dziimiin (9.7) ile verilen sinir sartim da yani,

v(x,0) = alt(x ch sin( —m (9.14)

n=1

saglamasi gerekmektedir. (9.14) ile tanimlanan serinin alt(x) fonksiyonunun
[0, a] arahig iizerindeki Fourier siniis agilimi oldugunu goriiyoruz, o halde

a

2 nm

n = — [ alt(x) sin(—az)dx,n=1,2,---

c a/a (m)sm(ax):cn
0

olarak elde edilir. Oteyandan (9.8) ile

o0

v(z,b) = Z <cn Cosh(%rb) +d, Sinh(%b)) sin(%rx) = ust(x)

veya
a

nm nm 2 nm
h(—>b) + d,, sinh(—0b) = — t in(—uxz)d
Cp COS (a ) + d,, sin <a ) a/us (m)sm(ax) x
0

ve buradan

a

2 nmw nm nmw

d,= |- t(x) sin(—ux)dx — ¢, cosh(—b inh(—>b

a/us(m)sm(ax)x ccos(a) /sm(a)
0

elde ederiz.
Benzer bicimde w problemini de ¢ozmek suretiyle u problemine ait ¢oziimiimiizii
elde ederiz.

Upz + Uy = 0,(z,y) € (0,1) x (0,1)
u(0,y) = 0,u(l,y)=0
u(z,0) = 0,u(x,1)=

sinar deger probleminin ¢ozimiini belirleyiniz.
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9.1 Dirichlet sinir sarth homojen problemler 5

u(r,y) = X (2)Y (y)

bi¢iminde ¢oziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let sartlari ile

X"+AX = 0,X(0)=X(1)=0
Y =AY = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] iizerinde Dirichlet probleminin 6zdeger
ve Ozfonksiyonlarini biliyoruz:

Ap = n?1%, X, (z) = sin(nrx),n =1,2,- -
Ayrica )\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin
Y —n’n’Y, =0,n=1,2,--
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile
Y, (y) = ¢, cosh(nmy) + d,, sinh(nmy),n =1,2,---
elde ederiz. O halde her bir n i¢in

= (¢pcosh(nmy) + d, sinh(nmy)) sin(nmzx),n = 1,2, ...

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde

ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

Z (cn cosh(nmy) + d,, sinh(nmy)) sin(nrx)

n=1

olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarin1 gimdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢oziimiin

u(z,0) = alt(z) =0 = Z Cpsin(nme)

saglamasi gerekmektedir.

c,=0n=12--- . n=1,2,---
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6 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak elde edilir. Oteyandan buldugumuz ¢, degerlerini kullanarak

u(z, 1) = Z d,, sinh(nm) sin(nmx) = x

n=1
ile
1
d, sinh(nm) = Q/xsin(mr:c)d:c
0
__ 2=
nm
veya
2(=1)"

T oam sinh(n)

elde ederiz. O halde

u(z,y) = —% ; ns(l_Tl();r) sinh(nmy) sin(nmx)

¢oziimiinii elde ederiz. Coziim grafigi Sekil 9.1 ile verilmektedir.

Ugy + Uyy = 07 (:Ea y) S (07 1) X (0’ 1)
uw0,y) = 0,u(l,y) =y
u(xz,0) = 0,u(z,1) =0

swnar deger probleminin ¢ozimiini belirleyiniz.

u(z,y) = X(2)Y (y)

bi¢iminde ¢oziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let sartlar ile

Y"4+AY = 0,Y(0)=Y(1)=0
X"—AX = 0
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9.1 Dirichlet sinir sartl homojen problemler 7

4 v
coooooooo
D= bI0d b (00 ] 00 0 —
eF F Rd F el o4

Sekil 9.1: Ornek 9.1 icin N = 50 ile ¢oziim grafigi
denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] tizerinde Dirichlet probleminin ¢zdeger
ve dzfonksiyonlarini biliyoruz:

\p = 0?12 Y, (y) = sin(n7y),n = 1,2, - -
Ayrica )\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin
X' —n*r?X,=0n=12,---

elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

Xn(x) = ¢, cosh(nmz) + d, sinh(nrz),n =1,2,---
elde ederiz. O halde her bir n icin

un(z,y) = Xn(2)Yn(y)
= (cycosh(nmzx) + d, sinh(nmz)) sin(nry),n = 1,2, ...

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir gartlarim saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

Z ¢ cosh(nmx) + d,, sinh(nmx)) sin(nry)

n=1
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8 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarimi simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢dziimiin

u(0,y) = sol(y —O—chsm nmy)
saglamasi gerekmektedir. Buradan
c,=0n=12,--- . n=1,2,---
olarak elde edilir. Oteyandan

= Z d,, sinh(nm) sin(nmy) =y

n=1

ile (77?) ten
2(—1)"

nmw

1
dy, sinh(nm) = 2/y sin(nmy)dx = —
0

veya
2(-1)"

nm sinh(n)

QL
3

elde ederiz. O halde

Z - smh smh(mm:) sin(nmy)

¢oziimiinii elde ederiz. Coziim grafigi Sekil 9.2 ile verilmektedir.

Upe + Uy, = 0,(x,y) € (0,1) x (0,1)
u(0,y) 0,u(l,y) =y
u(z,0) = 0,u(z,1) =

sinar deger probleminin ¢ozimiini belirleyiniz.
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9.1 Dirichlet sinir sartl homojen problemler 9
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Sekil 9.2: Ornek 9.2 icin N = 50 ile ¢oziim grafigi

Verilen problemi kargilikli iki kenar boyunca sinir degerleri sifira egit olan
iki problemin toplami olarak ifade edebiliriz:

U=7v-+w

burada

Uga + 0y = 0,(z,y) € (0,1) x (0,1)
v(0,9) = 0,0(1,y) =0
v(z,0) = 0,v(z,1) ==

ve

Weg +Wyy = 0, (z,y) € (0,1) x (0,1)
w(0,y) = 0,w(l,y)=y
w(z,0) = 0,w(z,1)=0

problemlerinin ¢oziimlerdirler.
Ancak v nin Ornek 9.1 den

v(x,y) = —% 2; TlS(I;Tl();,TF) sinh(nmy) sin(nmx)
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10 Laplace ve Poisson Denklemi
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Sekil 9.3: Ornek 9.3 icin N = 50 ile ¢oziim grafigi.

ve w nun Ornek 9.2 den

w(z,y) = —% Zl ns(l_Tl();r) sinh(nmx) sin(nmry)

olarak elde edildigini biliyoruz. O halde

u(z,y) = —7% ; ns(lng();r) (sinh(nmy) sin(nrz) + sinh(nmzx) sin(nry))

olarak elde ederiz.Coziim grafigi Sekil 9.3 ile verilmektedir.

ORNEK 9.4.

Uge + Uyy = 0; (I7y) S (072) X (Ov 1)
u(z,0) = 0,u(r,1) =2+ 1,u(0,y) =y,u(2,y) =3y

probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.

Ornek 9.3 te oldugu iizere verilen problemi karsihikli iki kenar boyunca
sinir degerleri sifira egit olan iki problemin toplami olarak ifade edebiliriz:

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



9.1 Dirichlet sinir sarth homojen problemler 11

U=v-+w
burada
Uga + 0y = 0,(z,y) €(0,2) x (0,1)

v(0,y) = 0,v(2,y) =0
v(z,0) = 0,v(z,1)=x+1

ve
w(0,y) = y,w(2,y) =3y
w(z,0) = 0,w(xz,1)=0

problemlerinin ¢oziimleridirler.
Oncelikle v problemini ¢ozelim:

v(z,y) = X(2)Y(y)

bi¢iminde ¢oziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let sartlari ile

X"4+AX = 0,X(0)=X(2)=0
Y'—AY = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 2] iizerinde Dirichlet probleminin 6zdeger
ve dzfonksiyonlarimi biliyoruz:

n2m?

4

A = (n7/2)? = , X (z) = sin(nrz/2),n=1,2,---

Ayrica A, degerlerini yerine yazarak her bir n i¢in

n?m?

YI/ _
" 4

Y,=0n=1,2---
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile

Y, (y) = ¢, cosh(nmy/2) + d,, sinh(nmy/2),n = 1,2, -

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



12 Laplace ve Poisson Denklemi

elde ederiz. O halde her bir n i¢in
vp(x,y) = Yo (y) Xy (z) = (¢, cosh(nmy/2) + d,, sinh(nry/2)) sin(nrx/2),n = 1,2, ...
¢oziimlerini elde ederiz. Smir gartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde

ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

o0

v(x,y) = Z (¢n cosh(nmy/2) + d,, sinh(nmy/2)) sin(nmrx/2)

n=1

olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarim simdilik bilmiyoruz, ancak
bu ¢dziimiin

v(z,0)=0= Z Cp sin(nma/2)

n=1

saglamasi gerekmektedir.
c,=0n=12---

olarak elde edilir. Oteyandan

v(z,1) = Z (d,, sinh(nm/2))sin(nrx/2) =z + 1
n=1
ile elde ederiz.
) 2
d, sinh(nm/2) = 5/(x+ 1) sin(nmz/2)dx
0

= Z-3-1)
veya
di= (1= 3(-1))
" nrsinh(nm/2)

elde ederiz. O halde

[e.e]

o) =3 — Sm}im 5(1 = 3(-1)")sinnry/2) sin(nma /2
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9.1 Dirichlet sinir sarth homojen problemler 13

elde ederiz.
Benzer bigimde w problemi igin

w(z,y) = X(x)Y (y)
bi¢iminde ¢oziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle veya homojen Dirich-
let sartlar ile

Y"4AY = 0,Y(0)=Y(1)=0
X"—XX = 0

denklem sistemini elde ederiz. [0, 1] tizerinde Dirichlet probleminin ¢zdeger
ve dzfonksiyonlarimi biliyoruz:

Ap = (n7)2, Y, (y) = sin(nmy),n = 1,2,
Ayrica A\, degerlerini yerine yazarak her bir n icin
X! —n*r?X,=0n=1,2,--
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile
X,(z) = ¢, cosh(nmx) + d, sinh(nmx),n =1,2,---
elde ederiz. O halde her bir n i¢in
wy(z,y) = Xp(2)Ya(y) = (¢n cosh(nmx) 4+ d, sinh(nrz)) sin(nry),n = 1,2, ...

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir gartlarin saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu ¢oziimlerden hareketle

w(z,y) = Z (cn cosh(nmz) 4 d, sinh(nmx)) sin(nmy)

n=1
olarak tamimliyoruz, burada c,,d, katsayilarim simdilik bilmiyoruz, ancak

bu ¢oziimiin

w(0,y) =y = Z cp sin(nmy)

n=1
saglamasi gerekmektedir.
1
cn:2/ysin(n7ry)dy:— n=1,2---
0
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14 Laplace ve Poisson Denklemi

olarak elde edilir. Oteyandan

o0

w(2,y) = Z (¢n cosh(2nm) + d,, sinh(2n7)) sin(nry) = 3y
n=1
ifadesinden
1
: : 6(—1)"
(¢n cosh(2nm) + d,, sinh(2n7)) = 2 [ 3y sin(nry)dy = — ,n=1,2,
nm
0
veya
2(—-1)" -1
_A=Y cosh(2nm) 4 d, sinh(2nm) = 8=
nm nm
bagintisindan

%(cosh@mr) —3)
sinh(2nm)

d, =
elde ederiz. O halde

20" (cosh(2nm) — ="
[ oz _(cosh(2nm) — 3) Sinh(mrx)—Q( b

sinh(2n7) — cosh(mrx)] sin(nmy)

u = vtw
= 2
- —(1 —3(=1)") sin(nmy/2) sin(nrz/2)
c— nm
o | 255 (cosh(2nm) — 3 2(—1)"
+ nz:; nr ifzi(;n:i? ) sinh(nmrx) — % cosh(nmz) | sin(nmy)

elde ederiz.Coziim grafigi Sekil 9.4 ile verilmektedir.

Uge + Uyy = 07 (I,y) € (07 1) X (O? 1)

denkleminin 1-5 nolu sorular ile verilen sinwr sartlarine saglayan ¢oziimlering
belirleyiniz.
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9.1 Dirichlet sinir sartl homojen problemler 15

1.
U(O,y) = 1au(1ay)_1>
u(z,0) = 0,u(z,1)=0
2.
U(O,y) = O,U(lay =1,
u(z,0) = 0,u(x,1)=
3.
u(0,y) = Lu(ly) =0,
u(z,0) = 1lu(z,1)=
4.

w©0,9) = yuly) =2y+1,
u(z,0) = zu(z,1)=2zr+1

5. Asagida verilen ¢oziimleri soru 1-4 ile verilen problemlerle eglestiriniz.
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16 Laplace ve Poisson Denklemi

1

2 HZ:; WEG — (—1)") sinh(nmzx) sinh(nry)

2(—1)" cosh(nm) Lo 1 3(=1)"

n = nm (E oan )
v(z,y) = Z (sms#ﬂ sinh(nmy) — 2= :jfh(nﬂy)) sin(nmz),
w(z,y) = Z (sm}?% sinh(nmzx) — 2= ::fh(nﬂx)) sin(nmy),
U = v+w

i 2(1—(—1)™) [(1 — cosh(nm)

T sinh(n) )sinh(n7z) + COSh(me)} sin(nmy)

n=1

- 2 coshi(nm) — cosh(nm) sinh(nmy) sin(nre
(o) = 3 (1 = () oshinmy) — CRETERET) ) o),
(2 " cosh(nm) sinh(nmzx) .\ .
w(zr,y) = ;(%(1—(—1) )(cosh(nmz) — sinb () )) sin(nmy)
U = v+w

6. Asagidaki sekilleri soru 5 ve dolayisiyla da soru 1-4 ile eglestiriniz.
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9.1 Dirichlet sinir sartl homojen problemler 17

7. Asagida verilen ve Laplace denklemi i¢in Dirichlet probleminin ¢ozii-
miinii interaktif olarak girilen sinir sartlar: ile hesaplayarak grafigini ¢izdiren

Maxima kodunu yukarida verilen problemlerin ¢oziimlerini elde etmek icin
test yapimiz.
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Laplace ve Poisson Denklemi

/

laplacedr(sol,sag,alt,ust,a,b):=block([x,y],
disp("Uxx+Uyy=0,U(0,y)=sol(y),U(a,y)=sag(y),U(x,0)=alt(x),U(x,b)=ust
declare(n,integer),
npby:n-%pi/b-y, npba:n-%pi/b-a,
npab:n-%pi/a-b, npax:n-%pi/a-x,
npbx:n-%pi/b-X, jnpay:n-%pi/a-y,
integ1:integrate(sol(y)-sin(npby),y,0,b),
integ2:integrate(sag(y)-sin(npby),y,0,b),
integ3:integrate(alt(x)-sin(npax),x,0,a),
integ4:integrate(ust(x)-sin(npax),x,0,a),
cn:2/b-integ1,
dn:(2/b-integ2-cn-cosh(npba))/sinh(npba),
define(vic(x),cn-cosh(npbx)+dn-sinh(npbx)),
define(v(x,y),sum(vic(x)-sin(npby),n,1,N)),
en:2/a-integ3,
hn:(2/a-integd—en-cosh(npab))/sinh(npab),
define(wic(y),en-cosh(npay)+hn-sinh(npay)),
define(w(x,y),sum(wic(y)-sin(npax),n,1,N)),
define(u(x,y),v(x,y)+w(x,y)),
display(v(x,y)),display(w(x,y)),
M:read(" N="),
UU:subst(M,N,u(x,y)),
wxplot3d(UU,[x,0,a],[y,0,b],[legend,false],[zlabel,"u"],[elevation,45])

)%
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9.2 Dirichlet sinir sarth homojen olmayan problemler 19

9.2 Dirichlet sinir sarthhi homojen olmayan

problemler
Bu bolimde
Ugg + Uyy = f(xvy)v (‘T?y) S (07 (Z) X (07 b)
u(0,y) = sol(y),ula,y) = sag(y) (9.15)
u(z,0) = alt(zx),

u(z,b) = wust(x),

ile verilen Dirichlet siir sarthh homojen olmayan problemleri gézoniine aliy-
oruz.
Problemin ¢oziimiinii
uU=v+w

bigiminde ariyoruz, burada v

Uge + 0y = 0,(z,y) € (0,a) x (0,b)
v(0,y) = sol(y),v(a,y) = sag(y) (9.16)
v(z,0) = alt(z),
v(xz,b) = ust(z),

denkleminin ¢oziimii ve w ise

Weg + Wyy = f7 (l’,y) € (O,CL) X (07b)

v(0,y) = 0,v(a,y) =0 (9.17)
v(z,0) = 0,
v(z,b) = 0

denkleminin ¢oziimiidiir. (B) tiiriinde verilen problemlerin ¢oziimiinii 6nceki
boliimde detayl olarak inceledik. Bu boliimde (C) tiiriindeki problemlere
odaklanalim.

Upy + Uy = 2z, (x,y) € (0,1) x (0,1)
w(0,y) = 0,u(l,y)=0 (9.18)
uw(z,0) = 0,u(x,1)=0

probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.
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Homojen problemin 6zfonksiyonlar: yarimiyla ¢oziim arayalim. Bu baglamda
sinir sartlart homojen oldugu icin sadece x-in fonksiyonu olan 6zfonksiyonlar
veya sadece y-nin fonksiyonu olan 6zfonksiyonlar cinsinden ¢oziim arayabil-
iriz. Sadece x in fonksiyonu olan 6zfonksiyonlar

sin(nrzx),n=1,2,---

olup, bu 6zfonksiyonlar cinsinden

u= Z Yn(y) sin(nmx)

¢Oziimiinii arayabiliriz. Denklemde yerine yazarak y,(y) bilinmeyen fonksiy-
onlarini belirlemeliyiz.

Upy = —Znﬂyn ) sin(nmz),

Uyy = E Yo (y) sin(nmx)

formal ifadelerini denklemde yazarak,

o0

Z(yii(y) - n27r2yn(y)) Sin(mrx) =2z

n=1

elde ederiz. Buradan

1
Y (y) — n*mya(y) = 2/2$ sin(nmrz)dx

=]

elde ederiz. Aadigimiz ¢oziimiin y yoniindeki sinir sartlarini da saglamasi
gerektiginden

ya(y) — n’*mPyly) = _4(;;)71

Un(0) = 3,(1)=0,n=1,2,---
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sinir deger problemlerini elde ederiz. Her bir n icin sag yan sabit oldugundan,
ozel ¢oziimii

olarak elde ederiz. Homojen kismin genel ¢oziimiinii ise
Ynn(y) = ¢, cosh(nmy) + d, sinh(nmy)
olarak elde ederiz. O halde genel ¢oziimiimiizii

Yn = Ynh t+ Yns

. 4(=1)"
= ¢, cosh(nmy) + d,, sinh(nmry) + 53
olarak elde ederiz.
4(-1)" 4(=1)"

yn(O) :Cn+W:0:0n:—W7TL:172,”'

elde ederiz.
4(—1)" h —1
yn(l):0:>dn: ( ) (COS (nﬂ—) )7 :1727"'

n3m3 sinh(n)

elde ederiz. O halde aradimiz ¢oziimii

u = Zyn(y) sin(nmx)

_ f: {4(‘1)" (—cosh(mry) ;. leoshinm) — 1) sinh(mry)) + 4(‘1)”} sin(nz)

n3m3 sinh(nm) n3mw3

n=1

olarak ifade edebiliriz. Coziim grafigi Sekil 9.5 ile verilmektedir.

Upy + Uy = 2z, (x,y) € (0,1) x (0,1)

Yy
u(0,y) = 0,u(l,y) =y (9.19)
w(z,0) = 0,u(x,1)==x

probleminin ¢ozimiini belirleyiniz. Problemin ¢oziimii i¢in bir diger ifadenin
ise u = xy? oldugunu gdsteriniz.
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0.0

0.0
-0.02
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Sekil 9.5: Ornek 9.5%¢ ait ¢oziim grafigi

Verilen problemi ii¢ adet alt problemin toplami olarak ifade edebiliriz,
dolayisiyla ¢oziimiimiizii de soz konusu alt problemlerin ¢oziimlerinin toplami
olarak ifade edebiliriz.

1. Problem:
Usz +uyy = 0,(2,y) €(0,1) x (0,1)
u(0,y) = 0,u(l,y) =0 (9.20)
u(z,0) = 0,u(z,1)==x
2. Problem
Usy +uyy = 0,(2,y) €(0,1) x (0,1)
u(0,y) = 0,u(l,y) =y* (9.21)
u(z,0) = 0,u(x,1)=0
3. Problem

Ugy + Uy = 22, (x,y) € (0,1) x (0,1)
w(0,y) = 0,u(l,y) =
u(z,0)

(9.22)

|
=
£
—~
8
—
~—
I
o O
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Sekil 9.6: Ornek 9.6’ya ait 2. Problem ¢oziim grafigi

Her ti¢ problemi de degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢ozebiliriz.
1. Problem yukarida Ornek 9.1 ile inceledigimiz problemdir ve ¢oziimiinii

2 o= (—1)"sin(nmz) sinh(nr
o 232 U snfome) sy

— nsinh(n)

olarak elde etmis ve ¢oziim grafigini Sekil 9.1 ile vermigtik.
2. Problem’in ¢oziimiinii

. _2§: (=1)"(n?*n% —2) +2)

n37m3 sinh(n)

sinh(nmzx) sin(nry)

olarak elde ederiz.(Ahgtirma ..) Coziim grafigi Sekil 9.6 ile verilmektedir.
3. Problem ise Ornek 9.5 ile inceledigimiz problemdir. O halde ¢oziimiimiizii
bu ii¢ problemin c¢oziimlerinin toplami olarak

= 2 (=1)"sin(n7z) sinh(nmy)
= ; T n sinh(n)

(=1)"(n*r* —2)+2) .
-2 2 simb () sinh(nmx) sin(nmy)

+ [4<_1)n (— cosh(nmy) +

n3m3

(cosh(nm) — 1)
sinh(n)

sinh(mry)) + %} sin(nmz)
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Sekil 9.7: Ornek 9.6’ya ait ¢oziim grafigi

ifade edebiliriz. Coziim grafigi Sekil 9.7 ile verilmektedir.
Ote yandan

u=2xy
fonksiyonunun da verilen denklemi sinir sartlar: ile birlikte sagladig1 aciktir.

Ote yandan Dirichlet probleminin ¢oziimii tek oldugu icin, yuklarida elde
ettimiz toplam formiilii,

u =2y

¢ozlimiiniin seri agilim formatindaki ifadesi olmalidir. Nitekim Sekil 9.7 ile
verilen grafik, yaklagik olarak u = xy? fonksiyonunun grafigidir.

Abstirmalar 9.2, Asaqida verilen ilk ii¢ problemi ¢ozerek, dordinci prob-
lemin ¢oziimiing buldugunuz ¢oziimler yardimuyla belirleyiniz.

Upy + Uyy = 0

w®,y) = u(l,y) =0;
u(z,0) = 0,u(z,1)= 2>
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2.
Upg + Uyy = 0
u(©,y) = 0,u(ly) =y;
u(z,0) = 0,u(x,1)=0
3.
Upg + Uyy = 2y
u(©0,y) = u(l,y) =0;
uw(z,0) = 0,u(x,1)=0
4.

Upy + Uyy = 29
u(0,y) = 0,u(l,y)=y;
u(z,0) 0,u(z,1) = 2*

5. Soru 4 iin ¢oziimiiniin uygun m ve n pozitif tamsayilari igin
u=zx"y".n>1,m>1
bi¢iminde ifade edilebilecegini gosteriniz.

6. Asagidaki ¢oziimleri soru 1-4 ten uygun olani ile kargilagtiriniz

(a)

- 1
- _9 S — ) -1 n(,2._2 : :
U Z 53 sinh(mr)( +(=1)"(n*r*—2)) sin(nmrz) sinh(nmy)
(b)
B _g = "sinh(nrz) sin(nry)
B T~ nsinh(n)
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9.3 Neumann problemleri

Bu boliimde

Ups + Uy = [(2,9), (z,y) € (0,a) X (0,b)

ug(0,y) = sol(y), uz(a,y) = sag(y) (9.23)
uy(z,0) = alt(z),

uy(x,b) = ust(z),

bi¢iminde ifade edilebilen sinirlarda sadece bilinmeyen fonksiyonun tiirev-
lerini iceren ve Neumann problemi olarak adlandirilan problemleri inceliyo-
ruz.

Dirichlet problemlerinde oldugu iizere keyfi sinir fonksiyonlar: ile prob-
lemin ¢oziimiiniin var oldugunu styleyemeyiz. Bu noktay1 aciklamak igin
verilen denklemin [0, a|z[0, b] bolgesi iizerinden integralini alalim.

a b o
0/0/<um + uy,)dydr = O/O/f(a:’y)dydx

elde ederiz. Sol taraftaki integrali agalim:

a b

a b b a
/ / (U + Uyy)dydr = / / Ugzdxdy + / / Uy dydx
00 00
b

0 0

a

— [wnlay) w0y + [ (o) = w,0)) ds

olarak ifade edilebilir. O halde, Neuman probleminin ¢odziimiiniin mevcut
olabilmesi i¢in

b a

[ o) = wa.0)dy + [ (uy(o.8) =y (2,0)) o = / / £ (@, y)dydz

(9.24)
kriterinin saglanmasi gerekir, bu kriter uyumluluk(compatibility) kriteri ola-
rak adlandirilir. Gerekli regiilerite zelliklerini saglayan siir sartlar: ve sag
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9.3 Neumann problemleri 27

yan fonksiyonu ile verilen Neuman probleminin ¢oziimiin mevcut olmasi igin
gerekli ve yeterli bir gsarttir.
Bu kirtere gore

Uy + Uy =0, (z,y) € (0,1) x (0,1

Laplace denkleminin agagida verilen sartlarla ¢oziime sahip oldugunu kolayca
gorebiliriz(kontrol ediniz):

1.
u (0,y) = y—1/2,u,(1,y) =0 (9.25)
Uy(l’,O) = Oa
Uy<w>1) = Oa
2.
uz (0,y) = 0,uy(1,y) = cos(my) (9.26)
Uy(.CE,O) = 07
Uy(l',]_) = 07
3.
ur(0,y) = 1Lu,(l,y) =1 (9.27)
uy(, = 0,
uy(zr,1) = 0,
4.
uz(0,y) = 0,ux(l,y) =0 (9.28)
uy(, = 1,
uy(zr,1) = 1,

Benzer bicimde
U + Uy = 1, (x,y) € (0,1) x (0,1

Poisson denklemi agagida verilen gartlarla ¢oziime sahiptir:
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28 Laplace ve Poisson Denklemi
1.
u(0,y) = —1lu,(l,y) =0 (9.29)
uy(z,0) = 0,
uy(z,1) = 0,
2.
uy('r7 O = 07
Uy(l': 1 - 07
3.
uy(x,0) = 0,
uy(z,1) = 1,
4.
uz(0,y) = 0,uy(l,y) =0 (9.32)
Uy(l': 0 = _17
uy(z,1) = 0,
Ancak

Ugz + Uyy = 0, (z,y) € (0,1) x (0,1

Laplace denklemi asagida verilen sinir sartlari ile ¢oziime sahip degildir.

1.

= Liu.(l,y)=0 (9.33)

I
o

= 0,u,(l,y) =2z (9.34)
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29

Yine
U + Uy = 1, (x,y) € (0,1) x (0,1

Poisson denklemi asagidaki siir sartlar ile ¢oziime sahip degildir:

1.
u,(z,0) = 0,
uy(z,1) = 0,
2.
ur(0,y) = 0,u.(1,y) =1
uy(z, = 0,
uy (2,1 1,
Upy + Uyy = 0

u(0,y) = 0,u,(1,y) =0
Uy(ZIZ,O) = Z)’J—]_/2,Uy($,]_)20

Laplace probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.

(9.35)

(9.36)

Degiskenlerine ayirma yontemi ile x—yo6niinde sinir sartlart homoje oldugu

icin = e bagh 6zfonksiyonlar cinsinden
u(z,y) ——Yg —I—ZY cos(nmz)
bi¢iminde ¢6ziim arayalim.
Uz (T, y) = — f: n?m%Y, (y) cos(nrx)

Uyy(z,y) = Y" )+ ZY” cos(nmz)
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ifadelerini denklemde yazarak

1 o0
30 (v) + > (Y (y) — n’7Y,(y)) cos(nmz) = 0
n=1
veya
Yo'(y) = 0
Y'(y) —n*m?*Y,(y) = O,n=1,2--

denklemlerini elde ederiz. Problem ile verilen sinir gartlarini géz oniine
alalim:

uy(, ——Y’ —|—ZY’ cos(nmz) =z —1/2

bagintisindan

Yy(0) = 2[(x—1/2)dz =0

(x — 1/2) cos(nmzx)dx

=
—
=
I
\V)
b O\H D\»—A

- (=" —1),n=1,2, -

1
wy(x,1) = SY5(1) + > Y(1) cos(nrz) =0
sinir sartindan

elde ederiz.
O halde
Yi'(y) = 0,Y5(0) = 0,Y5(1) =0

sinir-deger problemini ¢ozerek,

Yo(y) = ¢, ¢ keyfi sabit
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ve

Y'(y) —n*7*Y,(y) = 0,n=12,---

n

ST S
—~
— o
~— ~—
I
]
\.: o
[\o}
>
—
=~ —
[\&) ~—r
~ 3
|
—_
~—

sinir-deger problemini ¢ozerek,
Y, (y) = ¢, cosh(nmy) + d,, sinh(nmy), c,,d, € R
genel ¢oziimiinii elde ederiz.
Y!(y) = nme, sinh(nwy) 4+ nrd, cosh(nmy)

ifadesinde sinir sartlarini yazarak

veya
d, =

n2773((_1)n - 1)7” =12,

elde ederiz. Benzer bicimde

Y!(1) = nmwe, sinh(nm) + nrd, cosh(nm) =0,n=1,2, -

n

sinir gart1 ile

2 n
Cp = n27r3<1 — (=1)") coth(nm),n =1,2,---
elde ederiz. O halde
u(z,y) = —YO )+ ZY cos(nmz)

= c+ Z n27r3 (1 — (=1)") [coth(nm) cosh(nmy) — sinh(n7y)| cos(nmx), c € R sabit

¢oziimiinii elde ederiz. Coziim grafigi ¢ = 0 degeri ile Sekil 9.8 ile verilmek-
tedir.
Coziim grafiginde problemin sinir sartlarinin saglandigi goriilmektedir.
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Sekil 9.8: Ornek 9.7’ye ait ¢oziim grafigi

Aligtirmalar 9.3.

Upg +Uyy = 0
ug(x,0) = z/2,u.(x,1) =x/2,
uy(,0) = 0,uy(z,1)=0

problemini ¢oziintiz. Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlar ile
uyumlu oldugunu goézlemleyiniz.

Ugg + Uyy = 0
Uz (2,0) = 0,u,(z,1) =0,
uy(z,0) = 0,uy(x,1)=1/2

problemini ¢oziiniiz. Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlar ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.
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Upy + Uyy = 1
uzr(,0) = 0,uz(x,1) =0,
uy(z,0) = 0,uy(z,1)=0

problemini ¢oziiniiz.Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlari ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.

4. Soru 1-3 igin elde ettiginiz ¢oziimler yardimiyla

Upg + Uyy = 1
uy(x,0) = x/2,u.(x,1) =2/2,
uy(z,0) = 0,uy(x,1)=1/2

problemini ¢oziiniiz. Coziim grafigini cizdirerek grafigin sinir sartlar ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.

1
u = 1(132 +9%)

fonksiyonunun Problem 4 {in analitik ¢oziimii oldugunu gozlemleyiniz.
Soru 4 te elde ettiginiz ¢oziimiin N = 10 i¢in elde edeceginiz grafigi ile
analitik ¢oziim grafiklerini kargilagtiriniz.

9.4 Karisik smir sarthh problemler

Verilen denklemin bazi sinirlari tizerinde Dirichlet, bazilar: iizerinde de Neu-
mann sinir sartlar1 verilmis olabilir. Bu durumda problem kargilikli kenarlar
iizerinde homojen sinir gartlarini igeren alt probleme ayrildiktan sonra ¢oziim
belirlenebilir. Bu amacla asagidaki 6rnegi inceleyiniz

Karisik sinwr sarth

Upg + Uyy = 2

u(0,y) = y,u(l,y)=y+1,
uy(r,0) = Luy(z,1)=1

Poisson probleminin ¢ézimiini belirleyiniz.u=x"2+y

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



34 Laplace ve Poisson Denklemi

Verilen problemi agagidaki alt problemlere bolelim:

1. Problem
Ugy + Uyy = 0
U(O,y) = O7U(1,y) = 07
uy(x,0) = 2z,uy(x,1) =2
2. Problem
Ugy + Uyy = 0
U(O,y) = yvu(17y> :y+17
uy(x,0) = 0,uy(z,1)=0
3. Problem

Upy + Uy = 2
u(0,y) = 0,u(l,y) =0,
uy(z,0) = 0,uy(x,1)=0

Verilen problemin ¢oziimiiniin s6z konusu ii¢ problemin ¢oziimlerinin toplami
olduguna dikkat edelim.
Simdi sirasiyla her bir alt problemin ¢oziimiinii belirleyelim:

1. Problemin Coziimii:x yoniindeki 6zfonksiyonlar cinsinden

u = Z Y, (y) sin(nmx)

bi¢iminde ¢6ziim arayalim. Denklemde yerine yazarak

o0

> (Y(y) = n’m*Y,(y)) sin(nmz) = 0

n=1

elde ederiz, buradan

Y'(y) —n*m*Y,(y) =0,n =1,2,---
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elde ederiz. Genel ¢oziimii
Y, (y) = ¢, cosh(nmy) + d,, sinh(nmy),n =1,2,---

olarak elde ederiz. Ote yandan

uy(x,0) = Z Y!(0) sin(nmz) =1

baglangi¢ sartindan

1

Y(0) = 2

/0 sin(nrz)da
/01 sin(nrz)dx
= -

elde ederiz. Ayrica

uy(z,1) = ZYé(l) sin(nmz) =1
n=1
baglangi¢ sartindan

1
V(1) = 2/0 sin(nmx)dz

2
= 2 (1-(-D)")n=12,--
— (1= (=1)")n=12

elde ederiz. Simdi elde ettigimiz sinir sartlarini genel ¢oziimde yerine

yazalim
2
Yé(o) = nﬂ-dn = _(1 - (_1)71),” = 1727 e
nm
bagintisindan
2 n
d, = n27r2(1 —(-D)"),n=1,2,---
ve

2
Y!(1) = nwc, sinh(nr) + nwd, cosh(nm) = —(1 — (=1)"),n=1,2,---
nw
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Sekil 9.9: Ornek 9.8 ait 1. problem c¢oziim grafigi

bagintisindan

2(1—(=1)")
= ——— 2 d,coth(nr),n=1,2,---
c 272 sinh () coth(nm),n

elde ederiz. O halde 1. problemin ¢oziimii igin

u= Z (¢ cosh(nmy) + d,, sinh(nmy)) sin(nrx)

n=1
¢oziimiinii elde ederiz.Coziim grafigi Sekil 9.9 ile verilmektedir.
. Simdi de

Upg + Uyy = 0
w©,9) = you(ly) =y+1,
uy(z,0) = 0,uy(x,1)=0
problemini gozoniine alalim. y- yoniinde homojen siir sartlar icerdigi
icin y—degiskenli 6zfonksiyonlar cinsinden

o0

u= %Xo(x) + Z X, (x) cos(nmy)

n=1
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formunda ¢oziim arayalim. Denklemde yerine yazarak,
—X" )+ Z X)(z) — n®m*X,(z)) cos(nmy) =0

elde ederiz. Ilgili terimleri sifira esitlemek suretiyle
Xo(z) = co+dox,
X,(z) = ¢,cosh(nmx) + d, sinh(nrx), ¢, d, € Ryn=1,2,---

elde ederiz.

u(0,y) = y siir gartin1 kullanmak suretiyle

u(0,y) = —XO )+ ZX cos(nmy) =y
ile
1
X,(0) = 2/ ycos(nmy)dy,n =0,1,---
0
veya

1
Xo(0) = 2/ ydy =1,
0

Xa(0) = n227r2((—1)”—1),n:1,27...

elde ederiz.

e Benzer bigimde u(1,y) = y + 1 sinir sartim1 kullanmak suretiyle
u(1,y) ——XO —|—ZX )cos(nmy) =y + 1
ile

Xo(l) = 2 / (v + 1)dy =

0

X,(1) = 2/(y+ 1) cos(nmy)dy
— 2 () —D=12

n2m2
elde ederiz. O halde
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[ ]
Xo(x) = co+dor,
Xo(O) = 17XU(1) = 3
ile
Xo(z) =1+ 2x

elde ederiz. Ayrica

Xn(x) = ¢,cosh(nmx) + d, sinh(nmx),

2 n
Xn(o) = XTL(l) = 7’L27T2<(_1) - 1)7” = 1727"'
ile
2 n
Cn = n2ﬂ'2((_1) - 1)7
i - cnl —.cosh(mr)’n 19
sinh(n)

elde ederiz. Boylece 2. problemin ¢oziimii olarak

1 oo
u=gtat Z (¢ cosh(nmz) + d,, sinh(nmx)) cos(nmy)
n=1

¢oziimiinii elde ederiz.Coziim grafigi Sekil 9.10
3. Simdi de

Upg + Uy = 2
u(©0,y) = 0,u(l,y) =0,
uy(z,0) = 0,uy(z,1) =0

alt problemini g6z 6niine alalim. x yoniindeki 6zfonksiyonlar cinsinden

u = Z Y, (y) sin(nmx)

formunda ¢oziim arayalim. Denklemde yerine yazarak,

o)

Z (Y (y) — n*m?Y,(y)) sin(nra) = 2

n=1

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



9.4 Karisik sinir sarth problemler 39

Sekil 9.10: Ornek 9.8’e ait 2. problem ¢oziim grafigi.

elde ederiz.Buradan

1
Y (y) — n?*m?*Y,(y) = 2/ 2sin(nmx)dx
0

AR I

nm
elde ederiz.

o u,(x,0) = 0 sinir sartim kullanmak suretiyle
ZY’ sin(nrz) =0=Y/(0)=0,n=1,2,---

ve

o u,(x,1) = 0 s sartim kullanmak suretiyle
ZY’ sin(nrz) =0=Y/(1)=0,n=1,2,---

elde ederiz. O halde
4

V) (y) — n*mY,(y) = — (1= (=1)"),
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Sekil 9.11: Ornek 9.8 e ait 3. problem c¢oziim grafigi

sinir deger problemini ¢ozerek,

: 4 n
Y.(y) = ¢,cosh(nmy)+ d,sinh(nmy) — W(l — (=1)"),
¢ = 0,

d, = O,n=12,

elde ederiz. Boylece 3. alt problemin ¢oziimii olarak

(e o]

u= Z Y, (y) sin(nmx)

n=1
elde ederiz.Coztim grafigi Sekil 9.11 ile sunulmaktadir.

Yukaridaki 1,2 ve 3. adimda elde ettigimiz ¢oziimlerin toplamini almak
suretiyle verilen problemin ¢oziimiinii elde ederiz. Coziim grafigi Sekil 9.12 ile
sunulmaktadir. Problemin analitik ¢oziimii u = 22 +y dir. N = 10 icin Sekil
9.12 ile elde ettigimiz ¢oziim grafigi, analitik ¢oziim ile siirlarda olusabilen
0.025 degerindeki maksimum hata ile uyumludur.
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Sekil 9.12: Ornek 9.8%¢ ait ¢oziim grafigi

Aligtirmalar 9.4.

1.
Upy + Uyy = 0
uz(,0) = 0,uz(x,1) =0,
u(z,0) = 0,u(z,1)=x+1
problemini ¢oziiniiz. Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlar
ile uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.
2.

Upy + Uyy = 0
u(,0) = 1 ug(x,1) =1,
u(z,0) = 0,u(z,1)=0

problemini ¢oziiniiz.Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlari ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.
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Uy + Uyy = 2
uz(,0) = 0,ux(x,1) =0,
u(z,0) = 0,u(z,1)=0

problemini ¢oziiniiz.Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlari ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.

. Soru 1-3 igin elde ettiginiz ¢oziimler yardimiyla

Upy + Uyy = 2
ug(x,0) = 1ug(x,1) =1,
u(z,0) = zu(z,l)=z+1

problemini ¢oziiniiz.Coziim grafigini ¢izdirerek grafigin sinir sartlar ile
uyumlu oldugunu gozlemleyiniz.

u:$+f
fonksiyonunun Problem 4 iin analitik ¢oziimii oldugunu gozlemleyiniz.
Elde ettiginiz ¢oziimiin N = 10 i¢in elde edeceginiz grafigi ile analitik
¢oziim grafiklerini karsilastiriniz.

. Asagidaki maxima komutlar1 Ornek 9.8’ ait 1. Problemin c¢oziim

grafigini vermektedir. Komutlar1 inceyerek, gerekli ¢oziim grafiklerini
benzer bicimde elde ediniz.
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(%i1)
(%i2)
(%i3)

E(%M)

(%i5)

dn:2/(n-%pi)*2-(1=(~=1)"n)$
cn:2-(1=(=1)™n)/((n-%pi)*2-sinh(n-%pi))~dn-coth(n-%pi)$
define(un(x,y),(cn-cosh(n-%pi-y)+dn-sinh(n-%pi-y))-sin(n-%pi-x))s
define(u(x,y),sum(un(x,y),n,1,10))$

wxplot3d(u(x,y),[x,0,1].[y,0,1],[zlabel,"u"],[legend,"false"]);
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