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Nonlineer cebirsel denklem sifir yerleri ve sabit nokta

iterasyonu

Bu béliimde

o tek degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin sifir yerlerini belirlemek
amaciyla kullanilan sabit nokta iterasyon yontemi,
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Nonlineer cebirsel denklem sifir yerleri ve sabit nokta

iterasyonu

Bu bolimde
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amaciyla kullanilan sabit nokta iterasyon yontemi,
@ Ozel bir sabit nokta iterasyon yontemi olan Newton yontemi ve

@ Newton yontemindeki tiireve sonlu fark yaklasimi ile elde edilen kiris
yontemini inceliyoruz. Ayrica

@ nonlineer cebirsel sistemler icin Newton yéntemi ve Newton benzeri
bir yontem,
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Nonlineer cebirsel denklem sifir yerleri ve sabit nokta

iterasyonu

Bu bolimde

o tek degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin sifir yerlerini belirlemek
amaciyla kullanilan sabit nokta iterasyon yontemi,

@ Ozel bir sabit nokta iterasyon yontemi olan Newton yontemi ve

@ Newton yontemindeki tiireve sonlu fark yaklasimi ile elde edilen kiris
yontemini inceliyoruz. Ayrica

@ nonlineer cebirsel sistemler icin Newton yéntemi ve Newton benzeri
bir yontem,

o aralik lizerindeki tiim sifiryerlerini belirlemek amaciyla ikiye bélme
yontemini inceliyoruz.
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Pratik sifir yeri problemleri

e Bir f fonksiyonunun grafiginin x eksenini kesim noktalari f nin sifir
yerlerdir.
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Pratik sifir yeri problemleri

e Bir f fonksiyonunun grafiginin x eksenini kesim noktalari f nin sifir
yerlerdir.

@ Ekonomide bir iiriiniin x adetinin iiretimi sonucunda olusan ve C(x)
ile gosterilen maliyet ile iiriiniin satisindan elde edilen R(x) gelir

fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan f(x) = R(x) — C(x)
fonksiyonunun sifir yeri gelirin gidere esit oldugu tiretim miktaridir.
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Pratik sifir yeri problemleri

e Bir f fonksiyonunun grafiginin x eksenini kesim noktalari f nin sifir
yerlerdir.

e Ekonomide bir iiriiniin x adetinin iiretimi sonucunda olusan ve C(x)
ile gosterilen maliyet ile iiriiniin satisindan elde edilen R(x) gelir
fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan f(x) = R(x) — C(x)
fonksiyonunun sifir yeri gelirin gidere esit oldugu tiretim miktaridir.

@ dx/dt = f(x) diferensiyel denkleminin denge noktalari(eger
mevcutsa) f fonksiyonunun reel sifir yerleridir.
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Pratik sifir yeri problemleri

e Bir f fonksiyonunun grafiginin x eksenini kesim noktalari f nin sifir
yerlerdir.

e Ekonomide bir iiriiniin x adetinin iiretimi sonucunda olusan ve C(x)
ile gosterilen maliyet ile iiriiniin satisindan elde edilen R(x) gelir
fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan f(x) = R(x) — C(x)
fonksiyonunun sifir yeri gelirin gidere esit oldugu tiretim miktaridir.

e dx/dt = f(x) diferensiyel denkleminin denge noktalari(eger
mevcutsa) f fonksiyonunun reel sifir yerleridir.

o Diferensiyel denklemler icin 6zdeger problemleri de sifir yeri belirleme
problemleri arasinda yer alirlar ve miihendislik hesaplamalarinda yer
alr.
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Fonksiyon sifir yeri ve sabit nokta

@ Verilen bir f fonksiyonunun sifir yerini bulmak igin sik¢a kullanilan
yontem, sifir yeri belirleme problemini sabit nokta belirleme
problemine déniistiirmektir. Boylece f nin sifir yerini belirleme

problemi uygun bir g fonksiyonu icin g nin sabit noktasini belirleme
problemine déniistiiriilmis olur, yani
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Fonksiyon sifir yeri ve sabit nokta

@ Verilen bir f fonksiyonunun sifir yerini bulmak i¢in sikg¢a kullanilan
yontem, sifir yeri belirleme problemini sabit nokta belirleme
problemine déniistiirmektir. Boylece f nin sifir yerini belirleme

problemi uygun bir g fonksiyonu icin g nin sabit noktasini belirleme
problemine dénistiiriilmis olur, yani

f(x) =0 <= x=g(x)

dir. Burada problem uygun g yi secebilmektir!
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Sabit nokta iterasyonu

Bir problemin ¢éziimiinde n+ 1-inci adimda elde edilen yaklasim, n
ve/veya daha énceki adimlarda elde edilen yaklasimlari kullaniyorsa, bu tiir
yéntemlere iterasyon ydntemleri veya iteratif yontemler adi verilir.
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Asagidaki teoremi inceleyelim:

g:[ab] —[a b]

siirekli bir fonksiyon olmak iizere g nin [a, b] araliginda en az bir sifir yeri
vardir(Ispat: alistirma).
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xo € |a, b] keyfi bir baslangic noktasi olsun.

Xnt1 =8 (xa) ,n=0,1,2,-- (1)

ile tanimlanan {xn}f,ozo dizisine g fonksiyonu ve xg baslangi¢c noktasi ile
uretilen iterasyon dizisi adi verilir.
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Sabit nokta iterasyonu

{x,,}c,’,o:0 dizisi g ile iiretilen bir iterasyon dizisi olmak tizere eger bu dizi bir
r noktasina yakinsiyor ve g fonksiyonu r noktasinda siirekli ise bu taktirde
r noktasi g nin sabit noktasidir.

ispat:
r=1lim x,41 = lim g(x,) = g(lim x,) = g(r)
n—odo

n—od n—od

dir.(Yukaridaki islemlerde g fonksiyonunun siirekliligini hangi adimda
kullandik?)
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Sabit nokta iterasyonu

o f fonksiyonunun sifir yerini sabit nokta kabul eden ¢cok sayida g
fonksiyonu bulunabilir.
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Sabit nokta iterasyonu

o f fonksiyonunun sifir yerini sabit nokta kabul eden ¢ok sayida g
fonksiyonu bulunabilir.

@ Ancak bu fonksiyonlardan bazilari f nin sifir yeri icin yakinsak
iterasyon iiretirken, diger bir kismi ise baslangic noktasi sifir yerine ne
kadar yakin secilirse secilsin iraksak bir iterasyon iiretebilir.
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Sabit nokta iterasyonu

f(x) = x® — x — 1 fonksiyonun sifiryerlerini belirleme probleminin asagida
verilen g fonksiyonlarinin sabit noktalarini belirleme problemine denk
oldugunu gézlemleyerek, xo = /2 ile olusturulan iterasyonlarin
yakinsakligini arastiriniz.
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0o g(x)=x>-1
0 g(x)=x+c(x>—x—1),cER ve

c=-2/v5,-3/4,—-1/5
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0o g(x)=x>-1
0 g(x)=x+c(x>-x—1),cER ve

c=—-2/v5-3/4,—-1//5
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukarida verilen g fonksiyonlarinin sabit noktalarinin f nin sifiryerleri
oldugu kolayca goriilebilir. Ornegin

gx)=x*—1l=xef(x)=x*-1-x=0

dir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukarida verilen g fonksiyonlarinin sabit noktalarinin f nin sifiryerleri
oldugu kolayca goriilebilir. Ornegin

gxX)=x"—1=x&f(x)=x>*-1-x=0

dir.

@ f nin sifiryerlerinden birisi altin oran olarak bilinen
n=(1+V5) /22 16180

ve digeri ise ,
P = (1 - \/5) /22 —0.6180
dir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ g(x) = x? — 1 fonksiyonunu goz oniine alahim. Hicbir xg ile (1)
yardimiyla olusturulan iterasyon rn = (1 + \@) /2 sabit noktasina
yakinsamaz:
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Sabit nokta iterasyonu

e g(x) = x? — 1 fonksiyonunu goz 6niine alahim. Hicbir xq ile (1)
yardimiyla olusturulan iterasyon rn = (1 + \/5) /2 sabit noktasina
yakinsamaz:

o Ornegin r, e yakin secilen xg = /2 icin

x = glx)=g(vV2)=1
x = g(x)=g(1)=0
x3 = glx)=g(»0)=-1
x = glxs)=g(-1)=

bicimde yakinsak olmayan salinimli bir dizi elde edilir.
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Sabit nokta iterasyonu

e g(x) = x? — 1 fonksiyonunu goz 6niine alahim. Hicbir xq ile (1)
yardimiyla olusturulan iterasyon rn = (1 + \/5) /2 sabit noktasina
yakinsamaz:

o Ornegin r, e yakin secilen xp = v/2 icin

x = glo)=g(vV2)=1
X2 = g(Xl):g(l):O
x3 = g(x)=g(»0)=-1
x = glxs)=g(-1)=

bicimde yakinsak olmayan saliniml bir dizi elde edilir.

@ Daha da yakin komsulukta secilen xp = 1.6 icin de ayni saliniml dizi
elde edilir.
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Sabit nokta iterasyonu

e g(x) = x? — 1 fonksiyonunu goz 6niine alahim. Hicbir xq ile (1)
yardimiyla olusturulan iterasyon rn = (1 + \/5) /2 sabit noktasina
yakinsamaz:

o Ornegin r, e yakin secilen xp = v/2 icin

xi = glxo) =gl

x = gx)=g(1)=0
x3 = gle)=2g(0)=-1
x = gls)=g(-1)=

bicimde yakinsak olmayan saliniml bir dizi elde edilir.

@ Daha da yakin komsulukta secilen xp = 1.6 icin de ayni saliniml dizi
elde edilir.

@ O halde g(x) = x?> — 1 iterasyon fonksiyonu f nin r; sabit noktasini
belirlemek icin uygun degildir.
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Sabit nokta iterasyonu

o g(x) = x+ c(x?> — x — 1) iterasyon fonksiyonu xyp = v/2 ve
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Sabit nokta iterasyonu

° g(x) =x+ C(X2 — x — 1) iterasyon fonksiyonu xo = V2 ve

e c= f% degeri icin belirli bir adimdan sonra 1.6880 ve 1.5437
degerlerini alternatif olarak almak suretiyle hi¢ bir noktaya yakinsamaz:
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Sabit nokta iterasyonu

° g(x) =x+ C(X2 — x — 1) iterasyon fonksiyonu xo = V2 ve

e c= —% degeri icin belirli bir adimdan sonra 1.6880 ve 1.5437
degerlerini alternatif olarak almak suretiyle hi¢ bir noktaya yakinsamaz:

X1
X2

X3

Xn+1
Xn+4-2

g(V/2) = 1.7847,

g(xn_1) = 1.6880,
g(xn) = 1.5437,
g(xpi1) = 1.6880, - - -
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Sabit nokta iterasyonu
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Sabit nokta iterasyonu

@ o c = —3/4degeriicin 57 adimda |x,+1 — xp| < € = 1E — 10 kriterini
saglayan 1.61803398878648 noktasina yakinsar.
c = —1/+/5 degeri icin 5 adimda 1.61803398874989 degerine yakinsar.
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Sabit nokta iterasyonu

° o ¢ = —3/4 degeri icin 57 adimda |x, 41 — x| < € = 1E — 10 kriterini
saglayan 1.61803398878648 noktasina yakinsar.
¢ = —1/+/5 degeri icin 5 adimda 1.61803398874989 degerine yakinsar.
@ O halde ¢ parametresinin degerine gore ayni baslangic degeriyle
olusturulan iterasyon bazen iraksak, bazen yavas yakinsak veya veya
bazen de hizli yakinsak bir dizi olusturabilmektedir.
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Sabit nokta iterasyonu

e Ote yandan
( )_x2+1
V= o1

iterasyon fonksiyonu da xo = v/2 icin 5 adimda 1.61803398874989
degerine yakinsar.
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Sabit nokta iterasyonu

e Ote yandan

(X)_X2—|—1
eV = o1

iterasyon fonksiyonu da xo = v/2 icin 5 adimda 1.61803398874989
degerine yakinsar.

@ Sekil 1(a) da bu g fonksiyonunu ve h(x) = x ile tanimlanan h
fonksiyonunun grafikleri sunulmaktadir.
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Sabit nokta iterasyonu

e Ote yandan
(x) = x?+1
SR

iterasyon fonksiyonu da xo = v/2 icin 5 adimda 1.61803398874989
degerine yakinsar.

@ Sekil 1(a) da bu g fonksiyonunu ve h(x) = x ile tanimlanan h
fonksiyonunun grafikleri sunulmaktadir.

e g fonksiyonunun biri pozitif ve digeri negatif olan iki sabit noktasi (g
ve h fonksiyonlarinin grafiklerinin kesim noktalarin apsisleri) oldugu
goriilmektedir. Sekil 1(b) de x,+1 = g(x,) iterasyonu ile elde edilen
xn noktalari icin (x,, g(xs)) ciftlerinin (r1, g(r1)) noktasina
yakinsadigi goriilmektedir.
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Sabit nokta iterasyonu

Figure: (a)g ve h fonksiyonlan, (b)(x;, g(x;)) nokta ciftleri
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Yukaridaki iterasyonlari asagida sundugumuz Program yardimiyla elde
ettik.
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)
° mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)
° mindeger = le — 10; maxdeger = 1eb; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1eb; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;
° while test
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1eb; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);
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Sabit nokta iterasyonu

function x1=sabiter(g,x0)
mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
test = 1; sayac = 0;
while test
x1 = g(x0);

°
°
°
°
°
° fark = abs(x1 — x0);
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1eb; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1eb; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);

°

x0 = x1; sayac = sayac + 1;
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);

° x0 = x1; sayac = sayac + 1;

° end
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Sabit nokta iterasyonu

function x1=sabiter(g,x0)
mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
test = 1; sayac = 0;
while test
x1 = g(x0);
fark = abs(x1 — x0);
test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
x0 = x1; sayac = sayac + 1;
end

°
°
°
°
°
°
°
°
°
° if abs(x1) > maxdeger
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
° x0 = x1; sayac = sayac + 1;

° end

° if abs(x1) > maxdeger

° disp(’iterasyoniraksaktir’); x1 = [J;
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Sabit nokta iterasyonu

function x1=sabiter(g,x0)

mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
test = 1; sayac = 0;
while test
x1 = g(x0);
fark = abs(x1 — x0);
test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
x0 = x1; sayac = sayac + 1;
end
if abs(x1) > maxdeger
disp(’iterasyoniraksaktir’); x1 = [];
elseif sayac == maxsayac
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Sabit nokta iterasyonu

function x1=sabiter(g,x0)

mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
test = 1; sayac = 0;
while test
x1 = g(x0);
fark = abs(x1 — x0);
test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
x0 = x1; sayac = sayac + 1;
end
if abs(x1) > maxdeger
disp(’iterasyoniraksaktir’); x1 = [];
elseif sayac == maxsayac

disp(['iterasyon’, num2str(sayac),’ adimdayakinsamamistir']);
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
° x0 = x1; sayac = sayac + 1;

° end

° if abs(x1) > maxdeger

° disp( iterasyoniraksaktir’); x1 = [|;

° elseif sayac == maxsayac

°

disp(['iterasyon’, num2str(sayac),” adimdayakinsamamistir']);
° x1 =1
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Sabit nokta iterasyonu

e function x1=sabiter(g,x0)

° mindeger = le — 10; maxdeger = 1e5; maxsayac = 100;
° test = 1; sayac = 0;

° while test

° x1 = g(x0);

° fark = abs(x1 — x0);

) test = (fark > mindeger)&(abs(x1) < maxdeger)&(sayac < maxsayac);
° x0 = x1; sayac = sayac + 1;

° end

° if abs(x1) > maxdeger

° disp( iterasyoniraksaktir’); x1 = [|;

° elseif sayac == maxsayac

°

disp(['iterasyon’, num2str(sayac),” adimdayakinsamamistir']);
x1=};

° end
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rnekten, bazi g fonksiyonlari ile olusturulan iterasyonlarin
iraksadiklari, digerlerinin ise farkli hizlarda yakinsadiklarini
gozlemledik.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rnekten, bazi g fonksiyonlari ile olusturulan iterasyonlarin
iraksadiklari, digerlerinin ise farkli hizlarda yakinsadiklarini
gozlemledik.

@ Acaba yakinsak iterasyon iireten iterasyon fonksiyonlari belirli kriterler
yardimiyla ayirt edebilir miyiz?
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rnekten, bazi g fonksiyonlari ile olusturulan iterasyonlarin
iraksadiklari, digerlerinin ise farkli hizlarda yakinsadiklarini
gozlemledik.

@ Acaba yakinsak iterasyon iireten iterasyon fonksiyonlari belirli kriterler
yardimiyla ayirt edebilir miyiz?

@ Hatta yakinsak olanlarin yakinsama hizlari icin ne soyleyebiliriz?
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rnekten, bazi g fonksiyonlari ile olusturulan iterasyonlarin
iraksadiklari, digerlerinin ise farkli hizlarda yakinsadiklarini
gozlemledik.

@ Acaba yakinsak iterasyon iireten iterasyon fonksiyonlari belirli kriterler
yardimiyla ayirt edebilir miyiz?

@ Hatta yakinsak olanlarin yakinsama hizlari icin ne soyleyebiliriz?

@ Bunun icin asagidaki Teoremi inceleyelim:
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Sabit nokta iterasyonu

Teorem

g : [a, b] — [a, b] siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
r € [a, b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktasi olsun. Ayrica ¥x € (a, b)
icin
lgr(x)| < K <1
ozelligini saglayan K sabitinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
xo € |a, b] olmak iizere
Xn+1 :g(xn)ynzov]-vzy"'

ile tanimlanan iterasyon her n > 0 icin
|xp —r| < K"| xo — r]

esitsizligini saglar ve sonug¢ olarak bu iterasyonla iiretilen {x,,}io:o dizisi r
sabit noktasina yakinsar.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Tirevler icin ortalama deger teoreminden

lg(x0) = rl = g(x0) — &(r)] = |&g’(co)|x0 — r]
Klxo —rl|, co € (a, b)

X1 — r|

IN

elde ederiz.
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Sabit nokta iterasyonu

o Tirevler icin ortalama deger teoreminden
ba—rl = lg(x) —rl=lg(x) —g(r)| = lg'(co)l[x0 — ]
< Klxo—rl|,c € (a,b)

elde ederiz.
@ Yani, x; noktasi r ye xg dan daha yakindir. Tiimevarim geregi

IXoo1 —r] < K" xo — 1|

oldugunu kabul edelim.
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Sabit nokta iterasyonu

o Tirevler icin ortalama deger teoreminden
a—rl = lglo) —rl=lglxo) —g(r)| = lg'(co)l|x0 — r|
< Klxo—rl|, c € (a, b)

elde ederiz.

@ Yani, x; noktasi r ye xg dan daha yakindir. Tiimevarim geregi
|Xn_1 — I” < anl‘XO — r\

oldugunu kabul edelim.

@ Tekrar ortalama deger teoremi ve tiimevarim hipotezi geregi

o —r| = lg(n-1) —r] = lgxa-1) —g(r)] = &' (co-1)[|X0-1—r
< K|Xn—1_r‘
< K"xo—r|,co-1 € (a,b)

elde ederiz.
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Sabit nokta iterasyonu

o Tirevler icin ortalama deger teoreminden
ba—rl = lg(x) —rl=lg(x) —g(r)| = lg'(co)l[x0 — ]
< Klxo—rl|,c € (a,b)

elde ederiz.
@ Yani, x; noktasi r ye xg dan daha yakindir. Tiimevarim geregi

|Xn_1 —I” < anl‘XO —r\

oldugunu kabul edelim.
@ Tekrar ortalama deger teoremi ve tiimevarim hipotezi geregi

a—rl = lgCins)— rl = g0 1)~ g()] = |8 (n-)llxas
< K’Xn—l - I"
< K"xo—r|, ch-1 € (a, b)

elde ederiz.
@ n— oo icin, 0 < K < 1 oldugundan lim,_.c [X, — r| =0 ve

sikistirma teoremi yardimiyla lim, .. x, = r oldugu goériilir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ iterasyonun yakinsamasi icin bir diger yeter sart asagidaki ifade

edilmektedir:
Sonug: g : [a, b] — [a, b] siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir ve

tiirevi siirekli bir fonksiyon ve r € (a, b), g nin bu arakliktaki bir sabit
noktasi ve ayrica |g/(r)| < 1 olsun. Bu durumda r ye yeterince yakin

xo € [a, b] icin
Xp41 =& (xp),n=0,1,2,---

ile uretilen {x,},_, dizisi r sabit noktasina yakinsar.
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Sabit nokta iterasyonu

ispat |g/(r)| < 1 ve g’ fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugundan

lg/(x)| < K <1,¥x € (r—20,r+9)

saglanacak bicimde § > 0 sabiti mevcuttur. xq € (r — 8, r +9) ile
Teorem 2 i uygulanarak sonug elde edilir.
Uyar:

|g’(r)| = 1 olmasi durumunda iiretilen iterasyon baslangic nokta secimine
gore yakinsak veya iraksak olabilir(Alistirma 7).
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Sabit nokta iterasyonu

Sonug:g : [a, b] — [a, b] siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir ve tiirevi
stirekli bir fonksiyon ve r € [a, b], g nin bu araklktaki bir sabit noktasi ve
lg7(r)| > 1 olsun. Bu durumda x € [a, b], xo # r i¢in

Xn+1:g(xn)1n:0|1v2y'.'

ile iiretilen {x,} -, dizisi r sabit noktasina yakinsamaz.
ispat: Alistirma 8.
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Teorem yardimiyla Ornek 1 e ait sonuglari analiz ediniz.

@ g(x) = x? —1 fonksiyonu ile iiretilen dizi iraksadi giinkii

g(1+V8)/2)=1+V5>1

dir ve yukaridaki sonuca gore hi¢ bir xp ile tretilen dizi yakinsamaz.
Ayni sonug diger sabit nokta icin de gecerlidir, ciinkii

g’ (1= V5)/2)| = [1 - V5] > 1
dir.
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Teorem yardimiyla Ornek 1 e ait sonuglari analiz ediniz.

e g(x) = x?> —1 fonksiyonu ile iiretilen dizi iraksadi ¢iinkii

g (1++5)/2) =145 >1

dir ve yukaridaki sonuca gore hi¢ bir xp ile retilen dizi yakinsamaz.
Ayni sonug diger sabit nokta icin de gecerlidir, ¢iinkii

g’ (1—V5)/2)| = [1-+5] > 1
dir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Ayni sonug diger sabit nokta icin de gecerlidir, clinki
g(1-v5)/2)=3>1
dir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Ayni sonug diger sabit nokta icin de gecerlidir, clinki

g((1—-v5)/2)=3>1

dir
e c= —f{ icin
3,0
g() =x— 3 (¢ —x-1)
olup,
3 7
/ [ —
g (x)=—ox+ g
ve

g’ (1+V5)/2)] = | - 0.677| < 1
elde edilir ve bu durumda iterasyonun pozitif sabit noktasi i¢in
yakinsamis olmasi beklenen bir sonuctur. Ancak

g (1—+/5)/2) =2677>1

dir ve iterasyon negatif sabit nokta icin yakinsamaz.
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Sabit nokta iterasyonu

1

oc:—ﬁic’:in .
2
X)=x——4—=(x"—x—-1
500 = x— 7=l )
olup,
—2 1
"(x) = —=x+ —=+1
§0=T5" %
ve

g'((1+v5)/2)=0
elde edilir ve bu durumda da iterasyonun yakinsamis olmasi siirpriz
degildir. Ancak —0.618 < xp < 3.8 icin iterasyon (1 + \/3)/2 ye
yakinsarken, xg < —0.619 ve xg > 3.9 icin iterasyon iraksamaktadir.
Ote yandan bu g fonksiyonu sadece pozitif sabit noktasini belirlemek
icin kullanilabilmektedir, ciinkii

g((1-v5)/2) =2>1
dir.
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Sabit nokta iterasyonu

° 2
x+1
icin,
, _(x—1)2+x2—1
olup,

g'((1+v5)/2)=0

dir. Ayrica (1, 00) araligindaki her x igcin 0 < g’(x) <1
dir.Dolayisiyla herhangi xo € (1,00) igin iterasyon yakinsaktir.

xo = 0.6 igin |g’(0.6)| = 12 > 1 olmasina ragmen iterasyon bu
baslangic noktasi ile de yakinsaktir. Ayrica ayni iterasyon fonksiyonu
negatif sabit nokta icin de yakinsak iterasyon iiretir, ciinkii

g((1-V5)/2)=0<1
dir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Sonuc olarak
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Sabit nokta iterasyonu

@ Sonug olarak

e iterasyon fonksiyonu ile iiretilen dizinin, fonksiyonun sahip oldugu her
bir sabit nokta icin yakinsak iterasyon tiretmesi beklenmemelidir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Sonug olarak

e iterasyon fonksiyonu ile iiretilen dizinin, fonksiyonun sahip oldugu her
bir sabit nokta icin yakinsak iterasyon tiretmesi beklenmemelidir.

@ Yakinsak iterasyon genelde sadece sabit noktanin yeterince yakin
komsulugunda secilen xp baslangic noktalari icin elde edilebilir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Sonug olarak

e iterasyon fonksiyonu ile iiretilen dizinin, fonksiyonun sahip oldugu her
bir sabit nokta icin yakinsak iterasyon tiretmesi beklenmemelidir.

@ Yakinsak iterasyon genelde sadece sabit noktanin yeterince yakin
komsulugunda secilen xp baslangi¢c noktalari icin elde edilebilir.

@ r noktasi g nin sabit noktasi olmak iizere |g’(r)| < 1 sartini saglayan
g iterasyon fonksiyonu ile yakinsak dizi tiretebilmek i¢in r nin
yeterince yakin komsulugunda secilen xg icin |g’(xp)| < 1 sarti,
genelde vyeterlidir ancak gerekli degildir.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarinin baslangic
noktasi sabit noktaya ¢ok yakin secilmesine ragmen,
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarinin baslangic
noktasi sabit noktaya ¢ok yakin secilmesine ragmen,

@ sabit noktaya yakinsayan iterasyon iiretmeyebilecegini gozlemledik.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarinin baslangic
noktasi sabit noktaya ¢ok yakin secilmesine ragmen,

@ sabit noktaya yakinsayan iterasyon iiretmeyebilecegini gozlemledik.

e Ote yandan, bir iterasyon fonksiyonunun bir sabit nokta icin yakinsak
iterasyon tretirken, bir diger sabit nokta icin iraksak bir iterasyon
olusturabilecegine dikkat ettik. Ayrica yakinsak iterasyon iiretmesine
ragmen, farkl iterasyon fonksiyonlarinin farkli hizlarda yakinsayan
diziler olusturdugunu da goézlemledik.
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Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarinin baslangic
noktasi sabit noktaya ¢ok yakin secilmesine ragmen,

@ sabit noktaya yakinsayan iterasyon iiretmeyebilecegini gozlemledik.

e Ote yandan, bir iterasyon fonksiyonunun bir sabit nokta icin yakinsak
iterasyon iiretirken, bir diger sabit nokta icin iraksak bir iterasyon
olusturabilecegine dikkat ettik. Ayrica yakinsak iterasyon liretmesine
ragmen, farkl iterasyon fonksiyonlarinin farkl hizlarda yakinsayan
diziler olusturdugunu da goézlemledik.

@ Ancak bunlari incelerken iterasyon fonksiyonlarinin nasil secildigi
tizerinde durmadik.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 31/



Sabit nokta iterasyonu

@ Yukaridaki 6rneklerden, bazi iterasyon fonksiyonlarinin baslangic
noktasi sabit noktaya ¢ok yakin secilmesine ragmen,

@ sabit noktaya yakinsayan iterasyon iiretmeyebilecegini gozlemledik.

e Ote yandan, bir iterasyon fonksiyonunun bir sabit nokta icin yakinsak
iterasyon iiretirken, bir diger sabit nokta icin iraksak bir iterasyon
olusturabilecegine dikkat ettik. Ayrica yakinsak iterasyon liretmesine
ragmen, farkl iterasyon fonksiyonlarinin farkl hizlarda yakinsayan
diziler olusturdugunu da gozlemledik.

@ Ancak bunlari incelerken iterasyon fonksiyonlarinin nasil secildigi
tizerinde durmadik.

Coziim—>Newton
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Alistirmalar

1 g:[a, b] — |a, b siirekli bir fonksiyon ise g nin [a, b] araliginda en az bir
sabit noktasi oldugunu gésteriniz.(Ipucu, g(a) = a veya g(b) = b ise bu
durumda en az bir sabit nokta zaten mevcuttur. g(a) > ave g(b) < b
oldugunu kabul ederek f(x) = x — g(x) fonksiyonunun [a, b] de en az
bir sifir yeri olmasi gerektigini aradeger teoremi yardimiyla gosteriniz.
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Alistirmalar

2 Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip
olduklarini gosteriniz.
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Alistirmalar

2 Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip
olduklarini gosteriniz.

o g(x) = —%X(X—3)(X+3)
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Alistirmalar

2 Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip
olduklarini gosteriniz.

o g(x) = —bx(x—H(x+3)
o g(x) = %X(XQ —12)
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Alistirmalar

2 Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip
olduklarini gosteriniz.

o g(x) = —bx(x—H(x+3)
o g(x) = %X(Xz —12)
o g(x) = %X(ZX2 —13)
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Alistirmalar

2 Asagida verilen g fonksiyonlarinin ayni sabit noktalara sahip
olduklarini gosteriniz.

o g(x) = —x(x—3)(x+3)

o g(x) = %X(Xz —12)
o g(x) = %X(32X2 —13)
o g(x) = 35
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Alistirmalar

3 Soru 2'de verilen g fonksiyonlarinin biitiin sabit noktalarini sifir yeri
kabul eden en diisiik dereceli bir f polinom fonksiyonunu belirleyiniz.
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Alistirmalar

3 Soru 2'de verilen g fonksiyonlarinin biitiin sabit noktalarini sifir yeri
kabul eden en diisiik dereceli bir f polinom fonksiyonunu belirleyiniz.

4 Soru 3'de belirlediginiz f fonksiyonunun hangi sifiryerlerini bulabilmek
icin hangi g leri kullanabilirsiniz? Hangisini kullanmayi tercih edersiniz?
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Alistirmalar

5 f(x) = x?> — 5 fonksiyonunun pozitif sifir yerini bulmak icin
g(x) = x + cf (x) iterasyon fonksiyonu ve secilen c icin |g/(xp)| < 1
sartini saglayan baslangi¢c noktasi ile olusturulan x,11 = g(x,)
iterasyonu g6z oniine alalim.
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Alistirmalar

5 f(x) = x?> — 5 fonksiyonunun pozitif sifir yerini bulmak icin
g(x) = x + cf (x) iterasyon fonksiyonu ve secilen ¢ icin |g/(xp)| < 1
sartini saglayan baslangi¢c noktasi ile olusturulan x,+1 = g(x,)
iterasyonu goz 6niine alalim.

e Iterasyonun yakinsamasi icin ¢ hangi aralikta degerler almalidir?
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Alistirmalar

5 f(x) = x?> — 5 fonksiyonunun pozitif sifir yerini bulmak icin
g(x) = x + cf (x) iterasyon fonksiyonu ve secilen ¢ icin |g/(xp)| < 1
sartini saglayan baslangi¢c noktasi ile olusturulan x,+1 = g(x,)
iterasyonu goz 6niine alalim.

o Iterasyonun yakinsamasi icin ¢ hangi aralikta degerler almalidir?
e Kuadratik olarak yakinsak olan iterasyon iiretebilmek icin ¢ ne

olmahdir?
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Alistirmalar

6 Soru 5'de verilen f fonksiyonunun sifiryerlerinin asagida verilen g
fonksiyonlarinin sabit noktalari oldugunu gosteriniz. Hangi g ler ile
olusturulan iterasyonlar yakinsar? Yakinsak iterasyonlar icin yakinsama
basamaklarini belirleyiniz.
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Alistirmalar

6 Soru 5'de verilen f fonksiyonunun sifiryerlerinin asagida verilen g
fonksiyonlarinin sabit noktalari oldugunu gosteriniz. Hangi g ler ile
olusturulan iterasyonlar yakinsar? Yakinsak iterasyonlar icin yakinsama
basamaklarini belirleyiniz.

o g(x) =x(6—x?)
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Alistirmalar

6 Soru 5'de verilen f fonksiyonunun sifiryerlerinin asagida verilen g
fonksiyonlarinin sabit noktalari oldugunu gosteriniz. Hangi g ler ile
olusturulan iterasyonlar yakinsar? Yakinsak iterasyonlar icin yakinsama
basamaklarini belirleyiniz.
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Alistirmalar

6 Soru 5'de verilen f fonksiyonunun sifiryerlerinin asagida verilen g
fonksiyonlarinin sabit noktalari oldugunu gosteriniz. Hangi g ler ile

olusturulan iterasyonlar yakinsar? Yakinsak iterasyonlar icin yakinsama
basamaklarini belirleyiniz.

o g(x) =x(6—x?)
o g(x) = §x(13—x?)
o g(x) = 5x(3—£x?)
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Alistirmalar

7 g(x) = x — (x — 1)? iterasyon fonksiyonu verilsin.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 37 / 40



Alistirmalar

7 g(x) = x — (x — 1)? iterasyon fonksiyonu verilsin.

e Verilen iterasyon fonksiyonunun r = 1 sabit noktasina sahip oldugunu ve
g'(r) = 1 oldugunu gozlemleyiniz.
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Alistirmalar

7 g(x) = x — (x — 1)? iterasyon fonksiyonu verilsin.

e Verilen iterasyon fonksiyonunun r = 1 sabit noktasina sahip oldugunu ve
g'(r) = 1 oldugunu gbzlemleyiniz.

e r = 1 noktasina yeterince yakin ve xg > 1 baslangi¢ noktasi icin
olusturulan iterasyonun r = 1 sabit noktasina yakinsadigini uygun bir
xp > lile x1,xp,x3 degerlerini hesaplayarak goézlemleyiniz.
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Alistirmalar

7 g(x) = x — (x — 1)? iterasyon fonksiyonu verilsin.

e Verilen iterasyon fonksiyonunun r = 1 sabit noktasina sahip oldugunu ve
g'(r) = 1 oldugunu gbzlemleyiniz.

e r =1 noktasina yeterince yakin ve xg > 1 baslangi¢c noktasi i¢in
olusturulan iterasyonun r = 1 sabit noktasina yakinsadigini uygun bir
xp > lile x1,xp,x3 degerlerini hesaplayarak gézlemleyiniz.

e xg < 1 sartini saglayan higbir baslangic noktasi icin g ile olusturulan
iterasyonun r = 1sabit noktasina yakinsamadigini uygun bir xp > 1 ile
X1, X2, x3 degerlerini hesaplayarak gozlemleyiniz.
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Alistirmalar

8 g :[a, b] — [a, b] siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir ve tiirevi
siirekli bir fonksiyon ve r € [a, b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktasi
olsun. Ayrica |g/(r)| > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
xo € [a,b], xo # rigin xp41 =g (xn) ,n=0,1,2,--- ile iiretilen {x,}
dizisi r sabit noktasina yakinsamayacagini gosteriniz.
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Alistirmalar

8 g :[a, b] — [a, b] siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir ve tiirevi
siirekli bir fonksiyon ve r € [a, b], g nin bu arakliktaki bir sabit noktas
olsun. Ayrica |g/(r)| > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
xo € [a,b], xo # rigin xp41 =g (%), n=0,1,2,--- ile iiretilen {x,}
dizisi r sabit noktasina yakinsamayacagini gosteriniz.

9 Eger bir g iterasyon fonksiyonu r sabit noktasinin komsulugunda
n — inci mertebeden tiireve sahip ve

g(N=g"(n=-=g"V(r)=0g"(r)£0

ise g ile elde edilen iterasyon n — inci basamaktan yakinsak oldugunu
gosteriniz.
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Alistirmalar

10 g(x) = x — 1/2sin(2x) iterasyon fonksiyonu ile olusturulan
iterasyonlarin r = 0 ve r = 7t sabit noktalarina yakinsak, ancak

r = 71/2 sabit noktasina yakinsak olmadigini ilgili teori yardimiyla
gosteriniz.
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r = 71/2 sabit noktasina yakinsak olmadigini ilgili teori yardimiyla
gosteriniz.

11 g(x) = x — tan(2x) iterasyon fonksiyonu verilsin.
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iterasyonlarin r = 0 ve r = 7T sabit noktalarina yakinsak, ancak
r = 71/2 sabit noktasina yakinsak olmadigini ilgili teori yardimiyla
gosteriniz.

11 g(x) = x — tan(2x) iterasyon fonksiyonu verilsin.

e r =0 1n g nin bir sabit noktasi oldugunu ve g’(0) = —1 oldugunu
gozlemleyiniz.
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Alistirmalar

10 g(x) = x — 1/2sin(2x) iterasyon fonksiyonu ile olusturulan
iterasyonlarin r = 0 ve r = 7T sabit noktalarina yakinsak, ancak
r = 71/2 sabit noktasina yakinsak olmadigini ilgili teori yardimiyla
gosteriniz.
11 g(x) = x — tan(2x) iterasyon fonksiyonu verilsin.
o r =0 1n g nin bir sabit noktasi oldugunu ve g’(0) = —1 oldugunu
gozlemleyiniz.
o g ile olusturulan iterasyonlarin hicbir xg # 0 icin r = 0 sabit noktasina
yakinsamayacagini uygun xg baslangic degerleri secerek gozlemleyiniz.
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