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Lineer cebirsel sistemler

Bu béliimde

@ Ax = b denklem sistemini lineer cebirsel ve geometrik olarak
inceliyoruz,
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Lineer cebirsel sistemler

Bu béliimde
@ Ax = b denklem sistemini lineer cebirsel ve geometrik olarak
inceliyoruz,

@ coziimiiniin varlik ve tekligi ile birden fazla ¢6ziimiin mevcut olmasi
durumunda genel ¢oziimiin nasil ifade edilebilecegini inceliyoruz,
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Lineer cebirsel sistemler

Bu béliimde
@ Ax = b denklem sistemini lineer cebirsel ve geometrik olarak
inceliyoruz,
@ coziimiiniin varlik ve tekligi ile birden fazla ¢6ziimiin mevcut olmasi
durumunda genel ¢oziimiin nasil ifade edilebilecegini inceliyoruz,
@ ¢oziimii sonlu sayida aritmetik islem ile elde eden ve
dogrudan(direkt) ydntemler olarak bilinen yontemleri 6zetliyoruz.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o A matrisi ile x vektdriiniin ¢carpimi, A matrisinin siitunlarinin x
vektoriiniin bilesenleri ile olusturulan lineer bilesimi(kombinasyonu)
dir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o A matrisi ile x vektdriiniin ¢carpimi, A matrisinin siitunlarinin x
vektoriiniin bilesenleri ile olusturulan lineer bilesimi(kombinasyonu)
dir.

e Ornegin

- [32]

matrisi ve x = { y } vektori icin

w330 =] i

olarak ifade edilebilir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Hatirlatma A, x, matrisinin stitun uzayi, A nin siitunlarinin lineer
bilesimi ile olusturulan vektor uzayidir ve bu uzay R™ in bir alt
uzayidir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e Hatirlatma A, x, matrisinin siitun uzayi, A nin siitunlarinin lineer
bilesimi ile olusturulan vektor uzayidir ve bu uzay R™ in bir alt
uzayidir.

@ O halde Ax vektérii A matrisinin siitun uzayinin bir elemanidir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e Hatirlatma A, x, matrisinin siitun uzayi, A nin siitunlarinin lineer
bilesimi ile olusturulan vektor uzayidir ve bu uzay R™ in bir alt
uzayidir.

@ O halde Ax vektérii A matrisinin siitun uzayinin bir elemanidir.

@ Ayrica, A matrisi ve x siitun vektoriiniin carpimi sonucunda olusan
y = Ax vektoriniin her bir bileseni, A nin her bir satir vektérii ile
X = [X;, %0, - ,xn] T siitun vektoriiniin skaler capimi olduguna dikkat
edelim. y =Ax vektoriiniin / — inci bileseni

)’(i) = aj1xy +apXxe + -+ ainxy

n
= Y A(ij)*x(j),i=12..,m
j=1

olarak ifade edilir ve asagidaki yigmali toplam ile hesaplanabilir:
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m

° top = 0;
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m
° top = 0;
° forj=1:n

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 5/ 36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m
° top = 0;

° forj=1:n
°

top = top+ A(i, j) * X(j);

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 6

Eyliil 2020

5/

36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m

° top = 0;

° forj=1:n

° top = top + A(i,j) * X(j);
° end
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m

° top = 0;

° forj=1:n

° top = top + A(i,j) * X(j);
° end

° Y (i) = top;
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m

° top = 0;

° forj=1:n

° top = top + A(i,j) * X(j);
° end

° Y (i) = top;

° end

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 6

Eyliil 2020

5/

36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Yukarida tanimlanan skaler cebirsel yigmali toplam,
MATLAB/Octave ortaminda vektor cebiri yardimiyla daha pratik bir
bicimde hesaplanabilir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Yukarida tanimlanan skaler cebirsel yigmali toplam,
MATLAB/Octave ortaminda vektér cebiri yardimiyla daha pratik bir
bicimde hesaplanabilir.

o Burada skaler cebirsel islem ile skalerler iizerindeki aritmetik islemleri,
vektor cebirsel islem ile de vektorler tizerindeki cebirsel islemleri
kastediyoruz.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Yukarida tanimlanan skaler cebirsel yigmali toplam,
MATLAB/Octave ortaminda vektér cebiri yardimiyla daha pratik bir
bicimde hesaplanabilir.

o Burada skaler cebirsel islem ile skalerler iizerindeki aritmetik islemleri,
vektor cebirsel islem ile de vektorler tizerindeki cebirsel islemleri
kastediyoruz.

@ A(/,:) ile A matrisinin i — inci satir vektériinii gosterelim. x bir siitun
vektorii olmak iizere, y = Ax carpim vektoriiniin her bir bileseni
vektorel ic carpim ile
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Yukarida tanimlanan skaler cebirsel yigmali toplam,
MATLAB/Octave ortaminda vektér cebiri yardimiyla daha pratik bir
bicimde hesaplanabilir.

o Burada skaler cebirsel islem ile skalerler iizerindeki aritmetik islemleri,
vektor cebirsel islem ile de vektorler tizerindeki cebirsel islemleri
kastediyoruz.

e A(/,:) ile A matrisinin i — inci satir vektériinii gésterelim. x bir siitun
vektori olmak iizere, y = Ax carpim vektoriiniin her bir bileseni
vektorel ic carpim ile

y(i)=A(i,:)*x, i=1,2,...,m

olarak elde edilir ve bu islem MATLAB/Octave ortaminda vektér
cebirsel islemler yardimiyla asagidaki gibi gerceklestirilebilir:
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 7 /36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

° fori=1:m
° Y(i) = A(i,:) * x;
° end

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 7 /36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Y(i) :A(I, )*X|

fori=1:m

end

o Gozlem:
Vektor cebiri yardimiyla, skaler cebirsel islemde gerekli olan ic¢ ice for
dongiisii yerine, ayni islemin tek bir dongii ile gerceklestirilebildigine
dikkat edelim.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Alternatif olarak, matris-vektor carpimi MATLAB /Octave ortaminda
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e Alternatif olarak, matris-vektér carpimi MATLAB/Octave ortaminda

°
y=Ax*xx

olarak tanimlanir ve capim vektériiniin i—inci eleman ise y(/) dir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin stitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.

@ Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel agidan inceleyelim:
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.

o Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel acidan inceleyelim:

@ Eger bir b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ise, bu taktirde b
vektort, A matrisinin siitunlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir, yani
Ax = b esitligi saglanacak bicimde x vektérii mevcuttur,
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.

o Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel acidan inceleyelim:

@ Eger bir b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ise, bu taktirde b
vektori, A matrisinin siitunlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir, yani
Ax = b esitligi saglanacak bicimde x vektérii mevcuttur,

o diger bir degimle, Ax = b denklem sistemi ¢6ziime sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.

o Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel acidan inceleyelim:

@ Eger bir b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ise, bu taktirde b
vektori, A matrisinin siitunlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir, yani
Ax = b esitligi saglanacak bicimde x vektérii mevcuttur,

o diger bir degimle, Ax = b denklem sistemi ¢6ziime sahiptir.

o Ote yandan, eger Ax = b denklem sistemi bir ¢6ziime sahipse, b
vektorii A matrisinin stitun uzayindadir: O halde
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Ax = b denklem sisteminin siitunlarina bakildiginda lineer cebiri,
satirlarina bakildiginda ise geometriyi goriiriiz. Bu tesbit Gilber
Strang'a[8] aittir.

o Oncelikle denklem sistemini lineer cebirsel acidan inceleyelim:

@ Eger bir b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ise, bu taktirde b
vektori, A matrisinin siitunlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir, yani
Ax = b esitligi saglanacak bicimde x vektérii mevcuttur,

o diger bir degimle, Ax = b denklem sistemi ¢6ziime sahiptir.

e Ote yandan, eger Ax = b denklem sistemi bir céziime sahipse, b
vektorii A matrisinin siitun uzayindadir: O halde

o Ax = b denklem sisteminin ¢éziimiiniin var olmasi icin gerek ve yeter
sart b vektdriiniin A matrisinin siitun uzayinda yer almasidir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

=15 4]

matrisinin siitunlari lineer bagimsizdir(Vektérlerden birisi digerinin sifirdan
farkl bir sabit kati degildir).

O halde A nin siitun vektérleri R? nin bir tabanini olusturur. Dolayisiyla
herhangi b €R?, A nin siitunlarinin lineer bilesimi, yani Ax bicimde ifade
edilebilir:

Sonug olarak herhangi b €R? icin Ax = b denklem sistemi ¢éziime
sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

Eger b vektorii A matrisinin siitun uzayinda yer almakta ve A nin siitunlan
lineer bagimsiz ise bu taktirde Ax = b denklem sistemi tek bir ¢c6ziime
sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

ispat y # x olmak iizere Ay = b oldugunu kabul edelim, diger bir deyimle
y de bir diger ¢6ziim olsun. Bu taktirde

Ax = b
Ay = b

denklem sistemlerinin taraf tarafa farkini alarak

z=x—y#0

olmak tiizere
Az=0

elde ederiz ki bu sonu¢ A matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz olmasiyla
celisir. O halde birden fazla ¢éziim kabuliimiiz yanhstir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

Sonug:
Eger b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ve A nin siitunlar lineer
bagimli ise Ax = b denklem sistemi sonsuz sayida ¢6ziime sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e ispat b vektorii A nin siitun uzayinda oldugundan Ax = b denklemini
saglayan en az bir x = x; 6zel ¢oziimii mevcuttur. Ote yandan A nin
sttunlar lineer bagimli oldugundan, A matrisinin sifir uzayi bostan
farkhdir. {x1,x2, ..., xx },(k > 1) kiimesi A matrisinin sifir uzayinin bir
tabani olsun. Bu taktirde
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ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 6



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ispat b vektdrii A nin siitun uzayinda oldugundan Ax = b denklemini
saglayan en az bir x = xz 6zel ¢oziimii mevcuttur. Ote yandan A nin
siitunlari lineer bagimli oldugundan, A matrisinin sifir uzayi bostan
farkhdir. {x1,x, ..., xk },(k > 1) kiimesi A matrisinin sifir uzayinin bir
tabani olsun. Bu taktirde

Xp = X1 + X2+ ...+ Xk, G € R

Ax = 0 homojen sisteminin genel ¢éziimiidiir ve homojen olmayan
sistemin ¢6ziimii x = x;, + X5 bicimindedir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ispat b vektdrii A nin siitun uzayinda oldugundan Ax = b denklemini
saglayan en az bir x = xz 6zel ¢oziimii mevcuttur. Ote yandan A nin
siitunlari lineer bagimli oldugundan, A matrisinin sifir uzayi bostan
farkhdir. {x1,x, ..., xk },(k > 1) kiimesi A matrisinin sifir uzayinin bir
tabani olsun. Bu taktirde

Xp = C1X1 + OXo + ... + Xk, 6 € R
Ax = 0 homojen sisteminin genel ¢6ziimiidiir ve homojen olmayan
sistemin ¢coziimii x = Xj + Xz bicimindedir.

@ Buradan sonsuz sayida ¢dziim oldugu aciktir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

[ 3]-[

icin Ax = b denklem sisteminin ¢éziimiinii irdeleyiniz.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Acikca A matrisinin siitunlari lineer bagimlidir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Acikca A matrisinin siitunlari lineer bagimlidir.

@ A nin siitun uzayi ikinci bileseni birincisinin 2 kati olan noktalar
kiimesidir: Yani diizlemde y = 2x bagintisi ile tanimlanan dogru
tizerindeki noktalardan olusur.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Acikca A matrisinin siitunlari lineer bagimlidir.

@ A nin siitun uzayi ikinci bileseni birincisinin 2 kati olan noktalar
kiimesidir: Yani diizlemde y = 2x bagintisi ile tanimlanan dogru
tizerindeki noktalardan olusur.

@ b de A nin siitun uzayinda yani y = 2x dogrusu lizerinde yer alir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Acikca A matrisinin siitunlari lineer bagimlidir.

@ A nin siitun uzayi ikinci bileseni birincisinin 2 kati olan noktalar
kiimesidir: Yani diizlemde y = 2x bagintisi ile tanimlanan dogru
tizerindeki noktalardan olusur.

@ b de A nin siitun uzayinda yani y = 2x dogrusu tizerinde yer alir.

@ O halde x = [x, y]Ticin Ax = b denklem sistemi coziime sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

Acikca A matrisinin stitunlari lineer bagimlidir.

A nin siitun uzayi ikinci bileseni birincisinin 2 kati olan noktalar
kiimesidir: Yani diizlemde y = 2x bagintisi ile tanimlanan dogru
tizerindeki noktalardan olusur.

b de A nin siitun uzayinda yani y = 2x dogrusu {izerinde yer alir.
O halde x = [x, y]Ticin Ax = b denklem sistemi ¢6ziime sahiptir.
Standart yok etme islemi ile

x+2y = 3
2x+4y = 6

dan x +2y =3 veya y = (x — 3)/2 elde ederiz
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Bu durumda sonsuz sayida noktadan olusan ¢6ziim kiimesi
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Bu durumda sonsuz sayida noktadan olusan ¢éziim kiimesi

t [;]:[<x—x3>/2]

1 0
R IR A R

= XptXp

biciminde iki bilesenden olusmaktadir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Burada
1
xh—c[l/2},c€R

Ax = 0 homojen sisteminin genel ¢éziimi, yani A nin sifir uzayindaki

noktalar kiimesi ve
0
o [ —3/2 }

ise Ax = b nin ¢ = 0 skalerine karsilik gelen bir ézel ¢6ziimiidiir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 18 / 36



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

3 2 1
A=|1 -1 2
2 1 4

ile verilen A matrisi ve herhangi b € R® icin Ax = b denklem sisteminin
¢oziimiinii irdeleyiniz.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e A matrisinin siitunlan lineer bagimsizdir (Ax = 0 = x = 0 dur).
Dolayisiyla A nin siitunlart R? icin bir tabandir. R® de alinan herhangi
bir b vektorii, bu taban elemanlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

e A matrisinin siitunlar lineer bagimsizdir (Ax =0 = x = 0 dir).
Dolayisiyla A nin siitunlari R icin bir tabandir. R® de alinan herhangi
bir b vektorii, bu taban elemanlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir.

@ O halde her b € R? icin

3x+2y+z 3 2 1 by
X—y—+2z =x|1|4+y| -1 |+z|2|=| b
2x+y+4z 2 1 4 b3

sistemi ¢oziime sahiptir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

Siitunlari lineer bagimli olan

R
A=|3 2 7 (2)
2 1 4

matrisi ve herhangib = [111]" veb=[211]7 icin Ax = b denklem
sisteminin ¢oziimiinii irdeleyiniz.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ b=[111]7 icin Ax = b denklem sisteminin ¢c6ziimii yoktur.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o b=[111]7 icin Ax = b denklem sisteminin ¢c6ziimii yoktur.

@ Ciinki bu b vektorii A matrisinin siitun uzayinda yer almamaktadir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o b=[111]7 icin Ax = b denklem sisteminin ¢c6ziimii yoktur.
o Ciinki bu b vektorii A matrisinin siitun uzayinda yer almamaktadir.

@ A matrisinin satirlari arasinda
satir 1+ 3 X satir 2 =5 X satir 3 (3)

bagintisinin olduguna dikkat edelim.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

b=[111]" icin Ax = b denklem sisteminin ¢éziimii yoktur.

Cunkii bu b vektorii A matrisinin siitun uzayinda yer almamaktadir.

A matrisinin satirlari arasinda

satir 1+ 3 x satir_2 =5 x satir_3 (3)

bagintisinin olduguna dikkat edelim.

O halde herhangi b = [by, by, b3] " vektorii icin Ax = b denklem
sisteminin ¢éziimiin var olmasi ancak ve ancak

bi+3 X b =5 X bs (4)

bagintisinin saglamasiyla miimkiindiir. Oysa b = [1 1 1]7 vektérii bu
ozelligi saglamamaktadir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
b vektori icin ¢c6ziim mevcuttur.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
b vektorii icin ¢dziim mevcuttur.

@ Ancak (2) ile tanimlanan A matrisinin siitunlari lineer bagimh oldugu
icin sonsuz sayida ¢6ziim vardir. Bu durumda sistemin ¢éziimii
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
b vektorii icin ¢dziim mevcuttur.

@ Ancak (2) ile tanimlanan A matrisinin siitunlari lineer bagimh oldugu
icin sonsuz sayida ¢6ziim vardir. Bu durumda sistemin ¢6ziimii

X = Xp + X

olacak bicimde iki bilesenden olusur.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
b vektorii icin ¢dziim mevcuttur.

@ Ancak (2) ile tanimlanan A matrisinin siitunlari lineer bagimh oldugu
icin sonsuz sayida ¢6ziim vardir. Bu durumda sistemin ¢6ziimii

X = Xp+ Xp
olacak bicimde iki bilesenden olusur.

@ Burada xj;, Ax = 0 homojen sistemin keyfi parametre veya
parametreler iceren genel ¢oziimii ve x; ise homojen olmayan Ax = b
sistemin bir 6zel ¢oziimidir. Ornegimiz igin
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ote yandan b = [2 1 1]7 vektorii (4) 6zelligini saglar. Dolayisiyla bu
b vektorii icin ¢dziim mevcuttur.

@ Ancak (2) ile tanimlanan A matrisinin siitunlari lineer bagimh oldugu
icin sonsuz sayida ¢6ziim vardir. Bu durumda sistemin ¢6ziimii

X = Xp+ Xp
olacak bicimde iki bilesenden olusur.

@ Burada x;, Ax = 0 homojen sistemin keyfi parametre veya
parametreler iceren genel ¢oziimii ve x5 ise homojen olmayan Ax = b
sistemin bir 6zel ¢6ziimiidiir. Ornegimiz igin

-1 1
X=X,+xs=c| 2 |+| —-1],ceR
1 0

dir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ozetle,
Ax = b denklem sistemi verilmis olsun.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ozetle,
Ax = b denklem sistemi verilmis olsun.

o Eger b vektérii, A matrisinin siitun uzayinda ise ¢6ziim mevcuttur,
aksi halde ¢6ziim mevcut degildir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ozetle,
Ax = b denklem sistemi verilmis olsun.

o Eger b vektérii, A matrisinin siitun uzayinda ise ¢bziim mevcuttur,
aksi halde ¢éziim mevcut degildir.

o Eger b vektorii A matrisinin siitun uzayinda ve A nin siitunlari lineer

bagimsiz ise bir tek ¢6ziim, lineer bagimli ise sonsuz sayida ¢6ziim
mevcuttur.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

o Ozetle,
Ax = b denklem sistemi verilmis olsun.

o Eger b vektérii, A matrisinin siitun uzayinda ise ¢bziim mevcuttur,
aksi halde ¢éziim mevcut degildir.

o Eger b vektérii A matrisinin siitun uzayinda ve A nin situnlari lineer
bagimsiz ise bir tek ¢6ziim, lineer bagimli ise sonsuz sayida ¢6ziim
mevcuttur.

@ Sonsuz sayidaki ¢céziimler ise
X = Xp + X3

biciminde xy, ile gbsterilen homojen kismin genel cbziimii ve Xz ile
¢ h ¢ o
gosterilen homojen olmayan sitemin 6zel ¢6ziimiiniin toplami olarak

ifade edilir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Simdi de denklem sistemini geometrik acidan inceleyelim:
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Simdi de denklem sistemini geometrik acidan inceleyelim:

@ Ax = b denklem sisteminin her bir denklemine(satirina) bakildiginda
ne gozlemleriz?
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Simdi de denklem sistemini geometrik acidan inceleyelim:

@ Ax = b denklem sisteminin her bir denklemine(satirina) bakildiginda
ne gozlemleriz?

@ n=1,m=1 icin sistem ax = b denklemine indirgenir. Bu durumda
a # 0 igin tek bir ¢6ziim(x = b/ a) elde edilir.a = 0 olmasi durumda
ise c6ziim yalniz ve yalniz b = 0 olmasi durumunda miimkiindiir ve bu
durumda sonsuz sayida ¢oziim mevcuttur(her reel say bir ¢éziimdiir).
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ Simdi de denklem sistemini geometrik acidan inceleyelim:

@ Ax = b denklem sisteminin her bir denklemine(satirina) bakildiginda
ne gozlemleriz?

@ n=1,m=1 i¢in sistem ax = b denklemine indirgenir. Bu durumda
a # 0 igin tek bir ¢6ziim(x = b/ a) elde edilir.a = 0 olmasi durumda
ise c6ziim yalniz ve yalniz b = 0 olmasi durumunda miimkiindiir ve bu
durumda sonsuz sayida ¢oziim mevcuttur(her reel say bir ¢ziimdiir).

e n=2m=2icin

aux+any = b

a1xt+apy = b

denklem sistemini elde ederiz. Her bir denklemin R? de bir dogru
belirledigini biliyoruz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 25/



Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ O halde sistem her iki dogru iizerinde bulunan noktalarin geometrik
yerini arastirmaktadir. Séz konusu dogrular farkli veya ayni egimlere
sahip olabilirler.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ O halde sistem her iki dogru iizerinde bulunan noktalarin geometrik
yerini arastirmaktadir. S6z konusu dogrular farkli veya ayni egimlere
sahip olabilirler.

@ Eger farkli egimlere sahip olurlarsa, tek bir noktada kesisirler(tek bir
¢oziim).
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ O halde sistem her iki dogru iizerinde bulunan noktalarin geometrik
yerini arastirmaktadir. S6z konusu dogrular farkli veya ayni egimlere
sahip olabilirler.

o Eger farkli egimlere sahip olurlarsa, tek bir noktada kesisirler(tek bir
¢éziim).

@ Ayni egime sahip olmalari durumunda ise ¢akisik dogrular
olabilirler(sonsuz ¢6ziim) veya hi¢ kesismeyebilirler(¢c6ziim yok).
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ n > 3 icin Ax = b denklem sisteminin her bir satiri n = 3 icin bir

diizlem ven > 3 icin hiperdiizlem belirler.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ n > 3icin Ax = b denklem sisteminin her bir satiri n = 3 icin bir

diizlem ven > 3 icin hiperdiizlem belirler.

@ Bu durumda problem, m adet hiperdiizlemin arakesit noktasinin
geometrik yerini arastirmaktadir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ n > 3icin Ax = b denklem sisteminin her bir satiri n = 3 icin bir

diizlem ven > 3 icin hiperdiizlem belirler.

@ Bu durumda problem, m adet hiperdiizlemin arakesit noktasinin
geometrik yerini arastirmaktadir.

@ Tek bir noktada kesismeleri durumunda, kesisim noktasi sistemin tek
bir coziimudiir.
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Skaler ve vektor cebiri ile matris-vektor carpimi

@ n > 3icin Ax = b denklem sisteminin her bir satiri n = 3 icin bir

diizlem ven > 3 icin hiperdiizlem belirler.

@ Bu durumda problem, m adet hiperdiizlemin arakesit noktasinin
geometrik yerini arastirmaktadir.

o Tek bir noktada kesismeleri durumunda, kesisim noktasi sistemin tek
bir ¢oziimiidiir.

@ Denklemlerden bazilari digerlerinin lineer bilesimi olabilir, buna gore
sistem degisik sayida parametreli sonsuz ¢6ziime sahip olabilir veya
hicbir ortak noktada kesismeyebilirler ki bu durumda sistem herhangi
bir ¢c6ziime sahip degildir.
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Neden Ax=b?

o Farkl alanlardaki bir cok problem, Ax = b biciminde ifade edilebilen

lineer cebirsel bir sistemin ¢oziimiinii gerektirir:
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o Farkli alanlardaki bir cok problem, Ax = b biciminde ifade edilebilen

lineer cebirsel bir sistemin ¢oziimiinii gerektirir:
e En basit durumda n=1,m = L icin f(x) = 3ax® — xb = Lxax — xb
fonksiyonunu gézéniine alahim. Eger a > 0 (a < 0)ise f fonksiyonu

minimumuna(maksimumuna), ax = b denkleminin ¢dziimiinde ulasir.
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Neden Ax=b?

o Farkli alanlardaki bir cok problem, Ax = b biciminde ifade edilebilen

lineer cebirsel bir sistemin ¢oziimiinii gerektirir:

e En basit durumda n=1,m = L icin f(x) = 3ax® — xb = L1xax — xb
fonksiyonunu gozoniine alahim. Eger a > 0 (a < 0)ise f fonksiyonu
minimumuna(maksimumuna), ax = b denkleminin ¢dziimiinde ulasir.

e n=2m=2icin
1 dil  di12 X bl
f = — —
(x,) Q[Xy]{azl azzHY} [Xy}[bz}

fonksiyonu ekstremum noktasina

f(x,y) = 0
f(xy) =
veya
ailx +apy = b
a1x+any = b
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@ Simetrik bir A matrisi icin sonlu bilinmeyenli bir ¢ok fiziksel

sistemin(yapi elemanlari, yaylar, kiitleler vb) toplam enerjisini ifade
eden

1
f(x) = EXTAX —x"b

fonksiyonu, ekstremum noktasina(denge noktasina)
Ax=b

denklem sisteminin ¢oziimiinde ulasir. Eger A pozitif definit ise ¢6ziim
noktasi minimum, negatif definit ise maksimum ve indefinit ise eyer
noktasidir[8].
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Neden Ax=b?

@ Sadece doga olaylarinda degil, ekonomide de denge bir lineer denklem

sisteminin ¢oziimiinii gerektirir.

IWasilly Leontief, Rus iktisatci.
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@ Sadece doga olaylarinda degil, ekonomide de denge bir lineer denklem

sisteminin ¢oziimiini gerektirir.

e Ornegin ulusal ekonomi modelinde D vektorii ile dis iilkelerden gelen
ithalat talebini gosterelim. Bu talebi karsilamak iizere {ilkenin her bir
ekonomi sektoriinde tiretilmesi gereken miktari ise x ile gésterim.

IWasilly Leontief, Rus iktisatci.
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@ Sadece doga olaylarinda degil, ekonomide de denge bir lineer denklem

sisteminin ¢oziimiini gerektirir.

e Ornegin ulusal ekonomi modelinde D vektorii ile dis iilkelerden gelen
ithalat talebini gosterelim. Bu talebi karsilamak iizere iilkenin her bir
ekonomi sektoriinde tiretilmesi gereken miktari ise x ile gésterim.

@ Bu iiretim siirecinde iilkenin ic tiiketimi Ax e esittir ve dis talebi
karsilamak icin dretilmesi gereken miktar

x—Ax =D

veya
(I—Ax=D

biciminde bir lineer sistemin ¢éziimii olarak elde edilir. Bu model
Leontief! input-output modeli olarak bilinir[4].

IWasilly Leontief, Rus iktisatcl.
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Neden Ax=b?

@ Diferensiyel denklemler ile olusturulan sinir-deger problemleri, sonlu

elemanlar veya sonlu farklar yontemleri yardimiyla elde edilen
yaklasimlar sonunda lineer cebirsel sistemlerin ¢éziimiinii
gerektirirler[3].
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Neden Ax=b?

o Diferensiyel denklemler ile olusturulan sinir-deger problemleri, sonlu

elemanlar veya sonlu farklar yontemleri yardimiyla elde edilen
yaklasimlar sonunda lineer cebirsel sistemlerin ¢6ziimiinii
gerektirirler[3].

@ Verilen veri kiimesine uygun egrinin belirlenmesi problemi lineer
denklem sistemi ¢éziimiinii gerektirir(Bolim 5).
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Neden Ax=b?

o Diferensiyel denklemler ile olusturulan sinir-deger problemleri, sonlu

elemanlar veya sonlu farklar yontemleri yardimiyla elde edilen
yaklasimlar sonunda lineer cebirsel sistemlerin ¢6ziimiinii
gerektirirler[3].

@ Verilen veri kiimesine uygun egrinin belirlenmesi problemi lineer
denklem sistemi ¢éziimiini gerektirir(Bslim 5).

@ Nonlineer cebirsel sistemler icin gelistirilen bir cok yontem(drnegin

Newton ydntemi ve varyasyonlari ) her adimda lineer cebirsel
sistemlerin ¢éziimiini gerektirir(Bslim 6).
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Neden Ax=b?

o Yukarnidaki ornekleri cogaltmak miimkiindiir, simdi séz konusu
sistemin nasil ¢6ziilecegi problemine geri dénelim.
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Coziim yontemleri

@ Ax = b sisteminin ¢6ziimii icin esas itibariyle iki ¢oziim sinifi

mevcuttur.
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Coziim yontemleri

@ Ax = b sisteminin ¢éziimii icin esas itibariyle iki ¢oziim sinifi

mevcuttur.

e Bu yontemler dogrudan(direkt) ve yinelemeli(iteratif) ¢6ziim
yontemleri olarak adlandirilirlar.
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Coziim yontemleri

@ Ax = b sisteminin ¢éziimii icin esas itibariyle iki ¢oziim sinifi

mevcuttur.

e Bu yontemler dogrudan(direkt) ve yinelemeli(iteratif) ¢6ziim
yontemleri olarak adlandirilirlar.

e Ayrica yari yinelemeli(semi-iterative)[7] olarak adlandirilan ve bazi 6zel
matrisler icin daha etkin ¢éziim ireten yontemler Gradyan yéntemleri
gibi yontemler de mevcuttur, ancak s6z konusu yontemlere bu
calismanin kapsamini sinirli tutmak amaciyla yer veremiyoruz..
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Coziim yontemleri

@ Ax = b sisteminin ¢éziimii icin esas itibariyle iki ¢oziim sinifi

mevcuttur.

e Bu yontemler dogrudan(direkt) ve yinelemeli(iteratif) ¢6ziim
yontemleri olarak adlandirilirlar.

@ Ayrica yari yinelemeli(semi-iterative)[7] olarak adlandirilan ve bazi 6zel
matrisler icin daha etkin ¢bziim iireten yontemler Gradyan yontemleri
gibi yontemler de mevcuttur, ancak s6z konusu yontemlere bu
calismanin kapsamini sinirli tutmak amaciyla yer veremiyoruz..

@ Dogrudan ¢éziim yéntemleri sonlu sayida islem yardimiyla ¢6ziimii
belirli bir yuvarlama hatasi ile elde eden yontemlerdir.
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@ llerleyen baliimlerde inceleyecegimiz Gauss yok etme yontemi, LU
ayrisim yontemi ve QR ayrisim yontemi dogrudan ¢éziim
yontemlerinden sik¢ca kullanilanlaridirlar.
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o llerleyen baliimlerde inceleyecegimiz Gauss yok etme yontemi, LU
ayrisim yontemi ve QR ayrisim yontemi dogrudan ¢6ziim
yontemlerinden sik¢ca kullanilanlaridirlar.

o Dogrudan ¢6ziim yontemleri A katsayr matrisinin cok fazla sayida

sifirdan farkli elemani olmasi veya diger bir deyimle "yogun(dense)"
matris olmasi durumunda ve boyutunun ise "kiiciik" olmasi durumda
tercih edilirler.
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im yontemleri

o Yinelemeli yontemler ise verilen denklem siteminin ¢dziimiinii, ¢ok
degiskenli ve lineer bir fonksiyon olan

f(x) =Ax—b

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemini olarak gézoniine alirlar.
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Yinelemeli ¢6ziim

o Yinelemeli yontemler ise verilen denklem siteminin ¢dziimiinii, ¢ok
degiskenli ve lineer bir fonksiyon olan

f(x) =Ax—b

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemini olarak gézoniine alirlar.

@ Bu bicimde tanimlanan f nin sifiryerini belirleme problemini ise uygun
bicimde secilen ve yineleme fonksiyonu adi verilen fonksiyonun sabit
noktasini belirleme problemine donustriirler.
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Yinelemeli ¢oziim y

o Yinelemeli yontemler ise verilen denklem siteminin ¢dziimiinii, ¢ok
degiskenli ve lineer bir fonksiyon olan

f(x) =Ax—b

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemini olarak gézoniine alirlar.
@ Bu bicimde tanimlanan f nin sifiryerini belirleme problemini ise uygun
bicimde secilen ve yineleme fonksiyonu adi verilen fonksiyonun sabit
noktasini belirleme problemine donuistriirler.
e Bu amacla yinelemeli yéntemler uygun x(%) € R" baslangic noktasi ve
g ile gosterilen yineleme fonksiyonu yardimiyla

xkHD) = g(x®)) k=0,1,---

ile elde edilen ve yakinsamasi timit edilen dizinin limit noktasini
belirlemeyi veya limit noktasina yeterince yaklasmayi amaclarlar.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 6 Eyliil 2020 35/ 36



Yinelemeli ¢oziim yontemleri

o Yinelemeli yontemler ise verilen denklem siteminin ¢dziimiinii, ¢ok
degiskenli ve lineer bir fonksiyon olan

f(x) =Ax—b

fonksiyonunun sifiryerini belirleme problemini olarak gézoniine alirlar.
@ Bu bicimde tanimlanan f nin sifiryerini belirleme problemini ise uygun
bicimde secilen ve yineleme fonksiyonu adi verilen fonksiyonun sabit
noktasini belirleme problemine donuistriirler.
o Bu amacla yinelemeli yéntemler uygun x(%) € R" baslangic noktasi ve
g ile gosterilen yineleme fonksiyonu yardimiyla

xF D = g(x)), k =0,1,---

ile elde edilen ve yakinsamasi iimit edilen dizinin limit noktasini
belirlemeyi veya limit noktasina yeterince yaklasmayi amaclarlar.

@ Yinelemeli yontemler genelde biiyiik boyutlu ve yogun
olmayan(sparse) katsayr matrisine sahip sistemler icin tercih edilirler.
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