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A = QR ayrisimi ve Ax=b sistemi

Bu béliimde

@ A matrisinin QR ayrisimi ve bir uygulama olarak ta séz konusu ayrisim
yardimiyla Ax = b lineer denklem sistem ¢6ziimiinii inceliyoruz.
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@ Anxn (m > n) matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz oldugunu kabul
edelim. A nin siitunlari Gram-Schmidt yardimiyla ortogonellestrilerek,
s6z konusu ortogonal(ortonormal) kiimeyi siitunlar olarak kabul eden

Q=1[q1 g qn

matrisi ve
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@ Anxn (m > n) matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz oldugunu kabul
edelim. A nin siitunlari Gram-Schmidt yardimiyla ortogonellestrilerek,
s6z konusu ortogonal(ortonormal) kiimeyi siitunlar olarak kabul eden

Q=1[q1 g qn
matrisi ve

R=QTA

ile tanimlanan (st ticgensel R matrisi ile
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@ Anxn (m > n) matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz oldugunu kabul
edelim. A nin siitunlari Gram-Schmidt yardimiyla ortogonellestrilerek,
s6z konusu ortogonal(ortonormal) kiimeyi siitunlar olarak kabul eden

Q=1[q1 9 qn
matrisi ve
R=Q"A
ile tanimlanan (st ticgensel R matrisi ile

A= QR

ayrisimi elde edilebilir.
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A = QR ayrisimi

o Bu islemin nasil gerceklestirildigini gérmek icin 6ncelikle skaler ve
vektorel izdiisiim kavramlari ve ardindan da Gram-Schmidt yontemini
hatirlayalim:
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o Bu islemin nasil gerceklestirildigini gérmek icin 6ncelikle skaler ve
vektorel izdiisim kavramlari ve ardindan da Gram-Schmidt yontemini
hatirlayalim:

@ Skaler izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki skaler

b|| cos® dir, burada 6 € (0, 1), a ile b arasindaki agidir.

izdiisiimii |
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o Bu islemin nasil gerceklestirildigini gérmek icin 6ncelikle skaler ve
vektorel izdiisim kavramlari ve ardindan da Gram-Schmidt yontemini
hatirlayalim:

o Skaler izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki skaler
izdiisiimii ||b|| cos @ dir, burada 6 € (0, 77), a ile b arasindaki acidir.

o Vektorel izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki vektorel
izdiisimii, b nin a yoniindeki skaler izdiisiimii ile a yoniindeki birim
vektér, yani a/||al|, ile carpimidir.
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o Bu islemin nasil gerceklestirildigini gérmek icin 6ncelikle skaler ve
vektorel izdiisim kavramlari ve ardindan da Gram-Schmidt yontemini
hatirlayalim:

o Skaler izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki skaler
izdiisiimii ||b|| cos @ dir, burada 6 € (0, 77), a ile b arasindaki acidir.

o Vektorel izdiisiim: Bir b vektoriiniin a vektorii yoniindeki vektorel
izdiisimii, b nin a yoniindeki skaler izdiisiimii ile a yoniindeki birim
vektér, yani a/||al|, ile carpimidir.

o Vektorel izdiisiimii Pr(b, a) sembolii ile gdsteriyoruz, burada
Pr(Projeksiyon=izdiisiim) sézciigiiniin ilk iki harfidir.
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@ O halde
a

Pr(b,a) = ||b|| cos6
[al]
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e O halde a
Pr(b,a) = Hb||cos€w
e Ote yandan
a’b
cost = ———
[[al[Ib]
oldugunu hatirlayarak,
a
Pr(b,a) = HbHWCOSH
T a a'b a'b a
[l [all[|bl]  [all [[all
elde ederiz. Ozel olarak ||a|| = 1 olmasi durumunda,

Pr(b,a) = a'ba

olur.
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@ Gram-Schmidt yéntemi, lineer bagimsiz bir kiimeden ortogonal veya
ortonormal bir kiime elde etme islemdir: A matrisi, a1, a,, a3
siitunlarindan olusan bir matris olsun. Asagida verilen Gram-Schmidt

prosediirii ile ortonormal siitunlara sahip Q = [q1, q,, q3] matrisi elde
edilir.

Eylil 2020
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o Gram-Schmidt ybntemi, lineer bagimsiz bir kiimeden ortogonal veya
ortonormal bir kiime elde etme islemdir: A matrisi, a1, a», a3
siitunlarindan olusan bir matris olsun. Asagida verilen Gram-Schmidt
prosediirii ile ortonormal siitunlara sahip Q = [q1, q,, q3] matrisi elde

edilir.

o
vi = ai,q =vi/||v1]]
vs = a)—Pr(ay,q1) =a, —q{ aq1, g2 = vo/||v2]|
v3 = a3 —Pr(as, qi) —Pr(az, q2)

a3 — q{ a3q1 — q a3q2, q3 = v3/||vs]|

islemi ile 6nceki vektorler yoniinde bilesen icermeyen ve dolayisiyla
ortogonal
Q = [a1 a2 q3]

matrisi elde edilir .
Eylal 2020 6/ 47
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A = QR aynsimi

@ Gram-Schmidt yontemi ile bir A matrisinin QR ayrisimini bir 6rnek
tizerinde inceleyelim:

Ornek 1.
1 2
A= [31 32] = -1 1
1 3

matrisinin siitunlarini Gram-Schmidt yéntemi yardimiyla
ortogonallestirerek, ortonormal siitunlari iceren Q matrisini belirleyiniz.
Daha sonra R = QT A ile tamimli R iist iicgensel matrisini hesaplayarak
A = QR ayrisimini belirleyiniz.
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Yukaridaki kisa 6zete gore

Vi = 31:[1—11]T,
1 T
= V/V :71—11
@ = /= 2l 1]
v; = ay—Pr(azq1) =a;—q{ aq
[ 2] [ 2 1
1 1
= 1 ——[1—11] 1 X — | —1
| 3] V3 3 V3|
2
1
3
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Klasik Gram-Schmidt yontemi ile A nin siitunlarinda @

matrisi olusturur

e Ote yandan

R - OTA— 1 1 -1 1 _11 i
N T /3 2/V26 7/v26 5/+/26 L3
L (V3 43
Lo 3V3V26
olur.
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Klasik Gram-Schmidt yontemi ile A nin siitunlarinda @

matrisi olusturur

e Ote yandan

1 2
ko= QTAzl[z/b% 7/_1m 5/%] 11
V3 13
- [0 1s)
Lo 3V3V26
olur.
@ O halde

—-1 7/26

{1 2/\@][\/§ §ﬁ]
1 5//26

ayrisimini elde ederiz.

Eyliil 2020 9 /47
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Klasik Gram-Schmidt yontemi ile A nin siitunlarinda @

matrisi olusturur

e Ote yandan

R — QTA— 1 1 -1 1 11 i
B _ﬁ[ﬂ@ 7//26 5/@] P 3
0 1)
0 1v3v26
olur.
e O halde
B AN NV W
AQR@[J Ve |0 1

ayrnisimini elde ederiz.
@ Vektor tabanh Gram-Schmidt algoritmasi asagida verilmektedir:
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Klasik Gram-Schmidt yontemi ile A nin siitunlarinda @
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matrisi olusturur.

° function Q = gs(A)
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matrisi olusturur.

° function Q = gs(A)
° [m, n] = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
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matrisi olusturur.

° function Q = gs(A)
° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n
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matrisi olusturur.

function Q = gs(A)
[m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));

fori=2:n

top = 0;
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matrisi olusturur.

function Q = gs(A)
[m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

top = 0;

fork=1:i—-1
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matrisi olusturur.

function Q = gs(A)
[m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n
top = 0;
fork=1:i—-1
top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7 Eyliil 2020



matrisi olusturur.

° function Q = gs(A)

° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n

° top = 0;

° fork=1:i—-1

° top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));

° end
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matrisi olusturur.

° function Q = gs(A)

° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n

° top = 0;

° fork=1:i—-1

° top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));

° end

°

uu = A(:, i) — top;
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matrisi olusturur.

uu = A(:, i) — top;
Q(:,7) = uu/norm(uu);

° function Q = gs(A)

° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n

° top = 0;

° fork=1:i—-1

° top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));

° end

°

°
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matrisi olusturur.

uu = A(:, i) — top;
Q(:,7) = uu/norm(uu);

end

° function Q = gs(A)

° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n

° top = 0;

° fork=1:i—-1

° top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));

° end

°

°

°
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matrisi olusturur.

uu = A(:, i) — top;
Q(:,7) = uu/norm(uu);

end

° function Q = gs(A)

° [m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
° fori=2:n

° top = 0;

° fork=1:i—-1

° top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));
° end

°

°

°

°

function uv = proj(u, v)
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matrisi olusturur.

function Q = gs(A)
[m, n| = size(A); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n
top = 0;
fork=1:i—-1
top = top + proj(A(:, 1), Q(:, k));
end

uu = A(:, i) — top;
Q(:,7) = uu/norm(uu);
end

function uv = proj(u, v)

uv = (Vv xu) *v;
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Klasik Gram-Schmidt ile QR ayrisimi

° function [Q, R] = vqr(A)
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Klasik Gram-Schmidt ile QR ayrisimi

° function [Q, R] = vqr(A)
Q=gs(A);R=Q xA
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Klasik Gram-Schmidt ile QR ayrisim uygulamasi

>> A = rand(3,3)
0.3922 0.7060 0.0462
0.6555 0.0318 0.0971
0.1712  0.2769 0.8235
>> [q, r] = vqr(A)
g= 0.5010 0.7851 -0.3640
0.8373 -0.5461 -0.0253
0.2187 0.2921 0.9310
r= 0.7828 0.4410 0.2845
-0.0000 0.6179 0.2238
0.0000 0.0000 0.7474
>> qxr
0.3922 0.7060 0.0462
0.6555 0.0318 0.0971
0.1712  0.2769 0.8235
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Asagidaki 6rneklerden gorecegimiz iizere klasik Gram-Schmidt
yontemi sayisal olarak kararli degildir ve kabul edilemeyecek
biiyuikliikte yuvarlama hatalarina neden olmaktadir.
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Asagidaki 6rneklerden gorecegimiz iizere klasik Gram-Schmidt
yontemi sayisal olarak kararli degildir ve kabul edilemeyecek
buiyiikliikte yuvarlama hatalarina neden olmaktadir.

@ Bu durumda Modifiye Gram-Schmidt yéntemi kullanilir.
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Asagidaki 6rneklerden gorecegimiz iizere klasik Gram-Schmidt
yontemi sayisal olarak kararli degildir ve kabul edilemeyecek
buiyiikliikte yuvarlama hatalarina neden olmaktadir.

@ Bu durumda Modifiye Gram-Schmidt yntemi kullanihr.

o Modifiye yontem ile klasik yontem arasindaki fark sudur:
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Kilasik yontemde
i—1
-
Vi =a; — Z Ay aidk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektdriin {qi,d,, ...,q;_; } ortonormal kiimesi
uzerindeki izdiistimii cikarilarak, olusan v; vektoriinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = v;/||vil|

ile elde edilmektedir.
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Klasik yontemde
i—1
-
Vi =a; — Z Ay aidk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektériin {q1,qy, ..., q;_1 } ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiisiimii cikarilarak, olusan v; vektériinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = v;/||vil|

ile elde edilmektedir.
o Modifiye yontemde ise v, vektorii asagidaki gibi elde edilir:
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Klasik yontemde
i—1
-
Vi =a; — Z Ay aidk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektériin {q1,qy, ..., q;_1 } ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiisiimii cikarilarak, olusan v; vektériinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = vi/||vil|
ile elde edilmektedir.

o Modifiye yontemde ise v; vektorii asagidaki gibi elde edilir:

1
(1] af):ai—qlTa/Q1
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Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Klasik yontemde
i—1
-
Vi =a; — Z Ay aidk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektériin {q1,qy, ..., q;_1 } ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiisiimii cikarilarak, olusan v; vektériinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = v;/||vil|
ile elde edilmektedir.
o Modifiye yontemde ise v; vektorii asagidaki gibi elde edilir:
1
(1) a,( ) =a; —q{ a;,qp
@ 7 —a) _qTale,

i i

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020



Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Klasik yontemde
i—1
=a; — Z ql-(raiqk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektériin {q1,qy, ..., q;_1 } ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiisiimii cikarilarak, olusan v; vektériinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = v;/||vil|
ile elde edilmektedir.
° Modifiye yontemde ise v; vektorii asagidaki gibi elde edilir:

03, —a/_qlaql
ea,(z ()—q a()qQ

(< I

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020



Klasik ve modifiye Gram-Schmidt

o Klasik yontemde
i—1
=a; — Z ql-(raiqk
k=1

ile a; vektoriinden, bu vektériin {q1,qy, ..., q;_1 } ortonormal kiimesi
tizerindeki izdiisiimii cikarilarak, olusan v; vektériinden ortonormal
kiimenin i—inci elemani olan

q; = v;/||vil|
ile elde edilmektedir.
° Modifiye yontemde ise v; vektorii asagidaki gibi elde edilir:

03, —a/_qlaql
ea,(z ()—q a()qQ

o, (i-1)

~1 j—2 i—1
Qo al(-' ) = af-' ) qﬁlagl >q,-,1, ve v; = a; olarak tanimlanir.
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

Q@ Girdi: A matrisi
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

@ Girdi: A matrisi

© n: A matrisinin siitun sayisi
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

@ Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi

Q@ Q1) =A(:1)/norm(A(:, 1))

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Boliim 7 Eyliil 2020 15 / 47



Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi

@ n: A matrisinin siitun sayisi

Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ / =23,...,nicin
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi
Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ i =23,...,nicin
QO k=12, ..i—1icin
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi
Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ i =23,...,nicin
O k=12, ..i—1icin
@ A i) =A(i) = proj(A(: i), Q(:, k)
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi
Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ i =23,...,nicin
O k=12, ..i—1icin
@ A(i) = A1) — proj(A(:. 1), Q. k)
@ qq=A(:i);
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi
Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ i =23,...,nicin
O k=12, ..i—1icin
@ A(i) = A1) — proj(A(:. 1), Q. k)

qq = A(:, 1);

[>)
@ Q(:,i) = qq/norm(qq);
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Vektor tabanli Modifiye Gram-Schmidt algoritmasi

O Girdi: A matrisi
@ n: A matrisinin siitun sayisi
Q Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1))
Q@ i =23,...,nicin
O k=12, ..i—1icin
@ A(i) = A1) — proj(A(:. 1), Q. k)
@ qq=A(:1i);
® Q(:, i) = qq/norm(qq);

@ cikti: Ortogonal Q matrisi
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

(1) function @ = modgs(A)
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

(] function @ = modgs(A)
Q n=size(A 2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:,1));
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

(] function @ = modgs(A)
(2] n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
9 fori=2:n
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));

fori=2:n

m=i—1;
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

im=1i—1;

for k=1:im
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

im=1i—1;

for k=1:im

AG. 1) = AGLi) — proj(AG. 1), QL. K)):

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bslim 7 Eyliil 2020 16 / 47



Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n
im=1i—1;
for k=1:im
A, i) = A(:, i) — proj(A(:, i), Q(:, K));

end
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n
im=1i—1;
for k=1:im
A, i) = A(:, i) — proj(A(:, i), Q(:, K));
end

qq = A(:,i); Q(:, /) = qq/norm(qq);

©00000O0CO
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

im=i—1;

for k=1:im

A(: i) = A(:, i) — proj(A(:, 1), Q(:, k));

end

qq = A(:,1); Q(:, i) = qq/norm(qq);
end

©C00000O0CO0CO
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Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

im=i—1;

for k=1:im

A(: i) = A(:, i) — proj(A(:, 1), Q(:, k));

end

qq = A(:,1); Q(:, i) = qq/norm(qq);
end

®©0000000CO0COC

function uv = proj(u, v)

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020



Modifiye Gram-Schmidt ile Q matrisi

function @ = modgs(A)
n=size(A,2); Q(:,1) = A(:,1)/norm(A(:, 1));
fori=2:n

im=i—1;

for k=1:im

A(: i) = A(:, i) — proj(A(:, 1), Q(:, k));

end

qq = A(:,1); Q(:, i) = qq/norm(qq);
end

function uv = proj(u, v)

66000000000

uv = (V% u) *v;
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

o Modifiye Gram-Schmidt yéntemi her adimda olusabilecek yuvarlama
hatalarini dikkate alarak ortonormal kiimeyi insa ederken, klasik
yontem ise teorik ortonormal kiimeyi insa eder.
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

o Modifiye Gram-Schmidt yontemi her adimda olusabilecek yuvarlama
hatalarini dikkate alarak ortonormal kiimeyi insa ederken, klasik
yontem ise teorik ortonormal kiimeyi insa eder.

@ Suphesiz teorik olarak iki formiilasyon birbirine denktir, ancak klasik
yontemle elde edilen ortonormal kiime pratikte ortonormal olmayabilir.
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

o Modifiye Gram-Schmidt yontemi her adimda olusabilecek yuvarlama
hatalarini dikkate alarak ortonormal kiimeyi insa ederken, klasik
yontem ise teorik ortonormal kiimeyi insa eder.

@ Suphesiz teorik olarak iki formiilasyon birbirine denktir, ancak klasik
yontemle elde edilen ortonormal kiime pratikte ortonormal olmayabilir.

@ Bu durumu sutunlart "lineer bagimli olmaya yatkin" Hilbert matrisi
tizerinde inceleyelim:
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

Hnxn Hilbert matrisinin(6rnegin n = 7 icin) siitunlarini Gram-Schmidt ve
modifiye Gram-Schmidt yéntemiyle ortonormallestirerek, her iki yéntemle
elde edilen ortogonal matrisin pratik olarak ortogonal olup olmadigini
kontrol ediniz.
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

Oncelikle 7 x 7 lik Hilbert matrisini MATLAB/Octave ortaminda iiretelim.
>> H=hilb(7)

[ 1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111
H= | 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000

0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909

0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833
| 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 0.0769
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Modifiye ve Klasik Gram-Schmidt ile Q

Daha sonra gelistirdigimiz gs isimli program ile klasik Gram-Schmidt
yardimiyla @ yu hesaplayalim:

>> Q=gs(H)

[ 0.8133 —0.5438 0.1991 —0.0551 0.0120 —0.0020 —0.0001
0.4067 0.3033 —0.6886 0.4760 —0.1974 0.0541 —0.0008
0.2711 0.3939 —-0.2071 —0.4901 0.6108 —0.3269 0.0396
0.2033  0.3817 0.1124 —0.4396 —0.2542 0.6410 —0.2588
0.1627 0.3514  0.2915 —0.1123 —-0.4992 —-0.2022 0.6394
0.1356  0.3202  0.3892 0.2309 —0.1506 —0.5418 —0.6757

| 0.1162 0.2921  0.4407 0.5206 0.5013  0.3805  0.2571
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Klasik Gram-Schmidt ile Q

Simdi de @ Q yu hesaplayalim:

[ 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0016
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.1557
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0016 0.1557 1.0000

Goriildugi tizere elde edilen matrisin sag alt 3x3 liik bloku birim matris
degildir.
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Modifiye Gram-Schmidt ile Qm

Simdi de Modifiye Gram-Schmidt ydntemini uygulayan modgs programimiz
ile ortogonal matrisi elde edelim ve Q,, olarak adlandiralim:

>> Qm=modgs(H)

[ 0.8133 —0.5438 0.1991 —0.0551 0.0120 —0.0020 0.0002
0.4067 0.3033 —0.6886 0.4760 —0.1974 0.0541 —0.0091
0.2711 0.3939 —0.2071 —0.4901 0.6108 —0.3269 0.0907
0.2033 0.3817 0.1124 —0.4396 —0.2542 0.6410 —0.3626
0.1627 0.3514  0.2915 —0.1123 —-0.4992 -0.2022 0.6800
0.1356 0.3202  0.3892 0.2309 —0.1506 —0.5418 —0.5984

| 0.1162 0.2921 0.4407 0.5206 0.5013 0.3805  0.1995
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Modifiye Gram-Schmidt ile Qm

Simdi de anQm i hesaplayalim:

[ 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 T
0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Goriildiigii iizere elde edilen matris birim matristir'. O halde modifiye
Gram-Schmidt yontemi klasik Gram-Schmidt yontemine gore daha
hassastir.

1Octave ortaminda Q/, * Qm(3,3) =0.99990 olarak elde edilmektedir.
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QR aynsimi yontemi yardimiyla Ax = b sisteminin

coziimii:

@ QR ayrisimi icin MATLAB/Octave yazilimlari veya LAPACK isimli
sayisal Lineer Cebir Paket yaziliminda mevcut uygun fonksiyonlari
kullanmaktadirlar. Profesyonel islemler icin LAPACK tercih
edilmelidir.

Siitunlar lineer bagimsiz olan A, «, matrisi ve bu matrisi katsayi
matrisi kabul eden

Ax =b (1)

sistemi verilmis olsun.Yukarida incelendigi iizere Qpmxm ortogonal ve
R,xn st ticgensel matrisi yardimiyla

A= QR (2)

biciminde yazalim.
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QR aynsimi yontemi yardimiyla Ax = b sisteminin

cozimii

@ Bu durumda (1) sistemi
QRx =b (3)

olarak ifade edilir ve ortogonal matrisin QT =Q1! ozelligi yardimiyla
(3) nin her iki yanini Q7 ile carpmak suretiyle

Rx=Q"b (4)

st ticgensel sistemini elde ederiz, burada R tersinir bir matristir.
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QR aynsimi yontemi yardimiyla Ax = b sisteminin

coziimii

e Bu durumda (1) sistemi
RRx=Db (3)
olarak ifade edilir ve ortogonal matrisin @" = Q=1 &zelligi yardimiyla
(3) nin her iki yanini Q@ ile carpmak suretiyle

Rx=Q"b (4)

st ticgensel sistemini elde ederiz, burada R tersinir bir matristir.

@ Dolayisiyla (1) sisteminin ¢oziimii (4) iist iicgensel sisteminin
¢6ziimiine indirgenmis olur .
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QR aynsimi yontemi yardimiyla Ax = b sisteminin

coziimii

e Bu durumda (1) sistemi
QRx =b (3)

olarak ifade edilir ve ortogonal matrisin @" = Q=1 &zelligi yardimiyla
(3) nin her iki yanini Q@ ile carpmak suretiyle

Rx=Q"b (4)

st ticgensel sistemini elde ederiz, burada R tersinir bir matristir.

e Dolayisiyla (1) sisteminin ¢6ziimii (4) iist licgensel sisteminin
¢6ziimiine indirgenmis olur .

@ (2) deki Q matrisi, A nin lineer bagimsiz siitunlarinin Gram-Schmidt

yontemi yardimiyla ortogonallestirilmesi ile elde edilen vektorleri siitun
kabul eden matristir. Oteyandan R = Q' A oldugu aciktir.
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziimii

A=[12;11;13] matrisi ve b= [3 0 3]" verilsin.

@ Ax = b denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olmadigini gésteriniz.

||Ax — b|| normunu minimum yapan x = [x, y, z]" noktasini
belirleyiniz.

AT Ax = AT b sisteminin céziimiinii belirleyiniz.

Rx = QT b sisteminin c¢éziimiinii belirleyiniz.

MATLAB/Octave ortaminda '\’ operatérii ile ¢céziim icin yaklasim
belirleyiniz.

Son dbrt sikta elde ettiginiz x degerlerini karsilastiriniz. Ne
gozlemliyorsunuz?
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziimii

@ Ax = b denklem sistemini acik¢a yazarak
x+2y =
—x+y =
x+3y = 3
elde ederiz. ilk iki denklemden x = y = 1 elde ederiz, ancak bu
degerler iiciincii denklemi saglamaz.

e f(x) = ||Ax — b||? ile tanimlanan f fonksiyonunu minimum yapan x
noktasi ||[Ax — b|| yi de minimum yapar. O halde

fx.y.2) = (x+2y =3)°+ (=x+y)* + (x + 3y = 3)*
fonksiyonunu minimum yapan x = (x, y, z) noktasini belirlemeliyiz.
Minimum nokta i¢in gerek sartlar

of
ox
of

= 2(x+2y—3)+2(—x+y)(-1)+2(x+3y —3) =0

= 2(x+2y—3)(2) +2(—x+y) +2(x+3y—3)(3) = 0
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziimii

@ veya
3x4+4y = 6
4x+14y = 15 (5)
olarak elde ederiz. (5) sistemini ¢ozerek,
12 21
=_—=009231,y=— =0.
X =13 0.9231,y %6 0.8077
elde ederiz. Ayrica bu noktada
Pf_ PP
ox2  'oxdy oy
olup,
o*f
ve

f 3 f ( 2 F

2
e (=] =6x28—64=104
352 3y ax8y> 6% 28 — 64 = 104 > 0
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziimii

e Ote yandan

o [3 47 +.  [6
AA‘L 14 | AE=105

olup,
ATAx=ATb

denklem sistemi ile (5) aynidir, ve dolayisiyla da ayni x ¢6ziimiine
sahiptirler.
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziimii

@ Son olarak

0.57735 —0.57735 0.57735] g o [ 3.4641]

Qb=
0.22646 0.79259 0.566 14 3 2.3778

ve

Rl _ [ 3V3 —329\@\%]
0 %V3V26

olup Rx = Q7 b den

X = Rfl(QTb)
092307
o 0.80770

elde ederiz.
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziim

e MATLAB/Octave oratminda ise
>> x=A\b
X =
0.92308
0.80769
coziimiinii elde ederiz.

Eyliil 2020 31/ 47
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QR aynsimi ile Ax = b sisteminin ¢6ziim

e MATLAB/Octave oratminda ise
>> x=A\b
X =
0.92308
0.80769
¢oziimiinii elde ederiz.

@ Her dort yontemle de elde edilen sonuclar yuvarlama hatasi farkiyla
aynidir.

Eyliil 2020

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7

31/



Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisimi

yardimiyla ¢6ziim kodu

@ function X = grilecoz(A, b)
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Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisimi

yardimiyla ¢6ziim kodu

e function X = grilecoz(A, b)
e Q= gs(A),veya Q = modgs(A);
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Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisimi

yardimiyla ¢6ziim kodu

e function X = grilecoz(A, b)
o Q= gs(A),veya Q@ = modgs(A);
e R=Q A C=Q xb;
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Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisimi

yardimiyla ¢6ziim kodu

function X = grilecoz(A, b)

Q = gs(A);veya Q = modgs(A);
R=Q %A C=Q x*b;

X = ustucgen(R, C);
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Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisim

uygulamasi

>>A=[12,-11;13];
>> b=13;0;3];

>> x = grilecoz(A, b)

X =

0.92308

0.80769

Eyliil 2020 33 / 47
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Ax = b sisteminin Klasik veya Modifiye QR ayrisim

uygulamasi

Sonuc

f(x) = [|Ax—bl?
(Ax —b)" (Ax — b)
= x'ATAx—2x"A"Tb+b’b

fonksiyonunun minimum yapan ¢éziim ile
ATAx = ATb

denklem sistemi ve ayrica
QRRx=b

denklem sisteminin ¢&ztimleri aynidir.
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QR ayrisimive Ax = b

Teorem 1.

[9]A matrisi siitunlari lineer bagimsiz olan bir matris, Amxn, Bmx1, Xnx1 ve
m > n olmak iizere, AT Ax = AT b sisteminin ¢éziimii

f(x) = |[Ax—b|f?
= (Ax—b)"(Ax—b)
= (x"AT —b")(Ax—b)
= x’ATAx—2x"ATb+b'b
fonksiyonunu minimum yapan ¢éziimdiir ve bu ¢bziim Ax = b denklem

sisteminin Standart En Kiiciik Kareler Yontemi(SEKKY) ¢éziimii olarak
adlandirilir.
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QR ayrisimive Ax = b

ispat x, AT Ax = AT b sisteminin ¢éziimii olsun. y # x icin

fly) — f(x)
y ATAy —2y"TATb+b"b— (x"ATAx — 2x"ATb +b"b)
y AT Ay —2yTATb —xT AT Ax+2x"ATb
y AT Ay — 2y TAT Ax + xT AT Ax
(y —x)TATA(y —x)
> 0

dir, ¢iinkii z =y — x # 0 icin, A nin siitunlar lineer bagimsiz oldugundan
Az # 0 dir ve
2T ATAz = (Az)TAz = ||Az||3 > 0

elde ederiz.
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QR ayrisimive Ax = b

Amxn, stitunlari lineer bagimsiz olan bir matris ve b, <1 vektér olmak
iizere Ax = b denklem sisteminin en kiiciik kareler anlamindaki ¢éziimii ile
QR ayrisimi yardimiyla elde edilen ¢éziimler aynidir.

ispat x, verilen sistemin en kiiciik kareler ¢céziimii ve A = QR ayrisimina
sahip olsun. Bu taktirde
ATAx = ATb
esitliginden
(QR)TQRx = (QR)b
veya
RTRx=R7Q"b

veya R tersinir oldugundan Rx = Q7 b elde ederiz ki bu ¢éziim yukarida
incelendigi iizere QR aynisimi yardimiyla elde edilen ¢éziimdiir.
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QR ayrisimive Ax = b

QR ayrisimi, LU ayrisimina kiyasla daha fazla aritmetik islem
gerektirir(Alistirma 19).

Gozlem 1.

Amxn(m > n) matrisinin siitunlari belirgin olarak lineer bagimsiz ise bu
taktirde Ax = b sisteminin ¢éziimii icin en kiiciik kareler yontemi
yardimiyla ¢éziim tercih edilirken, siitunlarin lineer bagimli olmaya yakin
olmasi durumda QR ayrisimi yardimiyla ¢6ziim tercih edilir.

| A

Hatirlatma 1.

Amxn matrisiyle ayni boyutta olan Qmx, matrisi ve R,x, (st iicgensel
matrisi icin QR ayrisimi MATLAB/Octave ortaminda asagidaki gibi elde
edilebilir:

A,
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QR ayrisimive Ax = b

>>A=1[12,-11;13]
icin

>>[q,r] = qr(A,0)
komutuyla

q =

-0.5774 -0.2265

0.5774 -0.7926

-0.5774 -0.5661

-1.7321 -2.3094

0 -2.9439
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Alternatif QR ayrisimi

Bir diger alternatif ise
Amxn = QmeRan

olarak tanimlanan ve Q nun kare matris oldugu tam(full) ayrisimdir:
>>[q,r] = qr(A)

q=
-0.57735 -0.22646 -0.78446
0.57735 -0.79259 -0.19612
-0.57735 -0.56614 0.58835
r=

-1.73205 -2.30940

0.00000 -2.94392

Eyliil 2020 40
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Alternatif QR ayrisimi

e Tam ayrisim icin Householder doniisiimleri[8] gibi ileri diizey
donustimler kullantlir.
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Alternatif QR ayrisimi

e Tam ayrisim icin Householder doniisiimleri[8] gibi ileri diizey
donistimler kullantlir.

@ QR ayrnisim yardimiyla ¢éziim icin gerekli islem sayisini proje olarak
okuyucuya birakiyoruz.
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Alternatif QR ayrisimi

e Tam ayrisim icin Householder doniisiimleri[8] gibi ileri diizey
donistimler kullantlir.

@ QR aynisim yardimiyla ¢éziim icin gerekli islem sayisini proje olarak
okuyucuya birakiyoruz.

@ QR ayrnisimi Ax = b sisteminin ¢ziimiinden ziyade verilen bir A
matrisinin 6zdegerlerinin belirlenmesinde kullanilir.
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Alistirmalar

Asagidaki sorular icin

1 2 3
A= 4 5 6
5 7.00000000001 8.999999999999

matrisini kullaniniz.
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Alistirmalar

1 gs fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan @ matrisini ve QT Q yu hesaplayiniz.
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Alistirmalar

1 gs fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan @ matrisini ve QTQ yu hesaplayiniz.

2 gsmod fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan Qm matrisini ve @m” Qm i hesaplayiniz.
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Alistirmalar

1 gs fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan @ matrisini ve QTQ yu hesaplayiniz.

2 gsmod fonksiyon programi yardimiyla A nin ortogonallestirilmesiyle
olusturulan @m matrisini ve @m’ Qm i hesaplayiniz.

3 MATLAB/Octave qr fonksiyonu yardimiyla [q, r] = qr(A) komutu ile g

matrisini ve g g yu hesaplayiniz. Hangi yéntemle elde ettigini matris
ortogonal, yani tranposu ile kendisinin carpimi birim matrise esittir?

(Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7
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Alistirmalar

4 Yukarida tanimlanan A matrisinin determinantini hesaplayiniz.
Determinantin mutlak degerce cok kiiciik olmasi ne ifade etmektedir?
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Alistirmalar

4 Yukarida tanimlanan A matrisinin determinantini hesaplayiniz.
Determinantin mutlak degerce ¢ok kiiciik olmasi ne ifade etmektedir?
5 A matrisinin 1 ve 2. satirlarinin toplaminin, {i¢lincii satira ¢ok yakin

oldugunu gozlemleyiniz. Bu durumda matrisin satirlarinin lineer
bagimlihg veya bagimsizligi hakkinda ne diisiiniirsiiniiz?
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Alistirmalar

4 Yukarida tanimlanan A matrisinin determinantini hesaplayiniz.
Determinantin mutlak degerce ¢ok kiiciik olmasi ne ifade etmektedir?

5 A matrisinin 1 ve 2. satirlarinin toplaminin, {i¢lincii satira ¢ok yakin
oldugunu gozlemleyiniz. Bu durumda matrisin satirlarinin lineer
bagimhhgi veya bagimsizhigi hakkinda ne diisiiniirsiiniiz?

6 Bir A matrisinin kondisyon sayisi(condition number)
K(A) = ||Al|].||A~t|| olarak tanimlanir. Sonsuz normu ile yukarida
verilen A matrisinin kondisyon sayisi hesaplayiniz. Kondisyon sayisinin
ne ifade ettigini arastiriniz 7
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Alistirmalar

7 Yukarida verilen A matrisinin 6zdegerlerini MATLAB/Octave eig
komutu yardimiyla hesaplayiniz. Mutlak degerce en biiyiik 6zdegerin
en kiiciik 6zdegere orani nedir?
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Alistirmalar

7 Yukarida verilen A matrisinin 6zdegerlerini MATLAB/Octave eig
komutu yardimiyla hesaplayiniz. Mutlak degerce en biiyiik 6zdegerin
en kiiciik 6zdegere orani nedir?

8 x=[111]" icin

6.000000000000000
Ax =b = | 15.000000000000000
21.000000000009003

oldugunu gozlemleyerek, x in bilinmedigi varsayimiyla Ax = b
denklem sistemini
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Alistirmalar

@ pivotsuz Gauss yok etme programi,
@ kismi pivotlu Gauss yok etme programi,

o LU ayrisim yéntemi,

@ QR ayrisim ydntemi ve

o En Kiiciik Kareler Yéntemi yardimiyla ¢6ziiniiz. Hangi yontemle elde
ettiginiz sonuc problemin gercek ¢éziimiine daha yakindir.

9 (Proje) Amxn matrisinin Gram-Schmidt yontemiyle QR ayrisimi igin
gerekli carpma islem sayisini belirleyiniz ve elde ettiginiz sonucu LU
ayrisimi icin gerekli carpma islem sayisiyla karsilastiriniz. Hangi ayrisim
yontemi daha fazla islem gerektirmektedir?
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Alistirmalar

@ pivotsuz Gauss yok etme programi,
@ kismi pivotlu Gauss yok etme programi,

o LU ayrisim yéntemi,

@ QR ayrisim ydntemi ve

o En Kiiciik Kareler Yéntemi yardimiyla ¢6ziiniiz. Hangi yontemle elde
ettiginiz sonuc problemin gercek ¢éziimiine daha yakindir.

9 (Proje) Amxn matrisinin Gram-Schmidt yontemiyle QR ayrisimi igin
gerekli carpma islem sayisini belirleyiniz ve elde ettiginiz sonucu LU
ayrisimi icin gerekli carpma islem sayisiyla karsilastiriniz. Hangi ayrisim
yontemi daha fazla islem gerektirmektedir?

10 (Proje) Householder déniisiimlerini arastirarak, bu déniisiimler yardimiyla
A matrisinin tam QR ayrnisiminin nasil elde edildigini inceleyiniz.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7 Eyliil 2020 46 | 47



Kaynaklar

[@ Atkinson, K. An Introduction to Numerical Analysis, John Wiley &
Sons, 1988.

[§ Coskun, E. MATLAB/Octave ile Sayisal Hesaplama ve
Kodlama(URL:erhancoskun.com.tr).

Hildebrand, F. B., Introduction to Numerical Analysis, Dover
Publications, Inc., 1987.

Kincaid, D., Cheney, W., Numerical Analysis, Brooks/Cole, 1991.
LAPACK, Linear Algebra Package,(URL:netlib.org)
OCTAVE, GNU o6zgiir yaziim(URL:OCTAVE.sourceforge.net).

Press, H. W. ve ark., Numerical Recipes in C, Cambridge University
Press, 1988.

=) W =

Stoer, J., Bulirsh, R., Introduction to Numerical Analysis,
Springer-Verlag, 1976.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7 Eyliil 2020 47 | 47



