Ax = b sistemi icin yinelemeli(iteratif) yontemler

Prof. Dr. Erhan Coskun

Karadeniz Teknik Universitesi

Eylil 2020

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020 1/39



Yinelemeli yontemler

Bu bsliimde

@ herhangi bir baslangic deger ile 6nceden bilinmeyen sayida yinelemeli
islem sonucunda yaklasik ¢6ziimii elde eden ve yinelemeli(iteratif)
yéntemler olarak bilinen yontemlerden
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Yinelemeli yontemler

Bu bsliimde

@ herhangi bir baslangic deger ile 6nceden bilinmeyen sayida yinelemeli
islem sonucunda yaklasik ¢6ziimii elde eden ve yinelemeli(iteratif)
yéntemler olarak bilinen yontemlerden

e Gauss-Jacobi ve
o Gauss-Seidel yontemlerini inceliyoruz.
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Yinelemeli temler

@ Yinelemeli yontemler, Ax = b denklem sisteminin ¢6ziimiinii belirleme
problemini f(x) = Ax — b olarak tanimlanan f fonksiyonunun
sifiryerini belirleme problemine doniistiiriirler.
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Yinelemeli yontemler

o Yinelemeli yontemler, Ax = b denklem sisteminin ¢6ziimiinii belirleme
problemini f(x) = Ax — b olarak tanimlanan f fonksiyonunun
sifiryerini belirleme problemine doniistiiriirler.

o f fonksiyonunun sifiryerini belirlemek icin ise 6nceki bélimde
inceledigimiz sabit nokta iterasyon yontemi uygulanir.
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Yinelemeli yontemler

o Yinelemeli yontemler, Ax = b denklem sisteminin ¢6ziimiinii belirleme
problemini f(x) = Ax — b olarak tanimlanan f fonksiyonunun
sifiryerini belirleme problemine doniistiiriirler.

o f fonksiyonunun sifiryerini belirlemek icin ise 6nceki bdliimde
inceledigimiz sabit nokta iterasyon yontemi uygulanir.

o Bu amacla akla gelen klasik iki yontem Gauss-Jacobi ve Gauss-Seidel
yontemleridir. Oncelikle Gauss-Jacobi yontemini inceleyelim:
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Gauss-Jacobi temi

Yoéntemi 3 x 3 liik bir sistem iizerinde inceleyelim.

a1l ar a
A= | a1 ax» axn
a1 a3 as3

b1 X
b=| b |, x=|y
b3 V4

olmak lizere Ax = b denklem sistemini g&zoéniine alalim.
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Gauss-Jacobi yontemi

Matrisin kosegen iizerindeki elemanlarinin sifirdan farkli oldugunu kabul
edelim. Daha acik olarak sistemi

aiix+apy+aizz = b
aix+apny+asz = b
a31x +any +ayzz = b

olarak yazalim. Birinci denklemde x degiskenini, ikinciden y yi ve
iiclinciiden de z yi yanlhz birakarak x = g(x) biciminde

1

x = —(by —any —a3z)
ail
1

y = —(by— axx— axz)
an
1

z = —(b3— a31x — azny)
as3

sabit nokta belirleme problemini elde ederiz.
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Gauss-Jacobi yontemi

Burada x(1) sitemin ¢6ziimi icin tahmindir. Bilesen bazinda yazmak
gerekirse

x(1) = [Xl,yLZl]T

baslangic noktasi ile

1
xk41 = — (b1 — a1oyk — a132«) (1)
all
1
Yikr1 = — (b — aoixx — ax3zy)
an?2
Zkr1 = ——(bs — a31xk — a2y
as3

k=12, --- elde edilir.
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Gauss-Jacobi yontemi

x—y—z = 2
xX+4y+z = -1
x—y+3z = 8

denklem sistemi versilsin. Sistemin ¢éziimii icin
xV =[x,y z]=111]"

alarak Gauss-Jacobi yéntemiyle x@ xG) yaklasimlarini belirleyiniz.
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Gauss-Jacobi yontemi

Yukarida belirtilen prosediirii takip ederek,

y

V4

elde ederiz. O halde Gauss-Jacobi iterasyonlarini

Xk+1

Yk+1

Zk+1

olarak tanimlariz.

~(2+yi +z)

DR W

7(_1 — XKk — Zk)

1
5(8 — Xk + Yk)
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Gauss-Jacobi yontemi

Baslangic tahminini kullanmak suretiyle

1 4
e = FQ2+nta)=g

1 3

1 8
z = 5(8—X1+y1):§

elde ederiz.
O halde x?) = [4/3 —3/48/3]" olarak elde edilir. Virgiilden sonra dort
basamaga kadar yuvarlatilarak sunulan yaklasimlar asagidaki gibidir.
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Gauss-Jacobi yontemi

Sonuglandirma kriteri olarak

|[x(" 1) — x|, < 107

kriterini kullaniyoruz.

x(1) x(2)

1 1.3333
1], —0.7500
1 2.6667

x3) x(17)
1.3056 1
—1.2500 e, -1
1.9722 2
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Gauss-Jacobi yontemi

Yukarida elde edilen yaklasimlarin [1 —1 2] gercek ¢oziimiine
yakinsadigina dikkat edelim.

Ornek 2.

Yukaridaki sistemin iki satirini yerdegistirerek elde edilen

X+4y+z = -1
3X—y—z = 2
x—y+3z = 8

sistem icin yine ayni baslangi¢ degeri ile x@ xB) x4 yaklasimlarini
Gauss-Jacobi yéntemi yardimiyla hesaplayiniz.
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Gauss-Jacobi yontemi

Verilen sistemi

x = —1—-4y—z
y = 24+3x—z
1
z = -(8—x+y)
3
olarak yazmak suretiyle,
Xk+1 = —1—4yp — z
Yk+1 = 24 3xx — z
1
Zip1 = 3(8—Xk + k)

iterasyonunu tanimlayalim.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7

Eyliil 2020 12 / 39



Gauss-Jacobi yontemi

Bu durumda Gauss-Jacobi yéntemi ile

x(1) x(2) x(3) x4
1 —6 —3.6667 85
1], 0 , —22.6667 |, —17.6667
1 2.6667 4.6667 —3.6667

iraksayan iterasyon yaklasimlarini elde ederiz.
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Gauss-Jacobi yontemi

@ Ornek 1 icin uygulanan yontem yakinsak sonuc verirken ayni denklem
sisteminin satirlarinin yerdegistirilmesi ile elde edilen Ornek 2 icin
iraksak bir yaklasim elde edilmistir. O halde akla gelen soru A
matrisi iizerindeki hangi kisitlama altinda Gauss-Jacobi iterasyonlari
keyfi baslangic noktasi icin yakinsar?

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020 14 / 39



Gauss-Jacobi yontemi

e Ornek 1 icin uygulanan yontem yakinsak sonuc verirken ayni denklem
sisteminin satirlarinin yerdegistirilmesi ile elde edilen Ornek 2 icin
iraksak bir yaklasim elde edilmistir. O halde akla gelen soru A
matrisi tizerindeki hangi kisitlama altinda Gauss-Jacobi iterasyonlari
keyfi baslangic noktasi icin yakinsar?

@ Bunun icin asagida verilecek olan Teoremde ifade ve ispat edildigi
tizere yeter sart, A matrisinin késegen baskin olmasi yani her bir
kosegen tizerindeki elemanin mutlak degerce ayni satirdaki diger
elemanlarin mutlak degerlerinin toplamindan biiyiik olmasidir.
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Gauss-Jacobi yontemi

e Ornek 1 icin uygulanan yontem yakinsak sonuc verirken ayni denklem
sisteminin satirlarinin yerdegistirilmesi ile elde edilen Ornek 2 icin
iraksak bir yaklasim elde edilmistir. O halde akla gelen soru A
matrisi tizerindeki hangi kisitlama altinda Gauss-Jacobi iterasyonlari
keyfi baslangic noktasi icin yakinsar?

@ Bunun icin asagida verilecek olan Teoremde ifade ve ispat edildigi
tizere yeter sart, A matrisinin kdsegen baskin olmasi yani her bir
kosegen tizerindeki elemanin mutlak degerce ayni satirdaki diger
elemanlarin mutlak degerlerinin toplamindan biiyiik olmasidir.

o Eger A matrisi kdsegen baskin bir matris ise, Gauss-Jocobi

iterasyonlari keyfi baslangic noktasi icin yakinsar. Ornek 1 deki katsayi
matrisi kdsegen baskindir:
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Gauss-Jacobi yontemi

3>|—-1/+|—-1],4>1+1,3>1+]|—-1|
dir. Fakat Ornek ?? daki matris kdsen baskin degildir.
Gauss-Jacobi ydntemini vektér-matris notasyonuyla da ifade edebiliriz:
A matrisi alt ticgensel, kdsegen ve iist licgensel olmak iizere lic matrisin
toplami olarak yazilmak suretiyle

[ a11 a2 a3
A = a1 axn a3
| 931 4932 3ds33
[ 0 0 0 all 0 0 0 dip adi3
= ani 0 0 + 0 dno 0 + 0 0 dn3
| 931 4a32 0 0 0 das3 0 0 0
= L+D+U

yazilmak suretiyle

X
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Gauss-Jacobi yontemi

veya

x=g(x) = D (b— (L+ U)x)

olarak ifade edilen x sabit noktasini belirleme problemine doniistiiriilebilir.

Boylece Gauss-Jacobi yontemi g nin sabit noktasini belirlemek amaciyla
olusturulan

xU+D) = g(x() = p1 (b— (L+ U)x(k)) k=172 - (2)

iterasyondan olusur.

(2) ile tamnimlanan vektér tabanl Gauss-Jacobi yontemine ait Algoritma
asagida verilmektedir.
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_ sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,
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Q D: A nin kosegen elemanlarini iceren kdsegen matris

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020 17 /



Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,
Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 7 Eyliil 2020 17 /



Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0
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© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ T7d = D nin tersi
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ Td = D nin tersi

@ fark > eps ve sayac < max_n oldugu siirece
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,
Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris
© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ Td = D nin tersi
@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece
@ X1=TDx(b— LaUx X0)
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ Td = D nin tersi

@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece

@ X1=TD=x(b— LaUx X0)
@ fark = norm((X1 — X0), inf); maksimum hata
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ Td = D nin tersi

@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece

@ X1=TD=x(b— LaUx X0)
@ fark = norm((X1 — X0), inf); maksimum hata
@ X0=X1;
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris

@ Td = D nin tersi

@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece

@ X1=TD=x(b— LaUx X0)

@ fark = norm((X1 — X0), inf); maksimum hata
@ X0=X1;

@ sayac = sayac +1;
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0

Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic
degerleri

© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,

Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris

© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris

@ Td = D nin tersi

@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece

@ X1=TD=x(b— LaUx X0)

@ fark = norm((X1 — X0), inf); maksimum hata
@ X0=X1;

@ sayac = sayac + 1;

Q eger sayac = max_ sayac ise iterasyonun yakinsamadigi mesajini ilet
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Gauss-Jacobi yontemi

Q Girdi: A, b, X0
Q fark =1, sayac = 0, eps = le — 4, dongii degiskenleri baslangic

degerleri
© max_sayac = 50, maksimum iterasyon sayisi,
Q D: A nin kdsegen elemanlarini iceren kdsegen matris
© LaU: A nin kosegen disindaki elemanlarini iceren alt matris
@ Td = D nin tersi
@ fark > eps ve sayac < max__n oldugu siirece

@ X1=TD=x(b— LaUx X0)

@ fark = norm((X1 — X0), inf); maksimum hata
@ X0=X1;

@ sayac = sayac + 1;

@ eger sayac = max__sayac ise iterasyonun yakinsamadigl mesajini ilet
Q cktr X1
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

(] function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
Q fark = 1;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

(] function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
Q fark = 1;
o max sayac = 50;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

(] function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
(2] fark = 1;

9 max sayac = 50;

Q sayac = 0;

(5] eps = le — 4;

o

D = diag(diag(A));
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

(] function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
(2] fark = 1;

9 max sayac = 50;

Q sayac = 0;

(5] eps = le — 4;

o D = diag(diag(A));

(7] LaU = A—-D;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

(] function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
(2] fark = 1;

9 max sayac = 50;

Q sayac = 0;

(5] eps = le — 4;

o D = diag(diag(A));

(7] LalU = A-D;

(] TD = inv(D);
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < max sayac
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
1)

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)

fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TD=x (b— LaU x X0)
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
10
@

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)

fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TDx (b— LaU x X0)
fark = norm(X1 — XO0, inf); X0 = X1;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
10
@
@

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)

fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TDx (b— LaU x X0)
fark = norm(X1 — XO0, inf); X0 = X1;
sayac = sayac + 1;
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
10
@
@
@

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)

fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TDx (b— LaU x X0)
fark = norm(X1 — XO0, inf); X0 = X1;
sayac = sayac + 1;

end
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

o
2]
o
o
o
o
o
o
o
10
@
@
@
()

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)

fark = 1;

max sayac = 50;

sayac = 0;

eps = le — 4;

D = diag(diag(A));

LaU = A—D;

TD = inv(D);

while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TDx (b— LaU x X0)
fark = norm(X1 — XO0, inf); X0 = X1;
sayac = sayac + 1;

end

if sayac == maxsayac error('iterasyon yakinsamadi');
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Gauss-Jacobi yontemi kodu

©Oee0OApOEHEO0O0000000F0C

function X1 = gaussjacobi(A, b, X0)
fark = 1;
max sayac = 50;
sayac = 0;
eps = le — 4;
D = diag(diag(A));
LaU = A—D;
TD = inv(D);
while fark > eps&sayac < maxsayac
X1 = TDx (b— LaU x X0)
fark = norm(X1 — XO0, inf); X0 = X1;
sayac = sayac + 1;
end
if sayac == maxsayac error('iterasyon yakinsamadi’);
end
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Gauss-Seidel yontemi

o Gauss-Seidel yontemi, iterasyonlarin yakinsayacagi varsayimi ile xx.1
yaklasiminin gercek degere xx dan daha yakin oldugunu ve benzer
bicimde yx11 yaklasiminin gercek degere y, dan daha yakin oldugunu
kabul ederek ilgili iterasyonlarda bu giincel degerlerin kullaniimasi
esasina dayinir.
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Gauss-Seidel yontemi

o Gauss-Seidel yontemi, iterasyonlarin yakinsayacagi varsayimi ile xx.1
yaklasiminin gercek degere xx dan daha yakin oldugunu ve benzer
bicimde yx11 yaklasiminin gercek degere y, dan daha yakin oldugunu
kabul ederek ilgili iterasyonlarda bu giincel degerlerin kullaniimasi
esasina dayinir.

o Ornek 1 daki Gauss-Jacobi yerine

1

Xkt1 = 5(2+Yk+2k)
1

Yk+1 = Z(_l_xk-i-l_zk)
1

Zkp1 = 5(8—Xk+1 + Yi41)

iterasyonu kullanihr.
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Gauss-Seidel yontemi

@ Buna gore Ornek 1 deki ayni baslangic degeri ve ayni sonuclandirma

kriteri icin
x(1)
1
1
1

elde ederiz.

x(2)
1.3333
—0.8333
1.9444

x(3) x(10)
1.0370 1
—0.9954 e |
1.9892 2
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Gauss-Seidel yontemi

e Ornegimiz icin Gauss-Seidel iterasyonlari 10 adimda yakinsarken,
Gauss-Jacobi 17 adimda yakinsamistir.
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Gauss-Seidel yontemi

o Ornegimiz icin Gauss-Seidel iterasyonlari 10 adimda yakinsarken,
Gauss-Jacobi 17 adimda yakinsamistir.
@ Gauss-Jacobi yontemine benzer, ancak Ax = b sistemi

(L+D)x = b— Ux

biciminde yazilmak suretiyle

x = g(x) = (L+ D)~ (b— Ux)
olarak ifade edilen x sabit noktasini belirleme problemine
donustiirilebilir.
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Gauss-Seidel yontemi

o Ornegimiz icin Gauss-Seidel iterasyonlari 10 adimda yakinsarken,
Gauss-Jacobi 17 adimda yakinsamistir.
@ Gauss-Jacobi yéntemine benzer, ancak Ax = b sistemi

(L+D)x =b— Ux
biciminde yazilmak suretiyle
x = g(x) = (L+ D) (b— Ux)
olarak ifade edilen x sabit noktasini belirleme problemine
donustiirulebilir.

o Boylece Gauss-Seidel yontemi g nin sabit noktasini belirlemek
amaciyla

xUHD) = g(x(K)) = (L 4+ D)1 (b— Ux(k)) k=12 (3)

biciminde olusturulan iterasyondur.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Vektor tabanl Gauss-Seidel yontemine ait algoritma ve ilgili program
Gauss-Jacobi ydntemine benzer bicimde gelistirilebilir(Alistirma 8 ).

Teorem 1.

Eger A matrisi satirca kGsegen baskin, yani

n
|a,-,-|> Z |a,-j|,i:1,2,---,m
Jj=1j#i

ise veya siitunca késegen baskin, yani
m
\a,-,-] > Z |aj,",l =1,2,---,n
J=Lj#i

ise bu durumda hem Gauss-Jacobi ve hem de Gauss-Seidel yéntemleri ile
olusturulan iterasyon dizileri ilgili denklem sisteminin ¢éziimiine yakinsarlar.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

ispat A matrisinin satirca kdsegen baskin oldugunu ve Gauss-Jacobi
yonteminin yakinsak oldugunu gosterelim. (2) iterasyonunu

xF) = x4 F (4)
biciminde yazalim. Burada
C=-DYL+U),F=D"b

dir.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

x, verilen denklem sisteminin céziimii olsun. Bu taktirde

Ax=(L+D+U)x=5b

den
Dx=b—(L+ U)x
veya
x=D"'b— DL+ U)x
veya
x=Cx+F (5)
elde ederiz.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Ek) — (k) _

ile k—inci adimdaki iterasyon yaklasim hatasini gésterelim. (4) ve (5) nin
taraf tarafa farkini alarak, k—inci adimdaki hata vektorii icin
Ek+) —  cglk)
C2Ek-1)

= C'E
elde ederiz. A kdsegen baskin bir matris oldugu i¢in ||C||e < 1
dir(Alstirma 4 ). O halde
IE¥ oo = (| C¥E] oo < [IC¥leolIE oo < 1IN IE] |

ve
lim [[EFHY) || =0 = lim x(0) =x
k—o0 k—o0

elde ederiz.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Gauss-Jacobi veya Gauss-Seidel iterasyonun yakinsamasi icin kdsegen
baskinlk kriteri sadece yeter sarttir, fakat gerek sart degildir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Boliim 7 Eyliil 2020 26 / 39



Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

icin Gauss-Jacobi yéntemi 100 adimda
x = [0.7042,0.1112,0.0301] "

yaklasik ¢éziimiine yakinsar.
Yakinsama orani olarak asagida tanimlanan hata orani

[[Ax*H) — b,
|[Ax(%) — b2

~ 0.9456

dir. Bu oran | — D™YA nin mutlak degerce en biiyiik 6zdegerinin mutlak
degerine esittir.
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Ornek 4.

Gauss-Seidel yontemi ise 10 adimda

[|Ax*+Y — b2
[|Ax() — bl|,

orani ile
x = [0.7011,0.1087,0.0272]

¢6ziimiine yakinsar. Buna ragmen A matrisi satirca veya siitunca kdsegen
baskin degildir.

v
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Yinelemeli Yontemlerin Yakinsakligi

Ornek 5.

Bazen Gauss-Seidel yakinsak iterasyon iirettigi halde, Gauss-Jacobi
iraksayabilir:

4 1 4
A=|2 5 2
123

matrisi ve Ornek 3 deki b ve x() vektérleri icin Gauss-Seidel yontemi 11
adimda
x = [0.6944,0.1111,0.0278] "

¢oziimiine 0.3333 hata orani ile yakinsar. Ancak Gauss-Jacobi yontemi
yakinsamaz.
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Alistirmalar

1
3 matrisive b= | —1
-1

A=

o= W
g1~

vektori verilsin.
1 x() = [100]7 baslangic tahmini icin x@ xB) ve x(*) yaklasimlarini
Gauss-Jacobi yontemiyle hesaplayiniz.
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Alistirmalar

2 Soru 1 i Gauss-Seidel yontemi ile tekrarlayiniz.
3 Herhangi Aszx3 matrisi ve b3y vektorii igin (1) iterasyonu ve (77)
iterasyonunun denk oldugunu gézlemleyiniz.

4 A =L+ D+ U késegen baskin bir matris ve C = =D~ (L + U) ise
||Cl|ee < 1 oldugunu gésteriniz.
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Alistirmalar

5 (Bilgisayar Uygulamalari) Soru 1 de elde ettiginiz yaklasimlari
Gauss__Jacobi programi yardimiyla da elde ediniz.

6 Ornek 1,2 ve ?? de elde edilen sonuclari Gauss_Jacobi programi
yardimiyla da kontrol ediniz.

7 literatif yontemlerde Ax = b sistemi, uygun bir tersinir B matrisi icin

Bx+(A—B)x=b
olarak yazilir ve
BXk+1) = (B— A)X) + b
iterasyonu tamimlanir. Ozel olarak

A=L+D+U

olmak iizere
e B = D olmasi durumunda elde edilen yéntemin Gauss-Jacobi yéntemi
ve
e B =L+ D olmasi durumunda elde edilen ydntemin ise Gauss-Seidel
yontemi oldugunu gozlemleyiniz.
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Alistirmalar

8 Gauss_Jacobi programini diizenleyerek Gauss Seidel programini
gelistiriniz. Elde ettiginiz program yardimiyla Ornek 3 deki yaklasimlari
elde ediniz. Ayrica Gauss-Seidel yontemi icin teoreml i ispat ediniz.

9 Verilen bir ii¢ kdsegenli simetrik A,x, matrisi icin [L, U] = lumat(A)
komutuyla A =LU ayrisimini, ayrisim elemanlarini A nin elemanlari
cinsinden acikca belirlemek suretiyle hesaplayacak uygun bir algoritma
ve MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.
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Alistirmalar

10 (Proje) Thomas Algoritmasi: Asagidaki gibi tanimlanan A matrisi ve
d vektori verilsin

b1 C1 0 e 0 i d

1

dn b2 Co e 0 d2

A: . . 1 d = .
0 0 an—1 bnfl Cn—1 d

| 0 0 -+ a, b, | "

[A|d] ekli matrisini elemanter satir islemleri yardimiyla [A’|d’] ekli
sistemine doniistiiriiniiz. Burada a; = 0, ¢, = 0 olmak iizere ,
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Alistirmalar

[ b, ¢ 0O .- 0 ] d
0 b o 0 d}
A/ — . d/ = 2
0 0 0 bi,,l Cn—1 O:”
| 0 0 0 b, | n
nin bilesenleri
] by
d = d
b/, = bi— b/a Ci—1,
a-
d = di———d ;,i=23--,n
bi

olarak tanimlanir.
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Alistirmalar

o A'x = d’ sistemini cozerek

dy/ by,
(d) — coxps1)/ b i=n—1,n—2--- 1

Xn

Xi

oldugunu gosteriniz.
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Alistirmalar

o A'x = d’ sistemini cozerek

Xn

dy/ by,
(d) — caxns1)/b,i=n—1,n—2---,1

Xj

oldugunu gosteriniz.

@ Yukarida elde ettiginiz algoritmayr X =thomas(a,b,c,d) komutu ile
ayni sayida bilesene sahip a,b,c,d vektorleri icin ¢alistiran
MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.
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Alistirmalar

11 (Proje: Modifiye Thomas)A matrisini

b1 Cc1 0 0 i

an b2 C 0
A=Ls+TD+Us=Ls+ | : - - - © | +Us

0 0 a,-1 by1 cro1

0 0 - a, b, |

olarak yaziniz.Burada Ls ii¢ kdsenli kismin asagisinda yer alan
elemanlari iceren alt iicgensel matris ve Us ise ii¢ kdsegenli kismin
yukarisinda kalan kismi iceren st ticgensel matristir. Ax =b
sistemini

TDx+ (Ls+ Us)x =b

olarak yazarak
DX = p — (Ls+ Us)X¥) k =0,1,- -

iterasyonunu tanimlayalim.
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Alistirmalar

@ Yontemin her adimda Thomas algoritmasini kullanmak suretiyle ii¢
kogenli lineer sistemi cozmesi gerektigine dikkat edelim.
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Alistirmalar

@ Yontemin her adimda Thomas algoritmasini kullanmak suretiyle t¢
kogenli lineer sistemi ¢cozmesi gerektigine dikkat edelim.

@ Yukarida tanimlanan algoritmayr X =mthomas(A, b, X0) komutuyla
uygulayan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.
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Alistirmalar

@ Yontemin her adimda Thomas algoritmasini kullanmak suretiyle t¢
kogenli lineer sistemi ¢cozmesi gerektigine dikkat edelim.

@ Yukarida tanimlanan algoritmayr X =mthomas(A, b, X0) komutuyla
uygulayan bir MATLAB/Octave programi hazirlayiniz.

@ Yoéntemin yakinsama hizini Gauss-Jacobi ve Gauss-Seidel ile
karsilastiriniz.
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