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Sayisal integrasyon

Bu calisma "MATLAB/Octave Uygulamalariyla Sayisal Analize Giris" isimli
calismamizin sekizinci béliimiinii olusturmaktadir. Konuyla ilgili ileri diizey
arastirma icin bolim sonunda sundugumuz degerli kaynaklari dneririz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

Bu béliimde

@ temel sayisal integrasyon yontemlerini 6zetleyerek,
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Bu béliimde

@ temel sayisal integrasyon yontemlerini 6zetleyerek,

@ hata analizlerini gerceklestiriyor ve
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

Bu béliimde
@ temel sayisal integrasyon yontemlerini 6zetleyerek,
@ hata analizlerini gerceklestiriyor ve

e MATLAB/Octave ortaminda uygulama sonuglarini tartisiyoruz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

(]
1

/xex2 dx

0
integralini kismi integrasyon yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz, ancak
kismi integrasyon veya baska bir yontem yardimiyla

1

/ex2 dx

0
integralini hesaplayamayiz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

o
1

/xeX2 dx

0
integralini kismi integrasyon yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz, ancak
kismi integrasyon veya baska bir yontem yardimiyla

1

/ex2dx

0
integralini hesaplayamayiz.

@ Bu drnegi cogaltmak miimkiindiir: £ fonksiyonu [a, b] araliginda

integrallenebilir ve belirsiz integrali F olan bir fonksiyon ve g de
tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,

b
[Fle(x)g' (x)dx = F(g(b)) — Flg(a))
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

1
/xex2 dx
0
integralini kismi integrasyon yardimiyla kolayca hesaplayabiliriz, ancak
kismi integrasyon veya baska bir yontem yardimiyla
1
/exzdx
0
integralini hesaplayamayiz.
o Bu drnegi cogaltmak miimkiindiir: £ fonksiyonu [a, b] araliginda
integrallenebilir ve belirsiz integrali F olan bir fonksiyon ve g de
tiirevlenebilir bir fonksiyon ise,

b
[Fle(x))g'(x)dx = F(g(b)) — Flg(a))
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ornegin f nin trigonometrik, logaritmik veya iistel bir fonksiyon ve g
nin ise derecesi birden biiyiik bir polinom olmasi, yani
g(x) = pn(x), n=12,3, ..., durumlarini gézdniine alalim:

b

/é;bsin(p,,(x))dxv /: |0g(p,,(x))dx,/ ) g

a
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ornegin f nin trigonometrik, logaritmik veya iistel bir fonksiyon ve g
nin ise derecesi birden biyiik bir polinom olmasi, yani
g(x) = pn(x),n = 2,3, ..., durumlarini gézéniine alalim:

b

/absin(pn(x))dxv /ab |°g(p,,(x))dx,/ ) g

a

@ Yukarida belirtilen tiirdeki integrallere sayisal yontemler yardimiyla
uygun yaklasimlar bulunmasi gerekir. Bu amagcla dncelikle [a, b]
araligina dogrudan uygulanan ve basit yontemler adi verilen
yontemleri inceleyelim.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Oncelikle integraller icin Ortalama Deger Teoremini(ODT)
hatirlayalim:
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

o Oncelikle integraller icin Ortalama Deger Teoremini(ODT)
hatirlayalim:

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

[fG0d=F()(b-2)

saglanacak bicimde x € (a, b) noktasi mevcuttur.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

o Oncelikle integraller icin Ortalama Deger Teoremini(ODT)
hatirlayalim:

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise

[fG0d=F()(b-2)

saglanacak bicimde x € (a, b) noktasi mevcuttur.

e Burada f()), f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degeri
olarak tanimlanir ve bu nedenle Teorem Integraller icin Ortalama
Deger Teoremi olarak adlandirilir.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ancak Teorem 1 de belirtilen x degerinin ne oldugu genel olarak
bilinmemektedir.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ancak Teorem 1 de belirtilen x degerinin ne oldugu genel olarak
bilinmemektedir.

e Farkli sayisal yaklasim yontemleri f(x) igin farkl yaklasimlar yapmak
suretiyle verilen integral degerini yaklasik olarak elde etmektedirler.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ancak Teorem 1 de belirtilen x degerinin ne oldugu genel olarak
bilinmemektedir.

o Farkli sayisal yaklasim yéntemleri f(x) icin farkh yaklagimlar yapmak
suretiyle verilen integral degerini yaklasik olarak elde etmektedirler.

@ Tablo 1 de sol ve sag dikdortgen kurali ile orta nokta ve yamuk
yaklasim kurallarinin  verilmektedir.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Ancak Teorem 1 de belirtilen x degerinin ne oldugu genel olarak
bilinmemektedir.

o Farkli sayisal yaklasim yéntemleri f(x) icin farkh yaklagimlar yapmak
suretiyle verilen integral degerini yaklasik olarak elde etmektedirler.

@ Tablo 1 de sol ve sag dikdortgen kurali ile orta nokta ve yamuk
yaklasim kurallarinin verilmektedir.

@ Sol siitunda f()) icin uygun yaklasim degeri yer almakta, orta
situnda ise ilgili secime karsilik gelen sayisal yontem ifade
edilmektedir.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

f(x) Kural isim

>~ f(a) lsoi(f) = f(a)(b— a) Sol dikdortgen
>~ f(b) lsag (F) = (b ( a) Sag dikdértgen
=~ f(222) | lon(f) = F(22)(b—a) | Orta nokta

= f(a);f(b) Iy (f) = 7“ )erf(b)( —a) | Yamuk

Table: Bazi basit yontemler

41
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

1
/ e¥dx — 1.7183
0

integrali icin sol ve sag dikdortgen kurali ile orta nokta ve yamuk kurali
yaklasimlarini hesaplayiniz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Sirasiyla her bir yaklasimi elde edelim:
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Sirasiyla her bir yaklasimi elde edelim:

lsol(f) = f(a)(b - 8)
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Sirasiyla her bir yaklasimi elde edelim:

lsol(f) = f(a)(b - a)

lsag(f) = f(b)(b—a)

= e=2.7183
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

lt(f) = f((a+b)/2)(b—a)
= f(1/2) x1
= e/?2=1.6487

wip) = HAEON, )
INCELIT
= (1+e)/2=1.8591

Eyliil 2020 11 / 41
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Gercek sonucun e —1 = 1.7183 oldugu dikkate alindiginda her bir
yaklasimin hatali sonuclar icerdigi goriilmektedir.
Teorem 1 yardimiyla yukarida gézoniine aldigimiz sayisal integral
yaklasimlarini farkl bir acidan daha degerlendirmek miimkiindiir:

Eyliil 2020 12 /
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

o Gercek sonucun e —1 = 1.7183 oldugu dikkate alindiginda her bir
yaklasimin hatali sonuclar icerdigi goriilmektedir.
Teorem 1 yardimiyla yukarida gézoniine aldigimiz sayisal integral
yaklasimlarini farkli bir acidan daha degerlendirmek miimkiindiir:

@ [a, b] araliginda f fonksiyonuna sirasiyla asagida belirtilen sifirinci
dereceden polinomlarla yaklasildigini kabul edelim:

12 /
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Py(x) =f(a),
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Py(x) =f(a),
e Py(x) = f(b) ve
e Py(x)="f((a+b)/2)
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Py(x) =f(a),
e Py(x) = f(b) ve
e Py(x)=f((a+b)/2)

@ Birinci yaklasim sonucunda

/; F(x)dx = /: Po(x)dx = f(a)(b— a),
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Py(x) =f(a),

e Py(x) = f(b) ve

e Py(x)="f((a+b)/2)

@ Birinci yaklasim sonucunda

/ab F(x)dx = /ab Po(x)dx = f(a)(b — a),

ikinci yaklasim sonucunda

b b
/ f(x)dx%'/a Po(x)dx = f(b)(b— a)

ve
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Py(x) =f(a),

e Py(x) = f(b) ve

e Py(x)="f((a+b)/2)

@ Birinci yaklasim sonucunda

/ab F(x)dx = /ab Po(x)dx = f(a)(b — a),

ikinci yaklasim sonucunda

/ab F(x)dx = /ab Po(x)dx = F(b)(b— a)

ve

ticiincii yaklasim sonucunda ise

b b
/a f(x)dx%/ Po(x)dx = f((a+ b)/2)(b— a)

a

kuralini elde ederiz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Yamuk kuralinda ise [a, b] araliginda f fonksiyonuna
(a,f(a)), (b, f(b)) noktalarindan gegen birinci dereceden

Pi(x) = f(a) + fla, b](x — a)

polinomu ile yaklasarak

W(f) = /abPl(X)dx—/;b(f(a)+f(bl)jig(a)(x—a))dx

= f(a)(b—a)+(f(b) —f(a))(b—a)/2

b—a
= 222(F(a) + (b))

yontemini elde ederiz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

e Simpson Kurali
Bu kural f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degerini,
a, (a+ b)/2 ve b noktalarindaki degerlerin agirlikli bir ortalamasi
olarak kabul eder:
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

o Simpson Kurali
Bu kural f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degerini,
a, (a+ b)/2 ve b noktalarindaki degerlerin agirlikli bir ortalamasi
olarak kabul eder:

a+t+b 1
—f(b

F(x) = gF(a) + ¢

Buna gore basit Simpson kurali

(f(a) +4f((a+b)/2) +£(b))) (1)

olarak ifade edilir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Boliim 7 Eyliil 2020 15 / 41



Sayisal integrasyon:Basit yontemler

@ Alternatif bir bakis agisiyla Simpson kural, h = (b — a)/2 olmak
lizere

(a,f(a)), (a+h,f(a+h)), (b, (b))
noktalarindan gecen

Py(x) = f(a)+fla,a+ h|(x—a) (2)
+fla,a+ h,a+2h](x —a)(x — (a+ h))
polinomunun integralini, f fonksiyonun verilen aralik tizerindeki

integrali icin yaklasim kabul eder(Ahstirma 11). Simpson kurali
sematik olarak Sekil 1 de sunulmaktadir.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

Figure: Simpson kurali sematik gosterimi
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

f(x) = e fonksiyonunun [0, 1] araligi iizerindeki integralini basit
Simpson kurali yardimiyla hesaplayiniz.
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

°
a=x1=0x=(a+b)/2=1/2,x3=b=1
olup, noktalar arasindaki uzaklik
h:XQ*X1 = X3 — X2 :1/2

olmak iizere (1) kuralina gore
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Sayisal integrasyon:Basit yontemler

°
a=x1=0x=(a+b)/2=1/2,x3=b=1
olup, noktalar arasindaki uzaklik
h:X2_X]_ = X3 — Xp = ]./2
olmak iizere (1) kuralina gére
b—a

Ii(f) = —5—(f(a) +4f((a+b)/2) + (b))

= 2(F(0) +4£(1/2) +£(1))

1
_ 6(e0+4el/2+el)

= 1.7189

(1) ve (2) degerleri gercek integral degeri ile karsilastirildiginda, en iyi
yaklasimin Simpson kurali ile elde edildigi goriiliir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

o Bir aralik tizerindeki integrasyon isleminde elde edilen yaklasimlarda
olusan hatayr minimize etmek icin s6z konusu aralik n adet esit
uzunluklu alt araliga béliinerek, herbir alt aralik tizerinde ilgili yontem
uygulanir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Bir aralik iizerindeki integrasyon isleminde elde edilen yaklasimlarda
olusan hatayr minimize etmek icin s6z konusu aralik n adet esit
uzunluklu alt araliga béliinerek, herbir alt aralik tizerinde ilgili yontem
uygulanir.

@ Daha somut olarak, [a, b| araliginin n adet ve h = (b—a)/n
uzunluklu alt araliga béliinmesiyle olusan alt araliklarin u¢ noktalarini

x1=a, xp=a+h, x3=a+2h,...,.xp01 = a+ nh

ile gosterim.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Bu durumda

/abf(x)dx:/‘; dx+/ x)dx + .. —}—/Xﬂﬂ ’ f(x)dx

olarak ifade edilir ve herbir alt aralik iizerinde ilgili yontemin
uygulanmasi suretiyle elde edilen yaklasimlarin toplami, yontemin
bilesik versiyonunu verir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Bu durumda

b Xp+1=b
/ f(x)dxz/ dx+/ x)dx + .. —|—/ f(x)dx

olarak ifade edilir ve herbir alt aralik iizerinde ilgili ydontemin
uygulanmasi suretiyle elde edilen yaklasimlarin toplami, yontemin
bilesik versiyonunu verir.

@ Yukarida incelenen yontemlerin bilesik versiyonlari Tablo 77 de
verilmektedir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik Sol dikdértgen

Bilepik sol dikdértgen
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Sayisal integrasyon: Bilesik Sag dikdortgen
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Sayisal integrasyon: Bilesik Orta nokta

n

lort (F )= h ) F(xi + h/2)

y 1 =
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Sayisal integrasyon:Bilesik yamuk
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Yukarida verilen yontemlere ilaveten, Simpson kuralinin bilesik
versiyonu ise [a, b] araligini n = 2k ile belirtilen cift sayida alt araliga
bolerek, h = (b — a)/n olmak iizere, herbir [x;, xi;2] alt araligina
basit Simpson kuralini uygulamak suretiyle elde edilir:

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7

Eyliil 2020 26 / 41



Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Yukarida verilen yontemlere ilaveten, Simpson kuralinin bilesik
versiyonu ise [a, b| araligini n = 2k ile belirtilen ¢ift sayida alt araliga
bélerek, h = (b — a)/n olmak iizere, herbir [x;, xi1+2] alt araligina
basit Simpson kuralini uygulamak suretiyle elde edilir:

/b f(x)dx = /f f(x)dx+/X5 f(x)dx + ... + e f(x)dx
Is(f,n) = g (f(x1) +4f(x2) +f(x3))
—|—§ (f(x3) +4f(xa) + f(x5))
+ c e
_|_g (f(X2k71) + 4f(X2k) + f(X2k+1))
k k—1
= g(f(a) + 4 ; f(xi) +2 ; f(x2i1) + £ (b))

Eylil 2020 26 /
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

[0, 1] araligini dért alt araligi bélmek suretiyle

1
/ e*dx
0

integrali icin Sol ve Sag Dikdértgen Kurali ile Orta Nokta, Yamuk ve
Simpson kurali yaklasimlarini hesaplayiniz.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

e [0,1] araligini dort alt araliga béldiigiimiizde elde edilen alt araliklarin
uc noktalari arasindaki uzaklik
b—a 1-0

h= =—=1/4
n 4 /

tiir ve karsilik gelen alt araliklarin u¢ noktalari ise
x1=0,%=1/4,x3 =2/4,x4 =3/4, x5 =1

olarak elde edilir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Sol Dikdortgen yaklasimi:

Isol(fv n = 4) - 2 f(Xi) = % Z f(Xf>
= (F(0)+ F(1/8) +F(2/4) +£(3/4))
1 1/4 2/4 4
= i(e0+e/+e/+e3/)
= 1.5124
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Sayisal integrasyon:bilesik yontemler

@ Sag dikdortgen yaklasimi:

b—a 1

isag(fin - 4): n Z Xr+1

4
Z f Xr+1

i=1 /:1

_ %(f(1/4) +F(2/4) + F(3/4) + £(4/4))

Z(e1/4_+_e2/4_f_(_)3}/4_’_e4/4)
= 1.942
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Orta nokta yaklasimi:

b— n 4
it (fin = 4)= na Fxi+h/2) == Y F(xi+1/8))

i=1 i=1

- %(f(o—k 1/8) + F(1/4+1/8) + F(2/4 +1/8) + F(3/4-

Sl

SOV UV SV S 1
4

= 1.7138

olarak elde edilir.
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Yamuk Kural yaklasimi: Yontemi uygulamadan 6nce yeniden

diizenleyelim:
b—a i f(X,') + f(X/+1)

/y(f, n) = " 5
_ h<f(x1) —;— f(x2) . f(x2) —;— f(x3) S f(xn) —|—2f(x,,+1)
= H(5F() + FOe) + Fl) + o+ £ () + 5F(xar1)

Eyliil 2020 32 /41

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bolim 7



Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

@ Yamuk Kural yaklasimi: Yontemi uygulamadan 6nce yeniden
duizenleyelim:

Iy(f, n) =

b—a i f(X,') + f(X;+1)
n = 2

f(x1) + f(x) L fle) +fxs) ot

f(Xn) + f(XnJrl)

h( 2 2 2
1

MSF () + FO) + Fs) + ot Fx) + 5 F (i)

@ Buna gore verilen problem icin

/y(f, n

elde ederiz.
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= 4) = h(3F(a) + 1) + F(36) + () + 5 ()

_ %(%eo+e1/4—|—e2/4+e3/4+%e1)
= 1.7272



Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

o Elde edilen yamuk yaklasiminin sol ve sag dikdértgen kurali ile elde
edilen yaklasimlarin ortalamasi olduguna dikkat edelim:

lot (F,4) + lsag(f,4) . 1.5124+41.942
2 a 2
= 1.7272 = Iy(f,4)
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Sayisal integrasyon:Bilesik yontemler

o Elde edilen yamuk yaklasiminin sol ve sag dikddrtgen kurali ile elde
edilen yaklasimlarin ortalamasi olduguna dikkat edelim:

loot(F,4) + lsag(f,4) . 1.5124+1.942
2 - 2
= 1.7272 = Iy(f,4)

@ Simpson yaklasimi:

Is(f,n = 4)=h/3(f(x1) +4f(x2) + 2f(x3) + 4f (x4) + F(x5))
= %(eo—l—4xel/4—|—2><e2/4—|—4><e3/4+e1)
= 1.7183

elde ederiz.
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

1 Sol ve Sag Dikdértgen, Orta Nokta, Yamuk ve Simpson kurallari ile
[0, 1] araligi iizerinde f(x) = 1, x, x?, x> fonksiyonlarinin integrallerini
hesaplayarak tabloda bos birakilan yerleri doldurunuz.
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

Yoéntem

Sol D.

Sag D.

Orta N.

Yamuk

Simpson
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

2 Soru 1 de incelenen, Sol ve Sag Dikdortgen, Orta Nokta, Yamuk ve
Simpson kurallari ile [0, 1] aralig iizerinde f(x) = 1, x, x2, x3
fonksiyonlarindan hangilerinin integralinin sonucu, gercek integral
degerine esit olur? Gercek sonucu veren ydntemler icin asagidaki
tabloda belirtildigi tizere (4) ve hatali sonug veren yéntem icin ise

(—) isareti koyunuz.
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

Yéntem\ Fonksiyon
Sol D.
Sag D.
Orta N.
Yamuk
Simpson

|+ [+
|
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

3 Soru 2 de [0, 1] aralig: iizerinde elde ettiginiz sonuglar keyfi bir |[a, b]
aralig tizerinde de gerceklestiriniz. Tablo isaretlerinde herhangi bir
degisikligin olmadigini gézlemleyiniz.

4 Soru 2 ve Soru 3 de elde ettiginiz sonuclar ve integral operatoriiniin
lineerlik 6zelliligi yardimiyla, hangi yontemin hangi dereceden
polinomlarin [a, b] aralig lizerindeki integralini hatasiz olarak
hesapladigini belirleyiniz.
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

1
I(f) = / x*dx
0
integrali icin 5 — 8 nolu sorulari cevaplandiriniz.

5
liot(f,n=2"),i=0,1,2
Sol Dikdértgen yaklasimlarini hesaplayiniz
6
Iy(f,n=2"),i=0,1,2
Yamuk yaklasimlarini hesaplayiniz.
7 .
lort(f,n=2"),i=0,1,2
Orta Nokta yaklasimlarini hesaplayiniz
8

Is(f,n=2"),i=1,2

Simpson yaklasimlarini hesaplayiniz.
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Sayisal integrasyon:Alistirmalar

9 Soru 5 ve 7 deki cevaplariniz yardimiyla Sol Dikdértgen ve Orta Nokta
yaklasimlari arasinda i = 1 ve i = 2 icin

lort (F,n =271 = 2lso/(F, n = 2") — Iso(f, n =2'71)

bagintisinin mevcut oldugunu goézlemleyiniz.

10 Soru 6 ve 8 deki cevaplariniz yardimiyla Simpson ve Yamuk
yaklasimlari arasinda i =1 ve i = 2 icin

. 4Iy(f, n= 2i) — Iy(f, n= 2’.71)
B 3

Is(f,n=2"

bagintisinin mevcut oldugunu gézlemleyiniz.

11 (2) interpolasyon polinomunun [a, b] araligi iizerinden integralini
hesaplayarak, (1) ile verilen Simpson kuralini elde ediniz.
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