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Sayisal integrasyon:Hata analizi

Bu ¢alisma "MATLAB/Octave Uygulamalariyla Sayisal Analize Giris"
isimli calismamizin sekizinci béliimiiniin Sayisal integrasyonda Hata analizi
alt bolimiinden olusturmaktadir. Konuyla ilgili ileri diizey arastirma igin
bsliim sonunda sundugumuz degerli kaynaklari &neririz.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

Bu bsliimde

@ sayisal yontemlerde olusan yerel hatalari inceliyoruz
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

o Sayisal integrasyon yontemleri, gercek integral degeri icin yaklasim
olusturmak amaciyla gelistirilmislerdir ve genelde hata igerirler.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal integrasyon yontemleri, gercek integral degeri icin yaklasim
olusturmak amaciyla gelistirilmislerdir ve genelde hata igerirler.

@ Bu hatanin neye bagl oldugu ve minimizasyonu icin neler yapilmasi
gerektigi konusunun anlasilmasi olduk¢a 6nemlidir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal integrasyon yontemleri, gercek integral degeri icin yaklasim
olusturmak amaciyla gelistirilmislerdir ve genelde hata igerirler.

@ Bu hatanin neye bagh oldugu ve minimizasyonu i¢in neler yapilmasi
gerektigi konusunun anlasilmasi olduk¢a 6nemlidir.

I(f) = /ab F(x) dx

integrali icin h adim uzunlugu ile sayisal yaklasim Is,yiso(f, h) olmak
lizere

Hata = E(f, h) = I(f) — lsayisas (f, h)
ile tanimlanan integrasyon hatasini, adim uzunlugu ve f
fonksiyonunun tiirevi cinsinden tahmin etmek miimkiindiir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal integrasyon yontemleri, gercek integral degeri icin yaklasim
olusturmak amaciyla gelistirilmislerdir ve genelde hata igerirler.

@ Bu hatanin neye bagh oldugu ve minimizasyonu i¢in neler yapilmasi
gerektigi konusunun anlasilmasi olduk¢a 6nemlidir.

integrali icin h adim uzunlugu ile sayisal yaklasim Is,yiso/(f, h) olmak
lizere

Hata = E(f, h) = I(f) - /sayisal(fv h)

ile tanimlanan integrasyon hatasini, adim uzunlugu ve f
fonksiyonunun tiirevi cinsinden tahmin etmek mimkiindiir.

@ Boylece sayisal yontemin hangi durumlarda gergek sonug
tretebilecegini tahmin edebiliriz. Ayrica integralde kullanilan alt aralik
sayisina bagli olarak hatanin nasil degisecegi konusunda fikir sahibi
oluruz.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal yontemlerde olusan hatayi incelemeden 6nce, hata ifadesinde
kullanacagimiz O(Biiyiik O) notasyonu taniyalhm.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal yontemlerde olusan hatayi incelemeden 6nce, hata ifadesinde
kullanacagimiz O(Biiyiik O) notasyonu taniyahm.

@ O notasyonu, belirli bir noktanin komsulugunda verilen bir

fonksiyonun artis veya azalma hizini elemanter fonksiyonlar cinsinden
ifade etmek icin kullanilir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal yontemlerde olusan hatayi incelemeden 6nce, hata ifadesinde
kullanacagimiz O(Biiyiik O) notasyonu taniyahm.
@ O notasyonu, belirli bir noktanin komsulugunda verilen bir

fonksiyonun artis veya azalma hizini elemanter fonksiyonlar cinsinden
ifade etmek icin kullanilir.

Xx = a noktasi komsulugunda tanimli f ve g fonksiyonlari icin eger limy_, ,
(f(x))/(g(x) = sabit # 0 ise bu taktirde f(x) fonksiyonuna, x = a
noktasi komsulugunda g — inci basamaktandir denir ve durum

f(x) = O(g(x)),x — a gosterimi ile ifade edilir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

@ Sayisal yontemlerde olusan hatayi incelemeden 6nce, hata ifadesinde
kullanacagimiz O(Biiyiik O) notasyonu taniyahm.
@ O notasyonu, belirli bir noktanin komsulugunda verilen bir

fonksiyonun artis veya azalma hizini elemanter fonksiyonlar cinsinden
ifade etmek icin kullanilir.

Xx = a noktasi komsulugunda tanimli f ve g fonksiyonlari icin eger limy_, ,
(f(x))/(g(x) = sabit # 0 ise bu taktirde f(x) fonksiyonuna, x = a
noktasi komsulugunda g — inci basamaktandir denir ve durum

f(x) = O(g(x)),x — a gosterimi ile ifade edilir.

@ Yukaridaki tanimda a = oo olmasi durumunda, bu noktanin
komsulugu olarak yeterince biiyiik ¢ > 0 icin (¢, c0) araligi alinir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

O(btiyiik o) notasyonunun kullanimina iliskin olarak asagidaki 6rnekleri
inceleyelim.

@ sin(x) = O(x),x — 0 dir, ¢iinkii
limy—o(sin(x))/x =1#0

dir. Bu durumda x = 0 noktasi komsulugunda sin(x) fonksiyonu x
fonksiyonu ile benzer davranis gosterir, o halde bu nokta
komsulugunda sin(x) ~ x alinabilir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

O(btiyiik o) notasyonunun kullanimina iliskin olarak asagidaki 6rnekleri
inceleyelim.

e sin(x) = O(x),x — 0 dir, giinkii
limy—o(sin(x))/x =1#0

dir. Bu durumda x = 0 noktasi komsulugunda sin(x) fonksiyonu x
fonksiyonu ile benzer davranis gésterir, o halde bu nokta
komsulugunda sin(x) = x alinabilir.

x?+x+12 0(x?), x — oo ciinkii im; (x> +x+1))/x>=1#0

dir. O halde yeterince biiyiik x ler icin x> + x + 1 ~ x? alinabilir.
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

sinh(x) = 1/2(eX—e ) =1/2(e*)—1/2(e™)
1/2(14x+x3/21+x3/31...)
—1/2(1 —x+x*/2! = x3/3!..))
x+x3/31— ...

O(x),x — 0

1%

O halde x = 0 noktasinin kiigiik komsulugunda sinh(x) & x almabilir.
Benzer bicimde
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x+x3/31— ...

O(x),x — 0
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O halde x = 0 noktasinin kiiciik komsulugunda sinh(x) & x alinabilir.
Benzer bicimde
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Sayisal integrasyon:Hata analizi

e Ozetle biiyiik O notasyonu yardimiyla bir fonksiyonun bir nokta
komsulugundaki davranisi daha basit fonksiyonlarla( érnegin x",n € Z
) ifade edilmektedir. Ornegin

limy_o(e*—1)/x =1
olup, biiyiik O notasyonu ile
e —1=0(x),x—0

ile sifir noktasinin kiiciik komsulugunda e* — 1 = x alinabilecegini
anliyoruz.
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ Yeterince kiigiin h > 0 sabiti i¢in £ fonksiyonunun [a, a + h| aralig
tizerindeki integrali sonucu olusan hataya yerel hata adini veriyoruz. f
nin yeterli sayida basamaktan tiirevlerinin mevcut oldugunu kabul
ederek, x = a noktasi komsulugundaki Taylor acilimi yardimiyla,
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ Yeterince kii¢iin h > 0 sabiti icin f fonksiyonunun [a, a + h] aralig
tizerindeki integrali sonucu olusan hataya yerel hata adini veriyoruz. f
nin yeterli sayida basamaktan tiirevlerinin mevcut oldugunu kabul
ederek, x = a noktasi komsulugundaki Taylor acilimi yardimiyla,

I(F) = /:Jrhf(x)dx

- /:+h [F(a) + (x — a)f'(a) + -] dx,
2

= K@)+

2f’(a)—l—--- (1)

h2
lsor (£, h)+?f’(a)+---

elde ederiz.
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ O halde [a, a+ h| araliginda olusan ve sol dikdértgen kuralinin yerel
hatasi olarak tanimlayabilecegimiz hata,
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ O halde [a, a+ h| araliginda olusan ve sol dikdértgen kuralinin yerel
hatasi olarak tanimlayabilecegimiz hata,

Ecoi(f, h)

olarak ifade edilebilir.
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

o Alternatif olarak sirasiyla integraller ve tiirevler icin Ortalama Deger
Teoremlerinden(ODT),

Ewi(Fh) = 1(F) = luy(F, h)
- /Mf( Ydx — f(a)h

= f(x)h—f(a)h,x € (a, a+ h)(integraller icin ODT)
= ( (x) —f(a))

= hf'(&)(x —a),& € (a, a+ x)(tiirevler icin ODT)

= ch*f'(¢)

= oK)

elde ederiz, burada ¢ := (x —a)/h € (0,1) dir.
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Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ Bu sonuca gore tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon
icin Sol Dikdortgen kuralina gore hatali sonuclar beklenmelidir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 8 Eyliil 2020 12 / 22



Sol dikdértgen Kurali icin Yerel Hata

@ Bu sonuca goére tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon
icin Sol Dikdortgen kuralina gére hatali sonuglar beklenmelidir.

@ f(x) = x fonksiyonunun [0, 1] aralig: iizerindeki integrali yardimiyla
(2) ifadesindeki, c sabitini belirleyebiliriz:

Esoi(f h) = I(f) — lso(f, h)
- /ledx— 1 % £(0)]
1
)
= cf'(§)=c
olup,
Evor(FLh) = %h%/(g),ge (a,a+ h) (4)
elde ederiz.
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Yamuk kurali icin Yerel hata

o Taylor acilimi ile

I(f) = /;th(x)dx

= ./:H] {f(a)+(xa)f/(a)+()<_23)2f//(a)+--- dx,
h2 / h3 11
= hf(a)—i—;f(a)—f—gf (a)+--- (5)

elde ederiz.
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Yamuk kurali icin Yerel hata

e Ote yandan

Iy(f,h) = =(f(a)+f(a+h))

(f(a) + f(a) + hf'(a) + h;f”(é), Ce(a,a+h))

2 3
= hf(a)+%f/(a)+%f/’(a)+--- (6)

NS> N>

olarak ifade edilebilir.
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Yamuk yontemi icin Yerel hata

@ Bu durumda (5) den (6) i ¢ikarmak suretiyle, Yamuk yontemi igin

yerel hata
h3 h3
Ey(f) = 1(f) = I(f) = =f"(a) = - f(a) +--
= ch*f"(a),c € Ra € (a,a+h) (7)
o(h’) (8)

olarak elde edilir. Bu sonuca gore
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Yamuk yontemi icin Yerel hata

e Bu durumda (5) den (6) i ¢ikarmak suretiyle, Yamuk yontemi igin

yerel hata
h3 h3
Ey(f) = I(f)—Iy(f)= Ef”(a) — If”(a) + -
= ch*f"(a),c € R,a € (a,a+h) (7)
o(h°) (8)

olarak elde edilir. Bu sonuca gore

@ ikinci tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon icin Yamuk
kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir ve
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e Bu durumda (5) den (6) i ¢ikarmak suretiyle, Yamuk yontemi igin
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h3 h3
Ey(f) = I(f)—Iy(f)= Ef”(a) — If”(a) + -
= ch*f"(a),c € R,a € (a,a+h) (7)
o(h°) (8)

olarak elde edilir. Bu sonuca gore

@ ikinci tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon icin Yamuk
kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir ve

@ yodntem birinci dereceden polinomlarin integralini hatasiz olarak
hesaplayabilmektedir.

ec (Karadeniz Teknik Universitesi) Bélim 8 Eyliil 2020 15 / 22



Yamuk yontemi icin Yerel hata

e Ikinci tiirevi sabit olan, 6rnegin f(x) = x?, fonksiyonunun [0, 1] araligi
iizerindeki integrali yardimiyla (7) deki hata sabitini belirleyebiliriz:

Ey(f) = I(f)—Iy(f)
_ /lezdx—1/2(f(0)+f(1))
1/3—-1/2=-1/6
cf” ()
= 2c

yani, ¢ = —1/12 olup,
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Yamuk yontemi icin Yerel hata

e Ikinci tiirevi sabit olan, 6rnegin f(x) = x2, fonksiyonunun [0, 1] araligi
iizerindeki integrali yardimiyla (7) deki hata sabitini belirleyebiliriz:

Ey(f) = I(f)—Iy(f)
— /1x2dx—1/2<f(o)+f(1>)

= 1(}3—1/2:—1/6
= cf(a)
2c
yani, ¢ = —1/12 olup,
o
Ey (. h) = —%/ﬁf"(a),a € (a.a+h) (9)

olarak elde ederiz.
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Simpson yéntemi icin h = (b — a)/2 olmak iizere, Taylor agilimi ile
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Simpson ydntemi icin h = (b — a)/2 olmak iizere, Taylor agilimi ile

elde ederiz.

a+2h

/ f(x)dx
T e e ) e
J _|_(X ) ()(a)+...

2hf(a) + 2h*f'(a) + §h3f”(a)

2 4 j
+3h " (2) + g (@) +
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Simpson yontemi icin Yerel hata

e Simpson yonteminde yer alan f(252) ve f(b) degerlerinin x = a
noktasi komsulugunda Taylor acilimlarini hesaplayarak,

h4

2 3 .
at b) = f(a) + hf'(a) + %f’/(a) + %f”’(a) + ﬁf("’)(a) +- -

2

f(
ve
21

3 f(’v)(a)+...

f(b) = f(a) + 2hf'(a) + 2h°f"(a) + %h3f’”(a) +

elde ederiz. O halde
a+b

f(a) +4F (727 +£(b)

= 6f(a) +6hf'(a) +4h*f"(a)
+2h°f" (a) + h4gf<"’)(a) +

elde ederiz. Dolayisiyla,
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Simpson yontemi icin Yerel hata

at+b

Is(F) = g(f(a)+4f( )+f(b))

4
= 2hf(a) +-2h°f'(a) + 3 h°f"(a)

2By SHP

(iv)
+3 (a)+18f (a) +

olur.
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Simpson yontemi icin Yerel hata

a+b

Is(F) = g(f(a)+4f( )+f(b))

4
= 2hf(a) +2h*f'(a) + gh3f”(a)

2 5

(iv)
+3 (a)+18f (a) +

olur.
@ Buradan, Simpson kurali icin yerel hata

Es(f.h) = /f F(x)dx — Is(f)
5h°

= 1;45/,5,((/”(3)* - FO(a) + - -
= ch’fM(E), & € (a, b) (10)
= 0O(h) (11)
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Bu sonuca gore
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Bu sonuca gore

@ dordiincii tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon icin
Simpson kuralina gore hatali sonuglar beklenmelidir ve
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Bu sonuca gore

o dordiincii tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon icin
Simpson kuralina gére hatali sonuclar beklenmelidir ve

@ yodntem iiciincii dereceden polinomlarin integralini hatasiz olarak
hesaplayabilmektedir.
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Simpson yontemi icin Yerel hata

@ Bu sonuca gore

o dordiincii tiirevi 6zdes olarak sifira esit olmayan her fonksiyon icin
Simpson kuralina gére hatali sonuclar beklenmelidir ve

@ yodntem liclincii dereceden polinomlarin integralini hatasiz olarak
hesaplayabilmektedir.

e Dordiincii tiirevi sabit olan, 6rnegin f(x) = x* fonksiyonunun [0, 1]
araligi tizerindeki integrali yardimiyla (10) daki hata sabitini
belirleyebiliriz:
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Sayisal Integrasyon Kurallari icin Yerel hata

°
Es(f) = I(f) —Is(f)
1
- /x4dx—1/6(f(0)—|—4f(1/2)—|—f(1))
0
= 1/5-1/6x(04+4x1/16+1)
1
- 120
— Lo
= c><3—2><
bagintisindan, ¢ = —ﬁ = —& olup,
Es(f‘vh)f—*h5 (¢). & € (ab)

90

olarak elde ederiz.
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