
Bölüm 10
Trafik Modeli

Bu bölümde tek şerit bir yolun herhangi iki noktasıarasındaki trafik yoğun-
luğunun zamanla nasıl deği̧stiğini incelemek suretiyle trafik yoğunluk mod-
elini oluşturarak, farklıbaşlangıç şartlarıile modelin klasik ve genelleştirilmi̧s
çözümlerini inceliyoruz. Konuya ili̧skin olarak detaylıbilgi için bölüm so-
nunda sunduğumuz ve bu bölümü hazırlarken faydalandı̆gımız kaynağıöner-
iriz.

10.1 Modelin türetili̧si

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – —
A – – —> B

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – —

([1]) yi takip ederek şekilde görülen yol üzerinde alınan herhangi bir [AB]
kesitindeki trafik yoğunluğunun, keyfiT > 0 için [0, T ] zaman diliminde nasıl
deği̧stiğini inceleyelim:
[0,T] zaman diliminde sözkonusu kesitin trafik yoğunluğundaki değişim, bu

zaman diliminde A noktasından giren ve B noktasından çıkan araç sayısıarasındaki
farka eşittir:
Şimdi yukarıdaki ifadenin sol ve sağ yanının matematiksel kaŗsılıklarını

bulmaya çalı̧salım:
Öncelikle sol taraftaki ifadeyi gözönüne alalım: [0, T ] zaman diliminde,

araç sayısındaki deği̧sim, t = T ve t = 0 anlarında kesitte bulunan araç
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2 Trafik Modeli

sayılarıarasındaki farka eşittir.
Peki t = 0 anındaki araç sayısıne kadardır?
u(x, 0) ile t = 0 anında x noktasında birim uzunluklu bir kesitteki( örneğin

bir kilometre uzunluğunda) araç sayısınıgösterelim. u(x, 0)’a x noktasında
ve t = 0 noktasındaki trafik yoğunluğu adınıvereceğiz. O halde, t = 0 anında
[AB] kesitinde bulanan araç sayısını

b∫
a

u(x, 0)dx

olarak elde ederiz.
Benzer biçimde t = T anında kesitte bulunan araç sayısınıise

b∫
a

u(x, T )dx

olarak elde ederiz. O halde [0, T ] zaman diliminde, araç sayısındaki deği̧simi

b∫
a

u(x, T )dx−
b∫
a

u(x, 0)dx =

b∫
a

(u(x, T )− u(x, 0))dx

olarak elde ederiz. Eğer bu sayıpozitif ise [0, T ] zaman diliminde A nok-
tasından giri̧s yapan araç sayısı, B noktasından çıkı̧s yapan araç sayısından
daha fazladır.
Şimdi öncelikle [0, T ] zaman diliminde A noktasından giri̧s yapan araç

sayısınıhesaplayalım:
Birim zamanda, örneği bir saatte, A noktasından giriş yapan araç sayısı=

A noktasındaki trafik yŏgunlŭgu ile aynınoktadaki trafik hızının çarpımına
eşittir, bu sayıyı

F (u(A, t))

ile gösterelim.

O halde [0, T ] zaman diliminde A noktasından giri̧s yapan araç sayısı

T∫
0

F (u(A, t))dt
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10.1 Modelin türetilişi 3

dir.
Benzer biçimde birim zamanda B noktasından çıkan araç sayısıda

F (u(B, t))

olup, [0, T ] zaman diliminde B noktasından çıkı̧s yapan araç sayısı

T∫
0

F (u(B, t))dt

O halde yoğunluk deği̧simine ait yukarıdaki ifade gereğince,

B∫
A

(u(x, T )− u(x, 0))dx =
T∫
0

(F (u(A, t))− F (u(B, t)))dt (10.1)

elde ederiz. Öteyandan analizin temel teoreminden

u(x, T )− u(x, 0) =
T∫
0

∂u(x, t)

∂t
dt (10.2)

ve

F (u(B, t))− F (u(A, t)) =
B∫
A

∂F (u(x, t))

∂x
dx (10.3)

olarak ifade edilebilir. (10.2) ve (10.3) ü (10.1) de yazarak,

B∫
A

T∫
0

∂u(x, t)

∂t
dtdx = −

T∫
0

B∫
A

∂F (u(x, t))

∂x
dxdt (10.4)

(10.4) ün sağ yanındaki integrasyon sırasınıdeği̧serek,

B∫
A

T∫
0

[
∂u(x, t)

∂t
+
∂F (u(x, t))

∂x

]
dtdx = 0 (10.5)

elde ederiz. Alt indis gösterimiyle, ut =
∂u(x,t)
∂t

ve F (u)x =
∂F (u(x,t))

∂x
fonksiy-

onlarının tanım bölgeleri üzerinde sürekli olduklarını kabul edelim. Keyfi
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4 Trafik Modeli

[A,B]× [0, T ] bölgesi üzerinde sürekli bir fonksiyonun integralinin sıfıra eşit
olması, kendisinin özdeş olarak sıfıra eşit olmasınıgerektirir(Alı̧stırma 1). O
halde

ut + F (u)x = ut + F
′(u)ux = 0,−∞ < x <∞, t > 0 (10.6)

denklemini elde ederiz. Burada (−∞,∞) bölgesi yeterince uzun bir trafik
yolunu temsil etmektedir.

10.2 Sabit hızla seyreden trafikte yoğunluk
problemleri

Trafik hızının yoğunluktan bağımsız olarak sabit olduğunu kabul edelim: yani
v(u) = c olsun. Bu durumda F (u) = cu elde ederiz. t = 0 anındaki trafik
yoğunluğunun ise u(x, 0) = f(x) ile verildiğini kabul edelim. Bu durumda

ut + F ( u)x = ut + F
′(u)ux

= ut + cux = 0,−∞ < x <∞, t > 0 (10.7)

u(x, 0) = f(x) (10.8)

başlangıç değer problemini elde ederiz.

dx

dt
= c

x(0) = x0 (10.9)

başlangıç değer probleminin çözümü olan ve karakteristik adıverilen

x(t) = ct+ x0 (10.10)

doğrusu üzerinde u(x, t) nin türevini

du

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂x

dx

dt
= 0 (10.11)

olarak elde ederiz. O halde u(x, t) fonksiyonu x = x(t) karakteristiği üzerinde
deği̧smemektedir. Dolayısıyla, karakterisitik üzerindeki herhangi (x, t) için

u(x, t) = u(x0, 0) = f(x0) = f(x− ct) (10.12)

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



10.2 Sabit hızla seyreden trafikte yoğunluk problemleri 5

dir. Gerçekten de (10.12) ile tanımlanan u(x, t) fonksiyonu (10.8) yi sağlar.
Bunu görmek için

ut = f
′(x− ct)(−c), ux = f ′(x− ct)

ifadelerini (10.8) de yerine yazmak yeterlidir.

ÖRNEK 10.1. v(u) = 2 birim hızıile hareket edet trafikte, başlangıç araç
yŏgunlŭgunun(araç/km)

f(x) = [10/(1 + x2)]

ile verildĭgini kabul edelim. Burada [.]

[x] = n, n ≤ x < n+ 1

ile tanımlanan tamdĕger fonksiyonudur. Bu durumda x = 2 noktasında t =
0, t = 1 ve t = 2 anındaki trafik yŏgunlŭgunu hesaplayınız.

Çözüm.

F (u) = uv(u) = 2u, F ′(u) = 2, o halde problemimizi

ut + F
′(u)ux = ut + 2ux = 0,−∞ < x <∞, t > 0
u(x, 0) = [10/(1 + x2)]

başlangıç değer problemi olarak formüle edebiliriz. (10.12) den verilen
problemin çözümü

u(x, t) = [10/(1 + (x− 2t)2)]
olarak elde edilir. t = 0, 1 ve t = 2 için u(x, t) nin grafĭgi Şekil de sunulmak-
tadır.

x = 2, t = 0 için u(2, 0) = 2; x = 2, t = 1 için u(2, 1) = 10; x = 2, t = 2
için u(2, 2) = 2 elde ederiz.

Uyarı. Başlangıç fonksiyonu süreksizlik içeren problemin, süreksizlik nok-
talarının trafik hızı ile birlikte ilerledĭgini gözlemliyoruz. Bu durumda elde
edilen çözümü klasik çözümden ziyade, türevlenebilirlik veya süreklilik kri-
terini săglaması gerekmeyen, ancak ilgili trafik yŏgunlŭgunu ilerleyen za-
man dĕgerleri için dŏgru yansıtan genelleştirilmiş bir çözüm olarak yorumla-
malıyız.
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Örnek 10.1 için ilerleyen zaman değerleri ile trafik yoğunluğu

• Başlangıç değerin parçalıolarak tanımlanmasıdurumunda, her bir parça
için çözümün ayrıayrıbelirlenmesi gerekir:

ÖRNEK 10.2. v = 10km/saat hızla seyreden bir trafikte, x = 0 olarak
tanımlanan bir noktanın solunda kilometre başına 10 araç, săgında ise 20
araç bulundŭgunu kabul edelim. x = 10 uncu kilometrede t = 0, 1, 2 inci
saatlerdeki araç sayısınedir?

Çözüm.

Modelimizi

ut + 10ux = 0

u(x, 0) =

{
10 x ≤ 0
20 x > 0

olarak ifade edebiliriz.

• Öncelikle x0 ≤ 0 ile negatif eksenden hareket eden karakteristiklerin
denklemini ve bu karakteristikler üzerindeki çözümü belirleyelim:

dx

dt
= 10⇒ x = 10t+ x0

elde ederiz. O halde x0 ≤ 0 olduğu için x ≤ 10t bölgesinde

u(x, t) = u(x0, 0) = 10

elde ederiz.
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10.2 Sabit hızla seyreden trafikte yoğunluk problemleri 7

• İkinci olarak x0 > 0 ile pozitif eksenden hareket eden karakteristiklerin
denklemini ve bu karakteristikler üzerindeki çözümü belirleyelim: Bu
bölgede de x = 10t+ x0 olup, x0 > 0 için x > 10t bölgesinde

u(x, t) = u(x0, 0) = 20

elde ederiz. O halde

u(x, t) =

{
10 x ≤ 10t
20 x > 10t

genel çözümünü elde ederiz. Buradan

u(10, 0) = 20, u(10, 1) = 10, u(10, 2) = 10

trafik yoğunluk(araç sayısı/km) değerlerini buluruz.

Başlangıç fonksiyonu aşağıdaki örnekte olduğu üzere üç parça halinde de
tanımlanmı̧s olabilir.

ÖRNEK 10.3. Yŏgun bir trafikte v = 5 km/saat hızla ilerleyebilen araçların
trafik yŏgunlŭgu(araç sayısı/km) aşăgıdaki gibi tanımlanmaktadır.

u(x, 0) =


100 x < 0

4(25− [x]2) 0 ≤ x ≤ 5
0 x > 5

Buna göre (x, t) anındaki trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz. x = 6 -ıncıkilome-
trede ve t = 0, 1/2,1 ve 1.5 zamanlarındaki (saatlerindeki) trafik yŏgunlŭgu
nedir?

Çözüm.

F (u) = v(u)u = 5u, F ′(u) = 5
olup modelimiz verilen başlangıç şartınısağlayan

ut + F
′(u)ux = ut + 5ux = 0,−∞ < x <∞

denkleminin çözümünü belirleme problemidir. Bunun için sırasıyla negatif
eksenden,[0, 5] aralı̆gından ve x > 5 bölgesinden başlayan karakteristikleri,
ve bu karakteristikler üzerindeki çözümü belirlemeliyiz.
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8 Trafik Modeli

• x0 < 0 için
dx

dt
= F ′(u) = 5 =⇒ x(t) = 5t+ x0

karakteristikleri üzerinde

u(x, t) = u(x0, 0) = 100

elde ederiz. Bu çözüm x0 < 0 için x < 5t bölgesi üzerinde geçerlidir.

• 0 ≤ x0 ≤ 5 için x(t) = 5t+ x0 karakteristikleri üzerinde

u(x, t) = u(x0, 0) = f(x− 5t) = 4(25− [x− 5t]2)

elde ederiz. Bu çözüm 5t ≤ x ≤ 5t+ 5 bölgesinde geçerlidir.

• x0 > 5 için x(t) = 5t+ x0 karakteristikleri üzerinde

u(x, t) = u(x0, 0) = 0

elde ederiz. Bu çözüm x > 5t + 5 bölgesinde geçerlidir. O halde

u(x, t) =


100 x < 5t

4(25− [x− 5t]2) 5t ≤ x ≤ 5t+ 5
0 x > 5t+ 5

• x = 6 ıncıkilometrede

— t = 0 için x > 5t+ 5 olduğundan u = 0 dır.

— t = 1/2 için 5t ≤ x ≤ 5t+ 5 olduğundan u = 4(25− [6− 5/2]2) =
4(25− 9) = 64 tür.

— t = 1 için 5t ≤ x ≤ 5t+ 5 olduğundan u = 4(25− 1) = 96
— t = 1.5 için x < 5t olduğundan u = 100 dür.

10.3 Yoğunluğa bağlıhızla seyreden trafikte
yoğunluk problemleri

Bu bölümde trafik yoğunluğunu hızın fonksiyonu olarak kabul ediyoruz.

v(u) = vmax(1− (u/umax)k), k = 1, 2
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10.3 Yoğunluğa bağlıhızla seyreden trafikte yoğunluk problemleri 9

gibi yoğunluk-trafik bağıntısının geçerli olduğunu kabul ediyoruz[1]. Burada
vmax(km/saat) izin verilen maximum trafik hızı, umax ise maximum trafik
yoğunluğudur(araç/km). u = umax olduğunda v = 0 elde edilir. Bu sonuç
maksimum yoğunlukta trafĭgin durduğunu ifade eder. u = 0 için ise v =
vmax elde edilir. Bu sonuç ise yoğunluğun söz konusu olmadı̆gıyerde trafĭgin
makimum hızla seyredeceğini ifade eder.
k = 1 için

F (u) = uv(u) = vmax(u− u2/umax)
elde ederiz. Bu durumda

c(u) = F ′(u) = vmax(1− 2u/umax) (10.13)

olup, modelimiz

ut + c(u)ux = 0 (10.14)

u(x, 0) = f(x)

olarak ifade edilir. Keyfi x0 ile

dx

dt
= c(u) (10.15)

x(0) = x0

ile tanımlanan karakteristikler üzerinde

du

dt
(x(t), t)

= ut +
dx

dt
ux

= 0

elde ederiz. O halde (10.15) ile tanımlanan karakteristikler üzerinde u sabit
kalır, yani

u(x(t), t) = u(x0, 0)

dır. Öte yandan (10.15) ile tanımlanan karakteristikleri ise

dx

dt
= c(u)

= c(u(x(t), t)

= c(u(x0, 0))
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10 Trafik Modeli

bağıntısından, integral almak suretiyle

x(t) = c(u(x0, 0))t+ x0

elde ederiz.
O halde

u(x, t) = u(x0, 0) = f(x− c(u)t) (10.16)

özel çözümünü elde ederiz. Gerçekten de (10.16) ile tanımlanan u, (10.14)
başlangıç değer problemini sağlar.

ut = −f ′(x− c(u)t)(c′(u)utt+ c(u))
den

ut = −
c(u)

1 + f ′(x− c(u)t)c′(u) (10.17)

ve

ux = f
′(x− c(u)t)(1− c′(u)uxt)

bağıntısından

ux =
1

1 + f ′(x− c(u)t)c′(u) (10.18)

elde ederiz. (10.17) ve (10.18) i (10.14) da yazarak denklemin sağlandı̆gını
görebiliriz.

Uyarı. 10.16 ile tanımlanan çözümün f ′(.)c′(.) ≥ 0 olmasıdurumumda her
t > 0 için tanımlıoldŭguna, f ′(.)c′(.) < 0 olmasıdurumunda ise paydayısıfır
yapan ilk t = t∗ anına kadar, yani [0, t∗) aralı̆gında geçerli oldŭguna dikkat
edelim.

ÖRNEK 10.4. umax = 100, vmax = 25 ve 10.13 ile tanımlanan

c(u) = 25(1− u/50)

ve

u(x, 0) = f(x) =

{
60 x < 0
0 x ≥ 0

başlangıç dĕgeri ile u(x, t) trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz.

Çözüm.
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• x0 < 0 için
dx

dt
= c(u(x0, 0)) = 25(1− 6/5) = −5

olup, x = −5t+ x0 karakteristikleri boyunca u = 60 elde edilir.

• x0 ≥ 0 için
dx

dt
= c(u(x0, 0)) = 25(1− 0) = 25

olup, x = 25t+ x0 karakteristikleri boyunca u = 0 elde edilir.

• Yukarıda belirlenen karakteristiklerle taranmayan −5t ≤ x ≤ 25t ara
bölgesinde

u = g(x/t), g(.) = c−1(.)

şeklinde çözüm arayalım.

c−1(u) = 50− 2u

olup,
u = g(x/t) = 50− 2x/t

elde ederiz. O halde

u(x, t) =


60 x < −5t

50− 2x
t
−5t ≤ x ≤ 25t

0 x > 25t

çözümünü elde ederiz.

Alı̧stırmalar 10.1.

1. v(u) = 2 birim hızıile hareket edet trafikte, başlangıç araç yŏgunlŭgu-
nun

f(x) = 10e−|[x]|

ile verildĭgini kabul edelim. Burada [.]

[x] = n, n ≤ x < n+ 1

ile tanımlanan tamdĕger fonksiyonudur.

(a) u(x, t) trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz.
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(b) f fonksiyonunun [−10, 10] aralı̆gındaki grafĭgini çizdiriniz.
(c) t = 1, 5, 10 anlarındaki trafik yŏgunluk dĕgerlerinin [−10, 10] ar-

alı̆gıüzerindeki grafĭgini çizdiriniz.

(d) x = 2 noktasında t = 0, t = 1 ve t = 2 anındaki trafik yŏgunlŭgunu
hesaplayınız.

2. v(u) = 20 birim hızla seyreden bir trafikte, x = 0 olarak tanımlanan bir
noktanın solunda, örnĕgin kilometre başına 5 araç, săgında ise 15 araç
bulundŭgunu kabul edelim. x = 10 uncu kilometrede ve t = 0, 1, 2-inci
saatlerdeki araç sayısınedir?

3. v(u) = 10 birim hızla ilerleyebilen araçların başlangıç trafik yŏgun-
lŭgu(araç sayısı/birim mesafe) aşăgıdaki gibi tanımlanmaktadır.

u(x, 0) =


50 x < 0

50− [x]2 0 ≤ x ≤ 5
0 x > 5

(a) Buna göre (x, t) anındaki trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz.

(b) f fonksiyonunun [−10, 10] aralı̆gındaki grafĭgini çizdiriniz.
(c) t = 1, 5, 10 anlarındaki trafik yŏgunluk dĕgerlerinin [−10, 10] ar-

alı̆gıüzerindeki grafĭgini çizdiriniz.

(d) x = 6 noktasında ve t = 0, 1/2,1 ve 1.5 zamanlarındaki trafik
yŏgunlŭgu nedir?

4. umax = 60, vmax = 50 ve v(u) = vmax(1 − u/umax) hızıile hareket eden
trafikte

u(x, 0) = f(x) =

{
50 x < 0
0 x ≥ 0

başlangıç dĕgeri ile

(a) u(x, t) trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz.

(b) t = 1, 5, 10-uncu anlardaki trafik yŏgunluk dĕgerlerinin [−10, 10]
aralı̆gıüzerindeki grafĭgini çizdiriniz.

(c) x = 5 noktasında ve t = 0, 1/2,1 ve 1.5 zamanlarındaki trafik
yŏgunlŭgu nedir?
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5. umax = 60, vmax = 50 ve v(u) = vmax(1 − (u/umax)2) hızı ile hareket
eden trafikte başlangıç trafik yŏgunlŭgu

u(x, 0) = f(x) =

{
30 0 ≤ x < 10
0 x ≥ 10

ile tanımlanmaktadır. Buna göre

(a) u(x, t) trafik yŏgunlŭgunu belirleyiniz.

(b) t = 1, 5, 10 anlarındaki trafik yŏgunluk dĕgerlerinin [0, 100] aralı̆gı
üzerindeki grafĭgini çizdiriniz.

(c) x = 20 noktasında ve t = 1 ve 2 zamanlarındaki trafik yŏgunlŭgu
nedir?
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