am L0

Trafik Modeli

Bu boliimde tek serit bir yolun herhangi iki noktasi arasindaki trafik yogun-
lugunun zamanla nasil degistigini incelemek suretiyle trafik yogunluk mod-
elini olugturarak, farkli baglangic sartlar: ile modelin klasik ve genellestirilmis
¢oztimlerini inceliyoruz. Konuya iligkin olarak detayli bilgi icin boliim so-
nunda sundugumuz ve bu boliimii hazirlarken faydalandigimiz kaynagi oner-
iriz.

10.1 Modelin tiiretilisi

A —> B

([1]) yi takip ederek sekilde goriilen yol tizerinde alinan herhangi bir [AB]
kesitindeki trafik yogunlugunun, keyfi 7' > 0 i¢in [0, 7’| zaman diliminde nasil
degistigini inceleyelim:

[0, T] zaman diliminde sézkonusu kesitin trafik yogunlugundaki degisim, bu
zaman diliminde A noktasindan giren ve B noktasindan ¢ikan ara¢ sayisi arasindaki
farka esittir:

Simdi yukaridaki ifadenin sol ve sag yaninin matematiksel karsiliklarini
bulmaya caligalim:

Oncelikle sol taraftaki ifadeyi gozoniine alalim: [0, 7] zaman diliminde,
arac sayisindaki degisim, t = 7' ve t = 0 anlarinda kesitte bulunan arag

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



2 Trafik Modeli

sayilar1 arasindaki farka egittir.

Peki t = 0 anindaki arag sayisit ne kadardir?

u(z,0) ile t = 0 aninda x noktasinda birim uzunluklu bir kesitteki( 6rnegin
bir kilometre uzunlugunda) arag sayisim gosterelim. u(z,0)’a = noktasinda
ve t = 0 noktasindaki trafik yogunlugu adini verecegiz. O halde, t = 0 aninda
[AB] kesitinde bulanan arag sayisini

/b u(w, 0)dx

olarak elde ederiz.
Benzer bicimde ¢ = T" aninda kesitte bulunan arag sayisini ise

olarak elde ederiz. O halde [0, 7] zaman diliminde, ara¢ sayisindaki degigimi

b b b

/ u(z, T)dz — / u(z, 0)dz = / (u(z, T) — u(z,0))dx

olarak elde ederiz. Eger bu say1 pozitif ise [0,7] zaman diliminde A nok-
tasindan giris yapan ara¢ sayisi, B noktasindan cikig yapan arag sayisindan
daha fazladir.

Simdi o6ncelikle [0, 7] zaman diliminde A noktasmndan giris yapan arag
sayisini hesaplayalim:

Birim zamanda, 6rnegi bir saatte, A noktasindan giris yapan ara¢ sayisi=
A noktasindaki trafik yogunlugu ile ayni noktadaki trafik hizinan ¢arpimina
egittir, bu sayiyi

F(u(A,t))

ile gosterelim.

O halde [0,7] zaman diliminde A noktasindan giris yapan arag sayist

/ Fu(A, 1))t
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10.1 Modelin tiiretilisi 3
dir.
Benzer bigimde birim zamanda B noktasindan ¢ikan arac sayisi da
F(u(B,1))
olup, [0,T] zaman diliminde B noktasindan ¢ikig yapan arag sayisi
T
/ Flu(B, 1))t
0
O halde yogunluk degigimine ait yukaridaki ifade geregince,
B T
[ )~ uwopis = [(Fa0) - FaBopa (0.
A 0
elde ederiz. Oteyandan analizin temel teoreminden
Ta (=,
u(x
T) 10.2
ula. 0= [F (102
0
ve
B(?F
F(u(B, 1)) — - / (10.3)
A
olarak ifade edilebilir. (10.2) ve (10.3) i (10.1) de yazarak,
[ [oulr, [ [OF (1)
u(x u(x,t
A0 0 A
(10.4) iin sag yanindaki integrasyon sirasimi degiserek,
BT ou( oF
t) t
// { u, (ul, w dtdz = 0 (10.5)
Ox
A0
elde ederiz. Alt indis gosterimiyle, u; = 6“53 D ve F(u), = # fonksiy-

onlarimin tanmim bolgeleri iizerinde siirekli olduklarim1 kabul edelim. Keyfi
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4 Trafik Modeli

[A, B] x [0,T] bolgesi tizerinde siirekli bir fonksiyonun integralinin sifira esit
olmasi, kendisinin 6zdeg olarak sifira esit olmasimi gerektirir(Aligtirma 1). O
halde

u 4+ F(u)y = u + F'(u)u, =0, —00 <z < 00,t >0 (10.6)

denklemini elde ederiz. Burada (—oo,00) bolgesi yeterince uzun bir trafik
yolunu temsil etmektedir.

10.2  Sabit hizla seyreden trafikte yogunluk
problemleri

Trafik hizinin yogunluktan bagimsiz olarak sabit oldugunu kabul edelim: yani
v(u) = ¢ olsun. Bu durumda F(u) = cu elde ederiz. t = 0 amindaki trafik
yogunlugunun ise u(z,0) = f(z) ile verildigini kabul edelim. Bu durumda

u+ F(u), = w+ F'(u)uy,
= wu+cu,=0—0c0o<x<00,t>0 (10.7)
u(z,0) = f(z) (10.8)

baglangi¢ deger problemini elde ederiz.

dt
z(0) = o (10.9)

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olan ve karakteristik adi verilen
z(t) = ct + xg (10.10)
dogrusu iizerinde u(x,t) nin tiirevini

du_@u 8u@_

E—EvL%dt—O (10.11)

olarak elde ederiz. O halde u(z,t) fonksiyonu x = x(t) karakteristigi tizerinde
degismemektedir. Dolayisiyla, karakterisitik iizerindeki herhangi (z,t) i¢in

u(z,t) = u(xo,0) = f(xo) = f(z — ct) (10.12)
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10.2 Sabit hizla seyreden trafikte yogunluk problemleri 5

dir. Gergekten de (10.12) ile tamimlanan u(x,t) fonksiyonu (10.8) yi saglar.
Bunu gérmek icin

u = f'(x — ct)(—c),u, = f'(x — ct)
ifadelerini (10.8) de yerine yazmak yeterlidir.

v(u) = 2 birim hiz ile hareket edet trafikte, baglangi¢ arag
yogunlugunun(arag/km)

f(@) =[10/(1 +27)]
ile verildigini kabul edelim. Burada |.]
[zl =n,n<zr<n+1

ile tamwmlanan tamdeger fonksiyonudur. Bu durumda x = 2 noktasinda t =
0,t =1 vet =2 amndaki trafik yogunlugunu hesaplayiniz.

F(u) = wv(u) = 2u, F1(u) = 2, o halde problemimizi

u+ F'(wu, = uy+2u, =0,—00 <x < o00,t>0
w(z,0) = [10/(1+42)

baglangic deger problemi olarak formiile edebiliriz. (10.12) den verilen
problemin ¢oziimii

u(z,t) = [10/(1 4 (z — 2t)?)]

olarak elde edilir. t = 0,1 ve t = 2 i¢in u(z, t) nin grafigi Sekil de sunulmak-
tadir.

r=2t=0i¢in u(2,0) =2; x = 2,t =1igin u(2,1) =10; x = 2, = 2
icin u(2,2) =2 elde ederiz.

Baslangi¢ fonksiyonu streksizlik iceren problemin, siireksizlik nok-
talariman trafik hizo ile birlikte ilerledigini gozlemliyoruz. Bu durumda elde
edilen ¢ozimi klasik ¢ozimden ziyade, tirevlenebilirlik veya stireklilik kri-
terini saglamasi gerekmeyen, ancak ilgili trafik yogunlugunu ilerleyen za-
man degerlert i¢in dogru yansitan genellestirilmais bir ¢éziim olarak yorumla-
malwyz.
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6 Trafik Modeli

10

0 | | | L | : | | | : |

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12
Ornek 10.1 icin ilerleyen zaman degerleri ile trafik yogunlugu

e Baslangic degerin parcali olarak tanimlanmasi durumunda, her bir parca
i¢in ¢oziimiin ayr1 ayri belirlenmesi gerekir:

v = 10km/saat hizla seyreden bir trafikte, x = 0 olarak
tanimlanan bir noktanin solunda kilometre basina 10 arag, saginda ise 20
ara¢ bulundugunu kabul edelim. x = 10 uncu kilometrede t = 0,1,2 wnct
saatlerdeki arag sayist nedir?

Modelimizi

us +10u, = 0
{10 x <0

u(@,0) =39 »>0
olarak ifade edebiliriz.

e Oncelikle 7, < 0 ile negatif eksenden hareket eden karakteristiklerin
denklemini ve bu karakteristikler tizerindeki ¢oziimii belirleyelim:

dz
%zloileot—kxg
elde ederiz. O halde xy < 0 oldugu i¢in < 10t bolgesinde
u(z,t) = u(xg,0) = 10

elde ederiz.
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10.2 Sabit hizla seyreden trafikte yogunluk problemleri 7

e Ikinci olarak zo > 0 ile pozitif eksenden hareket eden karakteristiklerin
denklemini ve bu karakteristikler {izerindeki ¢6ziimii belirleyelim: Bu
bolgede de x = 10t + x4 olup, xg > 0 igin > 10t bolgesinde

u(z,t) = u(zo,0) = 20
elde ederiz. O halde

w(a,t) = 10 = <10t
] 20 x> 10t

genel ¢oziimiinii elde ederiz. Buradan

u(10,0) = 20,u(10,1) = 10, u(10,2) = 10

trafik yogunluk(arag sayisi/km) degerlerini buluruz.

Baslangi¢ fonksiyonu agagidaki 6rnekte oldugu iizere ii¢ parca halinde de
tanimlanmig olabilir.

Yogun bir trafikte v = 5 km/saat hizla ilerleyebilen araglarin
trafik yogunlugu(ara¢ saysi/km) asaqudaki gibi tanemlanmaktadar.

100 x <0
u(x,0) =< 425 —[z]*) 0<z<5
0 x>5H

Buna gore (z,t) amindaki trafik yogunlugunu belirleyiniz. x = 6 -inct kilome-
trede ve t = 0,1/2,1 ve 1.5 zamanlarndaki (saatlerindeki) trafik yogunlugu
nedir?

F(u) = v(u)u = bu, Fr(u) =5
olup modelimiz verilen baglangic sartin1 saglayan
us + F'(u)uy = uy + 5u, =0, —00 < 1 < 00

denkleminin ¢oziimiinii belirleme problemidir. Bunun i¢in sirasiyla negatif
eksenden, [0, 5] araligindan ve x > 5 bolgesinden baglayan karakteristikleri,
ve bu karakteristikler tizerindeki ¢oziimii belirlemeliyiz.
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8 Trafik Modeli

e 1y < 0 icin
d

karakteristikleri iizerinde
u(z,t) = u(zo,0) = 100

elde ederiz. Bu ¢oziim xy < 0 i¢in x < 5t bolgesi iizerinde gecerlidir.

e 0 <1z <5igin z(t) = bt + o karakteristikleri iizerinde
u(z,t) = u(xo,0) = f(x — 5t) = 4(25 — [z — 5t]%)

elde ederiz. Bu ¢oziim 5t < z < 5t + 5 bolgesinde gegerlidir.

e 1y > 5 igin x(t) = bt + x( karakteristikleri tizerinde
u(z,t) = u(x,0) =0

elde ederiz. Bu ¢oztim = > 5t + 5 bolgesinde gegerlidir. O halde

100 x < 5t
u(w,t) =< 4(25 — [z —5t]*) 5t <wx <5t+5
0 xr>bt+5

e 1z = 6 mncl kilometrede

— t =0icin x > 5t + 5 oldugundan u = 0 duir.

— t=1/2 igin 5t < x < 5t + 5 oldugundan u = 4(25 — [6 — 5/2]*) =
4(25 — 9) = 64 tiir.

— t=11i¢in 5t < x <5t + 5 oldugundan u = 4(25 — 1) = 96
— t = 1.5 igin z < 5t oldugundan u = 100 diir.

10.3 Yogunluga bagh hizla seyreden trafikte
yogunluk problemleri

Bu boliimde trafik yogunlugunu hizin fonksiyonu olarak kabul ediyoruz.
V(1) = Vmax (1 — (1U/Umax)®), k = 1,2
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10.3 Yogunluga bagl hizla seyreden trafikte yogunluk problemleri 9

gibi yogunluk-trafik bagitisinin gegerli oldugunu kabul ediyoruz[1]. Burada
Umax (km/saat) izin verilen maximum trafik hizi, up., ise maximum trafik
yogunlugudur(arag/km). u = upay oldugunda v = 0 elde edilir. Bu sonug
maksimum yogunlukta trafigin durdugunu ifade eder. u = 0 igin ise v =
Umax €lde edilir. Bu sonug ise yogunlugun s6z konusu olmadig: yerde trafigin
makimum hizla seyredecegini ifade eder.
k=1 igin
F(u) = uv(u) = Vmax (4 — 6? /Unmax )

elde ederiz. Bu durumda

C(u) = F,(u) = Umax(l - 2u/umax) (1013)
olup, modelimiz
ur + c(u)u, = 0 (10.14)
u(z,0) = f(z)
olarak ifade edilir. Keyfi z ile
le—f = c(u) (10.15)
z(0) = xo

ile tanimlanan karakteristikler iizerinde

du
T a(t).)

dx

= u+ P

= 0

elde ederiz. O halde (10.15) ile tanimlanan karakteristikler {izerinde u sabit

kalir, yani
u(z(t),t) = u(xo,0)

dir. Ote yandan (10.15) ile tanimlanan karakteristikleri ise

dx

o = c(u)
= c(u(xz(t),t)
= c(u(x,0))
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10 Trafik Modeli

bagintisindan, integral almak suretiyle
x(t) = c(u(xg, 0))t + x0

elde ederiz.

O halde
u(z,t) = u(xo,0) = f(z — c(u)t) (10.16)

ozel ¢oztimiinii elde ederiz. Gergekten de (10.16) ile tanimlanan wu, (10.14)
baglangic deger problemini saglar.

u = —f'(x — c(u)t)( (u)ut + c(u))

den (w)
c(u
ST P — () (10.17)
uy = f'(x — c(u)t)(1 — ' (u)uyt)
bagintisindan
Uy ! (10.18)

T 1+ fl(z— clw))d(u)
elde ederiz. (10.17) ve (10.18) i (10.14) da yazarak denklemin saglandigini
gorebiliriz.

10.16 ile tanvmlanan ¢ozimin f'(.)c(.) > 0 olmast durumumda her
t > 0 i¢in tansml olduguna, f'(.)c'(.) < 0 olmast durumunda ise paydayr sifir
yapan ilk t = t* amna kadar, yani [0,t*) araliginda gegerli olduguna dikkat
edelim.

Umax = 100, Vmax = 25 ve 10.18 ile tanimlanan
c(u) = 25(1 — u/50)

ve
60 =<0

e, = 0 ={ § 150
baslangig degeri ile u(x,t) trafik yogunlugunu belirleyiniz.
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10.3 Yogunluga bagli hizla seyreden trafikte yogunluk problemleri 11

e 1y < 0icin
dx

dt
olup, x = —bt + x( karakteristikleri boyunca u = 60 elde edilir.

= ¢(u(zo,0)) =25(1 —6/5) = =5

e 1y > 0igin p
x

a =
olup, © = 25t + zy karakteristikleri boyunca u = 0 elde edilir.

c(u(zo,0)) = 25(1 —0) =25

e Yukarida belirlenen karakteristiklerle taranmayan —5¢t < x < 25¢ ara

bolgesinde
u=g(x/t),g(.) =c'(.)
seklinde ¢oziim arayalim.
¢ Hu) =50 — 2u

olup,
u=g(x/t) =50 —2z/t

elde ederiz. O halde

60 T < —ot
u(z,t) = ¢ 50 — 2 —5t <z < 25¢
0 x > 25t

¢Oziimiinii elde ederiz.

1. v(u) = 2 birim hz ile hareket edet trafikte, baslangi¢ ara¢ yogunlugu-
nun
f(x) = 10e7 11

ile verildigini kabul edelim. Burada |.]
[z]=nn<zx<n+1
ile tanmamlanan tamdeger fonksiyonudur.

(a) u(x,t) trafik yogunlugunu belirleyiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



12 Trafik Modeli

(b) f fonksiyonunun [—10,10] aralyindaki grafigini ¢izdiriniz.

(c) t = 1,5,10 anlarindaki trafik yogunluk degerlerinin [—10,10] ar-
align tizerindeki grafigini cizdiriniz.

(d) x =2 noktasindat = 0,t = 1 vet = 2 amndaki trafik yogunlugunu
hesaplayiniz.

2. v(u) =20 birim hzla seyreden bir trafikte, v = 0 olarak tanamlanan bir
noktanin solunda, ornegin kilometre basina 5 arag, saginda ise 15 arag
bulundugunu kabul edelim. x = 10 uncu kilometrede ve t = 0,1, 2-inci
saatlerdeki arac sayist nedir?

3. v(u) = 10 birim hzla ilerleyebilen araglarin baslangi¢ trafik yogun-
lugu(arag saysi/birim mesafe) asagudaki gibi tanimlanmaktadur.

50 r <0
u(r,0) =< 50— [z]* 0<x<5h
0 T >H

(a) Buna gore (x,t) anindaki trafik yogunlugunu belirleyiniz.

(b) f fonksiyonunun [—10,10] aralgindaki grafigini ¢izdiriniz.

(c) t = 1,5,10 anlarindaki trafik yogunluk degerlerinin [—10,10] ar-
alige tizerindeki grafigini ¢izdiriniz.

(d) x = 6 noktasinda wve t = 0,1/2,1 ve 1.5 zamanlarindaki trafik
yogunlugu nedir?

4. Upax = 60, Upax = 50 ve v(u) = Vmax(l — ©/Umax) haze ile hareket eden
trafikte

ue.0) = 5@ = { 5 TS0

baslangic degeri ile

(a) u(z,t) trafik yogunlugunu belirleyiniz.

(b) t = 1,5,10-uncu anlardaki trafik yogunluk degerlerinin [—10,10]
aralhgn tzerindeki grafigini ¢cizdiriniz.

(¢) x = 5 noktasinda ve t = 0,1/2,1 ve 1.5 zamanlarindaki trafik
yogunlugu nedir?
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5. Umax = 60, Vmax = 50 ve V(1) = Vnmax(1 — (U/Umax)?) haze ile hareket
eden trafikte baslangic trafik yogunlugu

30 0<zxz<10
w0 = 1) = {3 5L,

ile tanamlanmaktadir. Buna gore

(a) u(x,t) trafik yogunlugunu belirleyiniz.

(b) t =1,5,10 anlarndaki trafik yogunluk degerlerinin [0,100] aralige
tizerindeki grafiging ¢izdiriniz.

(¢) x =20 noktasinda vet =1 ve 2 zamanlarindaki trafik yogunlugu
nedir?
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