Bolim

Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

Bu boliimde basit bir ulusal ekonomi modeli olarak bilinen ve iki bilinmeyenli
lineer ve nonlineer modellleri gozoniine alarak, denge noktasi veya nokta-
larinin karakterini inceliyor ve stabil ekonomik denge icin model parame-
trelerini tahmin ediyoruz.

I(t) : t aninda kigi bagina milli gelir, C'(¢) : ¢t aninda kigisel harcama ve
G(t) de kamu harcama orani olmak iizere, basit bir ulusal ekonomi modeli[1]

dl

ac
S = BU-C-0)

olarak verilmektedir(Gordan ve Smith). Burada o ve [ sabitlerdir.
Modelde G igin ti¢ farkh yaklagim soz konusudur:

1. G= GQ(GO Sablt)
2. G =Gy + kI(k > 0 sabit)
3. G =Gy +kI?

Birinci yaklasim kamu harcama oraninin sabit oldugunu, ikincisi kamu
harcama oraninin kigi bagina milli gelir ile orantili olarak arttigini ve {i¢iinciisii
ise sozkonusu harcama oraninin kigi bagina milli gelirin karesiyle orantili
olarak arttig1 kabuliinii esas almaktadir. Her bir yaklagim icin
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2 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

e denge ¢oziimil,
e denge ¢oziimiin kararliligini,
e miimkiinse gercek, degilse sayisal ¢oziim ve

e t — 00 icin gergek cozlimiin davranisi ile denge ¢oziimiin karakteri
arasindaki iligkiyi incelemek istiyoruz.

Ancak oncelikle diferensiyel denklem sistemleri icin denge ¢oziimleri ve
¢oziimlerin kararhilik kavramlarin hatirlayalim.

8.0.1 Diferensiyel denklem sistemleri icin denge ¢6ziim

ve kararhilik kriterleri

Agagidaki bigimde tanimlanan

dx
dy
o = 9@y

denklem sistemini gozoniine alalim. Bu sistemde

flz,y) = 0
g(z,y) = 0

cebirsel sistemini saglayan (z*,y*) noktasma (8.2) sisteminin denge noktasi
ve x(t) = z*,y(t) = y* sabit ¢dziimiine de (8.2) sisteminin denge ¢oziimii adi
verilir.

Denge ¢oziim komgulugundaki baglangic degerleri ile baglayan (x(t), y(t))
yoriingesinin artan ¢ degerleri icin davranigi, denge noktasinin karakteri ile
belirlenir. Tersine, denge noktasinin karakteri bu nokta komsulugunda basglayan
baglangic degerleri ile elde edilen ¢oziim egrilerinin davranigini belirler.

Denge noktasinin yakin komsulugundaki herhangi bir baslangi¢
degerleri ile elde edilen (x(t), y(t)) yoringesi, artant degerleri i¢in denge nok-
tasinin komsulugunda kaliyorsa denge noktasina kararh, degilse denge mok-
tasina kararsizdir denar.
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Denge noktasinin kararliligini belirlemek igin sik¢a kullanilan yontem, bu
nokta komgulugunda (8.2) nonlineer sistemine kargilik gelen lineer sistemi
incelemektir: (z*,y*) noktasinda (8.2) sisteminin sagyan fonksiyonlarinin-
Taylor agilim ile

flz,y) = f(ffay)‘i‘(x_x)%(x*,y*)"‘(y_y)a_y(w*,y*)+"'
- 99 el
g(m,y) — g(l’ Y )—i—(l’—l’ )% (z* %) —|—(y—y )a_y (J:*,y*)+"'

elde ederiz.

f@®,y") =0,9(z"y") =0
oldugunu kullanarak, Taylor agilimimin lineer kisimlari ile (8.2) e kargilik
gelen lineer sistemi

o] *
[ dx/dt } _ | gl 2_5 () [ T—x ]
dy/dt 8_595 (z*,y*) a_z (z*,y*) Yy — y*

olarak ifade edebiliriz. Alternatif olarak,

u=z—2v=y—y,U = [u,v]",U(0) = [u(0),v(0)]"

ve
J = [fw fy} (3.3)
gl’ gy ($*7y*)
Jacobien matrisi ile
dU
— = JU 8.4
0 (8.4)
U) = Uy

lineer yaklagimin elde ederiz.

(8.4) lineer sistemine (z*,y*) noktasi komgulugunda (8.2) nonlineer sis-
temine karsilik gelen lineer yaklagim adi verilir. J Jacobien matrisinin singiiler
olmadigimi kabul ediyoruz. Oteyandan (z*, y*) noktast (8.2) sisteminin denge
noktasi ise (0,0) noktas1 da (8.4) lineer sisteminin bir denge noktasidir.
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4 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

e (8.3) Jacobien matrisinin ozdegerleri A\;,\y € R ve Ozvektorleri de
V1, V2 olmak iizere, eger A\; # Ay ise (8.4) lineer sistemin genel
¢Ozuimiini

U = 1MV 4 062V

olarak elde ederiz.

e Eger A = a+1b bir 6zdeger ve V' de bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor
ise, bu defa da sistemin reel bilegenlere sahip genel ¢oziimiinii

U = ciReel(eMV) 4 cySanal(eMV)
= " (ciReel(e™V) + c;Sanal(e™V))

olarak elde ederiz.

e Lineer sistemlerin ¢oziimii i¢in daha detayh bilgi Edvards &Penny/|cite]
de yer almaktadir.

Bu ¢oziimlere gore (8.4) lineer sistemin (0,0) denge noktasinin kararhlig
agagidaki gibi belirlenir[Gilbert-Strang, GorSim]:

e A\, N € R, A\ <0,)s <0 ise denge noktas1 kararhi(kararh diigiim),

e A\, s € R, Ay >0, > 0 ise denge noktasi kararsiz(kararsiz diigiim),
e A\, )\ € R, A\ <0 < )\ ise denge noktasi kararsiz(eyer noktasi),

e \=a+ib,a <0 ise denge noktasi kararli(kararh spiral),

e A\ =a+ib,a > 0 ise denge noktas: kararsiz(kararsiz spiral) noktadur.

e )\ = b, ise denge noktasi merkez noktadir.

Ote yandan A\; = Ay < 0 olmasi durumunda denge coziimii dejenere
kararli, Ay = Ay > 0 olmasi durumunda ise dejenere kararsizdir.

Not: (0,0) denge noktasinin 8.4 lineer sistemi igin karakteri ile (z*,y*) n
8.2 nonlineer sistemi icin karakteri hemen hemen aynmidir, yani
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e (0,0) noktasi (8.4) lineer sisteminin kararli(kararsiz) denge noktasi ise
(z*,y*) da (8.2) nonlineer sisteminin kararli(kararsiz) denge noktasidir.
Ancak (0,0) noktasinin (8.4) i¢in merkez noktasi veya dejenere kararli
veya kararsiz olmas1 durumunda (z*,y*) i (8.2) nonlineer sistemi igin
kararhligi konusunda herhangi bir sonuca varilamaz[Gorsim]|.

Kararhilik analizi i¢in 6zdegerlerin kendileri yerine, reel veya sanal olduk-
lar1 ve reel iseler isaretleri, sanal isler de reel kisitmlarinin igsaretlerinin be-
lirleyici faktor oldugunu goriiyoruz. J matrisinin 6zdegerlerini acikca bul-
maksizin da 6zdegerler hakkindaki bu bilgi elde edilebilir: Nonlineer sistemin
denge noktasindaki Jacobien matrisi

=t

N — (a+d)\+ (ad — be) = 0

olmak tizere, J nin 6zdegerleri

veya T' = iz(J) = a+d ve D = det(J) = ad — bc olmak iizere
N—-TAN+D=0
denkleminin kokleridir. Buradan A = T? — 4D diskriminanta ile

_TEVA
-—=—

A

elde ederiz. O halde
e A <0 icin tzdegerler karmagiktir.

— T > 0 ise ozdegerlerin reel kismi pozitiftir. Bu durumda denge
noktas1 kararsiz spiral,

— T < 0 ise ozdegerlerin reel kismi negatiftir, dolayisiyla denge nok-
tasi1 kararh spiraldir.

— T = 0 durumu ise denge noktasi lineer sistem i¢in kararlh merkezdir.
Ancak bu durumda ayni sonu¢ nonlineer sistemin denge noktasi
i¢in gecerli degildir.
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6 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

A
D(Determinant)
6
5 A) Lirlel;ersislem icin merkez
e | =i
D<0 | 2=—ib,
. PN |
2
\Q 6\ D=0->D=T /4\
3k 4
Kararli spiral Kararsiz spiral
2F \ P |, =a+ib, | =a+ib, D>0 b
| =a-ib =a-i
ﬁ 5 | ,=a-ib, /
a>0 -
s Y B
Kararli digum Kararsiz digum
1,1 ,<0 1>
\ 172 12
¢
AN ~ g T2
eyer
/ Y\ <0<,
1 I I I I | | I I I
-5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 8.1: Difrerensiyel denklem sisteminin denge ¢ziimii i¢in kararlilik diya-
grami

e A = 0icin 6zdegerler reel ve birbirine esittir. Bu durumda sadece lineer
sistemin denge noktasy hakkinda bilgi edinebiliriz:

— T > 0 igin(dzdegerler porzitif) denge noktasi lineer sistem igin
kararsiz

— T < 0 igin( 6zdegerler negatif) denge noktasi lineer sistem igin
kararhdir.

e A > 0 i¢in ozdegerler reeldir.

— D >0 igin

x T > 0 ise denge noktas1 karasiz diigiim,

x 1" < 0 ise kararh diigiim noktasidir.

— D < 0 ise denge noktas1 eyer noktasidir.

Sekil 8.1 de Jacobien matrisinin 6zdegerlerini bulmaksizin, denge nok-
tasinin karakterini belirleyebilecegimiz bir diyagram verilmektedir.
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8.0.2 Ekonomi Modelinin kararlilik Analizi

Yukarida verilen 1. ekonomi probleminin denge noktasini

I—aC =0
I-C—-Gy = 0

sistemini ¢ozerek
I — OéG() ,C _ Gg
a—1 a—1

olarak elde ederiz. Jacobiyen matrisi ise

1 —«
J =
|5 5
olarak elde ederiz. Buradan Jacobien matrisin izi ve deteminanti ile 6zdeger-
ler arasindaki iligkiden

T = 7:2(J>:1—6:>\1+)\2
D = det(])zﬁ(@—l):/\l)q

elde ederiz. Ote yandan ozdegerler
M—(1=BA+B8a=-1)=X-TAX+D=0
denkleminin kokleridir. Denklemin diskriminant:
A=T%?—-4D
dir.
Ornegimizde
A = T*—4D = (1-B)* —48(a—1)
= (B+1)*—4Ba

dir. O halde diyagrama gore

o A= (8+1)2—4Ba <0 ise dzdegerler karmagiktir. Bu durumda
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Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

eger T'=1— 3 <0 ise, yani
(B+1)*
4p

ise denge noktas1 kararh spiraldir, ciinkii reel kisimlar1 negatif olan
iki karmasgik 6zdeger sozkonusudur.

g>1vea>

eger I'=1— (=0 ise, yani
B+ _

f=1lvea>-——"—=1

4p
ise denge noktasi kararli merkezdir.

eger T'=1— (>0 ise, yani
(B+1)*

f<lvea>-——

4

ise denge noktasi kararsiz spiraldir, ciinkii reel kisimlar1 pozitif
olan iki karmagik 6zdeger s6zkonusudur. Ancak bu durum mod-
elimiz kapsaminda degerlendirilmemektedir, ciinkii kabiiliimiize
gore [ > 1 dir.

(B+1)2 —4Ba > 0 ise
eger T =1—<0veD=p(a—1)>0 ise, yani

(B+1)?
43

b>1vel <a<

ise denge noktasi1 kararh diigiimdiir.

eger D = f[(a — 1) < 0 ise, denge noktasi eyer noktasidir, an-
cak bu durum da model kapsaminda incelenmemektedir, ciinkii
kabuliimiiz geregi § > 1 ve a > 1 dir.

b=4,a=11,Gy =1 i¢in G = Gg ile ekonomi modelinin

e denge noktasini belirleyiniz.

e denge noktasiin kararhilhigini irdeleyiniz.
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modelin genel ¢oziimiinii 6zdeger ve 6zvektorler cinsinden belirleyiniz.

t — oo igin (I(t),C(t)) nin davramsim inceleyiniz. Elde ettiginiz sonug
denge noktasinin karakteri ile uyumlu mudur?

I(0) = 1,C(0) = 4 baglangi¢ degerlerini saglayan ¢oziimii belirleyerek,
grafigini Maxima ortaminda c¢izdiriniz.

Denge noktasi

aGy 1.1 Go

a—1 11-1 ¢ 0

yani (I*,C*) = (11, 10) noktasidir.

1 —1.1
=i ]

A=T>—-4D=9-16>0,D=04>0,T=-3<0

Jacobien matrisi

icin

olup her ikisi de negatif olan iki 6zdeger mevcuttur. O halde denge
noktasi kararl diigiimdiir.

(ew) = (ew),, * (em),

olarak ifade edilir. Burada

I(t) Mt Dot
— ity 2t/
(C(t))H cie 1+ coe 2

Genel ¢oziim

ve homojenligi bozan terim sabit bir vektor, yani

(—BOGO) - (—04>

oldugu icin, sabir bir 6zel ¢oziim, yani
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10 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

-

(%i1) denk1:'diff(I(t),t)=I(t)-1.1C(t)
(%01) % I(t)=I(t)-1.1¢c(¢)

(%i12) denk2:'diff(C(t),t)=4*(I(t)-C(t)-1)
(%02) % clt)=a(z(t)-c(t)-1)

" (%i3) atvalue(l(t),t=0,1)

| (%03) 1

" (%id) atvalue(C(t),t=0,4)
(%04) 4

-

(%i5) desolve([denk1,denk2],[I(t),C(t)])

bigiminde 6zel ¢oziim arayarak

()= (o)

elde ederiz. O halde genel ¢oziimii, bilinmeyen 6zdeger ve 6zvektorler

cinsinden
<<Ir<(?>) 0 <<IJ(<?>)

11
= MV + eV, + (10)

olarak elde ederiz.

A1t Aot

e )\, Ay < 0 oldugundan, t — oo icin e™* — 0,e*?* — 0 ve dolayisiyla,
(é((?)) — (Ll)) elde ederiz. O halde denge noktas1 gergekten de kararl
bir diigiim noktasidir.

e /(0) = 1,C(0) = 4 baglangig degerlerini saglayan ¢oziimii Maxima or-
taminda agagidaki gibi belirleyebiliriz:
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11

(%I7) wxplot2d(['parametric, rhs(%o03[1]),rhs(%o03[2]),[t,0,40], [nticks, 300]])

1a

(%t7) dl

I — e3t/2 (—50cosh(\/ﬁt/1o);920s1nh(\/ﬁt/10)/\/ﬁ)+11

e~3/2 (=30 cosh(v/185t/10) — 1250 sinh(1/185¢/10)/1/185)

o) = - +10

elde ederiz.

e ¢ — 00 igin ¢oziim egrisi, agagidaki sekilden de goriilecegi iizere (11, 10)
denge noktasina yakinsar:

f=2a=3/2,Gy=1i¢in G = Gy ile ekonomi modelinin

e denge noktasini belirleyiniz.
e denge noktasinin kararlihigini irdeleyiniz.
e modelin genel ¢ozlimiinii belirleyiniz.

e t — oo igin (I(t),C(t)) nin davranigini inceleyiniz. Elde ettiginiz sonug
denge noktasinin karakteri ile uyumlu mudur?

e [(0) = 1,C(0) = 4 baglangig degerlerini saglayan ¢oziimii belirleyerek
grafigini Maxima ortaminda ¢iziniz.
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Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

e Denge noktasi

OéGo

32 Gy 1
a—1_3/2—1_3’0_

yani (I*,C*) = (3,2) noktasidir.

=[5 5]

A=T?-4D=-3<0,T=M+Xd=-1, D=X\) =1

I =

a—1

Jacobien matris

ve

elde ederiz. O halde reel kisimlar1 negatif olan iki karmagik 6zdeger

T+VA -1+iV3
2 2

(M2 = )

sozkonusudur. Bu durumda denge noktasi1 kararl spiraldir.

ilel=[> Zle]+ 5]

olarak yazalim. Genel ¢oziimii

e]=lel,7lel,

bi¢iminde homojen ve 6zel ¢oziimlerin toplami olarak ifade edebiliriz.

L

Modeli

] matrisinin bir 6zvektor-ozdeger cifti

1, 3 1 1
V:|:4Z\/?+4:|<—>>\:—§+§Z\/§

bicimindedir. O halde e*V homojen kismin bir ¢oziimiidiir. Homojen
kismin genel ¢oziimii ise

[ é } = c;Reel(eMV) + cySanal(eMV)
H
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13

olarak ifade edilir. Daha agik olarak, gerekli sadelestirmeden sonra,

{ ! } — e V2 <c Reel(eﬁftV) + @Sanal(e?"[tV))
Clu

olarak elde edilir.
2 NS B a | .. a
e Ozel ¢oziim i¢in = bi¢iminde ¢oziim arayarak, =
C s b b

[ 2 } elde ederiz. Buradan t — oo i¢gin

I(t) _—1/2t /3t Liv/3t 3 3
[ () } =e (clReel(e2 V') + cpSanal(e V)) 5 | | o
elde ederiz,

e [(0) = 1,C(0) = 4 baslangig degerlerini saglayan ¢oziimii maxima or-
taminda belirleyerek, grafigini ¢izebiliriz:

I(t) = e'? (—QCOS <\/2_t> — 4+/3sin <\/2_t>> +3
C(t) = e ? (2005 <\/2§t> —14/V/3sin <\/_t>> +2

e O halde gergekten de denge ¢oziim kararli bir spiraldir.

G = Gy + kI(k > 0 sabit) olmasi durumunda elde edilen lineer modelin
analizini okuyucuya birakiyoruz.(Ahgtirma 3 ).

8.0.3 Nonlineer Model

Oteyandan G = Go+kI%(k > 0 sabit) olmasi durumunda ise nonlineer model
elde ederiz. Agikca model

dl

- = J_-

7 aC

% = B(I—C—Gy—kI?) (8.5)
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14 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

olarak ifade edilir. Bu durumda denge noktasi, asagidaki nonlineer sis-
temin ¢oziimleridir:

I—aC = 0
I-C—-Gy—kI* = 0
dan
-+ VA —(1-a)+ VA
(1, ) = 2ka ’ 2ka? )
(12’02>:(—(1—a)—\/z —(1—04)—\/Z>

2ka ’ 2ka?
elde ederiz, burada A = (1 — «)? — 4ka*Gy dir.

(1-a)?
b< 4&2G0

icin A > 0 olup, her iki denge noktas: da reeldir. Ote yandan o > 1 icin ise
her iki denge noktas1 da I — C' diizleminin birinci bélgesindedir. (I,C') denge
noktasi igin

1 -«

T=1 g0 -2 -5
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olup, I = [ i¢in

T = 1-3

D = —B+aB(l—2kI)
= B(—=1+a(l —2kI))
= [(—1+a(l —2khL))
= —VA

olup, (I;,C}) denge noktasi 5 dan bagimsiz olarak bir eyer noktasidir.
(I,Cy) icinise T =1 — 3,D = /A > 0 dir. Bu durumda 8 > 1 icin
denge noktas1 kararh bir diigiim noktasidir.

a = 11, = 2,Gy = 1,k = 0.001, parametreleri i¢in
Nonlineer modelin denge noktalarini belirleyerek, kararbiliklarine arastiriniz.
Ayrica her bir denge noktasimin komsulugundaki yoringeleri ¢izdirerek, denge
noktalarimin tahmin ettiginiz karakterlerinin dogrulugunu inceleyiniz.

Denge noktalarindan biri
[I,C4] = [78.1060 71.0054]

ve bu noktada
A= —1.1274, Ay = 0.1274

olup bu denge noktasi bir eyerdir. Ote yandan diger denge noktasi
Iy, Cy] = [12.803111.6392)

icin
A1 = —0.8261, \y = —0.1739
olup denge noktasi kararl diigiimdiir, Sekil 8.2.

Sekil 8.2 deki yoriingeler, 8.5 sisteminin Runge-Kutta II yontemiyle ¢ézen
agsagidaki program yardimiyla elde edilmistir:

1. Lineer modelin, G = Gog = 1 ile asagida belirtilen

her bir parametre kiimesi i¢in denge noktasini belirleyerek, denge nok-
tasinin karsilarinda belirtilen karaktere sahip oldugunu gosteriniz.

(a) o =2, =1, merkez
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16 Basit bir Ulusal Ekonomi Modeli

% Nonlineer Ekonomi Modeli

function rk2se(h,Tmax)
alf=1.1;G0=1;k=0.001;beta=2;
delta=(1-alf) "2-4xk*alf~2*GO;
I1=((alf-1)+sqrt(delta))/(2*k*alf);C1=I1/alf;
[I1,C1] % birinci denge nokta
a=1;b=beta-1;c=alf*beta*x(1-2xkxI1)-beta;
roots([a,b,c]) % birinci denge noktada 6zdegerler
I2=((alf-1)-sqrt(delta))/(2*k*alf) ;C2=I12/alf;
[I2,C2] % ikinci denge nokta
a=1;b=beta-1;c=alf*beta*(1-2%¥k*I2)-beta;
roots([a,b,c]) % ikinci denge noktada Szdegerler
I=15:15:90; %I(t),C(t)
C=I; %yoringeleri igin baslangi ¢ degerler
n=length(I);
for i=1:n
for j=1:n
t=0;T=t;X=[I(i),C(j)];U=X";
while t<=Tmax

ml=f (t,U0);

m2=f (t+h,U+h*m1) ;

U=U+h* (m1+m2)/2;

t=t+h;

T=[T;t];

X=[X;U’];

end
plot(X(:,1),X(:,2),’linewidth’,2); hold on;
end

end

function z=f(t,X)

Is=X(1);Cs=X(2);

z=[Is-alf*Cs;betax(Is-Cs-G0-k*Is~2)]; % Ekonomi modeli
end
end

Program 8.1: Runge-Kutta-II yontemi ile Nonlineer Ekonomi Modelinin
yoriingelerii
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I I
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Sekil 8.2: Nonlineer ekonomi modelinin denge ¢oziimleri komgulugundaki
yoriingeler.

(b) a=3/2,8 =2, kararl spiral

(¢) a =1.2,8 =1/2, kararsiz spiral

(d) o =18/17, 8 = 2, kararl digim
(e) a =18/17,5 = 1/2, kararsiz digim
(f) a=1/2,5 =2, eyer noktast

2. Soru 1 in her bir sikkinda belirlediginiz denge noktasinin karakterini
grafiksel olarak ta gézlemleyiniz. Bu amagla denge noktasimin uygun
komsulugunda sececeginiz baz baslangic noktalar: ile ¢oziim egrilering
Mazima ortaminda belirleyeyiniz.

3. G =1+ kI ile lineer model i¢in asagidaki ifadeleri dogru yapacak olan
uygun {«, 5, k} parametre kiimesi ve bu kiime ile modelin denge nok-
tasine belirleyiniz.

(a) o = = wvek = degerleri i¢in denge noktasy (I,C) =
( , ) dir ve bu nokta merkezdir.
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b)) a = = wvek= degerleri i¢in denge noktasi (I,C') =
( , ) dir ve bu nokta kararl spiraldir.

(c) a = = wek= degerleri igin denge noktasy (I,C) =
( , ) dir ve bu nokta kararsiz spiraldir.

(d) a= b= wvek= degerleri igin denge noktasy (I,C) =
( , ) dir ve bu nokta kararsiz digimdiir.

(e) o= = wek= degerleri i¢in denge noktasy (I,C) =
( , ) dir ve bu nokta kararl digimdir.

f) a = = wvek= degerleri i¢in denge noktasy (I,C) =
( , ) dir ve bu nokta eyer noktasidur.

4. Soru 3 de denge noktas: i¢in ongordiginiz karakteri Soru 2 de oldugu
tizere Maxima ortamanda test yapiniz.

5. Soru 2 ve Soru 8 deki ¢oziim egrilerini Program yardimayla da
MATLAB/Octave ortaminda belirleyiniz.
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