Bolim

Ikinci basamaktan sabit katsayili ve
homojen denklemler icin
karakteristikler yontemi

Bu boliimde ikinci basamaktan sabit katsayili homojen denklemlerin

e karakteristikler iizerinde daha basit diferensiyel denkleme nasil doniistiigiinii,

e sozkonusu diferensiyel denklemin ¢oziimii yardimiyla genel ¢oziimiin
nasil elde edildigini ve

e Ozel baz1 yan sartlar saglayan c¢oziimlerinin nasil elde edildigini uygu-
lamali 6rneklerle inceliyoruz. Ayrica

e Ozel olarak dalga denkleminin D’Alembert ¢oziimiinii Maxima sem-
bolik cebir yazilim yardimiyla kapsamli olarak irdeliyoruz.

3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma
indirgeme ve ¢oziim

Onceki boliimde

auy + bu, = cu+d
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Ikinci basamaktan sabit katsayih ve homojen denklemler icin
2 karakteristikler yéntemi

denkleminin
dy b
dr  a
denklemini saglayan karakteristik dogrular tizerinde
du ¢ n d
— = U —
dr a a
denklemine indirgendigini gozlemlemistik. Bu boliimde ise dalga, 1s1 ve Laplace
denklemlerini de igeren sabit katsayili lineer ve homojen

gy + bugy + cuy,=0 (3.1)

bi¢iminde ifade edilebilen denklemlerin kanonik form adi verilen daha basit
forma karakteristikler iizerinde nasil doniistiiriildiigiinii ve genel ¢dziimlerinin
nasil elde edildigini inceliyecegiz.

1. Eger a =0 ise
(buy + cuy), =0

elde ederiz. Buradan y ye gore integral almak suretiyle, keyfi f fonksi-
yonu i¢in
bu, + cuy, = f(x)

elde ederiz. Eger b = 0 ise (¢ # 0) olmak tizere u, = f(x)/c den y
degiskenine gore integral alarak

u=F(r)y + G(x)

elde ederiz, burada F(z) := f(z)/c. b # 0 olmasi durumunda ise her
iki tarafi b ye bolerek,

%+g%:fmﬂb

elde ederiz. Onceki boliimdeki yontemimizi takip ederek,

dy ¢
dr b
denklemini saglayan
Yy — g:c = sabit
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 3

karakteristik dogrular1 tizerinde

du
W

veya karakteristik {izerinde integral almak suretiyle,
w = 1/b / F(w)da + G(sabit)

= Fz)+G(y— g:v)

genel ¢oziimiinii elde ederiz, burada F'(x) :=1/b / f(z)dx dir.

2. a # 0 oldugunu kabul edelim. A = b? — 4ac diskriminantin1 hesaplay-
alim.

(a) Oncelikle A # 0,yani (3.1) denkleminin hiperbolik veya eliptik
oldugunu kabul edelim. (3.1) denklemini yeniden diizenleyerek

b c
TT Uy - =0 3.2
Uy + Uy + Uy (3.2)

olarak yazalim.d,, 0, sirasiyla x ve y ye gore kismi tiirev operator-
leri olmak iizere operatér notasyonu ile (3.2) denklemini, by, by
skalerleri ile

(B — 518,)(Dp — bpd,)u = 0 (3.3)

olarak yazalim. (3.3) ifadesi, uygun hipotezler altinda wu,, = u,,
bagintisi ile acgikca

Uy — (bl + bg)uxy -+ blbguyy =0 (34)
olarak ifade edilebilir. O halde (3.2) ve (3.4) i kargilagtirarak

b
bitby = —-,

biby =

ST

elde ederiz. O halde by, by skalerleri

ar? +br+c=0 (3.5)
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Ikinci basamaktan sabit katsayih ve homojen denklemler icin
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denkleminin kokleridirler. Ayrica A # 0 kabuliimiizden dolay1
by # by dir. Oncelikle (3.3) bagmtisindaki ikinci ¢arpani, yani

(Or — b20y)u = uy — bouy

ifadesini goz oniine alalim.

dy
-7 — _p
dx 2
denklemini saglayan
y+ b =cy
dogrular tizerinde
du b
— = u, — bu
dx 2
olup,
du
vi=—
dx

olarak tamimlanmak iizere (3.3) denklemini
(O — b10y)v = v, — by, =0
olarak ifade edebiliriz. Ancak

dy

=—b
dx !

denklemini saglayan
y+bir =co

karakteristik dogrular iizerinde ise (3.8) denklemi
dv
= =0
dz
denklemine doniisiir ki buradan

v=f(c2) = fy + bx)

elde ederiz. Ote yandan (3.7) iizerinde

du
@ :U:f(y+b1$)

(3.8)

(3.9)
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 5

olup, integral almak suretiyle

u = Fy+bhao)+G(a)
= F(y+bx)+ Gy + byx)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

Sonug olarak dzetlemek gerekirse, a # 0 olmak {izere,
AUgy + bUgy + Cliyy = 0

denklemine ait
ax? +br+ec=0

denkleminin A = b — 4ac # 0 ve bu denklemin kokleri by, by
ise, genel ¢oziimii denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi F' ve G fonksiyonlar: i¢in

u = F(bix +y) + G(box +y) (3.10)

olarak verilir. y + box = ¢; ve y + bjx = ¢y dogrulan ise den-
klemin karakteristik dogrularidirlar. A > 0 olmasi durumunda,
yani hiperbolik denklemler icin karakteristikler reel, A < 0 olmasi
durumunda, yani eliptik denklemler icin ise sanaldir.

(b) Simdi de A = 0 olmasi durumunu inceleyelim. y = y(z) denkle-
mini saglayan karakteristik dogrularn tizerinde, u,, = u,, kabuli
ile birlikte

du n dy
dr T gt
d*u dy dy dy
dy dy
Uy + 27ty + uyy(%)2 (3.11)

elde edQeriz, burada karakteristiklerin dogrular oldugunu ve dolay:-
siyla ZTZ = 0 ozelligini kullandik. (3.2) ve (3.11) yi kargilagtirarak

dy b dy b
2— = — _— = —
dr a = dr 2a
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secenegi ile

b b? c dy
= 2 e 2 = — = — = (— 2
A—O:>b—4ac:>(2a) il <da:)
elde ederiz. O halde (3.2) ve (3.11) yi karsilagtirirsak
dy _ b
dr  2a

denklemini saglayan karakteristik dogrular tizerinde

d?u c
i R
elde ederiz. Buradan ;
Y- 2_a$ =G
karakteristikleri tizerinde
du
- _F
dxz (c1)

ve tekrar integral almak suretiyle
u=F(c1)xr + G(c1)

veya denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri mevcut ve siirekli
olan keyfi F' ve GG fonksiyonlar igin

b b
u=F(y— Zm)x + Gy — Za:) (3.12)

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

Yukarida takip ettigimiz genel ¢oziim elde etme yontemi
klasik kitaplarda incelenen koordinat doniisim yonteminden farkl
olmakla birlikte, koordinat déniisimlerine gerek kalmadan ayme
sonucu elde etmemizi saglamaktadar.

Uggy + Uyy =0

Laplace denkleminin genel ¢éziimiini belirleyiniz.
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 7

olup,
A=—-4+#0

ve karakteristik denklem
2 2 _
ar®*+br+c=2°"+1=0

olup, denklemin kokleri
by =1i,by = —i

dir ve genel ¢oziimii (3.10) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi ' ve G fonksiyonlari igin

u=F(y+iz) + Gy — iz)

olarak elde ederiz.Eliptik tiirden olan denklemin karakteristiklerinin karak-
teristiklerinin
y + 1x = sabit,y — ix = sabit

sanal dogrular1 olduguna dikkat edelim.
Genel ¢oziimii
u=F(x+1y) + G(x —iy) (3.13)

biciminde de ifade edebiliriz.l

Eliptik denklemler igerisinde fiziksel uygulamalariyla akla ilk gelen denk-
lem Laplace denklemadir.

A Laplace operatorii olmak iizere x ve y degiskenli ikinci basamaktan
tiirevleri mevcut olan u fonksiyonu icin Laplace denklemi

AU = Uy + Uy, =0

biciminde ifade edilebilir.
Laplace denklemi fizikte elektrik ve manyetizma, miihendislikte akigkanlar
mekanigi gibi alanlarda bir ¢cok problemin modeli olarak ortaya ¢ikar:

e Fizikte Laplace denklemi elektrik yiik yogunlugunun olmadigi bir or-
tamda Maxwell denklemlerinden birisini olusturur ve ¢oziimii, yani
u, potansiyel fonksiyonu olarak adlandirihr ve £ = —(u,,u,) ise soz
konusu ortamdaki elektrik alanimi temsil eder.
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e Akigkanlar mekaniginde, diisiik hizda ve uygun baz1 sartlarda u hiz
potansiyeli olarak adlandirilir ve 6rnegin iki boyutlu akigskan hareketinde
(ug, uy) sirasiyla akigkanin = ve y yoniindeki hizim temsil eder.

e u yer degismeyi temsil etmek tizere Laplace denkleminin ¢oziimii ile sta-
tikte yer degistirme ve gerilme gibi ilgili fiziksel 6zellikler belirlenebilir.

Laplace denklemi kompleks fonksiyonlar terisinde de énemli rol oynar:

f(z,y) =u(z,y) +iv(z,y)

olarak tanimlanan komplek degerli fonksiyonun bir nokta komgulugunda ana-
litik olmasi(tiirevlenebilir ve tek degerli) olmasi i¢in Cauchy-Rieman den-
klemleri olarak bilinen

Uy = Uy, Uy = —Vg
denklemlerinin saglanmasi gerektigini hatirlayalim. Bu durumda hem v ve

hem de v Laplace denklemini saglar. Analitik fonksiyon denilince aklimiza
gelen 6rneklerden bazilar

2" n > 0,sin(2), cos(2), €,

olarak ifade edebiliriz. O halde bu fonksiyonlarin reel ve sanal kisimlar:
Laplace denkleminin ¢oziimleridir:
Ornegin
f(2) = 2* = (z +iy)* = 2 — y* + 2izy
olup

u = reel(f) = 2% -y

= sanal(f) = 2xy

fonksiyonlar1 Laplace denkleminin ¢oziimleridir. Bu ¢oziimler 3.13 ile verilen
genel ¢oziimde uygun F ve G ile elde edilebilir: Ornegin F(z) = G(z) = 2%/2
icin

F(x +iy) + G(x — iy)

(¢ +iy)?  (@—iy?
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 9

elde ederiz. Benzer bicimde

F(z) = 2%/2i,G(2) = —2%/2i
icin
F(z +iy) + G(z — iy)
(z+iy)*  (z—iy)?

21 21
= 2zy

¢Ozlimiinii elde ederiz.
Bengzer bicimde

cos(iy) = cosh(y), sin(iy) = i sinh(y)
bagintilari ile birlikte

sin(z) = sin(z + iy)

sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy)
= sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

bagintisindan

u = reel(sin(z)) = sin(x) cosh(y)

= sanal(sin(z)) = cos(x) sinh(y)
fonksiyonlar1 Laplace denkleminin ¢oziimleridir. Bu ¢oziimleri hangi F' ve G
icin (3.13) ile verilen genel ¢oziimden elde edebiliriz?
Ugg + 2Uzy + Uyy = 0

denkleminin genel ¢éziimiind belirleyiniz.

ve
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olup,
b

% =
dir ve genel ¢oziimii (3.12) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi F' ve G fonksiyonlar1 i¢in

1

u=F(y—x)z+ Gy — x)

olarak elde ederiz. Parabolik tiirden olan bu denklemin karakteristigi y —z =
sabit gercel dogrusudur.ll

Parabolik denklemler icerisinde fiziksel uygulamalariyla ¢n plana ¢ikan
denklem 1s1 veya diger ismiyle difiizyon denklemi olarak bilinen

U = kg,

denklemidir. Ancak diisiik basamaktan tiirev terimi de igeren bu denklemin
genel ¢oziimiinii karakteristikler yontemi ile elde edemeyiz. Bu denklemin
¢oziimiinii 4. Boltimde inceleyecegiz.

Upg — Uyy = 0
denkleminin genel ¢oziimiind belirleyiniz.

Bu ornekte

olup,
A=4#0

ve karakteristik denklem
ar® +br+c=2"—1=0

olup, denklemin kokleri
bl = 1, b2 = —1

dir ve genel ¢oziimii (3.10) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi ' ve G fonksiyonlar i¢in

u=F(y+xz)+ Gy —x)

olarak elde ederiz. Hiperbolik tiirden olan bu denklemin karakteristiklerinin
y + x = sabit, y — x = sabit gercel dogrular1 olduguna dikkat edelim.
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 11

Ugg + 3Ugy + Uyy = 0

denkleminin genel ¢oziimiini belirleyiniz.

A = 3% — 4 > 0 olup, denklem hiperbolik tiirdendir. Karakteristik denk-
lem
2 +32x+1=0

olup, kokleri

_B3+Vh, -8-V6

S22 P2

dir. O halde genel ¢oziimii denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi F' ve G fonksiyonlar: i¢in

—3+5 —-3-5

5 —I—y)+G(Tx+y)

bl 2

u=F(

olarak elde ederiz.
Hiperbolik denklemler icerisinde fiziksel uygulamalariyla akla gelen ilk
denklem agagida verilen dalga denklemidir.

Upp — 62um =0

dalga denkleminin genel ¢ozimiini belirleyiniz.

A =4 >0

ve karakteristik denklem
22— =0

olup, denklemin kokleri
bl = C, b2 = —C

dir ve genel ¢oziimii (3.10) den, denklemin gerektirdigi basamaktan tiirevleri
mevcut ve siirekli olan keyfi F' ve G fonksiyonlar: i¢in

u=F(x+ct)+ Gz —ct) (3.14)

olarak elde ederiz. Hiperbolik tiirden olan denklemin karakteristiklerinin
karakteristiklerinin x + ct = sabit, x — ct = sabit gergel dogrulari olduguna
dikkat edelim.
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3.1.1 Dalga Denkleminin D’Alembert! Céziimii

Bir onceki ornekte goz oniine aldigimiz dalga denklemini x — ¢ diizleminin
t > 0 bolgesine kisitlamak suretiyle yeniden gozoniine alalim.

U — gy = 0,—00 <z < o00,t>0

u(z,0) = f(x),
u(z,0) = g(x).

Dar bir kanaldaki suyun, referans alinan bir seviyeye gore x noktasi ve
t anindaki konumunu u(z,t) ile gosterelim. Bu durumda f(z) ve g(x) ise
sirasiyla dalga hareketinin baglangic konumu ve diisey yondeki hizin1 temsil
etmektedir ve bilinen fonksiyonlardir. (3.14) da verilen genel ¢oziimdeki F
ve GG fonksiyonlarimi, verilen f ve g fonksiyonlar1 yardimiyla hesaplayalim.
Baslangi¢ konum ve hiz yardimiyla

F(z)+G(z) = f(z) (3.15)
cF'(z) — cG'(x) = g(x) (3.16)

elde ederiz. Ayrica f ve g fonksiyonlarimin R iizerinde integrallenebilir
oldugunu kabul edelim. (3.16) bagmtisini (—oo,x) aralig iizerinde integre

ederek,
Flz) — G(z) = % / g(s)ds + e (3.17)

bagintisini elde ederiz. (3.15) ve (3.17) denklemlerini tarafa tarafa toplayarak

T

F(z)==f(x)+ %C/g(s)ds +¢1/2 (3.18)

ve (3.17) denklemini (3.15) den ¢ikararak
1 1
Gla) = 5 1(a) = 5 [ 9(s)is (3.19)

2

—0o0

!Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), Fransiz bilim adam.
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 13

elde ederiz. (3.15) saglanmasi gerektiginden ¢; = 0 olur. O halde F' ve G
fonksiyonlarina karsilik gelen ifadeleri (3.14) genel ¢oziimiinde yerine yazarak,

u = F(z+ct)+G(x—ct)

x+ct r—ct

— %f(x + ct) + 2% /g(s)ds + %f(:v —ct) — % / g(s)ds
— %(f(:c +ct)+ f(x —ct)) + % / g(s)ds (3.20)

D’Alembert ¢oziimiinii elde ederiz.

Uy — Uge = 0,—00< T <00,t>0
1

w0 = e

u(z,0) = 0.

ile tanimlanan Cauchy probleminin ¢ozimiini belirleyiniz.

Coziim formiiliinde ¢ = 1, f(z) = 1/(1 + 2?), g(z) = 0 alarak

1 1 1
Wz ) =3 ((a:+t)2+1 * (a;—t)2+1>

elde ederiz. Cozlimiimiiziin Maxima ortaminda ve [—10,10] x [0, 4] bolgesi
iizerindeki grafigi Sekil 3.1 ile sunulmaktadir.

Sakil 3.1 de z = wu(z,t) yer degistirmesi grafiksel olarak sunulmaktadir.
Sekilden goriilecegi iizere, f fonksiyonuyla tanimlanan baslangic dalga, il-
erleyen zamanlarda genliginin yarisina esit olan iki ayr1 dalga hareketine
doniismekte ve birisi x — t = x( karakteristigi boyunca saga, digeri de
x +t = x, karakteristigi sol yone dogru ilerlemektedirler.

Ut — Ugye = 07—OO<I<OO,t>O
u(z,0) = 0,
1
u(x,0) e

ile tanymlanan Cauchy probleminin ¢ozimiind belirleyiniz.
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Sekil 3.1: Ornek 3.6 e ait ¢oziim grafigi.

Coziim formiiliinde ¢ = 1, f(x) = 0, g(x) = 17 alarak

1
/1 e dr = arctan(z) + ¢

integrali yardimiyla
1
u(z,t) = 5 (arctan(x + t) — arctan(z — ¢))

elde ederiz. Coziimiimiiziin Maxima ortaminda ve [—10,10] x [0, 20] bolgesi
iizerindeki grafigi Sekil 3.2 ile sunulmaktadir.

Sekil 3.2 den goriilecegi tizere baglangig konumu f(x) = 0 ve baglangig
iz g(z) = 1/(1 + 2?) ile tammlanan dalga, ilerleyen zaman diliminde
r —t = x karakteristigi boyunca saga, digeri de x + t = xy, karakteris-
tigi sol yone dogru, Ornek 3.6 in aksine boliinerek ilerlemek yerine, yaiylarak
ilerlemektedirler. So6z konus dalga hareketinin ideal ortamda gerceklestigi ve
dolaynswyla dig etkenlerin olasy etkileri ihmal edildigi icin bu durum beklen-
timaiz yoniindedar.
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim 15

Sekil 3.2: Ornek 3.7 ye ait ¢oziim grafigi

Problemimizi sinir etkilerinin ihmal edildigi yeterince uzun ve baglangicta
yatay ve diiz konumda bulunan bir elastik sicime merkezi konumdaki kiigiik
bir dokunusun yayilan etkisinin matematiksel modeli olarak diigiinebiliriz.

Parcali siirekli baglangi¢c degerlerine izin vererek, her noktada siirekli ol-
mas1 gerekemeyen zayif ¢6ziim adi verilen ¢oziimler elde edilebilir. Bu
baglamda asagidaki ¢rnegi inceleyelim

ORNEK 3.8.
Uy — Uge = 0,—00< T <00,t>0
u(z,0) — 1 — 22 —-1<x<1
’ - 0 diger x degerleri ’

u(z,0) = 0.

probleminin ¢éziimiini belirleyiniz.
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Yukarida verilen D’Alembert ¢oziim formiiliinden

1
u(z,t) = §(f(x —t)+ f(z+1)) (3.21)
= U1+ U,
L l—(z—-1t)? -1<z-t<]1
2 0 diger = degerleri

+1 l—(z+1t)? —-1<z+t<1
2 0 diger x degerleri

elde ederiz. Daha spesifik olarak c¢oziimii bir kag farkli durum i¢in analiz
edebiliriz.

Sekil 3.3 de t > 0 diizlemi I, 1, ..., IV bolgeye ayrilmigtir. Her bir bolge
i¢in (3.21) ile verilen ¢oziimiin katki yapan bileseni incelenerek,

Oncelikle

1. x —t < —1 Sekilde I, IT ve III ile gosterilen bolgelerden

(a) x 4+t < —1 esitsizligini saglayan I. bolgede u = 0 dur.
(b) —1 <z +1t <1 egitsizligini saglayan I1. bolgede

u=1uy =1/2(1 — (z +1)?)
(¢) =+t > 1 egitsizligini saglayan I11. bolgede u = 0 dur.
2. =1 <z —1t< 1 esitsizligi ile
(a) —1<z+4t<1 esitsizligini saglayan V. bolgede

U = Uy + Us
121 — (z —t)*) + 1/2(1 — (z + 1)?)
1—[(z—t)?+ (z+ 1)

dir.
(b) =+t > 1 egitsizligini saglayan V. bolgede

u=1uy=1/2(1— (z —t)?
3. x—t>1vex+t>1 esitsizligini saglayan V' I. bolgede u = 0 dir.
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3.1 Karakterisitikler yontemi ile basit forma indirgeme ve ¢6ziim
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Sekil 3.3: Ornek 3.8 e ait ¢oziim bolgeleri ve degerleri.

Elde edilen analitik ¢oziimiin Maxima ortaminda ¢izilen grafigi Sekil 3.4

te sunulmaktadir.
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Sekil 3.4: Ornek 3.8 e ait ¢oziim grafigi

Ozetle bu bosliimde

e ikinci basamaktan sabit katsayili ve hiperbolik, parabolik ve eliptik
denklem simifina ait bazi denklemlerin genel ¢oziimlerinin nasil elde
edildigini ve ayrica

e Dalga denkleminin d’Alembert ¢oziimiiniin nasil elde edildigini Maxima
ortaminda d’Alembert ¢oziimiine ait integraktif uygulama gelistirmek
suretiyle incelemis olduk.

Problem 8 ve 9 ile verilen uygulamalar1 gerceklestirerek dalga denklemini
daha yakindan analiz edebilirsiniz.

Alistirmalar 3.1.
1. uw=u(z,y) olmak tizere
Upgy + Uy, = 0, —00 < 7,y < 00
denklems verilsin.

(a) Verilen denklemi (uy + uy), = 0 yazarak, integral almak suretiyle
birinci basamaktan denkleme indirgeyerek ¢oziindiz.
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(b) Denklemin tirini belirleyerek ¢oziiniiz.

(c) (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglar karsilastirinz.

2. u=u(x,y) olmak tizere
Ugy + Uyy = 0, —00 <,y < 00
denklemi verilsin.

(a) Verilen denklemi (u, + uy,), = 0 yazarak, integral almak suretiyle
birinci basamaktan denkleme indirgeyerek ¢oziiniiz.

(b) Denklemin tirini belirleyerek ¢oziiniiz.

(c) (a) ve (b) de elde ettiginiz sonuglar karsilastirinz.

3. Asagquda verilen denklemlerin genel ¢oziimlerini belirleyiniz.

(a)

Upy — SlUgy + 2Uyy = 0

(b)

Ugy + 4y, =0

(c)
Ugy — Agy + 4U,,, = 0

4. Asaqidaki bagintilarin dogrulugunu kontrol ediniz

cosh(iz) = cos(z)
sinh(iz) = isin(x)
cosh(z) = cos(iz)
sinh(x) = —isin(ix)

5. f(z) = cos(z) fonksiyonunun reel ve sanal kissmlariman Laplace den-
kleminin ¢oziimleri oldugunu gésteriniz. FElde ettiginiz ¢éziimler hangi
F ve G i¢in genel ¢oziimden de elde edilebilir.

6. f(z) = e* fonksiyonunun reel ve sanal kisymlariman Laplace denkleminin
coziimleri oldugunu gdsteriniz. Elde ettiginiz ¢oziimler hangi F ve G
1¢in genel ¢oziimden de elde edilebilir.
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Ikinci basamaktan sabit katsayih ve homojen denklemler icin
karakteristikler yéntemi

Uy = AUye, —00 < x < 00,t>0
uw(z,0) = 0,u(x,0) = cos(x)

dalga denkleminin D’Alembert ¢6zimii asagidakilerden hangisidir?

(a) 3(cos(z + 2t) — cos(x — 2t))
(b) 3sin(2x)cos(t)

(c) isin(2t)cos(z)(dogru)

(d) i(cos(z + 2t) — cos(z — 2t))

Ugg + dUgy + 4ty =0

denklemi verilsin. Buna gore asagidakilerden hangisi yanlistir?

(a) Keyfi F' fonksiyonu i¢in F(y — 2x) denklemin ¢ézimiidir.
(b) Keyfi F fonksiyonu i¢in F(y — 2x)x denklemin ¢ozimiidiir.

(c) Keyfi F ve G fonksiyonlar: i¢in F(y —2x)x + G(y — 2x) denklemin
genel ¢cozimiidiir.

(d) Keyfi F fonksiyonu i¢in F(y — 2x)y denklemin ¢ozimiidir.

. Asagida verilen Dalga problemlerinin D’Alembert ¢oziimlerini belirleyiniz.

Bunun i¢in Sekil 3.3 benzeri birer diyagram hazirlayiniz.

(a)

Uy = AUy, —00 < T <00,t>0
w(z,0) = e uy(x,0) =1/(4+2?)

(b)

Uy = 2Ugy, —00 < T < 00,t>0

{1 —2<r<?2

@, 0) = 0 diger z ler

yug(z,0) =0
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/ dalembert(f,g).=block([x,t],
disp("Utt=c*2Uxx, U(x,0)=f(x),Ut(x,0)=g(x)"),
c.read("c="),
ax-cH,
b:x+c™,
define(u1(x,t), 1/2*(f(a)+f(b))),
define(u2(x,t), 1/(2*c)*integrate(g(z),z,a, b)),
define(u(x,t),ut(x,tru2(x,t)),
display(u(x,t)),
Tmax:read(" Tmax="),
wxplot3d(u(x,t),[x,-10,10],[t,0, Tmax],[legend false])

)

Sekil 3.5: D’Alembert yonteminin Maxima ile otomasyonu

(¢)

U = Ugy, —00 < T <00,t>0

1 -2<2<?2
w(@,0) = 0,ufz,0) _{ 0 diger x ler

10. (Mazima uygulamasy) Mazima ortamanda D’Alembert ¢éziimii interak-
tif olarak incelenebilir. Ornegin

Uy = 16Uz,
u(@,0) = x/(1+2?)
ui(z,0) = 0

baglangic deger problemi [3](sayfa 134) te hazirlanan ve Sekil 3.5 ile
verilen

Mazxima blokunu
flx) @ =x/(1+2?)
glz) :+ =0

tanymlamalar ve asagqida belirtilen komut ile ¢alistirilarak analitik ¢éziim
ve grafigini elde ediniz.
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X
f(x):=———
1+X

g(x):=0

(%i4)  dalembert(f,g)
Utt=c"2Uxx, U(x,0)=f(x),Ut(x,0)=g(x)

c= 4
X +4t  x-4t
(x +41)%2+1 r (x-41)%+1
u(x,t)=
2
Tmax= 9;

11. (Mazima uygulamast) Pargaly siirekli fonksiyonlarla D’Alembert otomasy-
onu asagidaki gibi gerceklestirilir:

o Oncelikle

unit_step(zr) = { (i’ i ; 8
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ile birtm basamak fonksiyonunu tanymlayalvm. Parcaly stirekli her-
hangi bir fonksiyonu birim basamak fonksiyonu cinsinden hesaplaya-
biliriz: Ornegin

1—22 —-1<z<1
fla) = { 0 diger x ler

ile tanamlanan f fonksiyonunu Maxima ortamainda

1 —-1<z<1
0 diger x ler

kutu(z) = {

yardima ile

f(z) = kutu(z)(1 — 2?)

seklinde tanimlayabiliriz. Ote yandan birim basamak fonksiyonu
cinsinden yukarida tanimlanan kutu(z) fonksiyonu

kutu(x) = unit_step(x + 1) — unit_step(x — 1)

olarak tanimlanabilir.

e Buna gore yukarida verilen dalembert bloku ile Soru 7 de wveri-
len problemlerin ¢ozim grafiklerini [—5, 5] x [0, 2] bolgesi tizerinde
belirleyiniz.

Mazxima ile ilgili daha kapsamle bilgi icin [3] e basvurunuz.
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