Bolum |

Sabit katsayili lineer denklemler icin
degiskenlerine ayirma yontemi

Bu boliimde ozellikle iki degiskenli ve sabit katsayili homojen bir denklemin

e degiskenlerine ayrilabilen ¢oziimler ailesini belirleyerek,

e karakteristikler yontemi ile de ¢oziimiin elde edilebilmesi durumunda,
elde edittigimiz ¢oziimleri karsilagtiriyor,

e degislenlerine ayrilabilir ¢oziimlerin 6zel fonksiyon aileleri ile ifade edilirken,
genel ¢oziimiin ¢ok daha genis bir sinifi icerdigini ve

e genel ¢oziimde secilen uygun fonksiyonlar ile degigskenlerine ayrilabilen

¢oziimlerin nasil elde edilebildigini gozlemliyoruz.

4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi

u = u(x,y) ve L sabit katsayil bir lineer operatér olmasi durumunda
Lu=0 (4.1)

homojen denklemini gozoniine alahm. Ikinci boliimde sadece birinci basa-
maktan ve {iclincii bolimde ise sadece ikinci basamaktan tiirevler iceren L
operatorleri icin karakteristikler yontemi ile (4.1) denkleminin ¢oziimiiniin
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2  Sabit katsayih lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yontemi

nasil bulunabilecegini incelemistik. Bu boliimde ayni denklemleri bir kez de
degigkenlerine ayirma yontemi ile ¢ozecegiz ve ayrica hem birinci ve hem de
ikinci basamaktan terimler iceren ve karakteristikler yontemiyle inceleyemedigimiz
baz1 denklemlerin degiskenlerine ayrilabilencoziimlerini elde edecegiz.

Degiskenlerine ayirma yontemi, verilen problemin her ¢oziimiinii bulmak
yerine

u(z,y) = X(2)Y(y) (4.2)

bicimindeki ¢oziimlerini arastirir. Oncelikle birinci basamaktan denklemlerle
baglayalim.

Uy 4 1y =0 (4.3)

denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢éziim ailelerini belirleyiniz. Elde et-
tiginiz ¢oziim ailelerini karakteristikler yontemayle elde edeceginiz genel ¢oziim
ile karsilastirimaz.

(4.2) bi¢imde ¢oziim arayarak,
X'(2)Y (y) + X(2)Y'(y) =0
veya her iki yam sifirdan farkl kabul ettigimiz X (z)Y (y) ile bolerek,

X'(x) | Y'(y)

X)) Yy "

veya

! !/
X@) Y w
X(x) Y(y)
elde ederiz. (4.4) iin sol tarafi yalmzca x in fonksiyonu iken sag taraf ise yal-
niz y nin fonksiyonudur ve bu durumuda s6z konusu esitligin saglanabilmesi
icin her ikisi de bir sabite egit olmalidir, bu sabit i¢in geleneksel olarak A

notasyonu kullanilir, yani

X(0) :_Y(y) =—-MAER (4.5)

saglanmalidir. Boylece (4.5) den
X'(z) + XX (z) = 0, (4.6)
Yi(y) =AY (y) = 0 (4.7)
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 3

bayag1 diferensiyel denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerin genel ¢oziim-
lerini ise sirasiyla keyfi c1, co sabitleri ile

X(z) = 167, Y (y) = cpe™

olarak elde ederiz. O halde degiskenlerine ayirma yontemi ile (4.3) igin elde
ettigimiz ¢oziimler ailesini, ¢ = ¢;cy olmak tizere,

u=ce N = ce?v (4.8)

olarak elde ederiz.
Oteyandan 2. Boliimde inceledigimiz karakteristikler yontemi ile de ayni
denklemin genel ¢oziimiinii keyfi f fonksiyonu ile

u=f(y—x) (4.9)

olarak elde ederiz. (4.8) ve (4.9) ¢oziimlerini kargilagtirdigimizda degisken-
lerine ayirma yonteminin, genel ¢oziim fonksiyonlar ailesinden elde edilebilen
ozel ¢oziimler ailesini belirledigini goriiyoruz, ornegin (4.9) da f(z) = ce”
alarak (4.8) ile verilen ¢oziimii elde ederiz.

denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢6ziim ailelerint ve karakteristikler yon-
temi ile de genel ¢oziimiint belirleyiniz. Sonuglarinize karsilastiriniz.  Ne
gozlemliyorsunuz?

(4.2) bigimde ¢oziim arayarak,
XN (@)Y (y) + X'(2)Y'(y) = 0
veya her iki yam sifirdan farkh kabul ettigimiz X'(z)Y (y) ile bolerek,
X'(z) _ Y'(y)

veya
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4 Sabit katsayih lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yontemi

X"(z) + AX'(z) = 0, (4.11)
Y-\ = 0 (4.12)

elde ederiz. Oncelikle (4.11) den V := X" ile
V4 AV =0
ve bu denklemi ¢ozerek,
V =ce ™

elde ederiz, o halde
X' =V =ce ™

denkleminin her iki yaninin = e gore integrali ile

1 _
— _ ¢ Ax_+_02
A

elde ederiz. Benzer bicimde (4.12) den
Y = ¢c3eNV

elde ederek, degigkenlerine ayrilabilen ¢oziimii, X (z) ve Y (y) nin ¢arpim
olarak,
u=ceN + d/ e ) (4.13)

bi¢giminde ifade edebiliriz, burada ¢ = cocs, d = —cqc3 keyfi sabitlerdir.
Ote yandan verilen denkleme karakteristikler yontemini uygulayacak olur-
sak,
AUy + Dligy + Cliyy = 0

genel formatina gore, érnegimiz igin

olup,
A=V —4dac=1>0

olup, denklemimiz hiperbolik bir denklemdir ve

ar’ +br+c=2"+rx=z(x+1)=0
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 5

dan koklerimizi b; = 0,bs = —1 ve genel ¢oziimiimiizii

u = F(y+bhz)+ Gy + bx)
Fly)+ Gy — x) (4.14)

olarak ifade edebiliriz. Elde ettigimiz bu ¢oziimii degiskenlerine ayirma yon-
temi ile elde ettigimiz (4.13) ile karsilagtirdigimizda, degiskenlerine ayirma
yontemi ile elde ettigimiz ¢oziimiin karakteristikler yontemi ile elde edilen
¢oziimden elde edilebilen 6zel bir ¢oziim ailesi oldugunu goriiyoruz:

F=ceM G=d/ e, \c,dER.

Upy + Uy + Uy =0

denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢oziim ailelerini belirleyiniz.

Denklem ikinci basamaktandir, ancak diigiik basamaktan tiirevler de igerdigi
i¢in 3. Boliimde inceledigimiz karakteristikler yontemini dogrudan uygulaya-
may1z. (4.2) ile verilen bigimde ¢oziim arayarak,

XY +XY+XY' =0

veya her iki yam sifirdan farkl kabul ettigimiz X (z)Y (y) ile bolerek,

X// X/ Y/
xtxty =Y
veya
X// X/ Y/ )\
X X Yy
bagintisindan
X"+ X' +2X = 0 (4.15)
Y =AY = 0 (4.16)

bayag: diferensiyel denklemlerini elde ederiz.(4.16) denkleminin bir ¢oziimii
Y(y) =e"

olup, diger ¢oziimleri de sabit katlaridir.
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6  Sabit katsayih lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yontemi

(4.15) denkleminin ¢oziimleri ise
X(x)=¢€"
seklinde olup, yerine yazilirsa r degerlerini
P +r+A=0

denkleminin kokleri olarak

—1++V1—-4)\ ) —1—+v1—4\
= ’7”2 =
2

71(N)
elde ederiz.

e )\ < 1/4igin r1(X) ve ra(A) reel ve birbirinden farklhidir, o halde (4.15)
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi

fenMe gra(r)
dir. O halde (4.2) denkleminin ¢oziimler ailesini keyfi ¢y, ¢y sabitler ile
w = (e 1 ez
olarak ifade edebiliriz.
e \=1/41igin ri(A) = re(A) = —1/2 olup, lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi
(=12, geo/2)
dir ve keyfi ¢1, co sabitleri ile (4.2) denkleminin ¢oziimler ailesini
u = (c; + cox) e~/ 2e¥/
bi¢giminde ifade edebiliriz.

e A\ > 1/4i¢in r1(\) ve ro(A) kompleks eglenik sayilardir:

—1+4+iv/4r -1 —1—i/4X—1

Bu durumda (4.2) denkleminin ¢oziimler ailesini keyfi ¢y, ¢o sabitleri ile

i VIN—1 V-1
u=e ' cos(Tx ——x) | eV

) + o sin( 5

bigiminde ifade edebiliriz.
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 7

Up = AUy, a > 0

151 denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢ozim ailelering belirleyiniz.

u = X(2)T(t) (4.17)

bigiminde degiskenlerine ayrilabilen c¢oziimleri aragtiralim. Bu ¢oziim for-
munu denklemde yazarak,

X(x)T'(t) = aX"(2)T'(t)
veya her iki yam sifirdan farkh kabul ettigimiz a.X (2)7'(¢) ile bolerek,
() _ X"(x)

= =-A
al'(t)  X(x)
bagintisini diizenleyerek
X"(z)4+ XX (z) = 0 (4.18)
T'(t)+ XaT(t) = 0 (4.19)

denklemlerini elde ederiz. (4.19) denkleminin bir ¢6ziimii
T(t) = e

olup, diger ¢oziimleri de sabit katlaridir. A sabitinin pozitif, sifir veya negatif
olmasi durumuna gore problemimizin ¢oziimiinii formiile edebiliriz.

e )\ > 0 ise formiillerimizde koklii ifadelerin yer almamasi icin A = k2, k >
0 olarak yazabiliriz. Boylece (4.18) denklemi

X"(x) + kX (2) =0
olarak ifade edilebilir. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi
{sin(kzx), cos(kz)}

dir. O halde (4.17) garpimi ile tanimlanan ¢oziimiimiizii keyfi c;, co
sabitleri ile
2
u(w,t) = (c1 sin(kx) + ey cos(kx))e
bi¢iminde ifade edebiliriz. Bu ¢6ziimiin ¢ — oo i¢in © — 0 ozelligini
sagladigini kolayca goriiriiz.
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8  Sabit katsayih lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yontemi

o )\ =0 ise
X"(z)=0

denklemini elde ederiz ki bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri

{1, 2}
dir. O halde ¢oziimiimiizii keyfi ¢1, ¢y sabitleri ile
u(z,t) = c1 + cox

bi¢giminde ifade edebiliriz. Bu ¢oziimii verilen 1s1 denkleminin zamanla
degismeyen, yani
U = 0

bagintisini saglayan ¢oziimii olarak yorumlayabiliriz.

e \ < 0 ise formiillerimizde koklii ifadelerin yer almamas: i¢in A =
—k% k > 0 olarak yazabiliriz. Boylece (4.18) denklemi

X"(z) - kK*X(z) =0
olarak ifade edilebilir. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢6ziim kiimesi
{ ek ekr}
dir, ancak ilerleyen boltimlerimizde sinir-deger problemleri i¢in daha

uygun oldugu gerekcesiyle bu kiime yerine, bu kiimenin elemanlar: yar-
dimiyla elde edilebilen

kr _ _—kx kx —kx
sinh(kz) = %,cosh(kx) = +2€

ile tanimlanan

{sinh(kx), cosh(kzx)}

kiimesini dikkate alacagiz. O halde (4.17) ¢arpimi ile tanimlanan ¢oziimiimiizii
keyfi ¢y, co sabitleri ile

u(z,t) = (cy sinh(kx) + 5 cosh(kx))e™*"

bi¢iminde ifade edebiliriz. Bu ¢oziimiin ¢ — oo i¢in u — oo 6zelligini
sagladigim ve dolayisiyla fiziksel 6zellik saglamadigini ifade edebiliriz.
Ciinkii 1s1 denklemi olarak diisiindiigiimiizde denklem hig bir 1s1 kaynagi
icermezken bu durum fiziksel olarak kabul edilebilir degildir, denklem
sicak olan bolgelerdeki 1s1y1 daha diisiik sicaklik bolgelerine difiize eder,
kendiliginden 1s1 iiretmez!
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 9

2
Ut = C Ugg

dalga denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢éziimiinid belirleyiniz.

u = X(2)T(t) (4.20)

bigiminde degiskenlerine ayrilabilen c¢oziimleri aragtiralim. Bu ¢oziim for-
munu denklemde yazarak,

X(2)T"(t) = X" (x)T(t)
veya her iki yam sifirdan farkli kabul ettigimiz ¢2X (z)T'(t) ile bolerek,

Tl/ (t) B X//(I,)

= =—-A
A7) X(x)
bagintisini diizenleyerek
X"(x)+ XX (z) = 0 (4.21)
T"(t) + A*T(t) = 0 (4.22)

denklemlerini elde ederiz. \ sabitinin pozitif, sifir veya negatif olmasi duru-
muna gore problemimizin ¢oziimiinii formiile edebiliriz.

e )\ > 0 ise formiillerimizde koklii ifadelerin yer almamasi icin A = k2, k >
0 olarak yazabiliriz. Boylece denklemlerimiz

X"z)+KX(x) = 0
T'(t) + K*PT(t) = 0

olarak ifade edilebilir. Bu denklemlerin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi
sirasiyla
{sin(kx), cos(kz)} , {sin(kct), cos(kct)}

dir. O halde (4.20) ¢arpimu ile tanimlanan ¢ziimiimiizii keyfi ¢1, 9, 3, ¢4
sabitleri ile

u(z,t) = (e1 sin(kx) + ¢ cos(kx))(ez sin(ket) + ¢4 cos(ket))

bigiminde ifade edebiliriz.
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10 Sabit katsayili lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yéntemi

o )\ =0 ise
X"(x)=0,T"(t)=0

denklemlerini elde ederiz ki bu denklemlerin lineer bagimsiz ¢oziimleri
sirasiyla
{1,z},{1,t}
dir. O halde ¢oziimiimiizii keyfi ¢y, 9, c3, ¢4 sabitleri ile
u(l’, t) = (Cl + CQ.I') (C3 + C4t)
bi¢iminde ifade edebiliriz.

e )\ < 0 ise formiillerimizde koklii ifadelerin yer almamasi igin A =
—k?, k > 0 olarak yazabiliriz. Boylece (4.21),(4.22) denklemleri sirasiyla

X"(z) - kK*X(z) = 0
T"(t) — kK*AT(t) = 0

olarak ifade edilebilir. Bu denklemlerin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi

sirasiyla
{sinh(kx), cosh(kx)}, {sinh(kct), cosh(ket)}

dir. O halde (4.20) ¢arpimu ile tanimlanan ¢oziimiimiizii keyfi c1, o, 3, ¢4
sabitleri ile

u(z,t) = (¢y sinh(kz) + o cosh(kz))(es sinh(ket) + ¢4 cosh(ket))
olarak elde ederiz.

Yukarida Ornek 4.5 ile X > 0 icin elde edilen degiskenlerine
ayrilabilir ¢ozim ailesinin bir elemamninin, érnegin

ciL=C=c3=c4=1

secenegi ile elde edilen c¢ozimiini, D’Alembert ¢ozimi ile karsilastirimaz.
Degiskenlerine ayrilabilen ¢oziim hangi baslangi¢ degerleri ile D’Alembert ¢o-
ztimiine karsilik gelmektedir?

Belirtilen parametre segimleri ile yukarida elde ettigimiz

u(z,t) = (sin(kz) + cos(kz))(sin(kct) 4 cos(ket))
= cos(k(z — ct)) +sin(k(z + ct)) (4.23)
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 11

¢Oziimiinii goz Oniine alahm. Bu ¢oziimiin © — ¢t = sabit,x + ct = sabit
karakteristikleri boyunca sabit olan dalga denklemi ¢6ziimii oldugu acik¢a
goriilmektedir.

Ayrica bu ¢oziimiin

u(x,0) = f(x)
w(z,0) = g(z)

baglangi¢ deger probleminin

z+ct

u(e, 1) = S (ot et) + Flw—et)) + o / o(s)ds (4.24)

x—ct
D’alembert ¢oziimii ile iligkisini incelemek istiyoruz. (4.23) den

u(z,0) = f(z) =sin(kx) + cos(kx) (4.25)
u(2,0) = g(x) = ke (sin(kz) + cos(kx)) (4.26)

elde ederiz. Simdi D’Alembert ¢oziimiiniin (4.23)’i verdigini gérmek istiyoruz.
Bu nedenle formiilde yer alan ifadeleri hesaplamaya caligalim:

fx+ct) = sin(k(z+ ct)) + cos(k(z + ct))
= sin(kx) cos(kct) + cos(kx) sin(kct)
+ cos(kx) cos(kct) — sin(kx) sin(kct)
flx—ct) = sin(k(x — ct)) + cos(k(z — ct))
= sin(kz) cos(kct) — cos(kx) sin(kct)
+ cos(kx) cos(kct) + sin(kx) sin(kct)

ifadelerinden

%(f(x +ct) + f(x —ct))
= sin(kx) cos(kct) 4 cos(kx) cos(kct)
= sin(k(xz + ct)) (4.27)
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12 Sabit katsayili lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yéntemi

elde ederiz. Ayrica gerekli cebirsel iglemler sonucunda

1 T+ct
% g(s)ds
r—ct
I z+ct
=5 / (sin(ks) + cos(ks)) ds
r—ct
. 1 . x+ct
= 3 [— cos(ks) + sin(ks)], "¢,
= cos(kz)sin(kct) + sin(kz) sin(kct)
= cos(k(x — ct)) (4.28)

elde ederiz. (4.27) ve (4.28) ile elde ettigimiz sonuglar1 toplayarak
u(z,t) = sin(k(z + ct)) + cos(k(z — ct))

elde ederiz ki bu sonug degiskenlerine ayirma yontemi ile elde ettigimiz
(4.23) ile aymdir.

Soniimlii dalga denklemi olarak bilinen
U + QU = cQum,a >0,—00<x <00

denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢éziimlerini belirleyiniz.

u=X(z)T(t) (4.29)
biciminde degiskenlerine ayrilabilen ¢oziimleri arastiralim. Bu ¢oziim for-
munu denklemde yazarak,

X(2)T" () + aX(2)T'(t) = X" (2)T(t)
veya her iki yam sifirdan farkli kabul ettigimiz ¢?X (z)T'(¢) ile bolerek,
Tt o1 X"(x)
ATt AT  X(x)

bagintisini diizenleyerek

X"x)+ XX (z) = 0
T'(t) +aT'(t) + \T(t) = 0
denklemlerini elde ederiz. A sabitinin pozitif, sifir veya negatif olmasi duru-

muna gore problemimizin ¢oziimiinii formiile edebiliriz.
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 13

e )\ > 0 ise formiillerimizde koklii ifadelerin yer almamasi icin A\ = k2%, k >
0 olarak yazabiliriz. Boylece denklemlerimiz

X"z)+KX(x) = 0 (4.30)
T"(t) +aT'(t) + K*AT(t) = 0 (4.31)

(4.30) denklemin lineer bagimsiz ¢ziim kiimesi
{sin(kz), cos(kz)}
dir. (4.30) denkleminin lineer bagimsiz ¢tziim kiimesi ise
A =a? — 4k?
nin igaratine gore degisir.

—eger A > 0 ise o > 0 oldugu icin o > 2k saglanmalidir. Bu
durumda

—a* \/Z

—2 <

olup (4.31) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi

{erlt, eT’Qt}

dir ve (4.29) ile tanimlanan ¢oziimiimiizii keyfi ¢y, ¢s, c3, ¢4 sabitleri
ile

T2 = 0

u = (cysin(kz) + g cos(kz))(cze™ + cqe”™)

olarak ifade edebiliriz.Bu ¢oziimden ¢ — oo igin © — 0 elde ederiz
ki bu sonug¢ soniimlii dalga denkleminin beklenen ¢zelligidir. Bu
durumda dalga hareketi salim yapmadan séner ki budurum agiri
soniim olarak adlandirilir.

— eger A = 0 ise bu durumda

—&
rn =Tr9=—

2

olup, (4.31) denkleminin lineer bagimsiz ¢ziim kiimesi

{e—at/2’ te—at/2}
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14 Sabit katsayili lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yéntemi

dir ve (4.29) ile tanimlanan ¢oziimiimiizii keyfi ¢;, co, c3, ¢4 sabitleri
ile

U = (Cl Sln(k’l') + Co COS(/{?.QZ))(C36_O‘t/2 + C4t€—o¢t/2)

olarak ifade edebiliriz. Bu c¢oziimden de ¢ — oo igin u — 0 elde
ederiz.

—eger A < 0ise a > 0 oldugu i¢in 0 < a < 2k saglanmahidir. Bu
durumda

—ativ—-A
2

T2 =

olup (4.31) denkleminin lineer bagimsiz ¢tziim kiimesi

{e—a/% sin(@t), g0/t cos(@t)}

dir ve (4.29) ile tamimlanan ¢oziimiimiizii keyfi ¢, co, c3, ¢4 sabitleri
ile

u = e~ (¢y sin(ka) + ¢y cos(kz)) (3 cos( t)+ ¢y sin( 5

t)

olarak ifade edebiliriz. Bu ¢oziimden ¢t — oo igin zaman ekseni
boyunca salinimli séniim adi verilen bir dalga profili olusur, yani
yine u — 0 dir, fakat A > 0 durumuna kiyasla soéniim yavasca ve
salimim yaparak gergeklesir.

e A <0 ve A =0 durumunda da ¢oziimleri belirleyebilir ve ¢ — oo i¢in
¢oziim davranmigin belirleyebiliriz(Aligtirma 10).
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4.1 Degiskenlerine ayirma yontemi 15

Ozetle bu boliimde,
e sabit katsayili ve
AUy + DUgy + Clyy + dug + euy + fu =10

ile verilen lineer ve homojen bir denklemin degiskenlerine ayrilabilen
¢oziimler ailesinin nasil elde edilebilecegini inceledik.

e Denklemin sadece birinci basamaktan tiirevleri igeren alt simifim1 2.
Boliimde ve sadece ikinci basamaktan tiirevler iceren alt smifimi ise 3.
Bolimde karakteristikler yontemi yardimiyla incelemistik.

e Karakteristikler yonteminin de uygun oldugu durumlarda elde ettigimiz
¢oztimleri karsilagtirarak, degiskenlerine ayrilabilen c¢oziimlerin genel
¢Oziim icerinde ozel bir alt aileye karsilik geldigini gozlemledik.

e Genel ¢oziim bagimsiz degiskenlerin uygun lineer kombinasyonlarimin keyfi
fonksiyon ailesi olarak ifade edilirken, degiskenlerine ayrilabilen ¢oziimler
ise, her birisi bir bayagi diferensiyel denklem coziimleri olarak, tzel egri
ailelerinin carpimlarindan olugsmaktadir.

e Degiskenlerine ayirma yonteminin bir avantaji, degisik basamaktan tiirev
iceren ve karakteristikler yonteminin uygun olmadig1 problemlere ait 6zel
¢oziim ailelerinin de elde edilmesine imkan saglamasidir.

e Bir diger avantaji ise 6zel fonksiyonlar iceriyor olmasi ve dolayisiyla ¢oziim
hakkinda daha 6z bilgi veriyor olmasidir. Bu o6zellik, ileride inceleye-
cegimiz iizere sonlu bolge problemlerinde verilen ilave bilgiler yardimiyla
istenilen ¢oziimii kolayca secebilmemize imkan saglamaktadir. Oysa en
genel ¢oziimden verilen yan bilgileri saglayan ¢oziimii secmek her zaman
kolay veya bazen de miimkiin olmayabilir.

e Degiskenlerine ayirma yontemini homojen denkleme veya verilen bir den-
klemin homojen kismina uygulayabiliriz, oysa karakteristikler yonteminde
boyle bir kisitlama yoktur.
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16 Sabit katsayili lineer denklemler icin degiskenlerine ayirma yéntemi

1. u=u(z,y), ve a,b,c sabitler olmak tizere

(a)

aug + bu, = cu
degiskenlerine ayrilabilen ¢oziim ailesini belirleyiniz.

(b) Elde ettginiz ¢oziim ailesini 2. Bolimde karakteristikler yontemsi
ile elde ettigimiz genel ¢oziim ile karsilastiriniz.

(c) Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyonun uygun se¢imi ile degiskenlerine
ayrilabilen ¢oziimi elde edebilir misiniz?

2. u=u(z,y) olmak izere

(a)

Upe — U =0
denklemlerin degiskenlerine ayrilabilen ¢éziim ailesini belirleyiniz.

(b) Elde ettiginiz ¢ozimi, 1. Bolimde bayage diferensiyel denklem
coziim yontemi ile elde ettigimiz genel ¢éziim ile karsilastiriniz.
Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyonun uygun secimi ile degiskenler-
ine ayrilabilen ¢ozimi elde edebilir misiniz?

3. u = u(z,y) olmak tzere
(a)
Upy — Uy — 6u =0

denkleminin bayag: diferensiyel denklem yontemiyle genel ¢ozii-
miini elde ediniz.

(b) Verilen denklemin degiskenlerine ayrilabilen ¢ozimi ailesini elde
ediniz.

(c) Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyonun uygun se¢imi ile degiskenlerine
ayrilabilen ¢oziim ailesini elde edebilir misiniz?

4. u=u(x,y) olmak izere
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(a)

Uyy — Uy +2u =0

denkleminin bayagu diferensiyel denklem yontemiyle genel ¢ozii-
miind elde ediniz.

(b) Verilen denklemin degiskenlerine ayrilabilen ¢ézim ailesini elde
ediniz.

(c) Genel ¢oziimdeki keyfi fonksiyonun uygun se¢imi ile degiskenlerine
ayrilabilen ¢ozimii elde edebilir misiniz?

5. Asagudakilerden hangisi uz, +u, = 0 denkleminin degiskenlerine ayrila-
bilen ¢oziimlerinden degildir?

(a) cos(x)e?
(b) sin(x)
(c) cosh(z

(
(d) sinh(

ey

x)eY

Jet
)

6. u=u(z,y) olmak tizere
(a)
Upg + Uyy = 0

Laplace denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢éziim ailesini be-
lirleyiniz.

(b) Parametrelere ozel deger vererek elde edeceginiz herhangi ozel ¢ozimdii
belirleyiniz.

(c) Belirlediginiz ozel ¢ozimii genel ¢ézimde uygun olarak segeceginiz
F ve G fonksiyonlar: yardimiyla elde ediniz?

7. u=wu(x,y) olmak tizere Helmholtz denklemi olarak bilinen
Uy + Uy = —k*u

denkleminin degiskenlerine ayrilabilen ¢éoziim ailesini belirleyiniz.
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8. u=u(xz,t) olmak tizere

10.

U + CUy = Ugy
denklemine adveksiyon-difiizyon denklemi ady verilir. Bu denklemin
Ut = Uz
ile verilen difiizyon denklemini saglayan v = v(x,t) fonksiyonu ile
eat-‘rba:,v

u =

biciminde ¢oziimiine sahip olabilmesi i¢in a ve b yi ¢ sabiti cinsinden
belirleyiniz.

Soru 7 ye degiskenlerine ayirma yontemini dogrudan uygulayarak elde
ettiginiz sonucu karsilastiriniz.

Ornek 4.7 de goz oniine aldigimz
U + Uy = 02um,oz >0,—oc0o < <00
sontimli dalga denkleminin A < 0 ve A =0 1i¢in degigskenlerine ayrila-

bilen ¢oziim ailelering belirleyiniz. FElde ettiginiz ¢oziimlerint — oo i¢in
davramising inceleyiniz.
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