Bolim

Siir-deger problemleri, 6zdegerler ve
oztonksiyonlar

Bu boliimde

e parametre iceren ve 6zel formatta ifade edilen bayag: diferensiyel den-
klemleri goz oniine alarak,

e ilgili denklemler ile farkli tiirden sinir-deger sartlari ile olusturulan
sinir-deger problemlerini inceliyoruz.

e Simir-deger probleminin 6zfonksiyon adi verilen sifirdan farkli ¢oziim-
lerini ve

e 50z konusu ¢oziimleri elde etmemizi saglayan ve 6zdeger adi verilen 6zel
parametre degerlerinin nasil elde edildigini inceliyoruz. Ayrica

e Ozdeger ve ilgili 6zfonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyerek,

e Ozel baz1 simir deger problemlerinin ¢zdeger ve ¢zfonksiyonlar: yardi-
miyla bir sonraki boliimde inceleyecegimiz Fourier seri agilimlarina esas
tegkil eden teoriye deginiyoruz. Son olarak

e degisken katsayili problemlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarimi hesapla-
mak iizere baglangic diizeyinde bir uygulama gelistiriyor ve sonuclarini
test yapiyoruz.
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2 Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

5.1 Giris

Onceki boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yénteminde )\ sabitinin
isaretine gore farkli ¢oziim aileleri belirlemistik. Problemle birlikte yan sart-
larin verilmesi durumunda A nin isaretinin 6tesinde almasi gereken degerlerin
de belirlenmesi gerekir. Onceki boliimden ) sabitini iceren y = y(x) olmak
lzere

v +Ay=0 (5.1)

tirtinde denklemle sikca karsilagtik. Genelde tiirevlenebilir p ve siirekli g igin

(ry) + (A =gy =0 (5.2)
bigiminde ifade edilebilen ve [a, b] kapali aralig: tizerinde

any(a) + algy’(a) = 0, (CLH, alg) 7é (0, 0) (53
a21y<b) + a22y/(b) = O, ((1217 a22) 7é (0, 0), Clij € R (54)

ile tanmmlanan ve ayrik sinar sarti(separated boundary condition) ad1 verilen
sinir-gartlarini saglayan coziimlere ihtiyacimiz olacaktir. Bu bolimde esas
itibariyle (5.2)-(5.4) problemini gtz oniine alarak ilerleyen boliimlerde ihti-
yacimiz olacak kismina ait temel kavramlar: ve teoriyi 6zetliyoruz. Konuyla
ilgili kapsamli bilgi i¢in bu boliimii hazirlarken yararlandigimiz ve boliim so-
nunda sundugumuz kaynaklari ve dzellikle kapsamli bir caligma olan Sturm-
Liouville Teorisi isimli [3] referans kaynagini neririz.
Oncelikle tipik bazi sinir deger problemlerine gz atalim:

y'+9 = 0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

probleminin ¢ozimiini arastiriniz.

Problemin lineer bagimsiz ¢oziim kiimesi {cos(3x),sin(3x)} olup, genel
¢Ozimuni
y = ¢1 cos(3z) + 2 sin(3z)
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5.1 Giris 3

olarak ifade edebiliriz. Simdi de sinir sartlarimi saglayan ¢oziimiinii belirle-
meye caligalim:

y(0) =1 =0 =y = ¢y8in(3x)

elde ederiz. Ancak
Y(1) =cosin(3) =0= ¢, =0

elde ederiz. O halde problemin asgikar ¢oziimii olarak ilk bakista elde edilebi-
len y = 0 ¢oziimii tek ¢oztimdiir.
Simdi de agagidaki 6rnegi inceleyelim:

y' +7%y = 0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

probleminin ¢ozimiini arastiriniz.

Problemin genel ¢oziimiinii
y = ¢1 cos(mz) + cosin(mx)

olarak ifade edebiliriz. Simdi de siir sartlarim saglayan ¢oziimiinii belirle-
meye caligalim:

y(0) =¢; = 0=y = cysin(mx)

elde ederiz. Ancak
y(1) = cosin(m) =0

elde ederiz. O halde problemin
Yy = cosin(mz),c0 € R
bi¢iminde sonsuz sayida ¢oziimiinii elde ederiz.
Ornek 5.1 ve Ornek 5.2 den goriilecegi iizere

Y +dy = 0,0<z<1 (5.5)
y(0) = y(1)=0 (5.6)
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4 Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

probleminin bazi \ degerleri i¢in tek ¢ozim y = 0 astkar ¢ozimii tken, baz
A degerleri i¢in sonsuz sayida ¢oziim mevcut olabilmektedir. Bu tir problem-
lerde biz sifirdan farkl ¢ozimleri belirlemek istiyoruz. Bu nedenle hangi A
degerleri i¢in sufirdan farkly ¢ozimlerin oldugunu arastirmak istiyoruz.

(5.2) denkleminin (5.3),(5.4) sinar sartlar ile sifirdan farkl(y #
0) ¢oziimler elde edilmesini saglayan \ degerlerine probleminin ézdegerleri
ve bu 6zdegerlere kargilik gelen y # 0 ¢oziimlerine de séz konusu problemin
ozfonksiyonlar ady verilmektedir.

Goz oniine alinan [a, b] kapali araliginda ozel olarak p > 0,q > ise (5.2)-
(5.4) probleminin ézdeger ve ozfonksiyonlarini belirleme problemi Regiiler
Sturm-Liouville (RSL) problemi olarak adlandirilir.

Ozel olarak

e bilinmeyenin sinirdaki degerlerinden olusan sinir sartlarina Dirichlet
sartlar, ve

) +N—qy = 0, a<z<b (5.7)
yla) = y(b) =0 (5.8)
problemine Dirichlet problemi adi verilmekte ve

e bilinmeyenin tiirevler iizerindeki degerlerinden olusan siir sartlarina
Neumann sartlar1 ve

(Py)+(A=qy = 0, a<x<b (5.9)
y'(a) = y'(b)=0 (5.10)
problemine Neumann problemi adi verilmektedir.

e (5.3) ve (5.4) formatinda olup, sinmir bélgesinin bir kisminda Dirichlet
ve diger kisminda Neumann sartlarini iceren sinir sartlarina ise karigik
stmr gartlary adi verilir. Ornegin

y(a) =y'(b) =0

veya

y(a)=y(b) =0
gibi sik¢a kullanilan karisik sinir sartlaridir, ve ilgili problem ise karisik
symr-deger problems olarak adlandirilir.
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5.1 Giris 5

° [y + c%} |suner = 0 bigiminde verilen ve fiziksel uygulamalar i¢in 6nemli
olan bir diger sinir sart1 ise Robin swmr sart: olarak adlandirilir, ilgili
problem de Robin problemi olarak adlandirihir, burada n disar1 yonde
birim normal vektor ve ¢ # 0 sabittir. Tek boyutlu problemimiz igin,
sol smirda n = [—1, 0], sag sinirda ise n = [1, 0] oldugu i¢in bu sart

y(a)—cy(a) = 0
y(b) + ey'(b) = 0

olarak ifade edilebilir.

Uygulamalarimizda genelde p = 1,q = 0 olacaktir. Problem tanim
kiimesini (0, 1) aralig1 olarak alabiliriz. Bu durumda

v +ly=00<z<l1 (5.11)

denkleminin agagida verilen

1. (0) = y(1) = 0(Dirichlet)
2. 4/(0) = y/(1) = 0(Neumann)
3. y/(0) = y(1) = 0(Kansik-])

4. y(0) = y'(1) = 0(Kariik-IT)

5. y(0) — 4/ (0) =0 ve y(1) + ¥'(1) = 0 (Robin)

sartlarindan herhangi birisi ile olugturulan probleme kanonik RSL problem
adi verelim, ¢iinkii (5.11) ile (1-5) problemleri (5.2)-(5.4) formunda ifade
edilebilen en sade veya diger bir deyimle "kanonik" problemlerdir.

Lineer cebirden hatirlayacagimiz tizere A bir kare matris
olmak tizere

AX =0

denkleminin sifirdan farkl ¢ozime sahip olabilmesi i¢in det(A) = 0 saglan-
malidr.
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6 Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

y1 ve yz (5.83) swmar sartlarine a = 0 noktasinda saglayan
tiirevlenebilir fonksiyonlar ise

a11%1(0) + a129; (0)
a11y2(0) + Cllzyé(o) =0

elde ederiz, buradan (ai1,ai2) # (0,0) oldugundan yukarideki hatirlatma
gereqi katsayr matrisinin determinanty sifira esit olmalidir:

y1(0)y5(0) — /4 (0)y2(0) = 0

Benzer sonu¢ b = 1 noktas: i¢in de gegerlidir:

y1(Dya(1) = y1(1)y2(1) = 0 (5.12)

5.2 Kanonik problemler iizerinden RSL prob-
lemin o6zellikleri

1. RSL problemin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyon-
lar ortogonaldir: \; # \; olmak iizere bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlar sirasiyla y; ve y2 olsun. O halde

yi+hy = 0 (5.13)
Yo +Aoya = 0 (5.14)

elde ederiz. (5.13) ve (5.14) in sirasiyla y, ve y; ile i¢ garpimim alalim,
yani soz konusu fonksiyonlarla garparak [0, 1] aralig: iizerinde (1)-(5)
sinir sartlar: ile integrallerini hesaplayalim:

1 1 1

0 = /(yi’ + Alyl)y2d$ = /’y/f?hdx + //\1y1y2dI

0 0 0
1

1
= W)l — / yhde + A / Yryade
0

0
1 1
~n / yrysda + (yyo)|h = / Yy (5.15)
0 0
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5.2 Kanonik problemler iizerinden RSL problemin &zellikleri 7

ve benzer bicimde

1 1 1
0 = /(yé’—i— A2y2)y1d$ = /ygy1d$+/>\1y1y2d$
0 0 0
1 1
= )l — / Yhde 1 Ao / Yyade
0 0
1 1
~ / yryadz + ()b = / Ve (5.16)
0 0

elde ederiz. (5.15) ve (5.16) dan

1
(i — M) / yryadz + (ya)lb — (o)l = 0 (5.17)
0

elde ederiz. Ayrica (??) ve (5.12) den

(192)10 — (Why)lo

= 11 (Dy2(1) = 51(0)52(0) — y5(1)y1(1) + y5(0)31(0)
= y1(Dy2(1) — y5(Dy1(1) + y5(0)y1(0) — 31 (0)y2(0)
— 0

elde ederiz.
A1 # Mg oldugu i¢in buradan
1

/yly2d$ =0

0

elde ederiz, yani {y;,y2} kiimesi [0, 1] arahiginda ortogonaldir.

2. RSL probleminin tiim 6zdegerleri reeldir.

A karmagik sayisi i¢in problemin en az bir karmagik (A,y) tzdeger-
ozfonksiyon ciftine sahip oldugunu kabul edelim. Bu taktirde eglenik
almak suretiyle

y' '+ y=0=7"4+Xg=0
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Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

elde ederiz, yani (\,y) de diger bir karmagik 6zdeger 6zfonksiyon c¢ifti
olur. Soldaki denklemi 7 ve sagdakinin ise y ile igcarpimini alip 1) deki
islemleri y; yerine y, y» yerine 7 alarak takip ederek,

1

(/\—X)/yydx:O
0
elde ederiz ki bu bir celigkidir. Ne ile ¢eligir?

e Birincisi y siirekli fonksiyon ve dolayisiyla

1

1
/ygjdx = /|y|2dx >0
0 0

sonucu ve

e Ikincisi ise 1) de ispatladigimiz farkh czdegerlere kargilik gelen 6z-
fonksiyonlarin ortogonal olma 6zelligi ile geligir:\ # A kabuliimiiz-
den

1 1 1

0= [umds = (=) [yds = (A=) [Pz 20

0 0 0

O halde kabuliimiiz yanhs, ve dolayisiyla A = X olmali, yani \ reel
olmalidir.

3. RSL problemleminin Dirichlet sartlari ile 6zdegerleri pozitif,
Neumann sinir sartlari ile nonnegatiftir.

(5.11) denkleminin her iki yamm y ile garparak [0, 1] aralig1 tizerinden
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5.2 Kanonik problemler iizerinden RSL problemin &zellikleri 9

(1) — (2) smur sartlarindan herhangi birisi ile integralini alalim:

1

0 = / "y + My*)dx

0
1 1
= /y”ydx + )\/y2dx
0 0

1 1

= - [WPde s [y

0
1 1
= —/(y')2da: + )\/y2dx
0

0

0

ve ilk ve son terimden

/l (v)dx

A=2— >0 (5.18)
/yZd;E
0

elde ederiz, burada (1) veya (2) sir sart ile

W)l =9 Dy(1) — ' (0)y(0) =0
oldugunu kullandik.

4. Ozdegerler monoton artan bir dizi olusturur ve basittirler

e Ozdegerler
—0 < A< Ay < -

biciminde monoton artan bir dizi olustutururlar ve bu dizi istten
sinirh degildir, yani
lim A\, =

n—oo

saglanir.
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10 Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

o Ozdegerler basittirler, yani her bir ézdegere tek bir ozfonksiyon
kargilik gelir(bir 6zfonksiyonun sabit kat1 da 6zfonksiyondur, fakat
sabit katlar ile elde edilen 6zfonksiyonlar farkli 6zfonksiyon olarak
kabul edilmezler): Kabul edelmin ki A\, 6zdegerine y; ve Y gibi
iki 6z fonksiyondan olugan lineer bagimsiz {y, Y3} kiimesi kargilik
gelsin. Her iki 6zfonksiyon da sol ve sag uc¢noktadaki siir sart-
larimi saglamahdir. Ornegin z = 0 noktasinda

anyk(0) + a2y, (0) = 0
allYk(O)%—angé(O) =0

saglanmalidir, ancak (a11,a12) # (0,0) dir, o halde katsayr ma-
trisinin determinanti sifira esit olmalidir, yani

yr(0)  5,(0) ) ( yr(0)  Y5(0) )
det = det =0

( Yi(0) Y;(0) 1(0) Y{(0)
saglanmalidir. Ancak Wronkskian olarak bilinen bu determinan-
tin bir noktada sifir olmasi,

— (0,1) igerisinde her noktada sifir olmasim gerektirir[5]. Ote
yandan

— ikinci basamaktan bir denklemin ¢oziimlerine ait Wronskiannin
sifira esit olmasi, soz konusu ¢oziimlerin lineer bagimli ol-
masini gerektirir. Bu sonug ise kabuliimiizle ¢eligir.

5. Ozfonksiyonlarn sifir yerleri

o y, (n > l)ile gosterecegimiz n — inci 6zfonksiyonunun (0, 1) ara-
higinda (n — 1) adet sifir yeri vardur.

e y, nin her bir sifir yeri, y,,_; in ardigik sifir yerleri arasinda yer
alir.

6. RSL probleminin 6zfonksiyonlariin tamligi Ortogonal olan

{yn}f:o

ozfonksiyonlar kiimesi [0, 1] araliginda karesi integrallenebilir fonksiyon
uzay1 olan Ly[0,1] de tamdwr: Diger bir deyimle problemin smir sart-
larini saglayan bu uzaydaki f fonksiyonu

n=0
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5.3 Ozdeger ve 6zfonksiyonlarin hesaplanmasi 11

olarak ifade edilebilir ve
N

Sy = Z CnYn

n=0

kismi toplami icin
1f = Snllz, = 0, N — o0

bagintis1 bilinmektedir, yani

/O (F(z) — Sn(2))2dz — 0, N — 00 (5.20)

gegerlidir. f fonksiyonun siireklilik ve tiirevlenebilirlik gibi regiilerite
ozellikleri olarak bilinen 6zellikleri ne kadar iyi olursa, zayif yakinsama
olarak bilinen (5.20) yakinsakligi bundan daha giiglii olan noktasal
yakinsama ve hatta diizgiin yakinsama olarak ta gerceklesebilmekte-
dir. Bu kavramlar1 Fourier serilerini inceledigimiz bir sonraki boliimde
netlestirmeye calisacagiz.

f fonksiyonunun (5.19) bigiminde ifade edilebilmesi durumunda, 6z-
fonksiyonlar kiimesinin ortogonalliginden

/1 f(@)yn(z)dz

v

0

n=01,-- (5.21)

elde ederiz.

5.3 Ozdeger ve 6zfonksiyonlarin hesaplanmasi

1. Dirichlet Probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari: Yukaridaki
analizimizden A > 0 oldugunu biliyoruz, islemlerimizden olusabilcek
koklii ifadelerden kurtulmak icin A = k2, k > 0 bicimde 6zdeger araya-
lim ve karsilik gelen 6z fonksiyonu y; ile gosterelim. Buradan

Y +Ay=0=y"+ky=0
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elde ederiz. Denklemimizin lineer bagimsiz ¢oziimler kiimesi
{cos(kx),sin(kx)}
olup, genel coziimiimiizii
y = ag cos(kx) + by sin(kx)
olarak ifade edebiliriz. Sinir sartlarini saglayan ¢oziimii bulalim:
y(0) = ar, = 0 = y = by sin(kx)
ve

y(1) =bgsin(k) =0,b, #0 =k =k, =nm,n=1,2,---
elde ederiz. O halde

M=k =n’r’n=12---
elde ederiz. Bir 6zfonksiyonun sabit kat1 da 6zfonksiyondur b, = 1
secimiyle temsilci bir 6zfonksiyon secerek, A, e karsilik gelen 6zfonksiy-
onu

Y = sin(nmz),n=1,2,---

olarak elde ederiz. O halde Dirichlet probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyon

ciftlerini

2

A = n?71? y, = sin(nwr),n =1,2,--- (5.22)

olarak elde ederiz. Yukarida (5.22) ile tanimlanan ilk alt1 6zfonksiyonun
grafigi Sekil 5.1 ile verilmektedir.

Bu durumda (5.19) ile tanimlanan agilim

f= f: b, sin(nmz)
n=1

ile tanmimlanan Fourier siniis agilimidir.

. Neumann Probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari: Bu kez yukari-

daki analizimizden A > 0 dur.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



5.3 Ozdeger ve 6zfonksiyonlarin hesaplanmasi 13

n=1 n=2
1 1
0.8 0.5
0.6
0.4 ¢ /
0.2 0.5
a -1
[u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n=4
1
0.5
[u}
0.5
-1
[u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n=5 n=6
1 1
0.5 0.5
[u} [u}
0.5 0.5 j/
1 1
[u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.1: Dirichlet probleminin ilk alt1 6zfonksiyonu.

e )\ = 0 icin 6zfonksiyonu y ile gostererek,
V' =0=y=a+bx

ve sinir sartlarini saglamasi gerektiginden

y(0)=0=0b=0

elde ederiz ve temsilci sabit 6zfonksiyonu y = a = 1/2 olarak
alabiliriz. O halde 6zdeger-ozfonksiyon ¢iftimiz

(Ao, %) = (0,1/2)
dir.
e )\ > 0 ozelligini saglayan 6zdeger icin koklii ifadelerden kurtulmak

icin A = k2, k > 0 seklinde 6zdegerler arayarak Dirichlet problem-
ine benzer olarak

y = ay cos(kx) + by sin(kx)
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14 Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

ve tiirev almak suretiyle
y' = —kay sin(kz) + kb, cos(kx)
elde ederiz. Sinir sarlarindan
y'(0)=0=1b,=0

ve

y'(1) = —kay sin(k) = 0,

den ap # 0=k =k, = nm, ve y = y, = cos(nmx),n =1,2,--- |
elde ederiz.

e O halde tiim 6zdeger ve 6zfonksiyon ciftlerini
Mo = 0,9 =1/2,\, = n*1?,y, = cos(nmz),n =1,2,--- (5.23)

olarak elde ederiz. (5.23) ile tanimlanan zfonksiyonlarin ilk al-
tisinin grafigi Sekil 5.2 ile verilmektedir.

e Bu durumda (5.19) ile tamimlanan agilim

f= Z anyn(z) = —ao + Z a, cos(nmz) (5.24)

n=1

olarak ifade edilir ki bu acilim bir sonraki boliimde detayli olarak
inceleyecegimiz f fonksiyonunun [0, 1] aralhigindaki Fourier cosiniis
acrlimadar.

5.4 Periyodik Sturm-Liouvile Problemi

Bu boliimde sadece (a,b) araliginda ifade edebilen

y'+xy = 0 (5.25)
yla) = y(b),y'(a) =y'(b) (5.26)

Sturm-Liouville problemini gtz ¢niine alacagiz ve bu probleme de kanonik
periyodik Sturm-Liouville problemi adini verecegiz. Simir sartlarinin ayrik
olmadigina dikkat edelim.
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n=1
0,58 1
i
" :
32
0,44 -1
[u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u} 0,2 0.4 0.6 0.8 1
n=2 n=3
1 1
0.5 0.5
[u} [u}
-0.5 -0.5
1 . 1
[u} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u} 0,2 0.4 0.6 0.8 1
n=4 n=>5
1 1
0.5 0.5
[u} [u}
0.5 0.5
1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.2: Neumann probleminin ilk alt1 6zfonksiyonu.

Oncelikle kanonik periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri de
nonnegatiftir, ¢iinkii (5.18) bagmtisim periyodik probem igin de elde edebil-
iriz, ¢linkii periyodik sinir sartlar ile de

Wyl = y®y®) -y (a)y(a)
— 0

dir. Regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve tzfonksiyonlarina ait
diger o6zelliklerin hemen hemen hepsi periyodik Sturm-Liouville problemi
i¢in de saglanir. Ancak istisnalar s6z konusudur, érnegin periyodik Sturm-
Liouville probleminin ¢zdegerleri basit degildir.

ORNEK 5.3.

y'+Ay = 0,0<z<1
y(0) = y(1),y'(0) =y'(1)

probleminin 6zdeger ve ézfonksiyonlariny belirleyiniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



16

Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

e y = sabit vzfonksiyondur ve dolayisiyla A = 0 6zdegerdir, dzfonksiyo-

numuzu ug = 1/2 olarak segelim ve kargilik gelen 6zdegerimiz \g = 0
olur.

A > 0 ozelligini saglayan ozdeger icin koklii ifadelerden kurtulmak icin
A = k2, k > 0 seklinde 6zdegerler arayarak Dirichlet problemine benzer
olarak

y = a cos(kx) + by sin(kx)

ve tiirev almak suretiyle
y' = —kaysin(kzx) + kb, cos(kx)
elde ederiz. Siir sartlarindan

y(0) = y(1) = ax = ag cos(k) + by sin(k) (5.27)
y'(0) = y'(1) = kby = —kaysin(k) + kby cos(k) (5.28)

elde ederiz. cos(k) = 1 ve dolayisiyla sin(k) = 0 segersek, saglanir.
Ancak
cos(k)=1=k=k,=2nmr,n=1,2, ...

ve Ozfonksiyonlarimizi ise

Yn = ay cos(2nmx) + b, sin(2nmwr)
olarak elde ederiz. Ancak daha 6zel olarak
a, = 1,b, = 0 segerek u,, = cos(2nmz),n =1,2,.. ve

a, = 0,b, = 1 secerek v, = sin(2nmzx),n = 1,2, .. alt ailelerini elde
ederiz. O halde 6zdeger ve 6zfonksiyon ailelerini
N = 0,up=1/2,)\, = (2n7)? u, = cos(2nmz),n = 1,2, (5.29)
v, = sin(2nmx),n=1,2,. (5.30)
olarak elde ederiz. Ozdegerlerin regiiler problemin aksine basit ol-

madiklar1 acikca goriilmektedir. Ik n = 0,1,2,3 icin 6zfonksiyon
grafikleri Sekil5.3 de sunulmaktadir.
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n=0 n=1
0.8 1
0.36
0.54 0.5
0.32
4]
0.3
0.48 -0.5
046
0.44 . . . -1
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n=2 n=3
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 -0.5
1 1
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.3: Ornek 5.3 probleminin ilk yedi 6zfonksiyonu
e Kanonik periyodik SL probleminin 6zfonksiyonlarinin da ortogonal bir
kiime oldugunu kolayca gorebiliriz(Ahgtirma 13).

e Ayrica her bi n i¢in v, 'nin 2n — 1 adet, u,, 'nin ise 2n adet sifir yeri
oldugunu gozlemliyoruz.

ORNEK 5.4. [—1,1] arahginda tanymlanan asagudaki probleme Kanonik

Periyodik Sturm-Liouville problemi adini verecegiz.

'+ Ay = 0,-1l<zx<1
y(=1) = y(1),y'(-1) =y'(1)

probleminin ézdeger ve dzfonksiyonlarini belirleyiniz.

Cozim.
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Sinir-deger problemleri, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

e y = sabit vzfonksiyondur ve dolayisiyla A = 0 6zdegerdir, dzfonksiyo-

numuzu ug = 1/2 olarak segelim ve kargilik gelen 6zdegerimiz \g = 0
olur.

A > 0 ozelligini saglayan ozdeger icin koklii ifadelerden kurtulmak icin
A = k2, k > 0 seklinde 6zdegerler arayarak Dirichlet problemine benzer
olarak

y = ay, cos(kx) + by sin(kx)

ve tiirev almak suretiyle
y' = —kay sin(kz) + kb cos(kx)
elde ederiz. Siir gartlarindan

y(—1) = y(1) = agcos(k) — by sin(k) = a cos(k) + by sin(k)
y'(—1) = ¢(1) = kaysin(k) + kbg cos(k) = —kay, sin(k) + kby cos(k)

elde ederiz. sin(k) = 0 icin denklem sistemi saglanir.
sinfk)=0=k=k,=nm,n=1,2,..
ve Ozfonksiyonlarimizi ise
Yn = ay, cos(nmz) + b, sin(nmz)

olarak elde ederiz. Ancak daha ozel olarak a, = 1,b, = 0 secerek
u, = cos(nmz),n=1,2,.. ve

a, = 0,b, = 1 secerek v, = sin(nmx),n = 1,2,.. alt ailelerini elde
ederiz. O halde 6zdeger ve 6zfonksiyon ailelerini

N = 0,up=1/2,\, = (n7)? u, = cos(nmz),n=1,2,. (5.31)
v, = sin(nmzx),n=1,2,. (5.32)

olarak elde ederiz.

Bu durumda (5.19) ile tamimlanan a¢ihm, Kanonik Periyodik SL prob-
leminin 6zfonksiyonlar: ile

f = ianun + ibnvn
n=0 n=1
= %Go + i a, cos(nwx) + i by sin(nmz)
n=1 n=1
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olarak ifade edilir ki bu ac¢ilim bir sonraki boliimde detayli olarak in-
celeyecegimiz f fonksiyonunun [—1, 1] araligindaki Fourier a¢ilimadir.

5.5 Degisken katsayili Regiiler Sturm-Liouville
Problemleri icin sayisal bir yontem

p,q, veya w nin sabit olmamasi durumunda ozdeger veya ozfonksiyonlar:
analitik olarak, yani onceki boliimlerdeki gibi kagit-kalem, yardimiyla elde
edemeyiz. Bu durumda sayisal yontemlerin kullanilmasi gerekir. Bu amacgla
geligtirilmis ileri diizey SLEIGN[4] ve degisik versiyonlar1 veya alternatif
yazilimlar mevcuttur. Bu boliimde ana hatlar: itibariyle Priifer doniigiimii
ad1 verilen doniistimle ikinci basamaktan lineer olan RSL probleminin birinci
basamaktan nonlineer sisteme doniistiiriilerek, stz konusu nonlineer sistemin
sayisal olarak Octave ortaminda c¢oziimiinii esas alan bir yontemi inceleye-
cegiz ve bazi sabit ve degisken katsayili RSL problemlerinin kullanici tarafin-
dan verilen baglangig tahmini 6zdeger ve 6zdeger indisi(pozitif tamsay1) ile
nasil hesaplandigini inceleyecegiz.
Bu amagla degigken katsayili olabilen p = p(z) > 0,9 = q(z), w = w(z) >
0 icin
—py) +qy = Iwy,0<z<1 (5.33)
y(0) = y(1)=0

Degisen Katsayili RSL problemini Dirichlet sinir sartlari ile gz 6niine alalim.
Priifer doniigimai adi verilen

y = psin(0), py’ = pcos(0) (5.34)

seklindeki doniigiim ile Problem (5.33) p(z) ve 6(z) igin

0 = %COSQ(9> + (A\w — ¢) sin?(0) (5.35)
po= %(% + g — \w)sin(20)p (5.36)
000) = 0,0(1) =nm,n=1,2, ... (5.37)
p(0) = 1 (5.38)

sistemine doniigiir. n—inci dzfonksiyonu belirlemek i¢in (1) = n7 alinmak-
tadar.
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(5.35)-(5.38) sistemi (0,1) araligi iizerinde tamimli bir nonlineer sinir-
deger problemidir. Asagidaki Algoritma ile 6zetlendigi iizere tahmini A ile
problem araligin solundan saga ve sagindan sola kadar uygun bir z, € (0,1)
noktasina kadar sayisal yontemlerle coziiliip

lim 6(z) = lim 0(x)

T—Tp m—mz'

esitligini niimerik tolerans gercevesinde saglayan A degeri belirlenmeye ¢aligilir.
Biz burada z, = 1/2 aliyor ve sayisal yontem olarak MATLAB/OCTAVE
ode45[7],[8] ¢oziiciisiinii kullaniyoruz.

Ornegin kanonik RSL problemi icin w = 1,¢ = 0,p = 1 olup, y = psin(6)
nin x e gore tiirevini alarak

y' = p'sin(f) + pcos(8)0" = pcos(h) (5.39)

elde ederiz. Ote yandan ' = pcos(f) min = e gore tiirevini alarak y” = —\y
oldugunu kullanarak

y' = p'cos(f) —sin(0)0' p = —\y = —Apsin(h) (5.40)
elde ederiz. Birlikte yazarak p’ ve 0 bilinmeyenli

sin(0)p' + pcos(0)§ = pcos(h)
cos(0)p — psin(0)§ = —Apsin(6)

sistemini elde ederiz. Yok etme yontemiyle bu sistemi ¢ozerek

0 = cos*(0) + Asin*(0)
P = psin(0)cos(6)(1 — )

_ %(1 — \)sin(26)

elde ederiz.

Verilen tahmini A = A_b,n degeri igin Modifiye SLEIGN (M _Sleign)
adimi verdigimiz agagidaki algoritma ile(\,,,y,) 6zdeger ve 6zfonksiyon ¢if-
tini hesapliyoruz. SLEIGN dan farkl olarak orta noktadaki teta bileseni
tizerindeki eglestirme iglemini Newton yontemiyle gerceklestiriyoruz.
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Algoritma(M _Sleign)
1. Girdi p, q, w,lamda = \_b n

2. test = 1 al ve tol = le — 8 olmak iizere test > tol oldugu siirece
asagidaki adimlar: tekrarla

(a) Priifer doniigiimii altinda

y = psin(0), py’ = pcos(0)
biciminde aranan ¢oziim bilegenleri i¢in, x, = 0.5 olmak tizere,
0, z,] araliginda 6(0) = 0,6,(0) = 0, p(0) = 1 baglangi¢ degerleri
ile ekli sistem adin1 verecegimiz agagidaki sistemi ¢6z.

1
0 = 1—70052(9) + (A\w — q) sin(0)

0\, = (—% + Aw — q) sin(20)0 + w sin®(0)

x, = 0.5 noktasindaki 6, = 6(x,), 01, = 05(x,) degerlerini kaydet.
Ayrica X1 : ¢oziim elde edilen x degerler vektorii olmak iizere
Tetal = 0(X1) degerini kaydet.

(b) 6(1) = nm, 0,(1) = 0 baslangi¢ degerleri ile EKIi sistemi [z, 1] ara-
higinda geriye dogru ¢oz. x, noktasindaki 0y = 0(x,), 025 = 0x(xp)
degerlerini kaydet. Ayrica X2 : ¢oziim elde edilen = degerler vek-
torii olmak iizere Teta2 = 6(X2) degerini kaydet.

(c) fark =0, — 0y ve fark lamda=0;) — 0 degerlerini tanimla ve
fark()\) = 0 denklemini saglayan A\ degerini bulmak i¢in Newton
yontemiyle lamda degerini giincelle:

lamda = lamda — fark/fark lamda

(d) test = abs(fark) > tol degerini tanimla
(e) X =[X1 X2] ve Teta = [Tetal Teta2] vektorlerini tanimla

3. (2)(e) de elde edilen X degerleri i¢in

po= %(%—i—q—)\w)sin(%)p
p(0) =1

baglangi¢c deger problemini ¢oz.
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4. Cikti: y = psin(T'eta) 6zfonksiyonu ve lamda degeri

Kanonik RSL Probleminin Dirichlet simir sarty ile saiynsal
ozdeger ve 6zfonksiyonlarine yuarida tanittigimaz M Sleign ile hesaplayiniz.

>> [T,Y lamda]=sturmnewton(8,1);
>> lamda

lamda = 9.8696

>> [T,Y Jamda]=sturmnewton(15,2);
>> Jamda

lamda = 39.479

>> [T,Y,Jamda]=sturmnewton(80,3);
>> lamda

lamda = 88.828

n A gercek

1 7%= 9.8696
2 4n? = 39.478
3 97?2 = 88.826
4 167% =157.91

A sayisal
9.8696
39.479
88.828
157.92

Sirasiyla n = 1,2, 3,4 degerleri icin elde ettgimiz tzfonksiyon grafikleri

Sekil 5.4 de sunulmaktadir.

Parcaly stirekls

C[1/2, 0<z<1/2
M@_{ 1, 1/2<z<1

cin

(py') + Ny
y(0) =

y(1) =0

probleminin ilk dort 6zdeger ve 6zfonksiyonunu M _SLEIGN ile belirleyiniz.
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0.3
0.25 0.1
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0.1 0.1
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0.z 0.1
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-0,05
-o0.1 -0.,05
-0,15
-0.2 -0.1
[} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [} 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.4: Ornek 5.5 e ait problemin ilk dort 6zfonksiyonu(siirekli p durumu)

Elde ettigimiz lamda degerleri asagidaki tabloda sunulmaktadir.

n A sayisal
1 7.1692
2 25.820
3 63.207
4 105.88

Ozfonksiyon grafikleri ise sirasiyla n = 1,2, 3,4 degerleri icin Sekil 5.5 de
sunulmaktadir.
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0.7 0.4
0.6 0.z
0.5 0.2
0.1
0.4
o]
0.3
-0.1
0.2 0.2
0.1 ]
0 -0.4
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 4] 0.2z 0.4 0.6 0.2 1
0.2 0.2
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4] 4]
-0,03
01 -0.1
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Sekil 5.5: Ornek 5.6 ya ait problemin ilk dort 6zfonksiyonu(parcal siirekli p
durumu)..

Bu boliimde

e Sinir-deger probleminin 6zfonksiyon adi verilen sifirdan farkli ¢ziim-
lerini ve

e 50z konusu ¢oziimleri elde etmemizi saglayan ve 6zdeger adi verilen 6zel
parametre degerlerinin nasil elde edildigini inceledik. Ayrica

o ozdeger ve ilgili zfonksiyonlarin dzelliklerini inceleyerek,

e ozel baz1 simir deger problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 yardi-
miyla bir sonraki boliimde inceleyecegimiz Fourier seri acilimlarina esas
teskil eden teoriye degindik. Son olarak

e degisken katsayili problemlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini hesaplamak
iizere basglangic diizeyinde bir uygulama geligtirerek, sonuclarin test
yaptik.Yontemin analtik yontem sonuglari ile uyumlu sonuclar verdigini
gozlemledik.
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Y ' +dly=00<z<1

denkleminin asaqida verilen sinir sartlary ozdeger ve 6zfonksiyonlaring
belirleyiniz

(a) Karigik-1:
(b) Karigik-11

(¢) Robin:
y(0) = /(0) = 0,5(1) + /(1) = 0

(ipucu:(c) sikky icin sadece ilk dzdegeri belirleyiniz. Bu amagla
Newton sifir yeri bulma yontemini kullanabilirsiniz.)

2. 10,1] arahge izerinde tanimiy Kanonik RSL probleminin Dirichlet sinar

sartlar: ile elde edilen

{sin(nmz)} ~,

ozfonksiyon ailesinin soz konusu aralikta ortogonal oldugunu gésteriniz.

3. 10,1] aralg tzerinde tanaml Kanonik RSL probleminin Neumann sinur
sartlar: ile elde edilen

{1/2} U {cos(nma) )22,
16zfonksiyon ailesinin soz konusu aralikta ortogonal oldugunu gosteriniz.

4. Soru 1(a) de elde ettiginiz 6zfonksiyon ailesinin [0,1] araliginda orto-
gonal oldugunu gdsteriniz.

5. Soru 1(b) de elde ettiginiz ozfonksiyon ailesinin [0,1] araliginda orto-
gonal oldugunu gosteriniz.

6. Asagqdaki ifadelerden hangisi yanlistir
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(a) y" + Ay = 0,7/(0) = y/'(3) = 0 probleminin ézfonksiyonlar: [0, 3]
aralge tizerinde ortogonaldir.

(b) ¥y + (A —=5)y =0,y(0) = y(1) = 0 probleminin en kiigiik dzdegeri

54 72 dir.

(c) ¥+ (A—2)y =0,y'(0) = /(2) = 0 probleminin en kii¢iik 6zdegeri
2 dir.

(d) v + Xy = 0,9'(0) = ¢/(1) = 0 probleminin en kii¢iik 6zdegeri >
dar.

' + Xy =00<z<L

denklemin [0, L] araligindaki 6zdeger ve 6zfonksiyonlarna sirasiyla asagr-
daki sinar sartlar: ile elde ediniz.

(a) Dirichlet
(b) Neumann
(c) Karigik-1
(d) Karigik-1T
(e) Robin

y'+xy = 0
Y +(N—4)y = 0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin karsilastiriniz. Genelde sabit
q > 0 i¢cin

v+ Xy = 0wvey"+(AN—qy=0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

problemlerinin ozdeger ve ozfonksiyonlar arasinda nasil bir iliski goz-
lemlersiniz?

9. Soru 8 i Neumann sinar sartlar: i¢in tekrarlayimiz.
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10. Sabit p > 0 i¢in

11.

12.

15.

1.

15.

16.

py" + Xy = Ovey'+Ay=0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

problemlerinin belirtilen Dirichlet sinar sartlar: ile 6zdeger ve ozfonksiy-
onlarima belirleyiniz.  Aralarinda nasil bir iliski gozlemliyorsunuz?

Sabit p > 0 ve ¢ > 0 i¢in

' +(AN—qy = 0,0<z<1
y(0) = y(1)=0

problemlerinin belirtilen Dirichlet sinar sartlar: ile 6zdeger ve ozfonksiy-
onlarin elde ediniz. Sonucunuzup = 1,q = 0 i¢in elde ettigimiz dzdeger
ve ozfonksiyonlarla karsgilastiriniz. Sabit p ve g nun ozdegerler ve 0z-
fonksiyonlar tizerindeki etkisi nedir?

Soru 1(a) da elde ettiginiz ézfonksiyonlarin artan indis degerleri i¢in
grafiklering gozlemleyiniz. Ardisik ozfonksiyonlarin sifir yerlerini ince-
leyiniz. Ne gozlemliyorsunuz?

Soru 1(b) de elde ettiginiz 6zfonksiyonlarin artan indis degerleri i¢in
grafiklerini gozlemleyiniz. Ardisik ozfonksiyonlarin sifir yerlerini ince-
leyiniz. Ne gézlemliyorsunuz?

Ornek 5.3 ile verilen periyodik problemin dzfonksiyonlarinin ortogonal
oldugunu gosteriniz.

Ornek 5.3 ile verilen periyodik problemin [0, L] aralg tizerindeki 6zdeger
ve Ozfonksiyonlaring belirleyiniz.

p > 0 sabiti i¢in

py +Xy = 0,0<x<1
y(0) = y(1),y'(0) =y (1)

probleminin ozdeger ve dzfonksiyonlarina belirleyiniz.  Elde ettiginiz
sonuglary Ornek 5.3 sonuclaryla karsilastirinaz.
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17. q > 0 sabiti i¢cin

V+A—qy = 0,0<x<1
y(0) = y(1),y'(0) =y'(1)
probleminin ozdeger ve dzfonksiyonlarina belirleyiniz.  Elde ettiginiz
sonuclary Ornek 5.3 sonuglaryla karsilastirinaz.
18. p > 0 ve q > 0 sabitleri i¢in
' +A—qy = 0,0<z<1
y(0) = y(1),4'(0) =y'(1)
probleminin 6zdeger ve dzfonksiyonlarine belirleyiniz. p = 1,q = 0 i¢in
elde edilen periyodik kanonik problem sonuglaryla kargilastiriniz.
19. p > 0 ve ¢ > 0, L > 0 sabitleri i¢in
' +(A—qy = 0,0<z<L
y(0) = y(L),y'(0) =y'(L)
probleminin dzdeger ve oOzfonksiyonlarine belirleyiniz.  FElde ettiginiz
sonuclary Soru 14’te ki cevabimiz ile karsilastiriniz.

20. RSL problemi i¢in ger¢eklestirdigimiz advmlary takip ederek, (5.34) ile
verilen Priifer dontsimi altinda (5.33) sisteminin (5.35)-(5.38) sis-
temine dondistigini gosteriniz.

21. Program 5.1 i ¢calbistirarak Ornek 5.5 deki sonuglar yeniden tiiretiniz.

22. Program 5.1 i ¢alisturarak Ornek 5.6 deki sonuclar yeniden tiretiniz.
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function [T,Y,lamda]=sturmnewton(lamda,n);
% —-(py’) ’+qy=lamda_w_y, 0<x<1, y(0)=0 y(1)=0
% teta’=1/pcos(teta) "2+(lamda_w-q)sin(teta) "2;
% rho’=[(p~-1 +gq-lamda_w)sin(teta)cos(teta)]lrho;
%teta(0)=0, teta(l)=n*pi, rho(0)=1,
% Nisan 25-26, 2020, ec.

p=0(x) 1; qg=0@(x) O;w=0@(x) 1;
hp=0(x) 1*(x<1/2)+2%(x>=1/2); pargali siirekli p, q tanimlanabilir.
tol=1e-8; test=1;opt = odeset( "RelTol", 1le-6);x_p=0.5;dx=0.01;

while test
teta=[0,0] ;xspan=0:dx:x_p;
[X1,Tetall=ode45(@(x,teta) f(x,teta,p,q,w,lamda),xspan,teta,opt);
tetal=Tetal(end,1);
tetal_lamda=Tetal(end,?2);
teta=[n*pi 0] ;xspan=1:-dx:x_p;
[X2,Teta2] =oded5(@(x,teta) f(x,teta,p,q,w,lamda),xspan,teta,opt);
teta2=Teta2(end,1);
teta2_lamda=Teta2(end,?2);
fark=tetal-teta2;
farklamda=tetal_lamda-teta2_lamda;
lamda=lamda-fark/farklamda;
test=abs(fark)>tol;
end
X2=f1ipud(X2) ;Teta2=flipud(Teta2(:,1));
X2=X2(2:end) ;Teta2=Teta2(2:end) ;
X=[X1;X2];Teta=[Tetal(:,1);Teta2];
rho=1;X=X’;Teta=Teta’ ;tspan=T;
[X,Rho]=0de45(@(x,rho) frho(x,rho,p,q,w,lamda,X,Teta),xspan,rho,opt);
X=X’ ;Rho=Rho’;
Y=Rho.*sin(Teta) ;

function teta_p=f(x,teta,p,q,w,lamda,Teta)
teta_p=[1/p(x)*cos(teta(1)) "2+(lamda*w(x)-q(x))*sin(teta(l))"2;
(-1/p(x)+lamda*w(x)-q(x))*sin(2*teta (1)) *teta(2)+w(x) *sin(teta(1))"2];

function rho_p=frho(x,rho,p,q,w,lamda,X,Teta)

tet=interpl(X,Teta,x);
rho_p=(1/p(x)+q(x)-lamda*w(x))*rho*sin(2*tet) /2;
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Program 5.1: Newton yontemi ile uygun eslestirme ile indisi verilen 6zdeger
ve Ozfonksiyonu hesaplar
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