
Bölüm 5
Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve
özfonksiyonlar

Bu bölümde

• parametre içeren ve özel formatta ifade edilen bayağıdiferensiyel den-
klemleri göz önüne alarak,

• ilgili denklemler ile farklı türden sınır-değer şartları ile oluşturulan
sınır-değer problemlerini inceliyoruz.

• Sınır-değer probleminin özfonksiyon adıverilen sıfırdan farklıçözüm-
lerini ve

• söz konusu çözümleri elde etmemizi sağlayan ve özdeğer adıverilen özel
parametre değerlerinin nasıl elde edildiğini inceliyoruz. Ayrıca

• özdeğer ve ilgili özfonksiyonların özelliklerini inceleyerek,

• özel bazısınır değer problemlerinin özdeğer ve özfonksiyonlarıyardı-
mıyla bir sonraki bölümde inceleyeceğimiz Fourier seri açılımlarına esas
teşkil eden teoriye değiniyoruz. Son olarak

• deği̧sken katsayılı problemlerin özdeğer ve özfonksiyonlarını hesapla-
mak üzere başlangıç düzeyinde bir uygulama geli̧stiriyor ve sonuçlarını
test yapıyoruz.
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2 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

5.1 Giri̧s

Önceki bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yönteminde λ sabitinin
i̧saretine göre farklıçözüm aileleri belirlemi̧stik. Problemle birlikte yan şart-
ların verilmesi durumunda λ nın i̧saretinin ötesinde almasıgereken değerlerin
de belirlenmesi gerekir. Önceki bölümden λ sabitini içeren y = y(x) olmak
üzere

y′′ + λy = 0 (5.1)

türünde denklemle sıkça kaŗsılaştık. Genelde türevlenebilir p ve sürekli q için

(py′)′ + (λ− q)y = 0 (5.2)

biçiminde ifade edilebilen ve [a, b] kapalıaralı̆gıüzerinde

a11y(a) + a12y
′(a) = 0, (a11, a12) 6= (0, 0) (5.3)

a21y(b) + a22y
′(b) = 0, (a21, a22) 6= (0, 0), aij ∈ R (5.4)

ile tanımlanan ve ayrık sınır şartı(separated boundary condition) adıverilen
sınır-̧sartlarını sağlayan çözümlere ihtiyacımız olacaktır. Bu bölümde esas
itibariyle (5.2)-(5.4) problemini göz önüne alarak ilerleyen bölümlerde ihti-
yacımız olacak kısmına ait temel kavramlarıve teoriyi özetliyoruz. Konuyla
ilgili kapsamlıbilgi için bu bölümü hazırlarken yararlandı̆gımız ve bölüm so-
nunda sunduğumuz kaynaklarıve özellikle kapsamlıbir çalı̧sma olan Sturm-
Liouville Teorisi isimli [3] referans kaynağınıöneririz.
Öncelikle tipik bazısınır değer problemlerine göz atalım:

ÖRNEK 5.1.

y′′ + 9y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

probleminin çözümünü araştırınız.

Çözüm.

Problemin lineer bağımsız çözüm kümesi {cos(3x), sin(3x)} olup, genel
çözümünü

y = c1 cos(3x) + c2 sin(3x)
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5.1 Giriş 3

olarak ifade edebiliriz. Şimdi de sınır şartlarınısağlayan çözümünü belirle-
meye çalı̧salım:

y(0) = c1 = 0⇒ y = c2 sin(3x)

elde ederiz. Ancak
y(1) = c2 sin(3) = 0⇒ c2 = 0

elde ederiz. O halde problemin aşikar çözümü olarak ilk bakı̧sta elde edilebi-
len y = 0 çözümü tek çözümdür.
Şimdi de aşağıdaki örneği inceleyelim:

ÖRNEK 5.2.

y′′ + π2y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

probleminin çözümünü araştırınız.

Çözüm.

Problemin genel çözümünü

y = c1 cos(πx) + c2 sin(πx)

olarak ifade edebiliriz. Şimdi de sınır şartlarınısağlayan çözümünü belirle-
meye çalı̧salım:

y(0) = c1 = 0⇒ y = c2 sin(πx)

elde ederiz. Ancak
y(1) = c2 sin(π) = 0

elde ederiz. O halde problemin

y = c2 sin(πx), c2 ∈ R

biçiminde sonsuz sayıda çözümünü elde ederiz.

Gözlem 5.1. Örnek 5.1 ve Örnek 5.2 den görülecĕgi üzere

y′′ + λy = 0, 0 < x < 1 (5.5)

y(0) = y(1) = 0 (5.6)
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4 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

probleminin bazıλ dĕgerleri için tek çözüm y = 0 aşikar çözümü iken, bazı
λ dĕgerleri için sonsuz sayıda çözüm mevcut olabilmektedir. Bu tür problem-
lerde biz sıfırdan farklı çözümleri belirlemek istiyoruz. Bu nedenle hangi λ
dĕgerleri için sıfırdan farklıçözümlerin oldŭgunu araştırmak istiyoruz.

TANIM 5.1. (5.2) denkleminin (5.3),(5.4) sınır şartlarıile sıfırdan farklı(y 6=
0) çözümler elde edilmesini săglayan λ dĕgerlerine probleminin özdĕgerleri
ve bu özdĕgerlere karşılık gelen y 6= 0 çözümlerine de söz konusu problemin
özfonksiyonlarıadıverilmektedir.

Göz önüne alınan [a, b] kapalıaralı̆gında özel olarak p > 0, q > ise (5.2)-
(5.4) probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarını belirleme problemi Regüler
Sturm-Liouville(RSL) problemi olarak adlandırılır.
Özel olarak

• bilinmeyenin sınırdaki değerlerinden oluşan sınır şartlarına Dirichlet
şartları ve

(py′)′ + (λ− q)y = 0, a < x < b (5.7)

y(a) = y(b) = 0 (5.8)

problemine Dirichlet problemi adıverilmekte ve

• bilinmeyenin türevler üzerindeki değerlerinden oluşan sınır şartlarına
Neumann şartlarıve

(py′)′ + (λ− q)y = 0, a < x < b (5.9)

y′(a) = y′(b) = 0 (5.10)

problemine Neumann problemi adı verilmektedir.

• (5.3) ve (5.4) formatında olup, sınır bölgesinin bir kısmında Dirichlet
ve diğer kısmında Neumann sartlarınıiçeren sınır şartlarına ise karı̧sık
sınır şartlarıadıverilir. Örneğin

y(a) = y′(b) = 0

veya
y′(a) = y(b) = 0

gibi sıkça kullanılan karı̧sık sınır şartlarıdır, ve ilgili problem ise karı̧sık
sınır-dĕger problemi olarak adlandırılır.
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5.1 Giriş 5

•
[
y + c ∂y

∂n

]
|sınır = 0 biçiminde verilen ve fiziksel uygulamalar için önemli

olan bir diğer sınır şartıise Robin sınır şartı olarak adlandırılır, ilgili
problem de Robin problemi olarak adlandırılır, burada n dı̧sarıyönde
birim normal vektör ve c 6= 0 sabittir. Tek boyutlu problemimiz için,
sol sınırda n = [−1, 0], sağ sınırda ise n = [1, 0] olduğu için bu şart

y(a)− cy′(a) = 0

y(b) + cy′(b) = 0

olarak ifade edilebilir.

Uygulamalarımızda genelde p ≡ 1, q ≡ 0 olacaktır. Problem tanım
kümesini (0, 1) aralı̆gıolarak alabiliriz. Bu durumda

y′′ + λy = 0, 0 < x < 1 (5.11)

denkleminin aşağıda verilen

1. y(0) = y(1) = 0(Dirichlet)

2. y′(0) = y′(1) = 0(Neumann)

3. y′(0) = y(1) = 0(Karı̧sık-I)

4. y(0) = y′(1) = 0(Karı̧sık-II)

5. y(0)− y′(0) = 0 ve y(1) + y′(1) = 0 (Robin)

şartlarından herhangi birisi ile oluşturulan probleme kanonik RSL problem
adı verelim, çünkü (5.11) ile (1-5) problemleri (5.2)-(5.4) formunda ifade
edilebilen en sade veya diğer bir deyimle "kanonik" problemlerdir.

Hatırlatma 5.1. Lineer cebirden hatırlayacăgımız üzere A bir kare matris
olmak üzere

AX = 0

denkleminin sıfırdan farklıçözüme sahip olabilmesi için det(A) = 0 săglan-
malıdır.
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6 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

Gözlem 5.2. y1 ve y2 (5.3) sınır şartlarını a = 0 noktasında săglayan
türevlenebilir fonksiyonlar ise

a11y1(0) + a12y
′
1(0) = 0

a11y2(0) + a12y
′
2(0) = 0

elde ederiz, buradan (a11, a12) 6= (0, 0) oldŭgundan yukarıdaki hatırlatma
gerĕgi katsayımatrisinin determinantısıfıra eşit olmalıdır:

y1(0)y
′
2(0)− y′1(0)y2(0) = 0

Benzer sonuç b = 1 noktasıiçin de geçerlidir:

y1(1)y
′
2(1)− y′1(1)y2(1) = 0 (5.12)

5.2 Kanonik problemler üzerinden RSL prob-
lemin özellikleri

1. RSL problemin farklıözdeğerlerine kaŗsılık gelen özfonksiyon-
lar ortogonaldir: λ1 6= λ2 olmak üzere bu özdeğerlere kaŗsılık gelen
özfonksiyonlar sırasıyla y1 ve y2 olsun. O halde

y′′1 + λ1y1 = 0 (5.13)

y′′2 + λ2y2 = 0 (5.14)

elde ederiz. (5.13) ve (5.14) in sırasıyla y2 ve y1 ile iç çarpımınıalalım,
yani söz konusu fonksiyonlarla çarparak [0, 1] aralı̆gıüzerinde (1)-(5)
sınır şartlarıile integrallerini hesaplayalım:

0 =

1∫
0

(y′′1 + λ1y1)y2dx =

1∫
0

y′′1y2dx+

1∫
0

λ1y1y2dx

= (y′1y2)|10 −
1∫
0

y′1y
′
2dx+ λ1

1∫
0

y1y2dx

⇒ λ1

1∫
0

y1y2dx+ (y
′
1y2)|10 =

1∫
0

y′1y
′
2dx (5.15)
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5.2 Kanonik problemler üzerinden RSL problemin özellikleri 7

ve benzer biçimde

0 =

1∫
0

(y′′2 + λ2y2)y1dx =

1∫
0

y′′2y1dx+

1∫
0

λ1y1y2dx

= (y′2y1)|10 −
1∫
0

y′1y
′
2dx+ λ2

1∫
0

y1y2dx

⇒ λ2

1∫
0

y1y2dx+ (y
′
2y1)|10 =

1∫
0

y′1y
′
2dx (5.16)

elde ederiz. (5.15) ve (5.16) dan

(λ1 − λ2)
1∫
0

y1y2dx+ (y
′
1y2)|10 − (y′2y1)|10 = 0 (5.17)

elde ederiz. Ayrıca (??) ve (5.12) den

(y′1y2)|10 − (y′2y1)|10
= y′1(1)y2(1)− y′1(0)y2(0)− y′2(1)y1(1) + y′2(0)y1(0)

= y′1(1)y2(1)− y′2(1)y1(1) + y′2(0)y1(0)− y′1(0)y2(0)
= 0

elde ederiz.

λ1 6= λ2 olduğu için buradan

1∫
0

y1y2dx = 0

elde ederiz, yani {y1, y2} kümesi [0, 1] aralı̆gında ortogonaldir.

2. RSL probleminin tüm özdeğerleri reeldir.

λ karmaşık sayısı için problemin en az bir karmaşık (λ, y) özdeğer-
özfonksiyon çiftine sahip olduğunu kabul edelim. Bu taktirde eşlenik
almak suretiyle

y′′ + λy = 0⇒ y′′ + λy = 0
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8 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

elde ederiz, yani (λ,y) de diğer bir karmaşık özdeğer özfonksiyon çifti
olur. Soldaki denklemi y ve sağdakinin ise y ile iççarpımınıalıp 1) deki
i̧slemleri y1 yerine y, y2 yerine y alarak takip ederek,

(λ− λ)
1∫
0

yydx = 0

elde ederiz ki bu bir çeli̧skidir. Ne ile çeli̧sir?

• Birincisi y sürekli fonksiyon ve dolayısıyla

1∫
0

yydx =

1∫
0

|y|2dx > 0

sonucu ve

• İkincisi ise 1) de ispatladı̆gımız farklıözdeğerlere kaŗsılık gelen öz-
fonksiyonların ortogonal olma özelliği ile çeli̧sir:λ 6= λ kabulümüz-
den

0 =

1∫
0

yydx = (λ− λ)
1∫
0

yydx = (λ− λ)
1∫
0

|y|2dx 6= 0

O halde kabulümüz yanlı̧s, ve dolayısıyla λ = λ olmalı, yani λ reel
olmalıdır.

3. RSL problemleminin Dirichlet şartlarıile özdeğerleri pozitif,
Neumann sınır şartlarıile nonnegatiftir.

(5.11) denkleminin her iki yanınıy ile çarparak [0, 1] aralı̆gıüzerinden
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5.2 Kanonik problemler üzerinden RSL problemin özellikleri 9

(1)− (2) sınır şartlarından herhangi birisi ile integralini alalım:

0 =

1∫
0

(y′′y + λy2)dx

=

1∫
0

y′′ydx+ λ

1∫
0

y2dx

= (y′y)|10 −
1∫
0

(y′)2dx+ λ

1∫
0

y2dx

= −
1∫
0

(y′)2dx+ λ

1∫
0

y2dx

ve ilk ve son terimden

λ =

1∫
0

(y′)2dx

1∫
0

y2dx

≥ 0 (5.18)

elde ederiz, burada (1) veya (2) sınır şartıile

(y′y)|10 = y′(1)y(1)− y′(0)y(0) = 0

olduğunu kullandık.

4. Özdeğerler monoton artan bir dizi oluşturur ve basittirler

• Özdeğerler
−∞ < λ0 < λ1 < · · ·

biçiminde monoton artan bir dizi oluştutururlar ve bu dizi üstten
sınırlıdeğildir, yani

lim
n→∞

λn =∞

sağlanır.
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10 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

• Özdeğerler basittirler, yani her bir özdeğere tek bir özfonksiyon
kaŗsılık gelir(bir özfonksiyonun sabit katıda özfonksiyondur, fakat
sabit katlar ile elde edilen özfonksiyonlar farklıözfonksiyon olarak
kabul edilmezler): Kabul edelmin ki λk özdeğerine yk ve Yk gibi
iki öz fonksiyondan oluşan lineer bağımsız {yk, Yk} kümesi kaŗsılık
gelsin. Her iki özfonksiyon da sol ve sağ uçnoktadaki sınır şart-
larınısağlamalıdır. Örneğin x = 0 noktasında

a11yk(0) + a12y
′
k(0) = 0

a11Yk(0) + a12Y
′
k(0) = 0

sağlanmalıdır, ancak (a11, a12) 6= (0, 0) dır, o halde katsayıma-
trisinin determinantısıfıra eşit olmalıdır, yani

det

(
yk(0) y′k(0)
Yk(0) Y ′k(0)

)
= det

(
yk(0) Yk(0)
y′k(0) Y ′k(0)

)
= 0

sağlanmalıdır. AncakWronkskian olarak bilinen bu determinan-
tın bir noktada sıfır olması,

— (0, 1) içerisinde her noktada sıfır olmasınıgerektirir[5]. Öte
yandan

— ikinci basamaktan bir denklemin çözümlerine aitWronskian’nın
sıfıra eşit olması, söz konusu çözümlerin lineer bağımlı ol-
masınıgerektirir. Bu sonuç ise kabulümüzle çeli̧sir.

5. Özfonksiyonların sıfır yerleri

• yn (n > 1)ile göstereceğimiz n − inci özfonksiyonunun (0, 1) ara-
lı̆gında (n− 1) adet sıfır yeri vardır.
• yn nin her bir sıfır yeri, yn−1 in ardı̧sık sıfır yerleri arasında yer
alır.

6. RSL probleminin özfonksiyonlarının tamlı̆gı Ortogonal olan

{yn}∞n=0
özfonksiyonlar kümesi [0, 1] aralı̆gında karesi integrallenebilir fonksiyon
uzayıolan L2[0, 1] de tamdır : Diğer bir deyimle problemin sınır şart-
larınısağlayan bu uzaydaki f fonksiyonu

f =

∞∑
n=0

cnyn (5.19)
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5.3 Özdeğer ve özfonksiyonların hesaplanması 11

olarak ifade edilebilir ve

SN :=

N∑
n=0

cnyn

kısmi toplamıiçin

||f − SN ||L2 → 0, N →∞

bağıntısıbilinmektedir, yani∫ 1

0

(f(x)− SN(x))2dx→ 0, N →∞ (5.20)

geçerlidir. f fonksiyonun süreklilik ve türevlenebilirlik gibi regülerite
özellikleri olarak bilinen özellikleri ne kadar iyi olursa, zayıf yakınsama
olarak bilinen (5.20) yakınsaklı̆gı bundan daha güçlü olan noktasal
yakınsama ve hatta düzgün yakınsama olarak ta gerçekleşebilmekte-
dir. Bu kavramlarıFourier serilerini incelediğimiz bir sonraki bölümde
netleştirmeye çalı̧sacağız.

f fonksiyonunun (5.19) biçiminde ifade edilebilmesi durumunda, öz-
fonksiyonlar kümesinin ortogonalliğinden

cn =

1∫
0

f(x)yn(x)dx

1∫
0

y2n(x)dx

, n = 0, 1, · · · (5.21)

elde ederiz.

5.3 Özdeğer ve özfonksiyonların hesaplanması

1. Dirichlet Probleminin özdeğer ve özfonksiyonları: Yukarıdaki
analizimizden λ > 0 olduğunu biliyoruz, i̧slemlerimizden oluşabilcek
köklü ifadelerden kurtulmak için λ = k2, k > 0 biçimde özdeğer araya-
lım ve kaŗsılık gelen öz fonksiyonu yk ile gösterelim. Buradan

y′′ + λy = 0⇒ y′′ + k2y = 0
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12 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

elde ederiz. Denklemimizin lineer bağımsız çözümler kümesi

{cos(kx), sin(kx)}

olup, genel çözümümüzü

y = ak cos(kx) + bk sin(kx)

olarak ifade edebiliriz. Sınır şartlarınısağlayan çözümü bulalım:

y(0) = ak = 0⇒ y = bk sin(kx)

ve
y(1) = bk sin(k) = 0, bk 6= 0⇒ k = kn = nπ, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde

λn = k2n = n2π2, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bir özfonksiyonun sabit katı da özfonksiyondur bk = 1
seçimiyle temsilci bir özfonksiyon seçerek, λn e kaŗsılık gelen özfonksiy-
onu

yn = sin(nπx), n = 1, 2, · · ·

olarak elde ederiz. O halde Dirichlet probleminin özdeğer ve özfonksiyon
çiftlerini

λn = n2π2, yn = sin(nπx), n = 1, 2, · · · (5.22)

olarak elde ederiz.Yukarıda (5.22) ile tanımlanan ilk altıözfonksiyonun
grafĭgi Şekil 5.1 ile verilmektedir.

Bu durumda (5.19) ile tanımlanan açılım

f =

∞∑
n=1

bn sin(nπx)

ile tanımlanan Fourier sinüs açılımıdır.

2. Neumann Probleminin özdeğer ve özfonksiyonları: Bu kez yukarı-
daki analizimizden λ ≥ 0 dır.
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5.3 Özdeğer ve özfonksiyonların hesaplanması 13

Şekil 5.1: Dirichlet probleminin ilk altıözfonksiyonu.

• λ = 0 için özfonksiyonu y0 ile göstererek,

y′′ = 0⇒ y = a+ bx

ve sınır şartlarınısağlamasıgerektiğinden

y′(0) = 0⇒ b = 0

elde ederiz ve temsilci sabit özfonksiyonu y = a = 1/2 olarak
alabiliriz. O halde özdeğer-özfonksiyon çiftimiz

(λ0, y0) = (0, 1/2)

dir.

• λ > 0 özelliğini sağlayan özdeğer için köklü ifadelerden kurtulmak
için λ = k2, k > 0 şeklinde özdeğerler arayarak Dirichlet problem-
ine benzer olarak

y = ak cos(kx) + bk sin(kx)
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14 Sınır-değer problemleri, özdeğerler ve özfonksiyonlar

ve türev almak suretiyle

y′ = −kak sin(kx) + kbk cos(kx)

elde ederiz. Sınır şarlarından

y′(0) = 0⇒ bk = 0

ve
y′(1) = −kak sin(k) = 0,

den ak 6= 0 ⇒ k = kn = nπ, ve y = yn = cos(nπx), n = 1, 2, · · · ,
elde ederiz.

• O halde tüm özdeğer ve özfonksiyon çiftlerini

λ0 = 0, y0 = 1/2, λn = n2π2, yn = cos(nπx), n = 1, 2, · · · (5.23)

olarak elde ederiz. (5.23) ile tanımlanan özfonksiyonların ilk al-
tısının grafĭgi Şekil 5.2 ile verilmektedir.

• Bu durumda (5.19) ile tanımlanan açılım

f =
∞∑
n=0

anyn(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) (5.24)

olarak ifade edilir ki bu açılım bir sonraki bölümde detaylıolarak
inceleyeceğimiz f fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gındaki Fourier cosinüs
açılımıdır.

5.4 Periyodik Sturm-Liouvile Problemi

Bu bölümde sadece (a, b) aralı̆gında ifade edebilen

y′′ + λy = 0 (5.25)

y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) (5.26)

Sturm-Liouville problemini göz önüne alacağız ve bu probleme de kanonik
periyodik Sturm-Liouville problemi adınıvereceğiz. Sınır şartlarının ayrık
olmadı̆gına dikkat edelim.
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Şekil 5.2: Neumann probleminin ilk altıözfonksiyonu.

Öncelikle kanonik periyodik Sturm-Liouville probleminin özdeğerleri de
nonnegatiftir, çünkü (5.18) bağıntısınıperiyodik probem için de elde edebil-
iriz, çünkü periyodik sınır şartlarıile de

(y′y)|ba = y′(b)y(b)− y′(a)y(a)
= 0

dır. Regüler Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarına ait
diğer özelliklerin hemen hemen hepsi periyodik Sturm-Liouville problemi
için de sağlanır. Ancak istisnalar söz konusudur, örneğin periyodik Sturm-
Liouville probleminin özdeğerleri basit değildir.

ÖRNEK 5.3.

y′′ + λy = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1), y′(0) = y′(1)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarınıbelirleyiniz.
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Çözüm.

• y = sabit özfonksiyondur ve dolayısıyla λ = 0 özdeğerdir, özfonksiyo-
numuzu u0 = 1/2 olarak seçelim ve kaŗsılık gelen özdeğerimiz λ0 = 0
olur.

• λ > 0 özelliğini sağlayan özdeğer için köklü ifadelerden kurtulmak için
λ = k2, k > 0 şeklinde özdeğerler arayarak Dirichlet problemine benzer
olarak

y = ak cos(kx) + bk sin(kx)

ve türev almak suretiyle

y′ = −kak sin(kx) + kbk cos(kx)

elde ederiz. Sınır şartlarından

y(0) = y(1)⇒ ak = ak cos(k) + bk sin(k) (5.27)

y′(0) = y′(1)⇒ kbk = −kak sin(k) + kbk cos(k) (5.28)

elde ederiz. cos(k) = 1 ve dolayısıyla sin(k) = 0 seçersek, sağlanır.
Ancak

cos(k) = 1⇒ k = kn = 2nπ, n = 1, 2, ...

ve özfonksiyonlarımızıise

yn = an cos(2nπx) + bn sin(2nπx)

olarak elde ederiz. Ancak daha özel olarak

• an = 1, bn = 0 seçerek un = cos(2nπx), n = 1, 2, .. ve

• an = 0, bn = 1 seçerek vn = sin(2nπx), n = 1, 2, .. alt ailelerini elde
ederiz. O halde özdeğer ve özfonksiyon ailelerini

λ0 = 0, u0 = 1/2, λn = (2nπ)
2, un = cos(2nπx), n = 1, 2, .(5.29)

vn = sin(2nπx), n = 1, 2, . (5.30)

olarak elde ederiz. Özdeğerlerin regüler problemin aksine basit ol-
madıkları açıkça görülmektedir. İlk n = 0, 1, 2, 3 için özfonksiyon
grafikleri Şekil5.3 de sunulmaktadır.
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Şekil 5.3: Örnek 5.3 probleminin ilk yedi özfonksiyonu

• Kanonik periyodik SL probleminin özfonksiyonlarının da ortogonal bir
küme olduğunu kolayca görebiliriz(Alı̧stırma 13).

• Ayrıca her bi n için vn ’nin 2n − 1 adet, un ’nin ise 2n adet sıfır yeri
olduğunu gözlemliyoruz.

ÖRNEK 5.4. [−1, 1] aralı̆gında tanımlanan aşăgıdaki probleme Kanonik
Periyodik Sturm-Liouville problemi adınıverecĕgiz.

y′′ + λy = 0,−1 < x < 1

y(−1) = y(1), y′(−1) = y′(1)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarınıbelirleyiniz.

Çözüm.
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• y = sabit özfonksiyondur ve dolayısıyla λ = 0 özdeğerdir, özfonksiyo-
numuzu u0 = 1/2 olarak seçelim ve kaŗsılık gelen özdeğerimiz λ0 = 0
olur.

• λ > 0 özelliğini sağlayan özdeğer için köklü ifadelerden kurtulmak için
λ = k2, k > 0 şeklinde özdeğerler arayarak Dirichlet problemine benzer
olarak

y = ak cos(kx) + bk sin(kx)

ve türev almak suretiyle

y′ = −kak sin(kx) + kbk cos(kx)

elde ederiz. Sınır şartlarından

y(−1) = y(1)⇒ ak cos(k)− bk sin(k) = ak cos(k) + bk sin(k)

y′(−1) = y′(1)⇒ kak sin(k) + kbk cos(k) = −kak sin(k) + kbk cos(k)

elde ederiz. sin(k) = 0 için denklem sistemi sağlanır.

sin(k) = 0⇒ k = kn = nπ, n = 1, 2, ...

ve özfonksiyonlarımızıise

yn = an cos(nπx) + bn sin(nπx)

olarak elde ederiz. Ancak daha özel olarak an = 1, bn = 0 seçerek
un = cos(nπx), n = 1, 2, .. ve

• an = 0, bn = 1 seçerek vn = sin(nπx), n = 1, 2, .. alt ailelerini elde
ederiz. O halde özdeğer ve özfonksiyon ailelerini

λ0 = 0, u0 = 1/2, λn = (nπ)
2, un = cos(nπx), n = 1, 2, . (5.31)

vn = sin(nπx), n = 1, 2, . (5.32)

olarak elde ederiz.

• Bu durumda (5.19) ile tanımlanan açılım, Kanonik Periyodik SL prob-
leminin özfonksiyonlarıile

f =
∞∑
n=0

anun +
∞∑
n=1

bnvn

=
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) +

∞∑
n=1

bn sin(nπx)
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olarak ifade edilir ki bu açılım bir sonraki bölümde detaylıolarak in-
celeyeceğimiz f fonksiyonunun [−1, 1] aralı̆gındaki Fourier açılımıdır.

5.5 Deği̧sken katsayılıRegüler Sturm-Liouville
Problemleri için sayısal bir yöntem

p, q, veya w nın sabit olmaması durumunda özdeğer veya özfonksiyonları
analitik olarak, yani önceki bölümlerdeki gibi kağıt-kalem, yardımıyla elde
edemeyiz. Bu durumda sayısal yöntemlerin kullanılmasıgerekir. Bu amaçla
geli̧stirilmi̧s ileri düzey SLEIGN[4] ve deği̧sik versiyonları veya alternatif
yazılımlar mevcuttur. Bu bölümde ana hatları itibariyle Prüfer dönüşümü
adıverilen dönüşümle ikinci basamaktan lineer olan RSL probleminin birinci
basamaktan nonlineer sisteme dönüştürülerek, söz konusu nonlineer sistemin
sayısal olarak Octave ortamında çözümünü esas alan bir yöntemi inceleye-
ceğiz ve bazısabit ve deği̧sken katsayılıRSL problemlerinin kullanıcıtarafın-
dan verilen başlangıç tahmini özdeğer ve özdeğer indisi(pozitif tamsayı) ile
nasıl hesaplandı̆gınıinceleyeceğiz.
Bu amaçla deği̧sken katsayılıolabilen p = p(x) > 0, q = q(x), w = w(x) >

0 için

−(py′)′ + qy = λwy, 0 < x < 1 (5.33)

y(0) = y(1) = 0

Deği̧sen KatsayılıRSL problemini Dirichlet sınır şartlarıile göz önüne alalım.
Prüfer dönüşümü adıverilen

y = ρ sin(θ), py′ = ρ cos(θ) (5.34)

şeklindeki dönüşüm ile Problem (5.33) ρ(x) ve θ(x) için

θ′ =
1

p
cos2(θ) + (λw − q) sin2(θ) (5.35)

ρ′ =
1

2
(
1

p
+ q − λw) sin(2θ)ρ (5.36)

θ(0) = 0, θ(1) = nπ, n = 1, 2, ... (5.37)

ρ(0) = 1 (5.38)

sistemine dönüşür. n−inci özfonksiyonu belirlemek için θ(1) = nπ alınmak-
tadır.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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(5.35)-(5.38) sistemi (0, 1) aralı̆gı üzerinde tanımlı bir nonlineer sınır-
değer problemidir. Aşağıdaki Algoritma ile özetlendiği üzere tahmini λ ile
problem aralı̆gın solundan sağa ve sağından sola kadar uygun bir xp ∈ (0, 1)
noktasına kadar sayısal yöntemlerle çözülüp

lim
x→x−p

θ(x) = lim
x→x+p

θ(x)

eşitliğini nümerik tolerans çerçevesinde sağlayan λ değeri belirlenmeye çalı̧sılır.
Biz burada xp = 1/2 alıyor ve sayısal yöntem olarak MATLAB/OCTAVE
ode45[7],[8] çözücüsünü kullanıyoruz.
Örneğin kanonik RSL problemi için w = 1, q = 0, p = 1 olup, y = ρ sin(θ)

nin x e göre türevini alarak

y′ = ρ′ sin(θ) + ρ cos(θ)θ′ = ρ cos(θ) (5.39)

elde ederiz. Öte yandan y′ = ρ cos(θ) nın x e göre türevini alarak y′′ = −λy
olduğunu kullanarak

y′′ = ρ′ cos(θ)− sin(θ)θ′ρ = −λy = −λρ sin(θ) (5.40)

elde ederiz. Birlikte yazarak ρ′ ve θ′ bilinmeyenli

sin(θ)ρ′ + ρ cos(θ)θ′ = ρ cos(θ)

cos(θ)ρ′ − ρ sin(θ)θ′ = −λρ sin(θ)

sistemini elde ederiz. Yok etme yöntemiyle bu sistemi çözerek

θ′ = cos2(θ) + λ sin2(θ)

ρ′ = ρ sin(θ) cos(θ)(1− λ)

=
1

2
(1− λ) sin(2θ)

elde ederiz.
Verilen tahmini λ = λ_b, n değeri için Modifiye SLEIGN (M_Sleign)

adınıverdiğimiz aşağıdaki algoritma ile(λn, yn) özdeğer ve özfonksiyon çif-
tini hesaplıyoruz. SLEIGN dan farklı olarak orta noktadaki teta bileşeni
üzerindeki eşleştirme i̧slemini Newton yöntemiyle gerçekleştiriyoruz.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



5.5 Değişken katsayılıRegüler Sturm-Liouville Problemleri için sayısal bir
yöntem 21

Algoritma(M_Sleign)

1. Girdi p, q, w,lamda = λ_b ,n

2. test = 1 al ve tol = 1e − 8 olmak üzere test > tol olduğu sürece
aşağıdaki adımlarıtekrarla

(a) Prüfer dönüşümü altında

y = ρ sin(θ), py′ = ρ cos(θ)

biçiminde aranan çözüm bileşenleri için, xp = 0.5 olmak üzere,
[0, xp] aralı̆gında θ(0) = 0, θλ(0) = 0, ρ(0) = 1 başlangıç değerleri
ile ekli sistem adınıvereceğimiz aşağıdaki sistemi çöz.

θ′ =
1

p
cos2(θ) + (λw − q) sin2(θ)

θ′λ = (−1
p
+ λw − q) sin(2θ)θλ + w sin2(θ)

xp = 0.5 noktasındaki θ1 = θ(xp), θ1λ = θλ(xp) değerlerini kaydet.
Ayrıca X1 : çözüm elde edilen x değerler vektörü olmak üzere
Teta1 = θ(X1) değerini kaydet.

(b) θ(1) = nπ, θλ(1) = 0 baslangıç değerleri ile Ekli sistemi [xp 1] ara-
lı̆gında geriye dŏgru çöz. xp noktasındaki θ2 = θ(xp), θ2λ = θλ(xp)
değerlerini kaydet. Ayrıca X2 : çözüm elde edilen x değerler vek-
törü olmak üzere Teta2 = θ(X2) değerini kaydet.

(c) fark = θ1 − θ2 ve fark_lamda=θ1λ − θ2λ değerlerini tanımla ve
fark(λ) = 0 denklemini sağlayan λ değerini bulmak için Newton
yöntemiyle lamda değerini güncelle:

lamda = lamda− fark/fark_lamda

(d) test = abs(fark) > tol degerini tanımla

(e) X = [X1 X2] ve Teta = [Teta1 Teta2] vektörlerini tanımla

3. (2)(e) de elde edilen X değerleri için

ρ′ =
1

2
(
1

p
+ q − λw) sin(2θ)ρ

ρ(0) = 1

başlangıç değer problemini çöz.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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4. Çıktı: y = ρ sin(Teta) özfonksiyonu ve lamda değeri

ÖRNEK 5.5. Kanonik RSL Probleminin Dirichlet sınır şartı ile sayısal
özdĕger ve özfonksiyonlarını yuarıda tanıttı̆gımız M_Sleign ile hesaplayınız.

Çözüm.

>> [T,Y,lamda]=sturmnewton(8,1);
>> lamda
lamda = 9.8696
>> [T,Y,lamda]=sturmnewton(15,2);
>> lamda
lamda = 39.479
>> [T,Y,lamda]=sturmnewton(80,3);
>> lamda
lamda = 88.828

n λ gerçek λ sayısal
1 π2

.
= 9.8696 9.8696

2 4π2
.
= 39.478 39.479

3 9π2
.
= 88.826 88.828

4 16π2
.
=157.91 157.92

Sırasıyla n = 1, 2, 3, 4 değerleri için elde ettğimiz özfonksiyon grafikleri
Şekil 5.4 de sunulmaktadır.

ÖRNEK 5.6. Parçalısürekli

p(x) =

{
1/2, 0 < x < 1/2
1, 1/2 ≤ x < 1

için

(py′)′ + λy = 0

y(0) = y(1) = 0

probleminin ilk dört özdĕger ve özfonksiyonunu M_SLEIGN ile belirleyiniz.

Çözüm.
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Şekil 5.4: Örnek 5.5 e ait problemin ilk dört özfonksiyonu(sürekli p durumu)

Elde ettiğimiz lamda değerleri aşağıdaki tabloda sunulmaktadır.

n λ sayısal
1 7.1692
2 25.820
3 63.207
4 105.88

Özfonksiyon grafikleri ise sırasıyla n = 1, 2, 3, 4 değerleri için Şekil 5.5 de
sunulmaktadır.
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Şekil 5.5: Örnek 5.6 ya ait problemin ilk dört özfonksiyonu(parçalısürekli p
durumu)..

Bu bölümde

• Sınır-değer probleminin özfonksiyon adıverilen sıfırdan farklıçözüm-
lerini ve

• söz konusu çözümleri elde etmemizi sağlayan ve özdeğer adıverilen özel
parametre değerlerinin nasıl elde edildiğini inceledik. Ayrıca

• özdeğer ve ilgili özfonksiyonların özelliklerini inceleyerek,

• özel bazı sınır değer problemlerinin özdeğer ve özfonksiyonlarıyardı-
mıyla bir sonraki bölümde inceleyeceğimiz Fourier seri açılımlarına esas
teşkil eden teoriye değindik. Son olarak

• deği̧sken katsayılıproblemlerin özdeğer ve özfonksiyonlarınıhesaplamak
üzere başlangıç düzeyinde bir uygulama geli̧stirerek, sonuçlarını test
yaptık.Yöntemin analtik yöntem sonuçlarıile uyumlu sonuçlar verdiğini
gözlemledik.
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Alı̧stırmalar 5.1.

1.
y′′ + λy = 0, 0 < x < 1

denkleminin aşăgıda verilen sınır şartlarıözdĕger ve özfonksiyonlarını
belirleyiniz

(a) Karı̧sık-I:
y′(0) = y(1) = 0

(b) Karı̧sık-II
y(0) = y′(1) = 0

(c) Robin:
y(0)− y′(0) = 0, y(1) + y′(1) = 0

(ipucu:(c) şıkkı için sadece ilk özdĕgeri belirleyiniz. Bu amaçla
Newton sıfır yeri bulma yöntemini kullanabilirsiniz.)

2. [0, 1] aralı̆gıüzerinde tanımlıKanonik RSL probleminin Dirichlet sınır
şartlarıile elde edilen

{sin(nπx)}∞n=1
özfonksiyon ailesinin söz konusu aralıkta ortogonal oldŭgunu gösteriniz.

3. [0, 1] aralı̆gıüzerinde tanımlıKanonik RSL probleminin Neumann sınır
şartlarıile elde edilen

{1/2} ∪ {cos(nπx)}∞n=1

iözfonksiyon ailesinin söz konusu aralıkta ortogonal oldŭgunu gösteriniz.

4. Soru 1(a) de elde ettĭginiz özfonksiyon ailesinin [0, 1] aralı̆gında orto-
gonal oldŭgunu gösteriniz.

5. Soru 1(b) de elde ettĭginiz özfonksiyon ailesinin [0, 1] aralı̆gında orto-
gonal oldŭgunu gösteriniz.

6. Aşăgıdaki ifadelerden hangisi yanlı̧stır
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(a) y′′ + λy = 0, y′(0) = y′(3) = 0 probleminin özfonksiyonları [0, 3]
aralı̆gıüzerinde ortogonaldir.

(b) y′′ + (λ− 5)y = 0, y(0) = y(1) = 0 probleminin en küçük özdĕgeri
5 + π2 dir.

(c) y′′+(λ− 2)y = 0, y′(0) = y′(2) = 0 probleminin en küçük özdĕgeri
2 dir.

(d) y′′ + λy = 0, y′(0) = y′(1) = 0 probleminin en küçük özdĕgeri π2

dir.

7.
y′′ + λy = 0, 0 < x < L

denklemin [0, L] aralı̆gındaki özdĕger ve özfonksiyonlarınısırasıyla aşăgı-
daki sınır şartlarıile elde ediniz.

(a) Dirichlet

(b) Neumann

(c) Karı̧sık-I

(d) Karı̧sık-II

(e) Robin

8.

y′′ + λy = 0

y′′ + (λ− 4)y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

problemlerinin özdĕger ve özfonksiyonlarınıkarşılaştırınız. Genelde sabit
q > 0 için

y′′ + λy = 0 ve y′′ + (λ− q)y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

problemlerinin özdĕger ve özfonksiyonlarıarasında nasıl bir ilişki göz-
lemlersiniz?

9. Soru 8 i Neumann sınır şartlarıiçin tekrarlayınız.
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10. Sabit p > 0 için

py′′ + λy = 0 ve y′′ + λy = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

problemlerinin belirtilen Dirichlet sınır şartlarıile özdĕger ve özfonksiy-
onlarınıbelirleyiniz. Aralarında nasıl bir ilişki gözlemliyorsunuz?

11. Sabit p > 0 ve q > 0 için

py′′ + (λ− q)y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1) = 0

problemlerinin belirtilen Dirichlet sınır şartlarıile özdĕger ve özfonksiy-
onlarınıelde ediniz. Sonucunuzu p = 1, q = 0 için elde ettĭgimiz özdĕger
ve özfonksiyonlarla karşılaştırınız. Sabit p ve q nun özdĕgerler ve öz-
fonksiyonlar üzerindeki etkisi nedir?

12. Soru 1(a) da elde ettĭginiz özfonksiyonların artan indis dĕgerleri için
grafiklerini gözlemleyiniz. Ardı̧sık özfonksiyonların sıfır yerlerini ince-
leyiniz. Ne gözlemliyorsunuz?

13. Soru 1(b) de elde ettĭginiz özfonksiyonların artan indis dĕgerleri için
grafiklerini gözlemleyiniz. Ardı̧sık özfonksiyonların sıfır yerlerini ince-
leyiniz. Ne gözlemliyorsunuz?

14. Örnek 5.3 ile verilen periyodik problemin özfonksiyonlarının ortogonal
oldŭgunu gösteriniz.

15. Örnek 5.3 ile verilen periyodik problemin [0, L] aralı̆gıüzerindeki özdĕger
ve özfonksiyonlarınıbelirleyiniz.

16. p > 0 sabiti için

py′′ + λy = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1), y′(0) = y′(1)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarını belirleyiniz. Elde ettĭginiz
sonuçlarıÖrnek 5.3 sonuçlarıyla karşılaştırınız.
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17. q > 0 sabiti için

y′′ + (λ− q)y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1), y′(0) = y′(1)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarını belirleyiniz. Elde ettĭginiz
sonuçlarıÖrnek 5.3 sonuçlarıyla karşılaştırınız.

18. p > 0 ve q > 0 sabitleri için

py′′ + (λ− q)y = 0, 0 < x < 1

y(0) = y(1), y′(0) = y′(1)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarınıbelirleyiniz. p = 1, q = 0 için
elde edilen periyodik kanonik problem sonuçlarıyla karşılaştırınız.

19. p > 0 ve q > 0, L > 0 sabitleri için

py′′ + (λ− q)y = 0, 0 < x < L

y(0) = y(L), y′(0) = y′(L)

probleminin özdĕger ve özfonksiyonlarını belirleyiniz. Elde ettĭginiz
sonuçlarıSoru 14’te ki cevabınız ile karşılaştırınız.

20. RSL problemi için gerçekleştirdĭgimiz adımlarıtakip ederek, (5.34) ile
verilen Prüfer dönüşümü altında (5.33) sisteminin (5.35)-(5.38) sis-
temine dönüştü̆günü gösteriniz.

21. Program 5.1 i çalı̧stırarak Örnek 5.5 deki sonuçlarıyeniden türetiniz.

22. Program 5.1 i çalı̧stırarak Örnek 5.6 deki sonuçlarıyeniden türetiniz.
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function [T,Y,lamda]=sturmnewton(lamda,n);
% -(py’)’+qy=lamda_w_y, 0<x<1, y(0)=0 y(1)=0
% teta’=1/pcos(teta)^2+(lamda_w-q)sin(teta)^2;
% rho’=[(p^-1 +q-lamda_w)sin(teta)cos(teta)]rho;
%teta(0)=0, teta(1)=n*pi, rho(0)=1,
% Nisan 25-26, 2020, ec.

p=@(x) 1; q=@(x) 0;w=@(x) 1;
%p=@(x) 1*(x<1/2)+2*(x>=1/2); parçalı sürekli p, q tanımlanabilir.
tol=1e-8; test=1;opt = odeset( "RelTol", 1e-6);x_p=0.5;dx=0.01;

while test
teta=[0,0];xspan=0:dx:x_p;
[X1,Teta1]=ode45(@(x,teta) f(x,teta,p,q,w,lamda),xspan,teta,opt);
teta1=Teta1(end,1);
teta1_lamda=Teta1(end,2);
teta=[n*pi 0];xspan=1:-dx:x_p;
[X2,Teta2]=ode45(@(x,teta) f(x,teta,p,q,w,lamda),xspan,teta,opt);
teta2=Teta2(end,1);
teta2_lamda=Teta2(end,2);
fark=teta1-teta2;
farklamda=teta1_lamda-teta2_lamda;
lamda=lamda-fark/farklamda;
test=abs(fark)>tol;
end
X2=flipud(X2);Teta2=flipud(Teta2(:,1));
X2=X2(2:end);Teta2=Teta2(2:end);
X=[X1;X2];Teta=[Teta1(:,1);Teta2];
rho=1;X=X’;Teta=Teta’;tspan=T;
[X,Rho]=ode45(@(x,rho) frho(x,rho,p,q,w,lamda,X,Teta),xspan,rho,opt);
X=X’;Rho=Rho’;
Y=Rho.*sin(Teta);

function teta_p=f(x,teta,p,q,w,lamda,Teta)
teta_p=[1/p(x)*cos(teta(1))^2+(lamda*w(x)-q(x))*sin(teta(1))^2;

(-1/p(x)+lamda*w(x)-q(x))*sin(2*teta(1))*teta(2)+w(x)*sin(teta(1))^2];

function rho_p=frho(x,rho,p,q,w,lamda,X,Teta)
tet=interp1(X,Teta,x);
rho_p=(1/p(x)+q(x)-lamda*w(x))*rho*sin(2*tet)/2;

%--------------------------------------------------------------

Program 5.1: Newton yöntemi ile uygun eşleştirme ile indisi verilen özdeğer
ve özfonksiyonu hesaplar

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr





Kaynaklar

[1] Duchateau, P., Zachmann D, Applied Partial Differential Equations,
Dover Pub., New York, 1989.

[2] Coleman, P. Matthew, An introduction to Partial Differential Equations
with MATLAB, Chapman& Hall/CRC, 2004.

[3] Zettl, A., Sturm-Liouville Theory, American Mathematical Society, 2010.

[4] Bailey, P. B., Gordon, M. K. and Shampine, L. F. Automatic solution
of the Sturm-Liouville problem. ACM Trans. Math. Software, 4 (1978),
193-208

[5] Edwards, C. H, &Penney, D. E. (Akın, Ö., çeviri editörü) Difrensiyel
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