
Bölüm 6
Fourier Serileri

Fourier serileri [1],[2],[3],[5] gibi elemanter bir çok kaynakta kapsamlı ola-
rak incelenmi̧stir. Bu çalı̧smada mevcut kaynaklardan biraz daha farklıbir
yaklaşımla konuyu Sturm-Liouville problemleri ile olan yakın ili̧skilerini her
aşamada ve sürekli olarak vurgulamak suretiyle inceliyoruz. Böylece seçilen
bir aralık ve periyotta, seri açılımlarının nasıl elde edilebileceğini daha iyi bir
biçimde kavramı̧s olacağız.
Önceki bölümde incelediğimiz Peryodik Sturm-Liouville(PSL) veRegüler

Sturm-Liouville(RSL) problemlerinin özfonksiyonlarının "tamlı̆gı" kriterinin
pratik uygulamalarda Fourier serisi olarak bildiğimiz açılımların gerçekleştir-
ilebilmesine imkan sağladı̆gınıgözlemlemi̧stik. Bu bölümde ise verilen bir
periyodik f fonksiyonun sırasıyla

• periyodik sınır şartlarını[−1, 1] aralı̆gıüzerinde sağlayan PSL problemi,

• Neumann sınır şartlarını[0, 1] aralı̆gıüzerinde sağlayan RSL problemi
ve

• Dirichlet sınır şartlarını[0, 1] aralı̆gıüzerinde sağlayan RSL problemi-
nin özfonksiyonlarınılineer kombinasyonu olarak ifadelerinin sırasıyla
Fourier serisi, Fourier kosinüs serisi ve Fourier sinüs serisi olarak ad-
landırıldı̆gına dikkat çekiyor ve bu açılımlarla da ilgili katsayıların nasıl
hesaplandı̆gınıinceliyoruz. Ayrıca

• elde edilen seri açılımlarının yakınsadıklarınoktalarıve yakınsamanın
düzgün veya noktasallı̆gıhakkında analiz gerçekleştiriyor ve grafiksel
sunumlarla elde edilen sonuçlarıdestekliyoruz.
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2 Fourier Serileri

• Kompleks katsayılı ve reel katsayılı Fourier seri açılımlarının sadece
farklıözfonksiyon seçimi sonucu olarak farklıgözüktüklerini ve araların-
daki ili̧skileri inceliyoruz,

• Gibbs olayıadıverilen süreksiz nokta komşuluğundaki davranı̧sın çoğun-
lukla doğru olsa bile her zaman gerçekleşmesinin gerekmedĭgine ait ori-
jinal örnekler oluşturuyoruz ve Maxima sembolik cebirsel yazılımı
desteği ile sunuyoruz.

• [−1, 1] aralı̆gında gerçekleştirdiğimiz açılımların öncelikle [−b, b] aralı̆gına(b >
0), ve ardından da keyfi [a, b] aralı̆gına nasıl genelleştirildiğini ilgili PSL
ve RSL problemleri yardımıyla inceliyoruz.

6.1 Giri̧s

TANIM 6.1. Tanım kümesindeki her x için f(x + p) = f(x) özellĭgini

săglayan en küçük p > 0 sayısına f nin periyodu adıverilmektedir.

Örneğin,

• f(x) = sin(x) için

sin(x+ p) = sin(x) = sin(x+ 2π)

olup, p = 2π dir.

• f(x) = sin(2x) için

sin(2(x+ p)) = sin(2x+ 2p) = sin(2x) = sin(2x+ 2π)

olup, p = π dir.

• f(x) = sin(πx) için

sin(π(x+ p)) = sin(πx+ πp) = sin(πx) = sin(πx+ 2π)

olup, p = 2 dir.
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6.1 Giriş 3

• Genelleştirecek olursak sin(kx) fonksiyonunun periyodu

sin(k(x+ p)) = sin(kx+ kp) = sin(kx) = sin(kx+ 2π)

olup, p = 2π
k
dir. Benzer biçimde cos(kx) fonksiyonunun da periyodu

p = 2π
k
dır.

TANIM 6.2. f fonksiyonunun herhangi bir süreksizlik noktasında, săg-
dan ve soldan limitleri mevcut ve sonlu ise bu tür süreksizliklere sıçramalı
süreksizlik adıverilir.

Örneğin,

f(x) =

{
−1, −1 ≤ x ≤ 0
1 0 < x ≤ 1 (6.1)

fonksiyonu x = 0 noktasında sıçramalısüreksizliğe sahiptir, çünkü fonksiyo-
nun süreksiz olduğu bu noktada sağdan ve ve soldan limitleri sonludur.

lim
x→0−

f(x) = −1, lim
x→0+

f(x) = 1

Öte yandan

f(x) =
1

x− 1 (6.2)

fonksiyonunun x = 1 noktasındaki süreksizliği sıçramalısüreksizlik değildir,
çünkü bu noktada soldan ve sağdan limitler sonlu değildir:

lim
x→1−

1

x− 1 = −∞, limx→1−
1

x− 1 =∞

TANIM 6.3. Tanım kümesi içerinde en fazla sonlu sayıda sıçramalısüreksi-
zlĭge sahip olan fonksiyonlara parçalı(piecewise) sürekli fonksiyon adıverilir.

Örneğin (6.1) ile tanımlanan fonksiyon parçalısürekli bir fonksiyon iken,
(6.2) ile tanımlanan fonksiyon x = 1 noktasınıiçeren hiç bir aralıkta parçalı
sürekli değildir.

TANIM 6.4. Kendisi parçalısürekli olan ve süreksizlik noktalarıhariç türevi
parçalısürekli olan fonksiyonlara parçalıdüzgün(smooth) fonksiyon adıver-
ilir.
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4 Fourier Serileri

Şekil 6.1: Mutlak değer fonksiyonu ve türevi.

Örneğin,
f(x) = |x| (6.3)

fonksiyonu sürekli ve

f ′(x) =

{
−1, −1 ≤ x < 0
1 0 < x ≤ 1 (6.4)

ise parçalısüreklidir. O halde (6.3) parçalıdüzgün bir fonksiyondur, Şekil
6.1.

ÖRNEK 6.1. İşaret fonksiyonu olarak bilinen

f(x) =


−1, x < 0
0, x = 0
1, x > 0

(6.5)

fonksiyonu sıfır noktasınıiçeren herhangi bir kapalı [−a, a],a > 0 aralı̆gında
parçalıdüzgün bir fonksiyon oldŭgunu gösteriniz.

Çözüm.

İ̧saret fonksiyonunun [−1, 1] aralı̆gındaki grafĭgi Şekil 6.2 ile sunulmak-
tadır.
İ̧saret fonksiyon sadece x = 0 noktasında süreksiz olup

lim
x→0−

f(x) = −1, lim
x→0+

f(x) = 1

sonlu limitlerine sahiptir. Dolayısıyla fonksiyon parçalı süreklidir. Ayrıca
sıçramalı süreksizlik noktası hariç her yerde türevi mevcut ve süreklidir,
çünkü f ′(x) = 0, ∀x 6= 0.
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6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi 5

Şekil 6.2: İ̧saret fonksiyonun [-1,1] aralı̆gındaki grafĭgi

ÖRNEK 6.2.
f(x) = x1/4

funksiyonu heryerde sürekli ve fakat sıfır noktasını içeren hiç bir aralıkta
parçalıdüzgün dĕgildir.

Çözüm.

Fonksiyon grafĭgi Şekil 6.3 ile verilmektedir.

6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi

Önceki bölümde Kanonik PSL problemi olarak adlandırdı̆gımız

y′′ + λy = 0

y(−1) = y(1) (6.6)

y′(−1) = y′(1)

probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarını

λ0 = 0, u0 = 1/2, λn = (nπ)
2, un = cos(nπx), n = 1, 2, . (6.7)

vn = sin(nπx), n = 1, 2, . (6.8)

olarak elde etmi̧stik.
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6 Fourier Serileri

Şekil 6.3: f(x) = x1/4 fonksiyonunun grafĭgi.

• Yukarıdaki incelememize göre un ve vn fonksiyonlarının periyodu p = 2
n

dir. Ancak

{1/2, cos(πx), sin(πx), cos(2πx), sin(2πx), · · · } (6.9)

özfonksiyonlar kümesinin periyodu, ortak periyot olan 2 dir. Her pozitif
sayı sabit sayının periyodu olduğu için 1/2 sayısının periyodunu da
diğerleriyle ortak olan periyot, yani 2 olarak kabul ediyoruz.

İddia. (6.9) kümesi [−1, 1] aralı̆gıüzerinde ortogonal bir kümedir.

İspat.

Öncelikle

sin(mx∓ nx) = sinmx cosnx∓ cosmx sinnx
cos(mx∓ nx) = cosmx cosnx± sinmx sinnx

açılımlarından

cosmx cosnx =
1

2
(cos(m+ n)x+ cos(m− n)x)

sinmx sinnx =
1

2
(cos(m− n)x− cos(m+ n)x)

sinmx cosnx =
1

2
(sin(m+ n)x+ sin(m− n)x)
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6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi 7

trigonometrik özdeşlikleri ve özel olarak

cos2(mx) = cosmx cosmx =
1

2
(1 + cos(2mx))

sin2(mx) = sinmx sinmx =
1

2
(1− cos(2mx))

özdeşlikleri hatırlayalım.
Bu özdeşlikler ve trigonometrik fonksiyonların integral kuralları yardı-

mıyla,

•
1∫

−1

cos(nπx)dx = sin(nπx)
nπ

∣∣∣1
−1
= 0, n = 1, 2, · · ·

•
1∫

−1

sin(nπx)dx = − cos(nπx)
nπ

∣∣∣1
−1
= 0, n = 1, 2, · · ·

• Yukarıdaki iki sonuç kümemizin ilk elemanıolan 1/2 nin diğer her bir el-
eman ile ortogonal olduğunu gösterir. Şimdi sırasıyla kosinüslü eleman-
ların kendi aralarında, sinüslü elemanların kendi aralarında ve ayrıca
kosinüs ve sinüslü eleman ikililerinin ortogonal olduğunu gözlemleyelim:

• n,m ∈ N ve n 6= m için

1∫
−1

cos(mπx) cos(nπx)dx (6.10)

=
1

2

(
sin((m+ n)πx)

(m+ n)π
+
sin((m− n)πx)
(m− n)π

∣∣∣∣1
−1

)
= 0

• n,m ∈ N ve n 6= m için

1∫
−1

sin(mπx) sin(nπx)dx (6.11)

=
1

2

(
sin((m− n)πx)
(m− n)π − sin((m+ n)πx)

(m+ n)π

∣∣∣∣1
−1

)
= 0
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8 Fourier Serileri

• n,m ∈ N ve n 6= m için

1∫
−1

cos(mπx) sin(nπx)dx (6.12)

= −1
2

(
cos((m+ n)πx)

(m+ n)π
+
cos((m− n)πx)
(m− n)π

∣∣∣∣1
−1

)
= 0

• n,m ∈ N ve n = m 6= 0 için

1∫
−1

cos(nπx) sin(nπx)dx = −1
2

(
cos2(nπx)

nπ

∣∣∣∣1
−1

)
= 0 (6.13)

O halde (6.9) kümesi ortogonal bir kümedir.

Ayrıca

• n,m ∈ N ve n = m 6= 0 için

1∫
−1

sin2(nπx)dx =

(
2nπx− sin(2nπx)+

4πn

∣∣∣∣1
−1

)
(6.14)

= 1

• n,m ∈ N ve n = m 6= 0 için

1∫
−1

cos2(nπx)dx =

(
sin(2nπx) + 2nπx

4πn

∣∣∣∣1
−1

)
(6.15)

= 1

elde ederiz.
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6.3 Fourier serisi 9

6.3 Fourier serisi

Sturm-Liouville problemlerinin özfonksiyonların "tamlık" özelliği, özfonksiy-
onlarla aynıperiyoda sahip olan ve karesi integrallenebilen peryodik bir fonk-
siyonun sözkonusu özfonksiyonların lineer kombinasyonu olarak ifade edilebile-
ceği anlamınıtaşır.

Özel olarak Kanonik PSL probleminin (6.9) ile verilen ve ortogonal olan
özfonksiyonlarıyardımıyla, [−1, 1) aralı̆gıüzerinde tanımlı2 periyotlu bir f
fonksiyonunu

f =
∞∑
n=0

anun +
∞∑
n=1

bnvn

=
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) +
∞∑
n=1

bn sin(nπx) (6.16)

biçiminde ifade edebiliriz. Bu seriye f fonksiyonunun [−1, 1] aralı̆gıüzerin-
deki Fourier açılımıveya Fourier serisi adıverilmektedir. Açılımdaki reel

an, n = 0, 1, · · · ; bn = 1, 2, · · ·

katsayılarına Fourier katsayılarıadıverilmektedir:

• Öncelikle ( 6.16) açılımının her iki yanının [−1, 1] aralı̆gıüzerinde in-

tegralini alarak ve yukarıda ifade ettiğimiz integral özelliklerininde ilk
ikisini kullanarak

a0 =

1∫
−1

f(x)dx

elde ederiz.

• Şimdi seçilen bir n ≥ 1 için ( 6.16) açılımının her iki yanını cos(nπx)
ile iç çarpımınıalarak, (6.10)-(6.15) özellikler yardımıyla

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx =

1∫
−1

an cos
2(nπx)dx = an

elde ederiz.
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10 Fourier Serileri

• Benzer biçimde seçilen bir n ≥ 1 için ( 6.16) açılımının her iki yanını
sin(nπx) ile iç çarpımınıalarak, (6.10)-(6.15) özellikleri yardımıyla

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx =

1∫
−1

bn sin
2(nπx)dx

= bn

elde ederiz. O halde ( 6.16) açılımının katsayılarını

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, · · · (6.17)

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx, n = 1, 2, · · · (6.18)

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 6.3. [−1, 1) aralı̆gında f(x) = x+1 olarak tanımlıp = 2 periyotlu
f fonksiyonunun Fourier seri açılımınıbelirleyiniz.

Çözüm.

(6.16) ile

a0 =

1∫
−1

(x+ 1)dx = 2
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6.3 Fourier serisi 11

ve kısmi integrasyonla

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx

=

1∫
−1

(x+ 1) cos(nπx)dx

=
1

nπ
(x+ 1) sin(nπx)

∣∣∣∣1
−1
− 1

nπ

1∫
−1

sin(nπx)dx

=
1

nπ

cos(nπx)

nπ

∣∣∣∣1
−1

= 0, n = 1, 2,

elde ederiz. Benzer biçimde,

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx

=

1∫
−1

(x+ 1) sin(nπx)dx

= − (x+ 1)
nπ

cos(nπx)

∣∣∣∣1
−1
+
1

nπ

∫ 1

−1
cos(nπx)dx

=
2(−1)n+1

nπ

elde ederiz.
O halde

fN =
1

2
a0 +

N∑
n=1

an cos(nπx) + bn sin(nπx)

= 1 +
2

π

N∑
n=1

(−1)n+1
n

sin(nπx)
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12 Fourier Serileri

Şekil 6.4: Örnek 6.3 ile verilen f fonksiyonu ve N = 5 için fN kısmi toplamı.

açılımınıelde ederiz. N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu(doğrular) ve fN
kısmi toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi(pembe eğri) Şekil 6.4 ile
verilmektedir.

ÖRNEK 6.4. Örnek 6.3 de verilen periyodik fonksiyonun [−3, 3] aralı̆gın-
daki parçalıdüzgün oldŭgunu gösteriniz.

Çözüm.

Şekil 6.4 deki doğrular Örnek 6.3 ile verilen periyodik f fonksiyonu-
nun [−3, 3] aralı̆gıüzerindeki grafĭgini temsil etmektedir. f fonksiyonunun
x = −1 ve x = 1 noktalarında süreksiz olduğu görülmektedir. Fakat bu
noktalarda fonksiyon sonlu limit değerlerine sahiptir:

lim
x→−1−

f(x) = 2, lim
x→−1+

f(x) = 0,

lim
x→1−

f(x) = 2, lim
x→1+

f(x) = 0.

Diğer tüm noktalarda f süreklidir. O halde f fonksiyonu [−3, 3] kapalıara-
lı̆gında parçalısüreklidir. f fonksiyonun [−3, 3] aralı̆gındaki türevi ise

f ′(x) = 1, x ∈ (−3, 3)\{−1, 1}

olarak tanımlanır. O halde f ′ fonksiyonu [−3, 3] aralı̆gında {−3,−1, 1, 3}
noktalarıhariç her yerde süreklidir, dolayısıyla f aynızamanda parçalıdüzgündür.
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Öte yandan her N için x = −1 ve x = 1 noktalarında

fN(1) = 1 = fN(−1)

dir, dolayısısyla

1 = lim
N→∞

fN(1) =
1

2

(
lim
x→1−

f(x) + lim
x→1+

f(x)

)
1 = lim

N→∞
fN(−1) =

1

2

(
lim

x→−1−
f(x) + lim

x→−1+
f(x)

)
olduğunu gözlemliyoruz. Bu sonuç genelde de doğrudur.

TEOREM 6.1. Parçalısürekli ve süreksizlik noktalarıhariç parçalı düzgün
periyodik f fonksiyonun Fourier seri açılımının kısmi toplamıfN ise her x
noktasında

lim
N→∞

fN(x) =
f(x−) + f(x+)

2

dir, burada f(x−) ve f(x+) sırasıyla x noktasındaki soldan ve săgdan lim-
itlerdir. f fonksiyonu x noktasında sürekli ise, bu limitler fonksiyonunun x
noktasındaki dĕgerine eşit olacăgından

lim
N→∞

fN(x) = f(x)

săglanır ve bu yakınsama "noktasal yakınsama" olarak adlandırılır.

O halde N nin artan değerleri için, süreklilik noktalarında fN (x) kısmi
toplamının f(x) ’e yakınsamasınıbekleriz. N = 50 için Örnek 6.3 ile veri-
len f fonksiyonu(doğrular) ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen
grafĭgi(sürekli eğri) Şekil 6.4 ile verilmektedir.
Şekil 6.4, Teorem 6.1 ’i doğrulamaktadır:

• (−1, 1) aralı̆gında f(x) = x + 1 olup, bu aralıktaki her noktada artan
N değeri için fN(x)− > f(x) yakınsaklı̆gınıgözlemliyoruz.

• 2 birim periyotlu fonksiyonumuz (−3,−1) aralı̆gında 2 birim sola kay-
dırılarak (x+ 2) + 1 = x+ 3’e eşittir.

• Ayrıca periyodik fonksiyonumuz (1, 3) aralı̆gında 2 birim sağa kay-
dırılarak (x− 2) + 1 = x− 1’e eşittir ve bu aralıklarda da yakınsamayı
gözlemliyoruz.
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14 Fourier Serileri

• x = −1 noktasında periyodik fonksiyonumuz sürekli değildir.

f(−1−) = lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1−

(x+ 3) = 2

f(−1+) = lim
x→−1−

f(x) = lim
x→−1+

(x+ 1) = 0

olup,
f(−1−) + f(−1+)

2
= 1

elde ederiz. Şekil 6.4 ile de bu sonucu gözlemliyoruz.

• Benzer biçimde

f(1−) = 2, f(1+) = 0,
f(−1−) + f(−1+)

2
= 1

olup, bu sonuç Şekil 6.4 ile uyumludur.

ÖRNEK 6.5. [−1, 1) aralı̆gında

f(x) =

{
0, −1 ≤ x < 0
1 0 ≤ x < 1

olarak tanımlanan p = 2 periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri açılımını
belirleyiniz

Çözüm.

a0 =

∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

0

dx = 1,

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx =

1∫
0

cos(nπx)dx = 0

ve

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx =

1∫
0

sin(nπx)dx

= − 1

nπ
(cos(nπx)|10) = −

1

nπ
((−1)n − 1) = 1− (−1)n+1

nπ
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Şekil 6.5: Örnek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve N = 5 için fN kısmi toplamı.

olup,

fN(x) =
1

2
a0 +

N∑
n=1

an cos(nπx) + bn sin(nπx)

=
1

2
+
1

π

N∑
n=1

1− (−1)n+1
n

sin(nπx) (6.19)

elde ederiz.
N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu(mavi, yeşil, kırmızı) ve fN kısmi

toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi(pembe) Şekil 6.5 ile verilmektedir.
Şekil 6.5 ile görüleceği üzere f fonksiyonu

• [−3,−2), [−1, 0), [1, 2) aralıklarıüzerinde 0 sabit değerini almakta ve

• [−2,−1), [0, 1), [2, 3) aralıklarıüzerinde 1 sabit değerini almaktadır.

• O halde fonksiyon parçalısüreklidir, herhangi bir kapalıaralıktaki sürek-
sizlik noktalarısöz konusu aralık içerindeki tamsayılar kümesidir. O
halde f fonksiyonu parçalısüreklidir.

• Ayrıca, süreksizlik noktalarıhariç diğer her noktada f türevlenebilirdir
ve türevi de süreklidir çünkü sabittir. O halde fonksiyonun türevi de
parçalı süreklidir. Dolayısıyla f süreksizlik noktaları hariç heryerde
parçalıdüzgün bir fonksiyondur.
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16 Fourier Serileri

Şekil 6.6: Örnek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve N = 50 için fN kısmi toplamı.

N nin artan değerleri için fN kısmi toplamının f ye yakınsamasını
bekleriz. N = 50 için Örnek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve fN kısmi
toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi Şekil 6.6 ile verilmektedir.

• Ayrıca nçift ile göstereceğimiz her çift tamsayıiçin

f(n−cift) = 0, f(n
+
cift) = 1

olup, Teorem 6.1 gereği

⇒ lim
N→∞

fN(ncift) =
f(n−cift) + f(n+cift) = 1

2
=
1

2

• ntekt ile göstereceğimiz herhangi bir tek tamsayıiçin

f(n−tek) = 1, f(n
+
tek) = 0

Teorem 6.1 gereği

lim
N→∞

fN(ncift) =
f(n−tek) + f(n+tek)

2
=
1

2

elde ederiz.

• Diğer noktalarda f süreklidir ve herhangi x ∈ (ntek, nçift) için

lim
N→∞

fN(x)→ f(x) = 0
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6.3 Fourier serisi 17

ve herhangi x ∈ (nçift, ntek) için

lim
N→∞

fN(x)→ f(x) = 1

olduğunu gözlemliyoruz.

ÖRNEK 6.6. [−1, 1) aralı̆gında

f(x) = 1− x2, x ∈ [−1, 1)

ile tanımlanan p = 2 periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri açılımınıbelir-
leyiniz

Çözüm.

Önceki örneklerimizin aksine bu kez periyodik fonksiyonumuz süreklidir.

a0 =

∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

−1
(1− x2)dx

= 2

∫ 1

0

(1− x2)dx

= 2(x− x3

3
)|10 = 4/3

• Öncelikle kısmi integrasyonla

∫
x cos(nπx)dx =

nπx sin(nπx) + cos(nπx)

n2π2∫
x2 cos(nπx)dx =

(n2π2x2 − 2) sin(nπx) + 2nπx cos(nπx)
n3π3
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18 Fourier Serileri

integrallerini hesaplayalım. Bu durumda

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx

=

1∫
−1

(1− x2) cos(nπx)dx

= 2

1∫
0

(1− x2) cos(nπx)dx

=
2

nπ

(
sin(nπx)− (n

2π2x2 − 2) sin(nπx) + 2nπx cos(nπx)
n2π2

∣∣∣∣1
0

)

=
2

nπ
(−2nπ(−1)

n

n2π2
) =

4(−1)n+1
n2π2

ve

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx

=

1∫
−1

(1− x2) sin(nπx)dx

= 0

elde ederiz. O halde

fN(x) =
1

2
a0 +

N∑
n=1

an cos(nπx) + bn sin(nπx)

=
2

3
+
4

π2

N∑
n=1

(−1)n+1
n2

cos(nπx) (6.20)

elde ederiz.
N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı-

ğında çizilen grafĭgi Şekil 6.7 ile verilmektedir.
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Şekil 6.7: Örnek 6.6 ile verilen f fonksiyonu ve [−3, 3] aralı̆gında Fourier
kısmi toplam grafĭgi.

Fonksiyon sürekli olduğu için önceki örneklerde olduğu üzere kısmi toplam-
lar grafĭginde sıçramalar söz konusu değildir. Ayrıca N = 5 için elde edilen
Fourier kısmi toplam grafĭgi ve fonksiyon grafĭgi, süreksizlik içeren örneklere
kıyasla tüm bölgede örtüşmektedir. Bu davranı̧s düzgün yakınsamanın tipik
bir örneğidir.
Bu durumu izah edebilmek için aşağıdaki teoremi inceleyelim:

TEOREM 6.2. Sürekli ve parçalıdüzgün periyodik f fonksiyonun Fourier
seri açılımının kısmi toplamıfN ise her x noktasında

lim
N→∞

fN(x) = f(x)

dir, ve bu yakınsama düzgündür.

Gerçekten deWeierstrass M-testi yardımıyla Örnek 6.6 ile elde edilen fN
kısmi toplamlar dizisi düzgün yakınsaktır.

Hatırlatma 6.1. (Weierstrass M-testi): Ĕger bir küme üzerinde

|un(x)| ≤Mn

ve ∑
Mn
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20 Fourier Serileri

yakınsak bir sayıserisi ise bu taktirde∑
un(x)

serisi söz konusu küme üzerinde düzgün yakınsaktır.

Örneğimiz için R de ∣∣∣∣(−1)n+1n2
cos(nπx)

∣∣∣∣ ≤ 1

n2

ve
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(Euler sayısı)

yakınsak olup, fN(x) fonksiyonlar dizisi R üzerinde düzgün yakınsaktır, do-
layısıyla

f(x) =
2

3
+
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n+1
n2

cos(nπx)

düzgün yakınsaktır.
Özel olarak her x ∈ [−1, 1] için

1− x2 = 2

3
+
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n+1
n2

cos(nπx)

eldee ederiz. x = 0 için

1 =
2

3
+
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n+1
n2

veya
∞∑
n=1

(−1)n+1
n2

=
1

12
π2

elde ederiz. Bu örnekten de görüleceği üzere Fourier serileri bazısayıseri-
lerinin yakınsadı̆gıdeğerleri belirleyebilmektedir.
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6.4 Tek ve çift fonksiyonlar ve Fourier serileri

Aşağıdaki kavramlarıhatırlayalım:

Hatırlatma 6.2. Ĕger ∀x ∈ [−a, a] için

f(−x) = f(x),

ise f fonksiyonuna bu aralıkta çift fonksiyon ve ĕger ∀x ∈ [−a, a] için

f(−x) = −f(x)

ise f fonksiyonuna söz konusu aralıkta tek fonksiyon adıverilir.

Hatırlatma 6.3. Ĕger f fonsiyonu [−a, a] aralı̆gında çift ise∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx (6.21)

săglanır. Çünkü ∫ a

−a
f(x)dx =

∫ 0

−a
f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx

eşitlĭginde săgdaki birinci integralde u = −x dönüşümü yaparak, f nin çift
oldŭgunu ve kullanmak suretiyle∫ 0

−a
f(x)dx = −

∫ 0

a

f(−u)du

= −
∫ 0

a

f(u)du

=

∫ a

0

f(u)du

elde ederiz, burada son eşitlikte integral sınırlarının yer dĕgişiminin, interar-
ilin işaretinin dĕgişimine neden oldŭgu kuralınıkullandık. O halde f çift ise
(6.21) kuralınıelde ederiz.

Hatırlatma 6.4. Ĕger f fonsiyonu [−a, a] aralı̆gında tek ise∫ a

−a
f(x)dx = 0 (6.22)
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săglanır. Çünkü ∫ a

−a
f(x)dx =

∫ 0

−a
f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx

eşitlĭginde săgdaki birinci integralde u = −x dönüşümü yaparak, f nin tek
oldŭgunu ve kullanmak suretiyle∫ 0

−a
f(x)dx = −

∫ 0

a

f(−u)du

=

∫ 0

a

f(u)du

= −
∫ a

0

f(u)du

elde ederiz, burada son eşitlikte integral sınırlarının yer dĕgişiminin, interar-
ilin işaretinin dĕgişimine neden oldŭgu kuralınıkullandık. O halde f tek ise
(6.22) kuralınıelde ederiz.

Hatırlatma 6.5. Tek fonksiyonun integrali çift ve çift fonksiyonun integrali
tek fonksiyondur.

Hatırlatma 6.6. Tek fonksiyon ile çift fonksiyonun çarpımıtek, tek fonksi-
yonla tek fonksiyonun çarpımıçift fonksiyondur.

Sonuç 6.1. Ĕger f fonsiyonu [−a, a] aralı̆gında tek ise, cos(x) fonksiyonu
çift oldŭgu için, çarpımlarıtek ve dolayısıyla

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx = 0

dır.

Sonuç 6.2. Ĕger f fonsiyonu [−a, a] aralı̆gında çift ise, sin(x) fonksiyonu
tek oldŭgu için, çarpımlarıtek ve dolayısıyla

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx = 0

dır.
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O halde Örnek 6.6 ile

bn =

1∫
−1

(1− x2) sin(nπx)dx = 0

olduğunu integrali hesaplamadan da kolayca görebiliriz.

Sonuç 6.3. Ĕger f fonksiyonu tek ise ( 6.16) ile verilen Fourier açılımının
katsayıları

an = 0, n = 0, 1, · · · (6.23)

bn =

1∫
−1

f(x) sin(nπx)dx

= 2

1∫
0

f(x) sin(nπx)dx, n = 1, 2, · · · (6.24)

olarak elde ederiz.

Sonuç 6.4. Ĕger f fonksiyonu çift ise ( 6.16) ile verilen Fourier açılımının
katsayıları

an =

1∫
−1

f(x) cos(nπx)dx (6.25)

= 2

1∫
0

f(x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, 2,

bn = 0, n = 1, 2, · · · (6.26)

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 6.7. [−1, 1) aralı̆gında

f(x) = x3, x ∈ [−1, 1)

ile tanımlanan p = 2 periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri açılımınıbelir-
leyiniz ve [−3, 3] aralı̆gında Fourier kısmi toplam grafĭgini N = 5, 50 dĕgerleri
için çiziniz. Teorem 6.1 yardımıyla Fourier serisinin yakınsaklı̆gınıaraştırınız.
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Çözüm.

f tek olduğu için
an = 0, n = 0, 1, 2,

ve art arda kısmi integerasyon yardımıyla hesaplayabiliriz bn leri hesaplaya-
biliriz: Öncelikle∫

x sin(nπx)dx =
sin(nπx)− nπx cos(nπx)

(nπ)2
,∫

x2 sin(nπx)dx =
2nπx sin(nπx) + (2− (nπx)2) cos(nπx)

(nπ)3
,∫

x3 sin(nπx)dx =
(3n2π2x2 − 6) sin(nπx) + (6nπx− n3π3x3) cos(nπx)

n4π4

integrallerinden(Alı̧stırma 2),

bn = 2

∫ 1

0

x3 sin(nπx)dx

= 2
(−1)n+1(n2π2 − 6)

n3π3

= 2(−1)n+1( 1
nπ
− 6

n3π3
)

katsayılarınıelde ederiz. O halde

f =
∞∑
n=1

2(−1)n+1( 1
nπ
− 6

n3π3
) sin(nπx)

elde ederiz.
N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı-

ğında çizilen grafĭgi Şekil 6.8 ile verilmektedir.
p = 2 periyotlu f fonksiyonu parçalısürekli ve f ′ de her tek sayıhariç

parçalısüreklidir. O halde fonksiyonumuz Teorem 6.1 in hipotezlerini sağlar,
dolayısıyla her tek tamsayıda Fouirer serisi her tek tamsayıiçin

lim
N→∞

fN(ntek) =
f(n+tek) + f(n−tek)

2
=
−1 + 1
2

= 0

ve diğer her bir nokta için

lim
N→∞

fN(x) = f(x)

dir.N = 50 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3]
aralı̆gında çizilen grafĭgi Şekil 6.9 ile verilmektedir.
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Şekil 6.8: Örnek 6.7 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kısmi
toplam(N=5) grafĭgi

Şekil 6.9: Örnek 6.7 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kısmi
toplam(N = 50) grafĭgi.
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Alı̧stırmalar 6.1.

1. Aşăgıda verilen fonksiyonların periyotlarınıbelirleyiniz

(a) sin(3x)

(b) sin(2x+ 1)

(c) cos(x/2− 1)
(d) e2ix, i =

√
−1

2. Aşăgıda verilen integralleri kısmi integrasyon yardımıyla hesaplayınz.

(a)
∫
x cos(nπx)dx

(b)
∫
x sin(nπx)dx

(c)
∫
x2 sin(nπx)dx

(d)
∫
x3 sin(nπx)dx

(e)
∫
x2 cos(nπx)dx

3. Aşăgıdaki verilen fonksiyon çiftlerinin [−1, 1] aralı̆gında ortogonal oldŭgunu
gösteriniz.

(a)
{1, sin(πx)}

(b)
{1, cos(πx)}

(c)
{sin(πx), sin(2πx)}

(d)
{sin(πx), cos(πx)}

(e)
{cos(πx), cos(2πx)}

4. Aşăgıda verilen fonksiyonların karşılarında verilen aralıklar üzerinde
parçalısürekli olup olmadıklarınıaraştırınız.
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(a) f(x) =
{
−1 x < 0
1 x > 0

(b) f(x) = sgn(x),−4 < x < 4

(c) f(x) = [x],−4 < x < 4, [x] : tamdĕger fonksiyonu olup

[x] = {n : n ≤ x < n+ 1, n ∈ Z}

ile tanımlıdır.

(d) f(x) = 1/x,−1 < x < 1

5. Soru 4 te verilen fonksiyonların parçalıdüzgün olup olmadıklarınıaraştırınız.

6. Aşăgıda verilen ve 2 periyotlu olarak tanımlanan fonksiyonların [−3, 3]
aralı̆gında grafiklerini çiziniz

(a) f(x) =
{
−1 −1 < x < 0
1 0 < x < 1

(b) f(x) =
{
0 −1 < x ≤ 0
2 0 < x < 1

(c) f(x) = x,−1 < x < 1

(d) f(x) = |x|,−1 < x < 1

7. Soru 6 daki fonksiyonların [−3, 3] aralı̆gıüzerindeki süreksizlik nokta-
larınıbelirleyiniz ve grafik üzerinde işaretleyiniz.

8. Soru 7 de elde ettĭginiz süreksizlik noktalarındaki săgdan ve soldan lim-
itlerini hesaplayınız

9. Soru 6 da verilen fonksiyonların Fourier seri açılımlarınıhesaplayınız.
Tek veya çift fonksiyon açılımlarında sadece sıfırdan farklıkatsayıları
hesaplayınız.

10. Soru 9 da elde ettĭginiz Fourier serilerinin süreksizlik noktalarında hangi
noktaya yakınsadı̆gınıilgili teorem yardımıyla belirleyiniz.

11. Soru 9 da elde ettĭginiz Fourier serilerinin [−3, 3] aralı̆gında grafiklerini
çiziniz.
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6.5 Kompleks katsayılıFourier açılımı

Esasen katsayıların kompleks olduğu eşdeğer bir açılım daha mevcuttur: (6.6)
de

λ = k2, k > 0

biçiminde aradı̆gımız özdeğeri denklemde yerine yazarak

y′′ + k2y = 0

elde ederiz.

• k 6= 0 için bu denklemin lineer bağımsız kompleks çözümler kümesini,
y = erx biçimde arayarak

r2 + k2 = 0

denklemini sağlayan
r1 = ik, r2 = −ik

değerleri ile
{er1x, er2x} =

{
eikx, e−ikx

}
(6.27)

dir. Buradan
y = αke

ikx + βke
−ikx

genel çözümünü elderiz.Eğer

k = kn = nπ, 1, 2, · · ·

ise (6.6) ile verilen Periyodik sınır şartlarının sağlanmasıiçin gerek ve
yeter şart

e−ik − eik = 0
sağlanmasıdır(Alı̧stırma). Bu kriter ise ancak ve ancak k = kn =
nπ, n = 1, 2, · · · olmasınıgerektirir. O halde özfonksiyonlarımız (6.27)
nin periyodik sınır şartlarınısağlayan kn = nπ değerleri için

un = einπx, vn = e−inπx, n = 1, 2, ...

olarak elde ederiz.

• k = 0 için elde edeceğimiz sabit çözümü bu kez 1 alalım.
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• Bu durumda {
1, einπx, e−inπx

}
, n = 1, 2, · · · (6.28)

özfonksiyonlar kümesini elde ederiz. Bu kümenin periyodu da 2 ye
eşittir.

• Esasen reel elemanlardan oluşan (6.9) kümesi kompleks elemanlı(6.28)
kümesinin elemanlarının uygun bir lineer kombinasyonu ile elde edilen
kümedir.

• (6.28) kümesinin de [−1, 1] aralı̆gıüzerinde ortogonal olduğunu kolayca
görebiliriz(Alı̧stırma 1),

• Sturm-Liouville probleminin özfonksiyonlar kümesi olarak bu küme de
tamdır. O halde verilen 2 periyotlu periyodik bir fonksiyonu

f =
∞∑

n=−∞
cne

inπx, cn ∈ C (6.29)

olarak ifade edebiliriz. (6.29) un her iki yanının seçilen bir n tamsayısı
için einπx ile [−1, 1] üzerinde iç çarpımınıalarak,

cn =
1

2

1∫
−1

f(x)e−inπxdx

elde ederiz.

• Reel ve kompleks Fourier katsayılarıarasında

an = 2Re(cn), n = 0, 1, · · · (6.30)

bn = −2 Im(cn), n = 1, 2, · · ·

bağıntısımevcuttur(Alı̧stırma 2).
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6.6 [0, 1) aralı̆gı üzerinde Fourier kosinüs ve
sinüs serileri

f fonksiyonunun [0, 1) aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs serisi

y′′ + λy = 0

y(0) = y(1) = 0

Kanonik RSL probleminin özfonksiyonlarıolarak belirlediğimiz

yn = sin(nπx), n = 1, 2, ...

kümenin tamlı̆gınıesas alır. Diğer bir deyimle bu fonksiyonlar kümesi 2 ortak
periyoduna sahip ve tek fonksiyonlar olduklarıiçin

[−1, 1) aralı̆gında tek olan ve

ftek(x) =

{
f(x) 0 < x < 1
−f(−x) −1 < x < 0

ile tanımlanan ftek fonksiyonunun Fourier seri açılımı

ftek(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) + bn sin(nπx)

=
∞∑
n=1

bn sin(nπx)

olarak ifade edilir, çünkü an = 0, n = 0, 1, · · · dır. ftek fonksiyonuna f nin
[−1, 0) aralı̆gına tek genişlemesi adıverilir.

ftek fonksiyonunun tanımıgereği x ∈ [0, 1) için

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin(nπx) (6.31)

dir ve

bn = 2

1∫
0

f(x) sin(nπx)dx (6.32)

olarak elde ederiz. (6.31) serisine f nin Fourier sinüs serisi adıverilir.
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ÖRNEK 6.8.
f(x) = 2x+ 1, x ∈ [0, 1)

ile tanımlanan p = 2 periyotlu Fourier sinüs seri açılımınıbelirleyiniz.

Çözüm.

bn = 2

1∫
0

f(x) sin(nπx)dx

= 2

1∫
0

(2x+ 1) sin(nπx)dx

= 2(
1

nπ
− 3(−1)

n

nπ
)

olup

f(x) =
2

π

∞∑
n=1

(
1− 3(−1)n)

n
sin(nπx)

elde ederiz.
Şekil 6.10 da f fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gıüzerindeki grafĭgi,f nin tek

geni̧slemesinin [−1, 0] aralı̆gıüzerindeki grafĭgi ve Fourier sinüs seri açılımının
fN kısmi toplamıN = 10 için hesaplanarak sunulmaktadır.

Fonksiyonumuz Teorem 6.1 in hipotezlerini sağlamaktadır, o halde özel
olarak her k tamsayıiçin

f(k) = 0 = lim
N→∞

fN(k)

sağlanmalıdır ki bu sonucun doğruluğu açıkça görülmektedir. Grafĭgimiz de
bu sonucu doğrulamaktadır.
Benzer biçimde f fonksiyonunun [0, 1) aralı̆gıüzerindeki Fourier kosinüs

serisi

y′′ + λy = 0

y′(0) = y′(1) = 0

Kanonik RSL probleminin özfonksiyonlarıolarak belirlediğimiz

y0 = 1/2, yn = cos(nπx), n = 1, 2, ...

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



32 Fourier Serileri

Şekil 6.10: Örnek 6.8 ile verilen fonksiyon ve [−1, 0] aralı̆gına çift geni̧slemesi
ile [−1, 1] aralı̆gıüzerinde f10 kısmi toplamı

kümenin tamlı̆gınıesas alır. Diğer bir deyimle bu fonksiyonlar kümesi 2 ortak
periyoduna sahip ve çift fonksiyonlar olduklarıiçin

[−1, 1) aralı̆gında çift olan ve

fçift(x) =

{
f(x) 0 < x < 1
f(−x) −1 < x < 0

ile tanımlanan fçift fonksiyonunun Fourier seri açılımı,

fçift(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) + bn sin(nπx)

=
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx)

olarak ifade edilir, çünkü bn = 0, n = 0, 1, · · · dır.fçift fonksiyonuna f nin
[−1, 0] aralı̆gına çift genişlemesi adıverilir.

fçift fonklsiyonunun tanımıgereği x ∈ [0, 1) için

fçift(x) = f(x)

dir ve dolaysıyla x ∈ [0, 1) için

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx) (6.33)
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dir ve

an = 2

1∫
0

f(x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, 2, · · · (6.34)

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 6.9.
f(x) = 2x+ 1, x ∈ [0, 1)

ile tanımlanan p = 2 periyotlu Fourier cosinüs seri açılımınıbelirleyiniz.

Çözüm.

Öncelikle Fourier cosinüs açılımının katsayılarınıelde edelim:

a0 = 2

1∫
0

f(x)dx

= 2

1∫
0

(2x+ 1)dx = 2(x2 + x
∣∣1
0
)

= 4,

an = 2

1∫
0

f(x) cos(nπx)dx

= 2

1∫
0

(2x+ 1) cos(nπx)dx

=
4

n2π2
((−1)n − 1)

elde ederiz. O halde f

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(nπx)

= 2 +
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1
n2

cos(nπx)
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Şekil 6.11: Örnek 6.9 ile verilen fonksiyon ve [-1,0] aralı̆gına çift geni̧slemesi
ile [-1,1] aralı̆gıüzerinde f10 kısmi toplamı

Fourier kosinüs açılımınıelde ederiz.
Şekil 6.11 da f fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gıüzerindeki grafĭgi,f nin çift

geni̧slemesinin [−1, 0] aralı̆gıüzerindeki grafĭgi ve Fourier cosinüs seri açılımının
fN kısmi toplamıN = 10 için hesaplanarak sunulmaktadır.
Çift geni̧slemenin sürekli ve parçalıdüzgün olduğuna dikkat edelim. O

halde Teorem 6.2 gereğince yakınsama her noktada ve düzgün olarak gerçek-
leşmelidir. Gerçekten de∣∣∣∣(−1)n − 1n2

cos(nπx)

∣∣∣∣ ≤ 2

n2

olup
∞∑
n=1

2

n2
=
π2

3

yakınsak olduğundan

fN(x) = 2 +
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1
n2

cos(nπx)

her x için düzgün yakınsaktır. Özel olarak x = 0 için

f(0) = 1 = 2 +
4

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1
n2
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veya
∞∑
n=1

(−1)n − 1
n2

= −π
2

4

sağlanmalıdır.

Alı̧stırmalar 6.2.

1. (6.28) kümesinin [−1, 1] aralı̆gıüzerinde ortogonal oldŭgunu gösteriniz.

2. Reel ve kompleks Fourier seri açılımlarının katsayılarıarasından (6.30)
ile belirtilen băgıntıların geçerli oldŭgunu gösteriniz.

3. Aşăgıdaki ifadelerden hangisi yanlı̧stır.

(a) f fonksiyonu tek ise

1∫
−1

f(x)dx = 2

1∫
0

f(x)dx

(b)

1∫
−1

cos(x)dx = 2 sin(1)

(c)

1∫
−1

cos(πx)dx = 0

(d)

1∫
−1

cos(3πx)dx = 2
3π
sin(3π)

4. f(x) = x,−1 < x < 1 ile tanımlanan 2 periyotlu fonksiyonun reel
ve kompleks katsayılıFourier açılımlarınıhesaplayınız ve sonuçlarınızı
karşılaştırınız.

5. Aşăgıda verilen fonksiyonların [−1, 0] aralı̆gına tek genişlemelerini elde
ederek [−1, 1] aralı̆gıüzerindeki grafiklerini çiziniz.

(a) f(x) = x, 0 < x < 1

(b) f(x) = cos(πx/2), 0 < x < 1

(c) f(x) = x2, 0 < x < 1
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6. Soru 4 de verilen fonksiyonların [0, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs
serilerini belirleyiniz.

7. Soru 4 de verilen fonksiyonların [−1, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier ser-
ilerini belirleyiniz.

8. Soru 5 ve 6 daki cevaplarınızıkarşılaştırınız. Ne gözlemliyorsunuz?

9. Aşăgıda verilen fonksiyonların [−1, 0] aralı̆gına çift genişlemelerini elde
ederek [−1, 1] aralı̆gıüzerindeki grafiklerini çiziniz.

(a) f(x) = x, 0 < x < 1

(b) f(x) =
{

0 0 < x < 1/2
x+ 1/2 1/2 < x < 1

,

(c) f(x) =
{

1 0 < x < 1/2
1/2 1/2 < x < 1

10. Soru 8 de verilen fonksiyonların [0, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier kosinüs
serilerini belirleyiniz.

11. Soru 8 de verilen fonksiyonların [−1, 1] aralı̆gıüzerindeki Fourier ser-
ilerini belirleyiniz.

12. Soru 9 ve 10 daki cevaplarınızıkarşılaştırınız. Ne gözlemliyorsunuz?

6.7 [−b, b] aralı̆gında Fourier serisi
Önceki bölümde [−1, 1] aralı̆gıüzereinde gerçekleştirdiğimiz Fourier açılımını
herhangi b > 0 için[−b, b] aralı̆gına genelleştirebiliriz. Bu kez

y′′ + λy = 0

y(−b) = y(b), (6.35)

y′(−b) = y′(b)

ile verilen Periyodik Sturm-Liouville probleminin ortogonal olan özfonksiy-
onlarıolarak

u0 = 1/2,

un(x) = cos(nπx/b), vn(x) = sin(nπx/b), n = 1, 2, · · · (6.36)
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kümesinin tamlı̆gıile 2b periyotlu parçalısürekli f fonksiyonunun Fourier
açılımını

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
nπx

b
) + bn sin(

nπx

b
) (6.37)

olarak elde ederiz. [−1, 1] aralı̆gıüzerinde gerçekleştirdiğimiz i̧slemlere paralel
olarak Fourier katsayılarını

b∫
−b

cos2(
nπx

b
)dx =

b∫
−b

sin2(
nπx

b
)dx = b (6.38)

bağıntısınıkullanarak

a0 =

b∫
−b

f(x)u0(x)dx

b∫
−b

u20(x)dx

=
1

b

b∫
−b

f(x)dx

an =

b∫
−b

f(x)un(x)dx

b∫
−b

u2n(x)dx

=
1

b

b∫
−b

f(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 1, · · ·

veya

an =
1

b

b∫
−b

f(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 0, 1, · · · (6.39)

bn =

b∫
−b

f(x)vn(x)dx

b∫
−b

v2n(x)dx

=
1

b

b∫
−b

f(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · · (6.40)

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



38 Fourier Serileri

olarak elde ederiz ki bu açılım f nin [−b, b] aralı̆gındaki Fourier seri açılımıdır.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – -H
Özetle

• [−b, b] aralı̆gında tanımlı2b periyotlu parçalısürekli f fonksiyonunun
Fourier açılımı

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
nπx

b
) + bn sin(

nπx

b
) (6.41)

olarak tanımlanır, burada

an =
1

b

b∫
−b

f(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 0, 1, · · · (6.42)

ve

bn =
1

b

b∫
−b

f(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, · · · (6.43)

reel değerli Fourier katsayılarıdır.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – N

6.8 [0,b] aralı̆gında Fourier sinüs ve kosinüs
serileri

Önceki bölümde [0, 1] aralı̆gıüzereinde gerçekleştirdiğimiz Fourier sinüs ve
kosinüs açılımınıherhangi b > 0 için[0, b] aralı̆gına genelleştirebiliriz. Bu kez

y′′ + λy = 0

y(0) = 0, y(b) = 0

ile verilen Regüler Sturm-Liouville problemini göz önüne alalım. Bu prob-
lemin özfonksiyonları[0, b] aralı̆gında ortogonal olan 2b periyotlu özfonksiy-
onlarıolan

{vn = sin(nπx/b)}∞n=1
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olup, bu küme [0, b] aralı̆gında ortogonal bir kümedir ve ortak periyodu 2b
dir.

Ayrıca önceki bölümde incelediğimiz üzere bu küme tamdır: [0, b] aralı̆gı
üzerinde tanımlanan f fonksiyonu [−b, 0] aralı̆gına tek olarak geni̧sleterek
elde edeceğimiz 2b periyotlu parçalı sürekli ftek fonksiyonun Fourier seri
açılımını

ftek(x) =
∞∑
n=1

bn sin(
nπx

b
)

olarak elde ederiz.[0, b] aralı̆gıüzerinde ftek(x) = f(x) olduğundan [0, b] üz-
erinde

f =
∞∑
n=1

bn sin(
nπx

b
) (6.44)

açılımınıelde ederiz ki bu açılım f nin [0, b] aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs
açılımıdır.

Ancak [0, 1] aralı̆gıüzerinde gerçekleştirdiğimiz i̧slemlere paralel olarak
Fourier katsayılarını

b∫
0

cos2(
nπx

b
)dx =

b∫
0

sin2(
nπx

b
)dx = b/2 (6.45)
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bağıntısınıkullanarak(Alı̧stırma 11)

bn =

b∫
−b

ftek(x)vn(x)dx

b∫
−b

v2n(x)dx

=
1

b

b∫
−b

ftek(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · ·

=
2

b

b∫
0

ftek(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · ·

=
2

b

b∫
0

f(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · · (6.46)

olarak elde ederiz.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – H
Özetle

• [0, b] aralı̆gında tanımlıf fonksiyonunun Fourier sinüs açılımı

f =
∞∑
n=1

bn sin(
nπx

b
) (6.47)

olarak tanımlanır, burada

bn =
2

b

b∫
0

f(x) sin(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · · (6.48)

ile verilen Fourier sinüs katsayılarıdır.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – N
Verilen f fonksiyonunun

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



6.8 [0,b] aralı̆gında Fourier sinüs ve kosinüs serileri 41

Şekil 6.12: Fourier sinüs açılımıiçin Maxima bloku

• [0, b] aralı̆gıüzerinde Fourier sinüs açılımının verilenN pozitif tamsayısı
için kısmi toplamınıhesaplayarak

• [0, b] aralı̆gıüzerinde kısmi toplamıile

• [0, b] aralı̆gıüzerinde aralı̆gında fonksiyonun ve [−1, 0] aralı̆gında tek
geni̧slemesinin grafĭgini çizen Maxima bloku Şekil 6.12 ile verilmektedir.

Benzer biçimde bu kez

y′′ + λy = 0

y′(0) = 0, y′(b) = 0

ile verilen Periyodik Sturm-Liouville problemini göz önüne alalım. Bu prob-
lemin özfonksiyonları

v0 = 1/2, vn = cos(nπx/b), n = 1, 2, · · ·

olup, bu küme [0, b] aralı̆gında ortogonal bir kümedir ve ortak periyodu 2b
dir.
Ayrıca önceki bölümde incelediğimiz üzere bu küme tamdır: [0, b] aralı̆gı

üzerinde tanımlanan f fonksiyonu [−b, 0] aralı̆gına çift olarak geni̧sleterek
elde edeceğimiz 2b periyotlu parçalı sürekli fçift fonksiyonun Fourier seri
açılımınıbu ortogonal kümenin elemanlarının lineer kombinasyonu olarak

fçift(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
nπx

b
)
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biçiminde ifade edebiliriz.[0, b] aralı̆gıüzerinde fçift(x) = f(x) olduğundan
[0, b] üzerinde

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
nπx

b
) (6.49)

açılımınıelde ederiz ki bu açılım f nin [0, b] üzerindeki Fourier kosinüs
açılımıdır.
[0, 1] aralı̆gı üzerinde gerçekleştirdiğimiz i̧slemlere paralel olarak (6.45)

bağıntısınıkullanarak Fourier katsayıların�

an =

b∫
−b

fçift(x)un(x)dx

b∫
−b

u2n(x)dx

(6.50)

=
1

b

b∫
−b

fçift(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 0, 1, 2, · · · (6.51)

=
2

b

b∫
0

fçift(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 0, 1, 2, · · · (6.52)

=
2

b

b∫
0

f(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 0, 1, 2, (6.53)

olarak elde ederiz.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – H
Özetle

• [0, b] aralı̆gında tanımlıf fonksiyonunun Fourier kosinüs açılımı

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
nπx

b
) (6.54)

ile tanımlanır, burada

an =
2

b

b∫
0

f(x) cos(
nπx

b
)dx, n = 1, 2, · · · (6.55)
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Şekil 6.13: Fourier cosinüs açılımıiçin Maxima bloku

ile tanımlanan Fourier kosinüs katsayılarıdır.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – N
ÖRNEK 6.10. Verilen f fonksiyonunun

• [0, b] aralı̆gıüzerinde Fourier cosinüs açılımının verilen N pozitif tam-
sayısıiçin kısmi toplamınıhesaplayarak

• [0, b] aralı̆gıüzerinde kısmi toplamıile

• [0, b] aralı̆gıüzerinde aralı̆gında fonksiyonun ve [−b, 0] aralı̆gında çift
genişlemesinin grafĭgini çizen Maxima bloku Şekil (6.13) ile verilmek-
tedir.

6.9 [a, b] aralı̆gıüzerinde Fourier serisi

Son olarak herhangi bir [a, b] kapalıaralı̆gıüzerinde tanımlıparçalısürekli
ve (b− a) periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri açılımınıhesaplayalım.
Bu amaçla

y′′ + λy = 0

y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b)

periyodik Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarına ihtiyacı-
mız olacak.
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• λ0 = 0 özdeğer ve y0 = 1/2 özfonksiyondur.

• λ = k2, k > 0 biçiminde özdeğer arayalım.

y = ck sin(kx) + dk cos(kx)

çözümünden y(a) = y(b)⇒

ck sin(ka) + dk cos(ka) = ck sin(kb) + dk cos(kb)

veya

(sin(ka)− sin(kb))ck + (cos(ka)− cos(kb))dk = 0 (6.56)

elde ederiz.
y′ = kck cos(kx)− kdk sin(kx)

den y′(a) = y′(b)⇒

kck cos(ka)− kdk sin(ka) = kck cos(kb)− kdk sin(kb)

veya

(cos(ka)− cos(kb))ck + (sin(kb)− sin(ka))dk = 0 (6.57)

elde ederiz. (6.56),(6.57) homojen bir lineer sistemdir ve sıfırdan farklı
çözüme sahip olabilmesi için katsayımatrisinin determinantısıfıra eşit
olmalıdır:

det

(
sin(ka)− sin(kb) cos(ka)− cos(kb)
cos(ka)− cos(kb) sin(kb)− sin(ka)

)
= 0

⇒ (sin(ka)− sin(kb))2 + (cos(ka)− cos(kb))2 = 0
⇒ sin(ka) = sin(kb) ve cos(ka) = cos(kb)

veya k = kn
knb = kna+ 2nπ

⇒ kn =
2nπ

b− a, n = 1, 2,

elde ederiz. O halde özdeğerleri

λn =

(
2nπ

b− a

)2
, n = 0, 1, 2, ...
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olarak elde ederiz. Özfonksiyonları ise

y = ck sin(knx) + dk cos(knx)

veya lineer bağımsız alt küme olarak

un = cos(knx) = cos(
2nπ

b− ax), n = 1, 2, · · ·

vn = sin(knx) = sin(
2nπ

b− ax), n = 1, 2, · · ·

olarak elde ederiz.

• Böylece [a, b] aralı̆gıüzerinde ortogonal olan{
1/2, cos(

2π

b− ax), sin(
2π

b− ax), cos(
4π

b− ax), sin(
4π

b− ax), · · ·
}
(6.58)

kümesini eldederiz(Alı̧stırma 12). Ortogonal olan bu kümenin ortak
periyodu b− a dır.(6.58) kümesi tamdır, dolayısıyla f nin Fourier serisi
bu kümenin elemanlarının lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Ayrıca

b∫
a

cos(
2nπ

b− ax)
2dx =

b− a
2

(6.59)

dir.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – H
Özetle

• [a, b] aralı̆gında tanımlıb− a periyotlu parçalısürekli f fonksiyonunun
Fourier seri açılımı,(6.58) kümesi yardımıyla

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
2nπ

b− ax) + bn sin(
2nπ

b− ax) (6.60)

ile tanımlanır, burada

an =
2

b− a

b∫
a

f(x) cos(
2nπ

b− ax)dx, n = 0, 1, · · · , (6.61)

bn =
2

b− a

b∫
a

f(x) sin(
2nπ

b− ax)dx, n = 1, 2, · · · (6.62)

reel Fourier katsayılarıdır.
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• Özel olarak a = 0 için [0, b] aralı̆gında tanımlı b periyotlu f
fonksiyonun Fourier seri açılımı

f =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cos(
2nπ

b
x) + bn sin(

2nπ

b
x) (6.63)

ile tanımlanır, burada

an =
2

b

b∫
0

f(x) cos(
2nπ

b
x)dx, n = 0, 1, · · · (6.64)

bn =
2

b

b∫
0

f(x) sin(
2nπ

b
x)dx, n = 1, 2, · · · (6.65)

reel Fourier katsayılarıdır.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – N

Uyarı.

1. [0, b] aralı̆gında tanımlıf fonksiyonunun Fourier açılımının (6.64) ile
verilen an katsayılarıile f fonksiyonunun [0, b] aralı̆gıüzerindeki Fourier
cosinüs açılımının (6.55) ile verilen katsayılarını kaŗsılaştırınız.Farklı
olduklarına dikkat ediniz ve bu açılımlarıkarı̧stırmayınız.

2. [0, b] aralı̆gında tanımlıf fonksiyonunun Fourier açılımının (6.65) ile
verilen bn katsayılarıile f fonksiyonunun [0, b] aralı̆gıüzerindeki Fourier
sinüs açılımının (6.48) ile verilen katsayılarını kaŗsılaştırınız. Farklı
olduklarına dikkat ediniz ve bu açılımlarıkarı̧stırmayınız.

6.10 Gibbs olayı

Verilen bir [a, b] aralı̆gında (b − a) periyotlu fonksiyonun Fourier seri kat-
sayılarınısembolik cebirsel yazılımlar yardımıyla hesaplayabiliriz. Bu bölümde
Maxima ortamında tanımlanan fonksiyonun

• belirtilen aralık üzerinde Fourier serisi katsayılarınıhesaplayarak,
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Şekil 6.14: Verilen [a, b] aralı̆gıüzerinde Fourier seri katsayılarınıve fN kısmi
toplamınıhesaplayarak üç ardı̧sık periyod üzerinde grafĭgini çizer.

• girilen N > 0 için fN kısmi toplamıile

• (b − a) periyotlu fonksiyon ve fN toplamının grafĭgini [2a − b, 2b − a]
aralı̆gıüzerinde çizdiren Maxima[6] bloku, Şekil ( 6.14) ile verilmekte-
dir

Yukarıda verilen fourier bloku ile Örnek 6.5 ile verilen birim basamak
fonksiyonunun Fourier katsayılarınıve grafĭgini hesaplayalım.
Yukarıdaki şekilde ve bu bölümdeki örneklerde Fourier serisi kısmi toplam-

lar grafĭginde gözlemlediğimiz süreksizlik noktaları komşuluğunda fonksi-
yon değerinden yukarıveya aşağıdoğru oluşan sıçramalar Fourier serilerinin
genelde görülen bir olaydır ve Gibbs olayıolarak bilinir. J.W. Gibbs tarafın-
dan 1899 [4] yılında vurgulanan bu özelliği bu alt bölümde bazı örnekler
üzerinde inceliyoruz.
Örnek 6.3 de verilen fonksiyonun Fouirer seri açılımının [−3,−1] aralı̆gın-

daki yakınsaklı̆gınıyakından inceleyelim: Aşağıdaki tablonun

• birinci sütununda kısmi toplamda kullanılan N değeri verilmektedir.

• ikinci sütununda N nin farklıdeğerleri için x = −3 noktasınısol uç
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nokta kabul eden (−3,−2.9) komşuluğunda minimum fN değerleri
verilmektedir.

• üçüncü sütununda ise elde edilen minimum değerlerin, bu komşuluktaki
fonksiyon değerininden yüzdelik düşüş miktarıverilmektedir.

• dördüncü sütununda N nin farklıdeğerleri için x = −1 noktasınısağ
uç nokta kabul eden (−1.1,−1) komşuluğunda maksimum fN değerleri
verilmektedir.

• tablonun son sütununda ise elde edilen maksimum değerlerin, bu komşu-
luktaki fonksiyon değerininden yukarıdoğru yüzdelik sıçrama miktarı
verilmektedir.
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Şekil 6.15: Örnek 6.3 için x = −3 noktası komşuluğunda N = 100 için
Fourier kısmi toplamı.

N min(fN) düşüş(%) max(fN) sıçrama(%)
x ∈ (−3,−2.9) x ∈ (−1.1,−1)

10 −0.08664 0.0433 2.08669 0.0433
20 −0.131 0.065 5 2.131 0.065 5
50 −0.1578 0.078 9 2.159 0.0795
100 −0.1685 0.084 25 2.1681 0.084 05
200 −0.17335 0.08675 2.1675 0.08375

TablodanN in artan değeleri için süreksizlik nokta komşuluklarında Fourier
kısmi toplamının fonksiyon değerini maximum nokta komşuluğunda yak-
laşık olarak %0.09 kadar ani sıçramalar ile aştı̆gınıgözlemliyoruz. Benzer
biçimde minimum nokta komşuluğunda ise Fourier kısmi toplamının benzer
davranı̧sla ve fonksiyon değerinden benzer oranlarda düşüş değerler aldı̆gını
gözlemliyoruz.

N = 100 için Örnek 6.3’e ait f100 kısmi toplamının x = −3 noktasısağ
komşuluğundaki grafĭgi Şekil 6.15 ile verilmektedir.

N = 100 için Örnek 6.3’e ait f100 kısmi toplamının x = −1 noktasısol
komşuluğundaki grafĭgi Şekil 6.16 ile verilmektedir.
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Benzer durum, uç noktalarda periyodik geni̧sleme sonucu oluşan sürek-
sizlik noktalarında değil, aynı zamanda göz önüne alınan aralıkta mevcut
sürekiszlik noktalarında da geli̧sebilir. Bu amaçla Örnek 6.5’e x = 0 nok-
tasıkomşuluğunda yakından bakalım. Şekil 6.17 ve 6.18 ile sırasıyla Örnek
6.5 ’e ait Fourier kısmi toplamının N = 50 için sıfır noktasının sol ve sağ
komşuluğundaki davranı̧sıgösterilmektedir.

• Her iki örnekte de, süreksizlik noktası komşuluğunda Fourier kısmi
toplamıile fonksiyon değerinde yaklaşık olarak %0.09 kadar bir sapma
gerçekleşmektedir. Bu olay Gibbs olayıolarak bilinir.

• Süreksizlik noktası komşuluğunda genellikle gerçekleşen bu olay, her
zaman gerçekleşmez.

Fourier isimli maxima bloku ile Gibbs olayının her süreksizlik nokta komşu-
luğunda gerçekleşmeyebileceğine ait aşağıdaki örnek üzerinde gözlemleyelim:

ÖRNEK 6.11.
f(x) = 1/10x+ x2, x ∈ [−1, 1]

f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri açılımını belir-
leyiniz.

Çözüm.

a0 =
2

3

an =
4(−1)n
n2π2

bn =
(9n2π2 − 20)(−1)n

10n3π3
− (11n

2π2 − 20)(−1)n
10n3π3

N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı-
ğında çizilen grafĭgi Şekil 6.19 ile verilmektedir.

N = 50 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3]
aralı̆gında çizilen grafĭgi Şekil 6.20 ile verilmektedir.
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ÖRNEK 6.12.
f(x) = 1/5x+ x2, x ∈ [−1, 1]

f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri açılımını belir-
leyiniz.

Çözüm.

a0 =
2

3
,

an =
4(−1)n
n2π2

,

bn =
(4n2π2 − 10)(−1)n

5n3π3
− (6n

2π2 − 10)(−1)n
5n3π3

N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı-
ğında çizilen grafĭgi Şekil 6.21 ile verilmektedir.

N = 50 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3]
aralı̆gında çizilen grafĭgi Şekil 6.22 ile verilmektedir.
Ancak f fonksiyonunda yapacağımız ufak bir deği̧siklikle Gibbs olayını

yine gözlemleyebiliriz:

ÖRNEK 6.13.
f(x) = x+ x2, x ∈ [−1, 1]

f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri açılımını belir-
leyiniz.

Çözüm.

a0 =
2

3
,

an =
4(−1)n
n2π2

,

bn = −2(n
2π2 − 1)(−1)n

n3π3
− 2(−1)

n

n3π3

N = 5 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3] aralı-
ğında çizilen grafĭgi Şekil 6.23 ile verilmektedir.

N = 50 için 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi toplamının [−3, 3]
aralı̆gında çizilen grafĭgi Şekil 6.24 ile verilmektedir.
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Alı̧stırmalar 6.3.

1. (6.36) ile verilen fonksiyonlar kümesinin b > 0 olmak üzere [−b, b] ara-
lı̆gında ortogonal oldŭgunu gösteriniz.

2. (6.38) băgıntılarının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

3. Aşăgıda verilen periyodik fonksiyonların belirtilen aralıklardaki Fourier
seri açılımlarını belirleyiniz. Fonksiyonun tek veya çiftlĭgini kontrol
ederek, sadece gerekli katsayılarıhesaplayınız.

(a) f(x) = x, [−2, 2]
(b) f(x) = |x|,

[
−1
2
, 1
2

]
(c) f(x) =

{
−1 −2 < x < 0
1 0 < x < 2

(d) f(x) =
{
x− 1 −2 < x < 0
x 0 < x < 2

4. Soru 3(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin x = −2,−1, 0, 1, 2 nok-
talarında yakınsadı̆gıdĕgerleri ilgili teorem yardımıyla belirleyiniz.

5. Soru 3(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin grafĭgini [−6, 6] aralı̆gında
çiziniz. Bunun için ilgili yakınsaklık teoremini dikkate alınız.

6. (6.45) băgıntılarının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

7. Aşăgıda verilen ve belirtilen aralıklar üzerinde periyodik olarak tanım-
lanan fonksiyonların belirtilen aralıklardaki Fourier kosinüs seri açılım-
larınıbelirleyiniz.

(a) f(x) = x, [0, 2]

(b) f(x) = 1− x, [0, 2]

(c) f(x) =
{
1 0 < x < 1
2 1 < x < 2

8. Soru 7(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin x = −2,−1, 0, 1, 2 nok-
talarında yakınsadı̆gıdĕgerleri ilgili teorem yardımıyla belirleyiniz.
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9. Soru 7(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin grafĭgini [−4, 4] aralı̆gında
çiziniz. Bunun için ilgili yakınsaklık teoremini dikkate alınız.

10. Soru 5 te verilen fonksiyonların Fourier sinüs açılımlarınıhesaplayınız.

11. (6.45) băgıntısının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

12. (6.58) ile verilen fonksiyonlar kümesinin [a, b] aralı̆gıüzerinde ortogo-
nal oldŭgunu gösteriniz.

13. (6.59) băgıntısının dŏgrulŭgunu kontrol ediniz.

14. Aşăgıda verilen fonksiyonların belirtilen aralık üzerindeki Fourier seri
açılımlarınıhesaplayınız.

(a) f(x) = x, [−1, 2]
(b) f(x) = 1− x, [−1, 3]

(c) f(x) =
{
1 −1 < x < 1
2 1 < x < 2

15. Soru 3(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin x = −2,−1, 0, 1, 2 nok-
talarında yakınsadı̆gıdĕgerleri ilgili teorem yardımıyla belirleyiniz.

16. Soru 3(a) için elde ettĭginiz Fourier serisinin grafĭgini [−4, 5] aralı̆gında
çiziniz. Bunun için ilgili yakınsaklık teoremini dikkate alınız.

17. Aşăgıdaki ifadelerden hangisi yanlı̧stır.

(a) limx→1+ f(x) = 2, limx→1− f(x) = 1 ise Fourier serisi x = 1 nok-
tasında 3/2 dĕgerine yakınsar

(b) Peryodik f fonksiyonu sürekli ve parçalıdüzgün ise Fourier serisi
düzgün yakınsaktır.

(c) Her sürekli fonksiyon aynızamanda parçalısüreklidir.

(d) Her sürekli fonksiyon parçalıdüzgündür.

18. Yukarıda verilen fourier isimli Maxima programıyardımıyla bu bölümde
elde ettĭginiz Fourier serileri ve grafiklerini kontrol ediniz.
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Şekil 6.16: Örnek 6.3 için x=-1 noktasıkomşuluğunda N=100 için Fourier
kısmi toplamı.

Şekil 6.17: Örnek 6.5 için N = 50 ile elde edilen Fourier kısmi toplamının
x = 0 noktasısol komşuluğundaki salınımı.
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Şekil 6.18: Örnek 6.5 için N = 50 ile elde edilen Fourier kısmi toplamının
x = 0 noktasısağ komşuluğundaki salınımı.

Şekil 6.19: Örnek 6.11 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kısmi
toplam(N = 5) grafĭgi
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Şekil 6.20: Örnek 6.11 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kısmi
toplam(N = 50) grafĭgi

Şekil 6.21: Örnek 6.12 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kısmi
toplam(N = 5) grafĭgi
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Şekil 6.22: Örnek 6.12 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN kısmi
toplamının(N = 50) [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi

Şekil 6.23: Örnek 6.13 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN (N = 5)
kısmi toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi
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Şekil 6.24: Örnek 6.13 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fN (N = 50)
kısmi toplamının [−3, 3] aralı̆gında çizilen grafĭgi
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