Bolim

Fourier Serileri

Fourier serileri [1],[2],[3],[5] gibi elemanter bir ¢ok kaynakta kapsaml ola-
rak incelenmistir. Bu ¢alismada mevcut kaynaklardan biraz daha farkl bir
yaklagimla konuyu Sturm-Liouville problemleri ile olan yakin iligkilerini her
asamada ve strekli olarak vurgulamak suretiyle inceliyoruz. Boylece secilen
bir aralik ve periyotta, seri acilimlarinin nasil elde edilebilecegini daha iyi bir
bicimde kavramig olacagiz.

Onceki boliimde inceledigimiz Peryodik Sturm-Liouville(PSL) ve Regiiler
Sturm-Liouville(RSL) problemlerinin 6zfonksiyonlarinin "tamhig1" kriterinin
pratik uygulamalarda Fourier serisi olarak bildigimiz agilimlarin gerceklestir-
ilebilmesine imkan sagladigini gozlemlemistik. Bu boliimde ise verilen bir
periyodik f fonksiyonun sirasiyla

e periyodik sinir gartlarin [—1, 1] aralig tizerinde saglayan PSL problemi,

e Neumann simir gartlarim [0, 1] aralig: {izerinde saglayan RSL problemi
ve

e Dirichlet sinir sartlarin [0, 1] araligr iizerinde saglayan RSL problemi-
nin dzfonksiyonlarini lineer kombinasyonu olarak ifadelerinin sirasiyla
Fourier serisi, Fourier kosiniis serisi ve Fourier siniis serisi olarak ad-
landirildigina dikkat ¢ekiyor ve bu acilimlarla da ilgili katsayilarin nasil
hesaplandigini inceliyoruz. Ayrica

e elde edilen seri acilimlarinin yakinsadiklar: noktalar: ve yakinsamanin
diizgiin veya noktasalligi hakkinda analiz gerceklestiriyor ve grafiksel
sunumlarla elde edilen sonuglar1 destekliyoruz.
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2 Fourier Serileri

o Kompleks katsayil ve reel katsayili Fourier seri agilimlarinin sadece
farkl ozfonksiyon se¢imi sonucu olarak farkl goziiktiiklerini ve aralarin-
daki iligkileri inceliyoruz,

e Gibbs olay1 adi verilen siireksiz nokta komgulugundaki davranigin cogun-
lukla dogru olsa bile her zaman ger¢eklesmesinin gerekmedigine ait ori-

jinal 6rnekler olusturuyoruz ve Maxima sembolik cebirsel yazilima
destegi ile sunuyoruz.

e [—1, 1] araliginda gergeklestirdigimiz agilimlarin éncelikle [—b, b] araligina(b >

0), ve ardindan da keyfi [a, b] araligina nasil genellestirildigini ilgili PSL
ve RSL problemleri yardimiyla inceliyoruz.

6.1 Giris
Tamvm kiimesindeki her x i¢in  f(x + p) = f(x) dzelligini
saglayan en kii¢ik p > 0 sayisina f nin periyodu adi verilmektedir.
Ornegin,
e f(z) = sin(x) i¢in
sin(x 4 p) = sin(x) = sin(z + 27)
olup, p = 2x dir.
o f(z) = sin(2x) i¢in
sin(2(x + p)) = sin(2z 4 2p) = sin(2z) = sin(2x + 27)
olup, p = « dir.
e f(z) = sin(mz) igin
sin(m(x + p)) = sin(rx 4+ 7p) = sin(nz) = sin(wx + 27)
olup, p = 2 dir.
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6.1 Giris 3

e Genellegtirecek olursak sin(kxz) fonksiyonunun periyodu
sin(k(z + p)) = sin(kx + kp) = sin(kz) = sin(kz + 27)

olup, p = 2% dir. Benzer bi¢imde cos(kz) fonksiyonunun da periyodu
2
p =7 dir.

f fonksiyonunun herhangi bir streksizlik noktasinda, sag-
dan ve soldan limitleri mevcut ve sonlu ise bu tir siireksizliklere sicramals
stireksizlik ady verilir.

Ornegin,
-1, -1<z<0

ﬂ@_{ 1 0<az<1 (6.1)

fonksiyonu = = 0 noktasinda sigramali siireksizlige sahiptir, ¢iinkii fonksiyo-
nun siireksiz oldugu bu noktada sagdan ve ve soldan limitleri sonludur.

lim f(z) =—1, lim f(z)=1

xz—0~ z—0t

Ote yandan
flo)= — (62)

-1

fonksiyonunun = = 1 noktasindaki siireksizligi sicramali siireksizlik degildir,
¢linkii bu noktada soldan ve sagdan limitler sonlu degildir:

i 1 li 1
im = —00, lim
e—1-x — 1 Tam1-x — 1

I
g

Tanwym kiimesi icerinde en fazla sonlu sayrda sicramaly stireksi-
zlige sahip olan fonksiyonlara parcali(piecewise) siirekli fonksiyon ads verilir.

Ornegin (6.1) ile tammlanan fonksiyon pargal siirekli bir fonksiyon iken,
(6.2) ile tanimlanan fonksiyon & = 1 noktasini igeren hi¢ bir aralikta pargali
stirekli degildir.

Kendisi parcaly stirekli olan ve siireksizlik noktalar: hari¢ tirevi
par¢aly strekli olan fonksiyonlara parcal diizgiin(smooth) fonksiyon adi ver-
ilar.
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4 Fourier Serileri

Sekil 6.1: Mutlak deger fonksiyonu ve tiirevi.

Ornegin,
fz) = |z| (6.3)
fonksiyonu siirekli ve

() =

-1, —-1<
{ 1, —-1<z<0 (6.4)

1 0<z <1

ise pargal siireklidir. O halde (6.3) parcali diizgiin bir fonksiyondur, Sekil
6.1.

Isaret fonksiyonu olarak bilinen

-1, z<0
f(z) = 0, z=0 (6.5)
1, >0

fonksiyonu sifir noktasina iceren herhangi bir kapali [—a, al,a > 0 araliginda
parcaly dizgiin bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Isaret fonksiyonunun [—1,1] arahgmdaki grafigi Sekil 6.2 ile sunulmak-
tadir.
Isaret fonksiyon sadece 2 = 0 noktasinda siireksiz olup
lim f(x) =—1, lim flz)=1
z—0

z—0~

sonlu limitlerine sahiptir. Dolayisiyla fonksiyon parcali siireklidir. Ayrica
sicramali siireksizlik noktasi hari¢ her yerde tiirevi mevcut ve siireklidir,
giinkii f/'(z) =0, Vo # 0.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi 5

05

0.5

Sekil 6.2: Isaret fonksiyonun [-1,1] araligindaki grafigi

fla) =/t

funksiyonu heryerde stirekli ve fakat sifir noktasini iceren hi¢ bir aralikta
parcaly diizgiin degildir.

Fonksiyon grafigi Sekil 6.3 ile verilmektedir.

6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi
Onceki boliimde Kanonik PSL problemi olarak adlandirdigimz

V't =0
y(=1) = y(1) (6.6)
y(=1) = v

probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini

N = 0,up=1/2,\, = (n7)* u, = cos(nmz),n =1,2,. (6.7)

v, = sin(nmx),n=1,2,.

olarak elde etmistik.
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6 Fourier Serileri

Sekil 6.3: f(x) = x'/* fonksiyonunun grafigi.
e Yukaridaki incelememize gore u,, ve v, fonksiyonlarinin periyodu p = %
dir. Ancak
{1/2, cos(mx), sin(nwz), cos(2mx), sin(27x), - - - } (6.9)

ozfonksiyonlar kiimesinin periyodu, ortak periyot olan 2 dir. Her pozitif
say1l sabit saymin periyodu oldugu igin 1/2 sayismin periyodunu da
digerleriyle ortak olan periyot, yani 2 olarak kabul ediyoruz.

(6.9) kiimesi [—1,1] aralge tizerinde ortogonal bir kiimedir.

Oncelikle
sin(mx Fnx) = sinmacosnz F cos ma sin nx
cos(mx F nr) = cosmxcosnx £ sinme sinn
acilimlarindan
1
cosmreosnr = g (cos(m + n)x + cos(m — n)x)
1
sinmzsinnr = 5 (cos(m — n)x — cos(m + n)x)
: L . :
sinmacosne = o (sin(m + n)z + sin(m — n)z)
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6.2 Periyodik Sturm-Liouville Problemi 7

trigonometrik ozdeslikleri ve 6zel olarak
cos’(mz) = cosmazcosmaz = = (1 + cos(2mx))

sin®(mz) = sinmasinmz = = (1 — cos(2mx))

N =0 —

ozdeslikleri hatirlayalim.
Bu 6zdeglikler ve trigonometrik fonksiyonlarin integral kurallar1 yardi-
miyla,

1

. 1
. /cos(nmz)dm — sin(nrz)

nmw 1

=0,n=1,2,

=

-1
1

1
. /sin(mr:v)da: — — cos(omr)

nm 1

:0,7,11:1,27“'

-1

e Yukaridaki iki sonug kiimemizin ilk elemani olan 1/2 nin diger her bir el-
eman ile ortogonal oldugunu gosterir. Simdi sirasiyla kosiniislii eleman-
larin kendi aralarinda, siniislii elemanlarin kendi aralarinda ve ayrica
kosiniis ve siniislii eleman ikililerinin ortogonal oldugunu gézlemleyelim:

e n,m e N ven #migin
1

/cos(mwx) cos(nmz)dx (6.10)

-1
1
=0
-1

1 (sin((m +n)rz) sin((m —n)rz)
(m+n)m (m —n)m

/sin(mﬂx) sin(nrz)dx (6.11)

1 > 0
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Fourier Serileri

e n,m e N ven #m igin

/cos(mﬂx) sin(nmrz)dx (6.12)

-1

1 ( cos((m+n)wz)  cos((m —n)mz)|"
2 ( (m+n)m * (m —n)m

e n.méeE N ven=m #0 igin

/cos(mm) sin(nrx)dr = 1 (W _1) =0 (6.13)

-1

O halde (6.9) kiimesi ortogonal bir kiimedir.

Ayrica

e n.méeE N ven=m #0 igin

1
/sin2(n7r:1:)d:x _ <2n7rzc — sin(2nmx)+
4mn

1 ) (6.14)

-1
=1

e n,mée N ven=m#0 igin

1
/COS2(H7T£(})dJ} _ (sin(Qmm:) + 2nmx

47n

1 ) (6.15)

-1
=1

elde ederiz.
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6.3 Fourier serisi o]

6.3 Fourier serisi

Sturm-Liouville problemlerinin 6zfonksiyonlarin "tamhk" o6zelligi, 6zfonksiy-
onlarla ayni periyoda sahip olan ve karesi integrallenebilen peryodik bir fonk-
styonun sdzkonusu o6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebile-
cegi anlamini tagir.

Ozel olarak Kanonik PSL probleminin (6.9) ile verilen ve ortogonal olan
ozfonksiyonlar1 yardimiyla, [—1, 1) aralig1 iizerinde tamimh 2 periyotlu bir f
fonksiyonunu

f = io: QpUp + io: by vp
n=0 n=1

1 o0 o0
= 30 + ; a, cos(nmz) + Z by, sin(nmx) (6.16)

n=1

bigiminde ifade edebiliriz. Bu seriye f fonksiyonunun [—1, 1] aralig: tizerin-
deki Fourier agilim: veya Fourier serisi ad1 verilmektedir. Agilimdaki reel

a’n7n20717"' 7bn:1727
katsayilarina Fourier katsayilar: ad1 verilmektedir:
e Oncelikle ( 6.16) agihminin her iki yanimmn [—1,1] aralig1 {izerinde in-

tegralini alarak ve yukarida ifade ettigimiz integral zelliklerininde ilk
ikisini kullanarak

ap = /1 f(a)dx

elde ederiz.

e Simdi segilen bir n > 1 i¢in ( 6.16) a¢ilminin her iki yanini cos(nmzx)
ile i¢ garpimim alarak, (6.10)-(6.15) ozellikler yardimiyla

1 1
/f(x) cos(nmx)dxr = /an cos?(nmx)dr = a,
1 “1

elde ederiz.
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10 Fourier Serileri

e Benzer bigimde segilen bir n > 1 i¢in ( 6.16) agihminin her iki yanim
sin(nmz) ile i¢ garpimim alarak, (6.10)-(6.15) ozellikleri yardimiyla

1 1

/f(x) sin(nmx)dr = /bn sin?(nmz)dx
-1 -1
— b,

elde ederiz. O halde ( 6.16) acihmimin katsayilarini
1
a, = /f(x) cos(nmx)dx,n =0,1,--- (6.17)

-1
1

b, = /f(x) sin(nmx)dr,n =1,2,--- (6.18)

-1

olarak elde ederiz.

[—1,1) arahginda f(x) = x+1 olarak tanwml p = 2 periyotlu
f fonksiyonunun Fourier seri acilimany belirleyiniz.

(6.16) ile

1
ao—/(a:—l—l)dx—Q
21
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6.3 Fourier serisi 11

ve kismi integrasyonla
1
a, = /f(x) cos(nmz)dx
~1
1

= /(x + 1) cos(nmx)dx
1
1 1 I .
— — [ sin(nmz)dx
nm
|

1
- 1) si
— (x + 1) sin(nmz)

-1

1 cos(nmz)|!

nwt o onm
= 0,n=1,2,

elde ederiz. Benzer bicimde,

1

by = / F(@) sin(nra)da

= /(x + 1) sin(nrx)dz

5
1 .

+ — | cos(nmz)dx
—1 nm.Jj_

1
= — (z+ cos(nmx)
nm

2(_1)n+1
nm

elde ederiz.

O halde
1 N
v = 500 + nZ:; a, cos(nmx) + b, sin(nmrx)

N
2 (_1)n+1 )

= 1 —_— —_—

+ - ngl " sin(nmzx)
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12 Fourier Serileri

Sekil 6.4: Ornek 6.3 ile verilen f fonksiyonu ve N = 5 icin fy kismi toplama.

agithmini elde ederiz. N = 5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu(dogrular) ve fy
kismi toplaminin [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi(pembe egri) Sekil 6.4 ile
verilmektedir.

Ornek 6.3 de verilen periyodik fonksiyonun [—3, 3] araligin-
daki parcaly diizgiin oldugunu gdsteriniz.

Sekil 6.4 deki dogrular Ornek 6.3 ile verilen periyodik f fonksiyonu-
nun [—3, 3] aralig: tizerindeki grafigini temsil etmektedir. f fonksiyonunun
r = —1 ve x = 1 noktalarinda siireksiz oldugu goriilmektedir. Fakat bu
noktalarda fonksiyon sonlu limit degerlerine sahiptir:

lim f(z) = 2, lim+f(:v):O,

r——1" r——1
I = 2, i = 0.
lim f(z) , lim f(z)

Diger tiim noktalarda f siireklidir. O halde f fonksiyonu [—3, 3] kapal ara-
liginda parcal siireklidir. f fonksiyonun [—3, 3] arahigindaki tiirevi ise

f'(z) =12 € (-3,3)\{-1,1}

olarak tammmlamr. O halde [’ fonksiyonu [—3,3] araliginda {—3,—1,1,3}
noktalar1 harig her yerde siireklidir, dolayisiyla f ayni zamanda parcal diizgiindiir.
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6.3 Fourier serisi 13

Ote yandan her N icin 2 = —1 ve = 1 noktalarinda

fn(1) =1= fn(=1)

dir, dolayisisyla

N—oo —1 z—1t

1 - mmM>=§@mfm+nmﬂm)
U g ey = 5 (s + i g)

oldugunu gozlemliyoruz. Bu sonug genelde de dogrudur.

Parcaly stirekli ve stireksizlik noktalary hari¢ parcaly diizgiin
periyodik f fonksiyonun Fourier seri agiliminin kismi toplama fn ise her x

noktasinda - N
i fu(ey = L)+ )

N—oo 2

dir, burada f(x~) ve f(zT) swraswla x noktasindaki soldan ve sagdan lim-
itlerdir. f fonksiyonu x noktasinda siirekli ise, bu limitler fonksiyonunun x
noktasindaki degerine egit olacagindan

lim fy(x) = f(x)

N—oo
saglanir ve bu yakinsama "noktasal yakinsama" olarak adlandirilir.

O halde N nin artan degerleri igin, siireklilik noktalarinda fy (z) kismi
toplaminin f(z) ’e yakinsamasmi bekleriz. N = 50 icin Ornek 6.3 ile veri-
len f fonksiyonu(dogrular) ve fy kismi toplamimin [—3, 3] araliginda ¢izilen
grafigi(siirekli egri) Sekil 6.4 ile verilmektedir.

Sekil 6.4, Teorem 6.1 ’i dogrulamaktadir:

e (—1,1) arahgimda f(x) = x + 1 olup, bu araliktaki her noktada artan
N degeri i¢in  fy(x)— > f(z) yakmsakhigim gozlemliyoruz.

e 2 birim periyotlu fonksiyonumuz (—3, —1) araliginda 2 birim sola kay-
dinlarak (z +2) + 1=z + 3’ e esittir.

e Ayrica periyodik fonksiyonumuz (1,3) araliginda 2 birim saga kay-
dinlarak (z —2) + 1 = 2 — 1’e esittir ve bu araliklarda da yakinsamay1
gozlemliyoruz.
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14 Fourier Serileri

e 1 = —1 noktasinda periyodik fonksiyonumuz siirekli degildir.
f(=17) = lirrii f(z) = linii(a: +3) =2
f(=17) = lim f(z)= lim (z+1)=0

r——1" z——11

olup,
f(=17) + f(=17)
2
elde ederiz. Sekil 6.4 ile de bu sonucu gozlemliyoruz.

=1

e Benzer bicimde

f=17) + f(=17)
2

fa7)=2,f1") =0, =1

olup, bu sonug Sekil 6.4 ile uyumludur.

[—1,1) arahginda

0, ~-1<z<0
f(‘”)_{ 1 0<z<l1

olarak tamimlanan p = 2 periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri ac¢iliming
belirleyiniz

1
/daczl,
0

cos(nmx)dr =0

ag = /_11 f(z)dz

a, = /1f(x) cos(nmz)dr =

O\H

ve

1 1
b, = _/lf(x) sin(nﬂx)da::o/sin(nﬂx)da:
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1.2 T T T

0.8 | | il | |

0.6

0.4 | | | -
|

0.2

0.2 1 1 1 1 1

Sekil 6.5: Ornek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve N = 5 icin fx kismi toplamu.

olup,
1 N
fn(z) = 50 +z:1a cos(nmx) + by, sin(nmwz)
N
1 1 1— n+1
= 3 + — 2 ) sin(nmz) (6.19)

elde ederiz.
N = 5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu(mavi, yesil, kirmiz1) ve fy kismi
toplaminin [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi(pembe) Sekil 6.5 ile verilmektedir.
Sekil 6.5 ile goriilecegi tizere f fonksiyonu

e [-3,-2),[-1,0),[1,2) araliklar iizerinde 0 sabit degerini almakta ve
e [—2,—1),[0,1),[2,3) araliklar1 iizerinde 1 sabit degerini almaktadir.

e O halde fonksiyon parcali siireklidir, herhangi bir kapali araliktaki siirek-
sizlik noktalar1 soz konusu aralik icerindeki tamsayilar kiimesidir. O
halde f fonksiyonu parcali siireklidir.

e Ayrica, siireksizlik noktalar: harig diger her noktada f tiirevlenebilirdir
ve tiirevi de siireklidir ¢iinkii sabittir. O halde fonksiyonun tiirevi de

parcali siireklidir. Dolayisiyla f siireksizlik noktalar1 hari¢ heryerde
parcali diizgiin bir fonksiyondur.
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16 Fourier Serileri

1.2 T T T T T

0.8 - B

0.6 - —

0.4 - -

0.2

-0.2

Sekil 6.6: Ornek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve N = 50 icin fy kismi toplama.

N nin artan degerleri i¢in fy kismi toplaminin f ye yakinsamasini
bekleriz. N = 50 icin Ornek 6.5 ile verilen f fonksiyonu ve fy kismi
toplamiin [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi Sekil 6.6 ile verilmektedir.

o Ayrica ngy ile gosterecegimiz her cift tamsay: icin
f(nc_ift) = O?f(n;ft) =1
olup, Teorem 6.1 geregi

| flngg) + fndp) =11
= lim_ fy(nep) = == = o

® N ile gosterecegimiz herhangi bir tek tamsay1 icin

f(n;ek) =1, f(n:;k) =0
Teorem 6.1 geregi

- +
J\}li%o In(Neig) = f (her) ; S (er) _ %

elde ederiz.

e Diger noktalarda f stireklidir ve herhangi © € (nek, ngift) igin

Jim fy(z) = f(z) =0
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6.3 Fourier serisi 17

ve herhangi = € (ngi, Tuer) igin
limfy(a) = f(x) = 1

oldugunu gozlemliyoruz.

[—1,1) aralginda
flx)=1-2%z¢€[-1,1)

ile tamimlanan p = 2 perwyotlu f fonksiyonunun Fourier seri ac¢ilimina belir-
leyiniz

Onceki orneklerimizin aksine bu kez periyodik fonksiyonumuz siireklidir.

ag = 11f(a;>da; = /11(1 — 2?)da
= 2/01(1 — 2?)dx

3
- 2= Dyh=as3

e Oncelikle kismi integrasyonla

nnxsin(nrx) + cos(nmx)

n2m2

/xcos(mrx)dx =
/x2 cos(nmx)dr =

(n?*m?z? — 2)sin(nmx) + 2nmx cos(nmx)

n3m3
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18 Fourier Serileri

integrallerini hesaplayalim. Bu durumda

1

a, = /f(x)cos(nﬂx)d:v

-1
1

_ / (1 — o2) cos(nmz)dz

-1

= 2/1(1 — %) cos(nmx)dw

2 <sin(n7m) _ (n’m*a® - 2) sin(nrx) 4 2nmw cos(nmx)

)

nmw n2m?
IV GV G Vs
o n2m2  n2q2

ve

1

by = / f(2) sin(nmz)dz

- /(1 — 2°) sin(nmz)dz

= 0

elde ederiz. O halde

fn(x) = zag+ ) a,cos(nmx)+ by, sin(nrx)

WE

| —

Il
—

4
2

(-1

+ 2

cos(nmz) (6.20)

WE

Wil N

™
1

3
Il

elde ederiz.
N =5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fx kismi toplamimin [—3, 3] arali-
ginda cizilen grafigi Sekil 6.7 ile verilmektedir.
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1.2 T T T T T

Sekil 6.7: Ornek 6.6 ile verilen f fonksiyonu ve [—3,3] araliginda Fourier
kismi toplam grafigi.

Fonksiyon siirekli oldugu icin 6nceki 6rneklerde oldugu tizere kismi toplam-
lar grafiginde sigramalar stz konusu degildir. Ayrica N = 5 i¢in elde edilen
Fourier kismi toplam grafigi ve fonksiyon grafigi, siireksizlik iceren érneklere
kiyasla tiim bolgede ortiismektedir. Bu davranig diizgiin yakinsamanin tipik
bir ornegidir.

Bu durumu izah edebilmek icin asagidaki teoremi inceleyelim:

Stirekli ve parcaly diizgiin periyodik f fonksiyonun Fourier
sert acilimanan kismi toplama fy ise her x noktasinda

lim fy(x) = f(x)

N—oo

dir, ve bu yakinsama diizgiindiir.

Gercekten de Weierstrass M-testi yardimiyla Ornek 6.6 ile elde edilen fy
kismi toplamlar dizisi diizgiin yakinsaktir.

(Weierstrass M-testi): Eger bir kiime tzerinde

>,

ve
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20 Fourier Serileri

yakinsak bir sayr serisi ise bu taktirde

Z Uy ()

serisi $6z konusu kiime tizerinde diizgiin yakinsaktur.

Ornegimiz icin R de

(_1)n+1 1
‘ p cos(nmz)| < "
ve
=1 w2
— = —(Eul
2455 =g (Euler sayisi)

yakinsak olup, fx(z) fonksiyonlar dizisi R iizerinde diizgiin yakinsaktir, do-
layisiyla

2 4 & (_1)n+1
flz) = 3 + ) ; — cos(nmz)
diizgiin yakinsaktir.
Ozel olarak her = € [—1,1] igin
2 4 (1)t
2 _
1—2°= g—i-;;TCOS(nW!IJ)
eldee ederiz. = = 0 i¢in
D) 4 & (_1)n+1
1=24 =
3 * 2 ; n?

veya
S _ L
n? 12

elde ederiz. Bu ornekten de goriilecegi tizere Fourier serileri bazi say: seri-
lerinin yakinsadigi degerleri belirleyebilmektedir.
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6.4 Tek ve cift fonksiyonlar ve Fourier serileri

Asagidaki kavramlar: hatirlayalim:

Eger Vzx € [—a,a] igin

f(=z) = f(z),
ise f fonksiyonuna bu aralikta ¢ift fonksiyon ve eger Yz € [—a,al i¢in
f(=z) = —f(z)

ise f fonksiyonuna s6z konusu aralikta tek fonksiyon adi verilir.

Eger f fonsiyonu [—a,a] arahginda ¢ift ise

/ f(x)dz =2 /0 F()dz (6.21)

/_Zf(a?)da: = /_if(a:)daﬂr/oaf(g;)dm

esitliginde sagdaki birinci integralde w = —x dondisimi yaparak, f nin ¢ift
oldugunu ve kullanmak suretiyle

/_Z flz)de = — /ao f(—u)du
_ / " Fu)du

= /Oa flu)du

elde ederiz, burada son esitlikte integral sinirlarinin yer degisiminin, interar-
ilin isaretinin degisimine neden oldugu kuraliniy kullandik. O halde f ¢ift ise
(6.21) kuralin elde ederiz.

saglanar. Clinki

Eger f fonsiyonu [—a,a] arahginda tek ise
/ f(z)dz =0 (6.22)
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saglanwr. Clinki

/Z f(z)dx = /i f(z)dz + /Oa fla)de

esitliginde sagdaki birinci integralde v = —x doniistimi yaparak, f nin tek
oldugunu ve kullanmak suretiyle

[ @ = = [ st-an

0

elde ederiz, burada son egitlikte integral sinirlarimin yer degisiminin, interar-
ilin isaretinin degigimine neden oldugu kuraliny kullandik. O halde f tek ise
(6.22) kuralina elde ederiz.

Tek fonksiyonun integrali ¢ift ve ¢ift fonksiyonun integrali
tek fonksiyondur.

Tek fonksiyon ile ¢ift fonksiyonun carpims tek, tek fonksi-
yonla tek fonksiyonun ¢arpima ¢ift fonksiyondur.

Eger f fonsiyonu [—a,a] arahginda tek ise, cos(x) fonksiyonu
cift oldugu i¢in, ¢arpimlar tek ve dolayisiyla

1

0 = / f(z) cos(nmz)dz = 0

]
dar.

Eger f fonsiyonu [—a,a] araliginda ¢ift ise, sin(x) fonksiyonu
tek oldugu i¢in, carpimlar: tek ve dolayisiyla

b, = /f(ac) sin(nmrx)dr =0

dar.
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O halde Ornek 6.6 ile
1

by = /(1 — 2%) sin(nrx)dr =0

-1
oldugunu integrali hesaplamadan da kolayca gorebiliriz.

Eger f fonksiyonu tek ise ( 6.16) ile verilen Fourier agiliminin
katsayilar:

a, = 0,n=0,1,--- (6.23)

b, = [ f(z)sin(nrx)dx
/

= 2/ f(z)sin(nrx)dz,n=1,2,--- (6.24)
/

olarak elde ederiz.
Eger [ fonksiyonu ¢ift ise ( 6.16) ile verilen Fourier agiliminin
katsayilar:
1
a, = /f(x) cos(nmz)dx (6.25)

-1
1

= Q/f(x) cos(nmx)dx,n = 0,1, 2,

0
by = O,n=12- (6.26)

olarak elde ederiz.
[—1,1) aralginda
f(x) =2 2¢€[-1,1)

ile tanimlanan p = 2 periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri agilimang belir-
leyiniz ve [—3, 3] araljinda Fourier kismi toplam grafigini N = 5,50 degerleri
iein ¢iziniz. Teorem 6.1 yardimayla Fourier serisinin yakinsakligine arastiriniz.
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f tek oldugu i¢in
a, =0,n=0,1,2,
ve art arda kismi integerasyon yardimiyla hesaplayabiliriz b,, leri hesaplaya-
biliriz: Oncelikle
sin(nmx) — nmx cos(nmwx)

/ vsin(nrr)dr = )’ ,

2nma sin(nrx) 4+ (2 — (nrx)?) cos(nmx)

/332 sin(nmx)dr = ()7 ,
/x%in(mm)dm =

(3n?m22? — 6) sin(nmz) + (6nmr — n®132?) cos(nmx)
integrallerinden(Algtirma 2),

nimd

1

b, = 2/ 2% sin(nmz)dx
0

(_1)n+1 (n27r2 _ 6)

= 2

n3m3
1 6
— 9(—1)"+ti— _
(=)= 5 5)
katsayilarini elde ederiz. O halde
1 6

(mT n3773) sin(nmz)

=Y 2 -

elde ederiz.

N =5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3] arali-
ginda cizilen grafigi Sekil 6.8 ile verilmektedir.

p = 2 periyotlu f fonksiyonu parcal siirekli ve f’ de her tek say1 harig
parcali siireklidir. O halde fonksiyonumuz Teorem 6.1 in hipotezlerini saglar,
dolayisiyla her tek tamsayida Fouirer serisi her tek tamsay1 icin

fniw) + f(nge) _ —1+1 _

]glggo In(nier) = =

0
2 2

ve diger her bir nokta igin

lim fy(z) = f(z)

N—o0

dir.N = 50 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3]
araliginda cizilen grafigi Sekil 6.9 ile verilmektedir.
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Sekil 6.8: Ornek 6.7 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kismi
toplam(N=5) grafigi

1.5

0.5

-0.5

Sekil 6.9: Ornek 6.7 ile verilen

fonksiyonun ve Fourier serisi kismi
toplam(N = 50) grafigi.
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1. Asagqda verilen fonksiyonlarin periyotlarim belirleyiniz
(a) sin(3x)
(b) sin2z + 1)
(c) cos(x/2 —1)
(d) e i =+/—1

2. Asaqida verilen integralleri kismi integrasyon yardimayla hesaplayinz.

(a) / + cos(nmz)dz

(b) [ xsin(nrx)dz
(¢c) [a*sin(nmz)dx
(d) [ x3sin(nrx)de

(e) /x2 cos(nmx)dx

3. Asagdaki verilen fonksiyon ¢iftlerinin [—1, 1] aralginda ortogonal oldugunu
gosteriniz.

{1,sin(rz)}
{1, cos(mz)}

{sin(7x), sin(27zx)}

(d)

{sin(7x), cos(rz)}

(¢)

{cos(mx), cos(2mx)}

4. Asagida verilen fonksiyonlarin kargilarinda verilen araliklar tzerinde
parcaly stirekli olup olmadiklarimy arastiriniz.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



6.4 Tek ve cift fonksiyonlar ve Fourier serileri 27

-1 <0

W o ={ 7 15
(b) f(x)=sgn(z),—4 <z <4
(c) f(x)=[z],—4 <z < 4,[z]: tamdeger fonksiyonu olup
[z]={n:n<z<n+1lneZ}
ile tanamlidar.
(d) flx)=1/z, -1 <z <1
5. Soru 4 te verilen fonksiyonlarin parcaly diizgiin olup olmadiklarini arastiriniz.

6. Asagida verilen ve 2 periyotlu olarak tanimlanan fonksiyonlarin [—3, 3]
arahginda grafiklering ¢iziniz

1 —-1<z<0

wiw={73 255

0 -1<z<0

() f@):{Q 0<z<l
(c) flz)=2,—-1<z<]1

(d) f(x)=lz|,-1l<x<1

7. Soru 6 daki fonksiyonlarin [—3, 3] aralige tizerindeki siireksizlik nokta-
larna belirleyiniz ve grafik tizerinde isaretleyiniz.

8. Soru 7 de elde ettiginiz siireksizlik noktalarindaki sagdan ve soldan lim-
itlering hesaplayimiz

9. Soru 6 da verilen fonksiyonlarin Fourier seri agilimlarini hesaplayiniz.
Tek veya ¢ift fonksiyon acilimlarinda sadece sifirdan farkly katsayilar:
hesaplayinaz.

10. Soru 9 da elde ettiginiz Fourier serilerinin stireksizlik noktalarinda hangi
noktaya yakinsadigina ilgili teorem yardimayla belirleyiniz.

11. Soru 9 da elde ettiginiz Fourier serilerinin [—3, 3| aralyinda grafiklerini
CLZINLZ.
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6.5 Kompleks katsayil1 Fourier acilimi

Esasen katsayilarin kompleks oldugu egdeger bir agilim daha mevcuttur: (6.6)
de
A=k k>0

bi¢iminde aradigimiz 6zdegeri denklemde yerine yazarak
y// 4 k‘2 y = 0
elde ederiz.

e Lk # 0 icin bu denklemin lineer bagimsiz kompleks ¢oziimler kiimesini,
y = €"* bicimde arayarak

P+ k=0
denklemini saglayan
= ’i]i],?“g = —ik
degerleri ile ' '
{67"1I’ erzx} — {ezkx’ e—zkaz} (627)

dir. Buradan
ikx —ikx
y = e + (e

genel ¢oziimiinii elderiz.Eger
k=k,=nm12---

ise (6.6) ile verilen Periyodik simir sartlarinin saglanmasi icin gerek ve

yeter sart ’ 4

e—zk o ezk =0
saglanmasidir(Aligtirma). Bu kriter ise ancak ve ancak k = k, =
nm,n = 1,2 -+ olmasm gerektirir. O halde 6zfonksiyonlarimiz (6.27)

nin periyodik siir sartlarimi saglayan k, = nm degerleri i¢in
U, =" v, =e "M n=12,..
olarak elde ederiz.

e k =0 igin elde edecegimiz sabit coziimii bu kez 1 alalim.
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e Bu durumda
{1’ einﬂ'a:’ efinﬂx} n=12 - (628)

ozfonksiyonlar kiimesini elde ederiz. Bu kiimenin periyodu da 2 ye
egittir.

e Esasen reel elemanlardan olugan (6.9) kiimesi kompleks elemanli (6.28)
kiimesinin elemanlarinin uygun bir lineer kombinasyonu ile elde edilen
kiimedir.

e (6.28) kiimesinin de [—1, 1] aralig1 {izerinde ortogonal oldugunu kolayca
gorebiliriz(Algtirma 1),

e Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlar kiimesi olarak bu kiime de
tamdir. O halde verilen 2 periyotlu periyodik bir fonksiyonu

f e Z Cneinﬂz"cn 6 C{ (6,29)

n=—0oo

olarak ifade edebiliriz. (6.29) un her iki yanimin segilen bir n tamsayisi
igin "™ ile [—1, 1] tizerinde i¢ garpimim alarak,

1
1 )

Cp = §/f(x)e_m”dx
5

elde ederiz.

e Reel ve kompleks Fourier katsayilar: arasinda

a, = 2Re(c,),n=0,1,--- (6.30)
b, = —2Im(c,),n=1,2,---

bagintist mevcuttur(Aligtirma 2).
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6.6 [0,1) aralig1 iizerinde Fourier kosiniis ve
siniis serileri

f fonksiyonunun [0, 1) aralig: tizerindeki Fourier siniis serisi

y/l + )\y — 0
y(0) = y(1)=0
Kanonik RSL probleminin ¢zfonksiyonlar: olarak belirledigimiz
Yn = sin(nmz),n =1,2, ...

kiimenin tamligine esas alir. Diger bir deyimle bu fonksiyonlar kiimesi 2 ortak
periyoduna sahip ve tek fonksiyonlar olduklar: icin

[—1, 1) araliginda tek olan ve

B f(gj) 0<zx<l1
frer(x) = { —f(-z) -1<z2<0

ile tanimlanan f;.; fonksiyonunun Fourier seri agilimi

1 a .
frex(x) = 500 + Zl a, cos(nmx) + by, sin(nrx)

= Z by, sin(nmx)
n=1

olarak ifade edilir, ¢iinkii a, = 0,n = 0,1,---dir. fi fonksiyonuna f nin
[—1,0) araligina tek geniglemesi adi verilir.
fter fonksiyonunun tanmm geregi = € [0,1) igin

f(z) = Z by, sin(nmx) (6.31)
dir ve .
b, = 2/f(x) sin(nmx)dx (6.32)

olarak elde ederiz. (6.31) serisine f nin Fourier sinis serisi ad1 verilir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



6.6 [0,1) aralig: iizerinde Fourier kosiniis ve siniis serileri 31

flz)=2x+1,2€]0,1)

ile tanamlanan p = 2 periyotlu Fourier siniis seri agilvmang belirleyiniz.

1

b, = 2/ f(x)sin(nrx)dx
/

= 2/(2x + 1) sin(nmz)dx

olup
2 <, 1—=3(-1)") |
flz)=— ;(T sin(nmx)
elde ederiz.

Sekil 6.10 da f fonksiyonunun [0, 1] aralig: tizerindeki grafigi,f nin tek
geniglemesinin [—1, 0] aralig1 iizerindeki grafigi ve Fourier siniis seri agiliminin
fn kismi toplami1 N = 10 i¢in hesaplanarak sunulmaktadir.

Fonksiyonumuz Teorem 6.1 in hipotezlerini saglamaktadir, o halde 6zel
olarak her k£ tamsay1 igin

f(k)=0=lim fx(k)

saglanmalidir ki bu sonucun dogrulugu agikca goriilmektedir. Grafigimiz de
bu sonucu dogrulamaktadir.

Benzer bigimde f fonksiyonunun [0, 1) aralig: iizerindeki Fourier kosiniis
serisi

y'+xy = 0
y(0) = y(1)=0
Kanonik RSL probleminin 6zfonksiyonlar1 olarak belirledigimiz

Yo = 1/2,y, = cos(nmx),n =1,2, ...
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Sekil 6.10: Ornek 6.8 ile verilen fonksiyon ve [—1, 0] araligina cift geniglemesi
ile [—1,1] aralig: tizerinde f;o kismi toplami

kiimenin tamligine esas alir. Diger bir deyimle bu fonksiyonlar kiimesi 2 ortak
periyoduna sahip ve ¢ift fonksiyonlar olduklar: igin

[—1, 1) araliginda ¢ift olan ve

B f(z) O<ax<l1
far(z) = { f(=z) —1<z<0

ile tamimlanan fx fonksiyonunun Fourier seri acilim,

[e.e]

1 .
far(z) = 5% + ; a, cos(nmx) + by, sin(nrz)
1

= 50 + nX::I a, cos(nmzx)

olarak ifade edilir, ¢iinki b, = 0,n = 0,1,---dir.fx fonksiyonuna f nin
[—1,0] araligina ¢ift genislemesi adi verilir.
Jfeire fonklsiyonunun tanim geregi « € [0,1) igin

() = f(x)
dir ve dolaysiyla = € [0,1) igin

1

f(z) = J00 + Z an, cos(nmx) (6.33)

n=1
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dir ve
1

ap = /f(x) cos(nmx)dr,n =0,1,2,--- (6.34)
0
olarak elde ederiz.

flz)=2x+1,2€]0,1)

ile tanamlanan p = 2 periyotlu Fourier cosinis seri acilimana belirleyiniz.

Oncelikle Fourier cosiniis aciliminin katsayilarim elde edelim:

@ = 2 / f(a)dx

0
1

_ 2/(21‘ T 1)de = 2(a? + 2|})
0
= 4

)
1

a, = 2| f(x)cos(nrx)dx

0
1
= 2/(29& + 1) cos(nmx)dx
0

= (-

n2m?

elde ederiz. O halde f

flz) = 1ao—i—iojan cos(nmzr)
n=1

2 =
4 (=) -1
= 2+F;%cos(nmv)
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3 T T T /
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Sekil 6.11: Ornek 6.9 ile verilen fonksiyon ve [-1,0] araligina ¢ift geniglemesi
ile [-1,1] aralig: iizerinde fo kismi toplami

Fourier kosiniis acilimini elde ederiz.

Sekil 6.11 da f fonksiyonunun [0, 1] aralig: tizerindeki grafigi,f nin ift
geniglemesinin [—1, 0] aralig1 tizerindeki grafigi ve Fourier cosiniis seri agiliminin
fn kismi toplam1 N = 10 i¢in hesaplanarak sunulmaktadir.

(ift geniglemenin siirekli ve pargali diizgiin olduguna dikkat edelim. O
halde Teorem 6.2 geregince yakinsama her noktada ve diizgiin olarak gercek-
legsmelidir. Gergekten de

-1)" -1 2
‘( 212 cos(nmz)| < —
olup
=2 B 2
— n? 3
yakinsak oldugundan
4 (=) —1
fn(z) =2+ s Z % cos(nmx)
n=1

her z icin diizgiin yakinsaktir. Ozel olarak x = 0 icin
4 K (-1 -1
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35

veya
i (-)"—1  7?
> -
— n 4
saglanmalidir.

1. (6.28) kiimesinin [—1, 1] arahg izerinde ortogonal oldugunu gosteriniz.

2. Reel ve kompleks Fourier seri agilimlarinin katsayilary arasindan (6.30)

ile belirtilen bagintilarin gegerli oldugunu gdsteriniz.

3. Asaqidaki ifadelerden hangisi yanlsgtor.

1

1
(a) f fonksiyonu tek ise | f(x)dx =2 [ f(x)dx
froa-sf

0

(b) /lcos(x)dx = 2sin(1)
(c) jcos(wx)dz =0

(d) /cos(37ra:)da: = 2 sin(3)

. flx) = z,—1 < x < 1 ile tanimlanan 2 periyotlu fonksiyonun reel
ve kompleks katsayilr Fourier agilimlarine hesaplayimiz ve sonuglarinizi
karsilastiriniz.

. Asaguda verilen fonksiyonlarin [—1,0] araligina tek genislemelerini elde
ederek [—1,1] arahge izerindeki grafiklerini ¢iziniz.

(a) fz)=2,0<x <1

(b) f(z) = cos(mx/2),0 <z <1

(c) f(x)

2 0<x<1
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10.

11.

12.

6.7

Soru 4 de verilen fonksiyonlarin [0, 1] aralge tzerindeki Fourier sinis
serilering belirleyiniz.

Soru 4 de verilen fonksiyonlarin [—1,1] aralige tizerindeki Fourier ser-
tlering belirleyiniz.

Soru 5 ve 6 daki cevaplarinizi karsilagtirimiz. Ne gozlemliyorsunuz?

Asagda verilen fonksiyonlarin [—1,0] araligina ¢ift geniglemelerini elde
ederek [—1,1] aralign uzerindeki grafiklering ¢iziniz.
(a) f(z)=2,0<x<1

0 0<x<1/2
(b) f(x):{x—l—l/? 1/2<z<1 "

1 0<z<1/2
(c) f(w):{ 12 1/2<z<1

Soru 8 de verilen fonksiyonlarin [0, 1] aralg: tizerindeki Fourier kosinis
serilering belirleyiniz.

Soru 8 de verilen fonksiyonlarin [—1,1] aralhge tizerindeki Fourier ser-
ilering belirleyiniz.

Soru 9 ve 10 daki cevaplariniz karsilagtiriniz. Ne gézlemliyorsunuz?

[—b, b] araliginda Fourier serisi

Onceki boliimde [—1, 1] aralig {izereinde gerceklestirdigimiz Fourier agilimin
herhangi b > 0 igin[—b, b] araligina genellegtirebiliriz. Bu kez

y//+)\y -0
y(=b) = y(b), (6.35)
y'(=b) = y()

ile verilen Periyodik Sturm-Liouville probleminin ortogonal olan 6zfonksiy-
onlar1 olarak

Uy = 1/2,
up(x) = cos(nmx/b),v,(x) =sin(nmz/b),n=1,2,--- (6.36)
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kiimesinin tamlig1 ile 2b periyotlu parcali siirekli f fonksiyonunun Fourier
acilimim
nmx

1 - nmww
f= 500 + ;an cos(— 2 ) + by, sin(—— 2 ) (6.37)

olarak elde ederiz. [—1, 1] aralig iizerinde gerceklestirdigimiz islemlere paralel
olarak Fourier katsayilarini

b b
/0052(n—71:r)dx = /sinz(%)da: =b (6.38)
b b

bagintisini kullanarak

ay, = /f cos( dxn—l,---

veya

/f cos( dx n=0,1,-- (6.39)

—/f sin( da: n=12- (6.40)
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olarak elde ederiz ki bu agihm f nin [—b, b] araligindaki Fourier seri agilimadar.
v

Ozetle

e [—b,b] arahiginda tammh 2b periyotlu pargal siirekli f fonksiyonunun
Fourier acilimi

1 - nmx . NTT
f= 500 + nz:; ay, COS(T) + b, sm(T) (6.41)
olarak tanimlanir, burada
. b
a, = g/f(x) cos(?)dx, n=0,1,--- (6.42)
b
ve
. b
by — 3/f(:c) sin("7 ), n =1, (6.43)

—b

reel degerli Fourier katsayilaridir.

6.8 [0,b] araliginda Fourier siniis ve kosiniis
serileri

Onceki boliimde [0, 1] aralig: {izereinde gerceklestirdigimiz Fourier siniis ve
kosiniis a¢ilimini herhangi b > 0 i¢in[0, b] araligina genellestirebiliriz. Bu kez

y'+xy = 0
y(0) = 0,y(b) =0
ile verilen Regiiler Sturm-Liouville problemini g6z 6niine alalim. Bu prob-

lemin 6zfonksiyonlar1 [0, b] araliginda ortogonal olan 2b periyotlu 6zfonksiy-
onlar1 olan

{v, = sin(nmx/b)}>2
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olup, bu kiime [0,b] araliginda ortogonal bir kiimedir ve ortak periyodu 2b
dir.

Ayrica dnceki boliimde inceledigimiz iizere bu kiime tamdir: [0,b] araligy
iizerinde tammlanan f fonksiyonu [—b,0] araligina tek olarak genisgleterek

elde edecegimiz 2b periyotlu parcal siirekli f;.; fonksiyonun Fourier seri
acilimim

nﬂx
frer(x E by, sin(

olarak elde ederiz.|0, b] aralig: iizerinde fir(z) = f(z) oldugundan [0, ] iiz-
erinde

=30, sin(n—zx) (6.44)
n=1

acihmini elde ederiz ki bu agihm f nin [0, 0] aralige tzerindeki Fourier siniis
acilimadar.

Ancak [0, 1] arahig iizerinde gergeklegtirdigimiz iglemlere paralel olarak
Fourier katsayilarini

b b
/cos nﬂm /sm nme Ydz =b/2 (6.45)
0 0
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bagintisim kullanarak(Alstirma 11)

/bftek<x>vn(x)dx
/bv2 (x)dx

= /ftek sin( )da: n=12,-

= /ftek sin( )da: n=12--

= %/f(x) sin(nT)da:,n =1,2,--- (6.46)
0

olarak elde ederiz.

Ozetle

e [0,b] araliginda tamiml f fonksiyonunun Fourier siniis agilimi

f= i by, sin(n—zx) (6.47)
n=1

olarak tanimlanir, burada

b

2 nmw
bn:go/f(az)sm( 2 )d:L‘ n=12--- (6.48)

ile verilen Fourier siniis katsayilaridir.

Verilen f fonksiyonunun
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fouriersin(f,b,N):=block([x],
declare(n,integer),
bn:2/b-integrate(f(x)-sin(%pi-n-x/b),x,0,b),display(bn),
toplam(x):=sum(bn-sin(%pi-n-x/b),n,1,N),

g(x):=if x>0 and x<b then f(x) else 0,

h(x):=if x>-b and x<0 then -f(-x) else 0,
plot2d([h,g,toplam],[x,—-b,b],[legend,false])
)

Sekil 6.12: Fourier siniis a¢ilimi i¢in Maxima bloku

e [0,b] aralig: lizerinde Fourier siniis agiliminin verilen N pozitif tamsayisi
icin kismi toplamini hesaplayarak

e [0,b] aralig: tizerinde kismi toplamu ile

e [0,b] arahig iizerinde araliginda fonksiyonun ve [—1,0] araliginda tek
genisglemesinin grafigini ¢izen Maxima bloku Sekil 6.12 ile verilmektedir.

Benzer bigimde bu kez

y//_i_Ay — 0
y'(0) = 0,4/(b) =0

ile verilen Periyodik Sturm-Liouville problemini goz 6niine alalim. Bu prob-
lemin 6zfonksiyonlar:

vo = 1/2,v, = cos(nmx/b),n =1,2,---

olup, bu kiime [0, b] araliginda ortogonal bir kiimedir ve ortak periyodu 2b
dir.

Ayrica 6nceki boliimde inceledigimiz iizere bu kiime tamdir: [0,b] araligy
iizerinde tanimlanan f fonksiyonu [—b,0] araligina cift olarak genisleterek
elde edecegimiz 2b periyotlu parcal siirekli fg fonksiyonun Fourier seri
agilimini bu ortogonal kiimenin elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak

1 s nww
fere(x) = g0+ Z a, cos(T)

n=1
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bi¢iminde ifade edebiliriz.[0,b] aralig: iizerinde fur(r) = f(x) oldugundan
[0, b] tizerinde

1 > nwx
f =m0+ ; an cos(— =) (6.49)

agihmin elde ederiz ki bu acihm f nin [0, b] tizerindeki Fourier kosiniis
acilimidir.

[0,1] arahg iizerinde gergeklestirdigimiz islemlere paralel olarak (6.45)
bagintisini kullanarak Fourier katsayilarin[]

/bfgift(ff)un(iﬂ)d:v

b
a, = - (6.50)
/ui(m)dm
= /f(;lft cos( )da: n=20,1,2--- (6.51)
= /fgﬁt cos( )da: n=0,12,--- (6.52)
2 nmw
— E/f(x) COS(T)d:L',n =0,1,2, (6.53)
0

olarak elde ederiz.

Ozetle

e [0,b] araliginda tamimh f fonksiyonunun Fourier kosiniis agilimi
1 > nwT
f =G0+ ; ay cos(— =) (6.54)

ile tanimlanir, burada

2 nmw
an:g/f( ) cos(—— , )dx n=12- (6.55)
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L/ fouriercos(f, b,N):=block([x],
declare(n,integer),
a0:2/b*integrate(f(x),x,0,b),display(a0),
an:2/b*integrate(f(x)*cos(%pi*n*x/b),x,0,b),display(an),
toplam(x):=a0/2+sum(an*cos(%pi*n*x/b),n,1,N),
g(x):=if x>0 and x<b then f(x) else 0,
h(x):=if x>-b and x<0 then f(-x) else 0,
plot2d([h,g,toplam],[x,-b,b],[legend false])
)$

Sekil 6.13: Fourier cosiniis agilimi i¢in Maxima bloku

ile tamimlanan Fourier kosiniis katsayilaridir.

Verilen f fonksiyonunun

e [0,b] aralign dizerinde Fourier cosinis agilvminan verilen N pozitif tam-
sayst w¢in kisma toplamane hesaplayarak

e [0,b] aralign tizerinde kismi toplama ile

e [0,b] aralig tizerinde araliginda fonksiyonun wve [—b,0] araliginda ¢ift
geniglemesinin grafigini ¢izen Mazxima bloku Sekil (6.13) ile verilmek-
tedir.

6.9 [a,b] aralig) tizerinde Fourier serisi

Son olarak herhangi bir [a, b] kapali aralig1 iizerinde tanimli pargali siirekli
ve (b — a) periyotlu f fonksiyonunun Fourier seri agilimim hesaplayalim.
Bu amagla
y'+Ay =0

yla) = y(b)

y(a) = y'(b)
periyodik Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarina ihtiyaci-
miz olacak.
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e )\o = 0 dzdeger ve yo = 1/2 dzfonksiyondur.
e A\=Fk% k>0 biciminde 6zdeger arayalim.
y = cgsin(kx) + dy, cos(kx)
¢oziimiinden y(a) = y(b) =
cx sin(ka) + dy cos(ka) = ¢ sin(kb) + dj, cos(kb)

veya

(sin(ka) — sin(kb))cr + (cos(ka) — cos(kb))dy = 0 (6.56)
elde ederiz.

y' = ke, cos(kx) — kdy sin(kx)
den y/(a) = y'(b) =
kcy, cos(ka) — kdy, sin(ka) = key cos(kb) — kdy, sin(kb)

veya

(cos(ka) — cos(kb))cy + (sin(kb) — sin(ka))dy = 0 (6.57)
elde ederiz. (6.56),(6.57) homojen bir lineer sistemdir ve sifirdan farkl

¢oziime sahip olabilmesi icin katsay1 matrisinin determinanti sifira esit
olmalidir:

sin(ka) — sin(kb) cos(ka) — cos(kb) \
det ( cos(ka) — cos(kb) sin(kb) — sin(ka) ) =0

= (sin(ka) — sin(kb))? + (cos(ka) — cos(kb))? = 0
= sin(ka) = sin(kb) ve cos(ka) = cos(kb)

veya k =k,
k,b = k,a + 2nm
k= 2T 10,
b—a

elde ederiz. O halde 6zdegerleri

2 2
)\n:( m) n=012,..

b—a
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olarak elde ederiz. Ozfonksiyonlar ise
y = cgsin(k, ) + dy cos(k,x)

veya lineer bagimsiz alt kiime olarak

2

u, = cos(k,x)= cos(b o z),n=1,2---
2

v, = sin(k,x) = sin(b nr x),n=1,2---

olarak elde ederiz.

e Boylece [a, b] aralig) iizerinde ortogonal olan

2 2 4 4
{1/2, cos(b _Waa:), sin(b _Wax), cos(b _Wax), sin(b _ﬂax), e } (6.58)
kiimesini eldederiz(Ahstirma 12). Ortogonal olan bu kiimenin ortak
periyodu b — a dir.(6.58) kiimesi tamdir, dolayisiyla f nin Fourier serisi
bu kiimenin elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Ayrica

b

2 b—
/cos(b Traxfd:c = a4 (6.59)

a
dir.
v

Ozetle

e [a,b] araliginda tamimli b — a periyotlu parcal siirekli f fonksiyonunun
Fourier seri agilimi,(6.58) kiimesi yardimiyla

1 . 2nm ., 2nm
f= 5(10+;ancos(b_aw)—1—bnsm(b_a:v) (6.60)
ile tanimlanir, burada
b
2 2
a, = b_a/f(m)cos(bﬁﬂa:p)d:v,n:0,1,--- : (6.61)
2 / 2
b, = b_a/f(ac) sin(bﬁﬁam)daj,n: 1,2,--- (6.62)

reel Fourier katsayilaridir.
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e Ozel olarak a = 0 igin [0,b] araliginda tamiml b periyotlu f
fonksiyonun Fourier seri agilimi

1 - 2nm . 2nm
f= 500+ ; an, COS(T:E) + b, sm(Ta:) (6.63)

ile tanimlanir, burada

2 2
a, = E/f(x) cos(%x)dm, n=0,1,--- (6.64)
0
2 / 2
b, = E/f(x) sin(%x)dw,n =12, (6.65)
0

reel Fourier katsayilaridir.

1. [0,b] arahiginda tanimh f fonksiyonunun Fourier agihmimin (6.64) ile
verilen a,, katsayilariile f fonksiyonunun [0, b] aralig: iizerindeki Fourier
cosiniis agilminin (6.55) ile verilen katsayilarim kargilagtirimz.Farkh
olduklarmma dikkat ediniz ve bu agilimlar1 karigtirmayimiz.

2. [0,b] araliginda tamiml f fonksiyonunun Fourier agihmimin (6.65) ile
verilen b, katsayilariile f fonksiyonunun [0, b] aralig iizerindeki Fourier
siniis agihmimin (6.48) ile verilen katsayilarimi karsilagtirmmiz. Farkh
olduklarina dikkat ediniz ve bu agilimlari karigtirmayiniz.

6.10 Gibbs olay:

Verilen bir [a,b] araliginda (b — a) periyotlu fonksiyonun Fourier seri kat-
sayilarini sembolik cebirsel yazilimlar yardimiyla hesaplayabiliriz. Bu boliimde
Maxima ortaminda tanimlanan fonksiyonun

e belirtilen aralik iizerinde Fourier serisi katsayilarin1 hesaplayarak,
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/ fourier(f,a,b,N):=block([x],
declare(n,integer),
a0:2/(b-a)-integrate(f(x),x,a,b),display(a0),
an:2/(b-a)-integrate(f(x)-cos(2-%pi-n-x/(b-a)),x,a,b),display(an),
bn:2/(b-a)-integrate(f(x)-sin(2-%pi-n-x/(b-a)),x,a,b),display(bn),
toplam1(x):=sum(an-cos(2-%pi-n-x/(b-a))
+bn-sin(2-%pi-n-x/(b-a)),n,1,N),
toplam2(x):=toplam1(x)+a0/2,
g(x):=if x>a and x<b then f(x) else 0,el:b-a,
h(x):=g(x-el),u(x):=g(x+el),p1:2-a-b,p2:2-b-a,
plot2d([u,h,g,toplam2],[x,p1,p2],[legend, false])
)5

Sekil 6.14: Verilen [a, b] aralig1 iizerinde Fourier seri katsayilarini ve fx kismi
toplamini hesaplayarak ii¢ ardigik periyod iizerinde grafigini cizer.

e girilen N > 0 igin fy kismi toplam ile

e (b — a) periyotlu fonksiyon ve fx toplaminin grafigini [2a — b, 2b — a
aralig tizerinde ¢izdiren Maxima[6] bloku, Sekil ( 6.14) ile verilmekte-
dir

Yukarida verilen fourier bloku ile Ornek 6.5 ile verilen birim basamak
fonksiyonunun Fourier katsayilarin ve grafigini hesaplayalim.

Yukaridaki sekilde ve bu boliimdeki 6rneklerde Fourier serisi kismi toplam-
lar grafiginde gozlemledigimiz siireksizlik noktalar1 komsulugunda fonksi-
yon degerinden yukar1 veya agagi dogru olusan sicramalar Fourier serilerinin
genelde goriilen bir olaydir ve Gibbs olayn olarak bilinir. J. W. Gibbs tarafin-
dan 1899 [4] yihinda vurgulanan bu 6zelligi bu alt boliimde bazi 6rnekler
iizerinde inceliyoruz.

Ornek 6.3 de verilen fonksiyonun Fouirer seri aciliminin [—3, —1] araligin-
daki yakinsaklhigini yakindan inceleyelim: Asagidaki tablonun

e birinci stitununda kismi toplamda kullanilan N degeri verilmektedir.

e ikinci siitununda N nin farkli degerleri i¢in x = —3 noktasini sol ug
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load(abs_integrate);

C:\maxima-5.42.1\share\maxima\5.42. 1\share\contrib\integration\abs_integrate.mac

f(x):=unit_step(x); IE] Gruplot (window ) | |
f(x)=unit step(x) |DES 28 @aaaly?
12 : T ‘
fourier(f,~1,1,5); o Ao
S nvava N avar A
a0=1 o | .
s | | | ‘ l‘ ‘ 4
an=0 o | o
w6l | | [ 1
-1)"-1 |
bn == L a4k | i
TN | ‘ | \ ‘l l‘
0.2 ‘T " ‘I ‘l \ \
\ | ‘ | " "
0 |“ ‘f."‘\“‘f | I‘I ‘I;".\"‘_\ N ‘\: I‘I I‘I"I .“I ‘I
02 1 1 \ ! !
-3 2 1 0 1 2 3

nokta kabul eden (—3,—2.9) komgulugunda minimum fy degerleri
verilmektedir.

ii¢lincii stitununda ise elde edilen minimum degerlerin, bu komguluktaki
fonksiyon degerininden yiizdelik diigiis miktar1 verilmektedir.

dordiincii siitununda N nin farkli degerleri i¢cin x = —1 noktasini sag

ug nokta kabul eden (—1.1, —1) komgulugunda maksimum fy degerleri
verilmektedir.

tablonun son siitununda ise elde edilen maksimum degerlerin, bu komsu-
luktaki fonksiyon degerininden yukari dogru yiizdelik sigrama miktar
verilmektedir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



6.10 Gibbs olayi 49

P . ‘

-0.2

-34 -3.2 -3 -2.8 -2.6 -2.4 -2.2
X

Sekil 6.15: Ornek 6.3 icin # = —3 noktasi komsulugunda N = 100 icin
Fourier kismi toplami.

N | min(fn) diigiis(%) | maz(fn) sigrama(%)
z € (—3,-2.9) x e (—1.1,-1)

10 | —0.08664 0.0433 2.08669 0.0433

20 | —0.131 0.065 5 2.131 0.065 5

50 | —0.1578 0.0789 2.159 0.0795

100 | —0.1685 0.08425 | 2.1681 0.084 05

200 | —0.17335 0.08675 2.1675 0.08375

Tablodan N in artan degeleri i¢in siireksizlik nokta komsuluklarinda Fourier
kismi toplaminin fonksiyon degerini maximum nokta komsgulugunda yak-
lagik olarak %0.09 kadar ani sigramalar ile agtigimi gozlemliyoruz. Benzer
bigimde minimum nokta komgulugunda ise Fourier kismi toplaminin benzer
davranigla ve fonksiyon degerinden benzer oranlarda diigiis degerler aldigim
gozlemliyoruz.

N = 100 icin Ornek 6.3’e ait f9o kismi toplaminin z = —3 noktas: sag
komsulugundaki grafigi Sekil 6.15 ile verilmektedir.

N = 100 icin Ornek 6.3%e ait figo kismi toplammin = —1 noktasi sol
komgulugundaki grafigi Sekil 6.16 ile verilmektedir.
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Benzer durum, ug¢ noktalarda periyodik genigleme sonucu olusan siirek-
sizlik noktalarinda degil, ayn1 zamanda goz Oniine alinan aralikta mevcut
siirekiszlik noktalarmda da gelisebilir. Bu amacla Ornek 6.5¢ z = 0 nok-
tas1 komsulugunda yakindan bakalim. Sekil 6.17 ve 6.18 ile sirasiyla Ornek
6.5 ’e ait Fourier kismi toplaminin N = 50 i¢in sifir noktasinin sol ve sag
komgulugundaki davranisi gosterilmektedir.

e Her iki ornekte de, siireksizlik noktasi komsulugunda Fourier kismi
toplamu ile fonksiyon degerinde yaklasik olarak %0.09 kadar bir sapma
gerceklesmektedir. Bu olay Gibbs olay olarak bilinir.

e Siireksizlik noktasi komgulugunda genellikle gergeklegsen bu olay, her
zaman gerceklesmez.

Fourier isimli maxima bloku ile Gibbs olayinin her siireksizlik nokta komsu-
lugunda gerceklesmeyebilecegine ait agagidaki ornek tizerinde gozlemleyelim:

f(z) =1/102 + 2%, 2 € [-1,1]

f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri acgiliminy belir-
leyiniz.

2
ag = g
4(-1)"
= n2m?
y (e 20 (=) (Unr? - 20)(-1)"
" 10n373 10n373

N =5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3] arali-
ginda cizilen grafigi Sekil 6.19 ile verilmektedir.

N = 50 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplaminin [—3, 3]
araliginda cizilen grafigi Sekil 6.20 ile verilmektedir.
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flz) =1/50 + 2%z € [-1,1]
f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri agilimina belir-
leyiniz.

2
apg = ga
4(—1)"
an = ;271_2 )
o (R 101" (6rm — 10)(~1)"
" Sn3m3 5n3m3

N =5 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplaminin [—3, 3] arali-
ginda cizilen grafigi Sekil 6.21 ile verilmektedir.

N = 50 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3]
araliginda cizilen grafigi Sekil 6.22 ile verilmektedir.

Ancak f fonksiyonunda yapacagimiz ufak bir degisiklikle Gibbs olayini
yine gozlemleyebiliriz:

flx)=a+2* 2 €c[-1,1]
f periyodik ve periyodu p = 2 fonksiyonunun Fourier seri agilimina belir-
leyiniz.

2
a = =
0 37
A(-1)"
In = = 32
b 2(n%n? = 1)(=1)"  2(-1)"

n3m3 n3m3
N =5 i¢in 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3] arali-
ginda cizilen grafigi Sekil 6.23 ile verilmektedir.
N = 50 igin 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi toplamimin [—3, 3]
araliginda cizilen grafigi Sekil 6.24 ile verilmektedir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



52

Fourier Serileri

. (6.36) ile verilen fonksiyonlar kiimesinin b > 0 olmak tzere [—b,b] ara-

lhginda ortogonal oldugunu gosteriniz.

. (6.38) bagintilarinin dogrulugunu kontrol ediniz.

. Asaqida verilen periyodik fonksiyonlarin belirtilen araliklardaki Fourier

seri agilimlaring belirleyiniz.  Fonksiyonun tek veya c¢iftligini kontrol
ederek, sadece gerekli katsayilary hesaplayiniz.

(a) f(I) =T, [_2’ 2]

(b) f(z) = =], [~3,3]
-1 -2<x<0
(C)f(w):{ 1 0<z<?2

(d) f(x):{x—l —2<x<0

T O<ax<?2

. Soru 3(a) igin elde ettiginiz Fourier serisinin v = —2,—1,0,1,2 nok-

talarinda yakinsadign degerlert ilgili teorem yardimayla belirleyiniz.

. Soru 3(a) i¢in elde ettiginiz Fourier serisinin grafigini [—6, 6] araliginda

ciziniz. Bunun i¢in ilgili yakinsakhk teoremini dikkate aliniz.

. (6.45) bagintilariman dogrulugunu kontrol ediniz.

. Asaguda verilen we belirtilen araliklar tizerinde periyodik olarak tanim-

lanan fonksiyonlarin belirtilen araliklardaki Fourier kosiniis seri acilim-
larine belirleyiniz.

() f(x) =,[0,2]
(b) f(x) =1—-2,00,2]

1 O0<z<l1
(c) f(x)—{ 2 1<x<2
. Soru 7(a) igin elde ettiginiz Fourier serisinin v = —2,—1,0,1,2 nok-

talarinda yakinsadign degerlert ilgili teorem yardimayla belirleyiniz.
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10.
11.

12.

13,
1.

15.

16.

17.

18.

Soru 7(a) i¢in elde ettiginiz Fourier serisinin grafigini [—4, 4] araliginda
¢iziniz. Bunun i¢in ilgili yakinsaklik teoremini dikkate alinaz.

Soru 5 te verilen fonksiyonlarin Fourier sintis agilimlaring hesaplayimiz.
(6.45) bagintisinin dogrulugunu kontrol ediniz.

(6.58) ile verilen fonksiyonlar kiimesinin [a,b] aralige tizerinde ortogo-
nal oldugunu gosteriniz.

(6.59) bagintisinin dogrulugunu kontrol ediniz.

Asagida verilen fonksiyonlarin belirtilen aralik tizerindeki Fourier seri
agilimlaring hesaplayiniz.

(a) f(l’) =T, [_1’ 2]
(b) flz) =1-=,[-1,3]

@ rw={, 7505

l<ax<?2

Soru 3(a) i¢in elde ettiginiz Fourier serisinin v = —2,—1,0,1,2 nok-
talarinda yakinsadign degerleri ilgilt teorem yardimayla belirleyiniz.

Soru 3(a) i¢in elde ettiginiz Fourier serisinin grafigini [—4, 5] araliginda
ciziniz. Bunun i¢in ilgili yakinsaklik teoremini dikkate alinaiz.

Asagqidaki ifadelerden hangisi yanlgtor.
(a) lim, .+ f(z) = 2,lim, ;- f(x) = 1 ise Fourier serisi v = 1 nok-
tasinda 3/2 degerine yakinsar

(b) Peryodik [ fonksiyonu sirekli ve parcaly diizgiin ise Fourier serisi
diizgiin yakinsaktur.

(c) Her stirekli fonksiyon ayni zamanda parc¢aly sireklidir.

(d) Her stirekli fonksiyon parcaly diizgindir.

Yukarida verilen fourier isimli Maxima programa yardimayla bu bolimde
elde ettiginiz Fourier serileri ve grafiklerini kontrol ediniz.
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2.2

215 . R . . . . . . H . . 4

21F

205

185

Sekil 6.16: Ornek 6.3 icin x=-1 noktasi komsulugunda N=100 icin Fourier
kismi toplama.

-0.06 . . B . . R . . R . . . . i

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

®

Sekil 6.17: Ornek 6.5 icin N = 50 ile elde edilen Fourier kismi toplamimin
x = 0 noktas1 sol komsulugundaki salinimi.
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1.02 S B | | A R R B R R —

Sekil 6.18: Ornek 6.5 icin N = 50 ile elde edilen Fourier kismi toplamimin
x = 0 noktas1 sag komgulugundaki salinimi.

1.2 T T T T T

0.2 1 1 i 1 1

Sekil 6.19: Ornek 6.11 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kismi
toplam(N = 5) grafigi
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1.2 T

-0.2
- -1 0 1

Sekil 6.20: Ornek 6.11 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kismi

toplam (/N = 50) grafigi

Sekil 6.21: Ornek 6.12 ile verilen fonksiyonun ve Fourier serisi kismi
toplam(N = 5) grafigi
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Sekil 6.22: Ornek 6.12 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy kismi
toplaminin(N = 50) [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi

Sekil 6.23: Ornek 6.13 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy (N = 5)
kismi toplaminin [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi
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2.5

-0.5

Sekil 6.24: Ornek 6.13 ile verilen 2 periyotlu f fonksiyonu ve fy (N = 50)
kismi toplaminin [—3, 3] araliginda ¢izilen grafigi
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