
Bölüm 7
Difüzyon Denklemi

Bu bölümde esas itibariyle [a, b] aralı̆gıüzerinde tanımlıparçalıdüzgün f ve
g fonksiyonlarıiçin

ut = kuxx + g(x, t), k > 0, x ∈ (a, b), t > 0 (7.1)

difüzyon problemini
u(x, 0) = f(x), x ∈ [a, b] (7.2)

başlangıç şartıve

a11u(a, t) + a12ux(a, t) = b1, (a11, a12) 6= (0, 0), t > 0 (7.3)

a21u(b, t) + a22ux(b, t) = b2, (a21, a22) 6= (0, 0), t > 0

ayrık sınır şartları ile gözönüne alarak inceliyoruz. Özellikle problemin
çözümünün,

• daha önceden incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile nasıl elde
edileceğini ve

• fiziksel özelliklerini inceliyoruz. Ayrıca

• Maxima ortamında geli̧stiridiğimiz interaktif uygulamalar ile kullanıcı
tarafından tanımlanan özel Dirichlet ve Neumann problemlerinin ana-
litik çözümünün grafĭgi ile birlikte istenilen bir zaman aralı̆gında nasıl
elde edilebileceğini inceliyoruz.
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2 Difüzyon Denklemi

Bu bölüm için 4. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemi,
5. Bölümde incelediğimiz Regüler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin özfonksiyonları ve 6. Bölümde incelediğimiz Fourier serileri temel
matematiksel araçlarımızıoluşturmaktadır. Bu bölüme devam etmeden önce
bahsettiğimiz bölümlerin tekrar gözden geçirilmesini önemle tavsiye ederiz.

7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet
problemleri

Öncelikle

ut = kuxx, k > 0(sabit),x ∈ (0, 1), t > 0 (7.4)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 (7.5)

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1] (7.6)

Dirichlet problemini gözönüne alalım.(7.4) denklemi homojendir çünkü u ≡ 0
denklemin çözümüdür, benzer biçimde (7.5) sınır şartları homojen çünkü
u ≡ 0 sınır şartlarınısağlar. Eğer u ≡ 0 fonksiyonu denklemi sağlamamı̧s
olsaydıdenklemimiz homojen olmayan denklem ve yine aynıfonksiyon sınır
şartlarınısağlamamı̧s olsaydısınır şartlarınıhomojen olmayan sınır şartları
olarak adlandıracaktık.
(7.4)-(7.6) problemini başlangıçta f(x) ile verilen sıcaklık dağılımına sahip

ince ve uzun ısıiletken bir teldeki sıcaklık deği̧sim modeli olarak düşünebil-
iriz. Başlangıç sıcaklık dağılımıf(x) ile verilmekte olup, ısıalı̧sveri̧si sadece
uç noktalar aracılı̆gıile gerçekleşmekte ve uç noktalarda cismin sıfır birim sı-
caklıkta sabit tutulduğu kabul edilmektedir. Isıiletken telin yanal yüzeyinin
ısıyalıtımlıolduğu kabul edilmektedir.
5. Bölümde incelediğimiz deği̧skenlerine ayırma yöntemiyle

u(x, t) = X(x)T (t)

biçiminde çözüm arayarak, denklemde yazmak suretiyle

X(x)T ′(t) = kX ′′(x)T (t)

elde ederiz. Her iki tarafın sıfırdan farklı kabul ettiğimiz kX(x)T (t) ile
bölerek,

T ′(t)

kT (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 3

veya homojen Dirichlet şartlarıile

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(1) = 0

T ′ + λkT = 0

denklem sistemini elde ederiz. Kanonik Dirichlet probleminin özdeğer ve
özfonksiyonlarınıbiliyoruz:

λn = n2π2, Xn(x) = sin(nπx), n = 1, 2, · · ·

Ayrıca λn değerlerini yerine yazarak her bir n için

T ′n + n2π2kTn = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemlerin çözümü ile

Tn(t) = e−n
2π2kt

elde ederiz. O halde her bir n için

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = sin(nπx)e
−n2π2kt, n = 1, 2, ...

çözümlerini elde ederiz. Sınır şartlarını sağlayan genel çözümümüzü, elde
ettiğimiz bu çözümlerin lineer kombinasyonu yardımıyla

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−n2π2kt (7.7)

olarak tanımlıyoruz, burada cn katsayılarını şimdilik bilmiyoruz, ancak bu
çözümün (7.6) ile verilen başlangıç şartınıda yani,

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx) (7.8)

sağlamasıgerekmektedir. (7.8) ile tanımlanan serinin f fonksiyonunun [0, 1]
aralı̆gıüzerindeki Fourier sinüs açılımıolduğunu görüyoruz, fakat 6. Bölüm-
den [0, b] aralı̆gında f fonksiyonunun Fourier sinüs açılımıiçin,∫ b

0

sin2(nπx/b)dx = b/2
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4 Difüzyon Denklemi

integral sonucu ile

cn =

b∫
0

f(x) sin(nπx/b)dx

∫ b
0
sin2(nπx/b)dx

=
2

b

b∫
0

f(x) sin(nπx/b)dx

olarak elde edildiğini biliyoruz. Özel olarak [0, 1] aralı̆gıüzerinde

cn =

1∫
0

f(x) sin(nπx)dx

∫ 1
0
sin2(nπx)dx

= 2

1∫
0

f(x) sin(nπx)dx, n = 1, 2, · · ·

olarak elde edilmektedir. Elde edilen cn değerlerini (7.7) çözümümüzde
yerine yazarak (7.4)-(7.6) probleminin çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 7.1.

ut = 2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) = 1

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıdaki i̧slemlerimizden, k = 2 için

u(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−2n2π2t

elde ederiz.

u(x, 0) = f(x) = 1 =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)

başlangıç şartından cn lerin f(x) = 1 fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gındaki Fourier
sinüs açılımının katsayılarıolmasıgerektiğini görüyoruz. O halde
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 5

Şekil 7.1: Örnek 7.1 için elde edilen çözümün ilk N = 20 teriminin toplamı.

cn = 2

∫ 1

0

f(x) sin(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

sin(nπx)dx

=
2

nπ
(1− (−1)n)

elde ederiz. O halde verilen problemin çözümünü

u(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

1

n
(1− (−1)n) sin(nπx)e−2n2π2t (7.9)

olarak elde ederiz. Elde ettiğimiz seri çözümünün ilk N = 20 teriminden
oluşan kısmi toplamın grafĭgi Şekil 7.1 ile verilmektedir.
Şekil 7.1 ile görüleceği üzere başlangıçta her noktada birim sıcaklık bu-

lunan cismin uç noktaları aniden sıfır birimlik sıcaklıkta sabit tutulmaya
başlanmaktadır. [0, 0.25] zaman diliminde cismin gittikçe soğuyarak her
yerde sıfır birimlik sıcaklık değerine ulaştı̆gıgörülmektedir. Isının termodi-
namik yasalar(II. yasa) çerçevesinde sıcak olan bölgeden soğuk olan bölgeye
doğru ilerlediği gözlenmektedir.
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6 Difüzyon Denklemi

Şekil 7.1 ile başlangıçta u(x, 0) = 1 değerine eşit olmasıgereken çözüm
değerinin, bu değer komşuluğundaki salınımı, kısmi toplamıiçin kullanılan
ilk 20 terimini yakınsama için yeterli olmadı̆gınıgöstermektedir. x = 0 ve
x = 1 noktaları komşuluğunda u(x, 0) = 1 değerini aşan çözüm değerleri
ise, başlangıç değerin Fourier açılımında oluşan Gibbs olayı olarak değer-
lendirilmektedir. Fourier sinüs açılımı tanım gerĕgi [−1, 0] aralı̆gıüzerine
tek olarak genişletilen fonksiyonun [0, 1] aralı̆gı üzerindeki kısıtlamasıdır.
Tek geni̧slemede ise [−1, 0] aralı̆gıüzerinde −1 değerine eşit olduğu için
x = 0 ve dolayısıyla periyodiklik gereği olarak x = 1 noktasında periyo-
dik fonksiyon sürekli değildir ve bu noktalar komşuluğunda sıçramalar söz
konusudur.

ÖRNEK 7.2.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) = x(1− x)

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıda özetlediğimiz yöntemi takip ederek, k = 1 için

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−n2π2t (7.10)

elde ederiz.

u(x, 0) = f(x) = x(1− x) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)

başlangıç şartından cn’lerin f(x) = x(1−x) fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gındaki
Fourier sinüs açılımının katsayılarıolmasıgerektiğini görüyoruz. O halde∫ 1

0

sin2(nπx)dx = 1/2
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 7

ve kısmi integrasyonla∫
x sin(nπx)dx = − x

nπ
cos(nπx) +

1

nπ

∫
cos(nπx)dx

= − x

nπ
cos(nπx) +

1

n2π2
sin(nπx)∫

x2 sin(nπx)dx = − x
2

nπ
cos(nπx) +

2

nπ

∫
x cos(nπx)∫

x cos(nπx)dx =
x

nπ
sin(nπx)− 1

nπ

∫
sin(nπx)dx

=
x

nπ
sin(nπx) +

1

n2π2
cos(nπx)

integrallerini göz önüne alarak∫ 1

0

x sin(nπx)dx = −(−1)
n

nπ∫ 1

0

x cos(nπx)dx =
1

n2π2
((−1)n − 1)∫ 1

0

x2 sin(nπx)dx = − x
2

nπ
cos(nπx)

∣∣∣∣1
0

+
2

nπ

∫ 1

0

x cos(nπx)dx

= −(−1)
n

nπ
+

2

n3π3
((−1)n − 1)

elde ederiz. Dolayısıyla cn katsayılarını

cn =

∫ 1
0
f(x) sin(nπx)dx∫ 1
0
sin2(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

x(1− x) sin(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

x sin(nπx)dx− 2
∫ 1

0

x2 sin(nπx)dx

= −2(−1)
n

nπ
− 2(−1)

n

nπ
+

4

n3π3
(1− (−1)n))

=
4

n3π3
(1− (−1)n))
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8 Difüzyon Denklemi

Şekil 7.2: Örnek 7.1 için elde edilen çözümün ilk N = 20 teriminin toplamı.

olarak elde ederiz. Elde ettiğimiz katsayıları (7.10) denkleminde yazmak
suretiyle verilen problemin çözümünü

u(x, t) =
4

π3

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t (7.11)

olarak elde ederiz.
Elde ettiğimiz seri çözümünün ilkN = 20 teriminden oluşan kısmi toplamın

grafĭgi Şekil 7.2 ile verilmektedir.

• Şekil 7.2 ve (7.11) ile verilen analitik çözümden t→∞ için u(x, t)→

0,∀x ∈ (0, 1) olduğu görülmektedir.

• Bu sonuç teorik olarak da doğrudur:

fn(x, t) :=
1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t

olarak tanımlayalım: Her t > 0 ve her x ∈ (0, 1) için∣∣∣∣ 1n3 (1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t
∣∣∣∣ < 2

n3
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 9

olup p−serisi olarak bilinen

∞∑
n=1

1

n3
<∞

serisi yakınsaktır.

fN(x, t) =
4

π3

N∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t

olmak üzere fN ler sürekli ve

lim
n→∞

fN(x, t) = u(x, t)

olup, WeierstrassM− testi gereği yakınsama düzgündür. Ayrıca sürekli
fonksiyonların düzgün yakınsadı̆gı u(x, t) çözümü de süreklidir.

O halde genelde integraller için ifade edilen ancak toplamlar için de
geçerli olanBaskın Yakınsaklık Teoremi gereği her x için limit ve toplamı
yer deği̧stirebiliriz:

lim
t→∞

u(x, t) = lim
t→∞

∞∑
n=1

fn(x, t) =
∞∑
n=1

lim
t→∞

fn(x, t) = 0

• Ayrıca

ut =
4

π3
∂

∂t

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t

=
4

π3

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx) d

dt
e−n

2π2t

= − 4
π

∞∑
n=1

1

n
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t,

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



10 Difüzyon Denklemi

•

uxx =
4

π3
∂2

∂x2

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t

=
4

π3

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) d

2

dx2
sin(nπx)e−n

2π2t

= − 4
π

∞∑
n=1

1

n
(1− (−1)n) sin(nπx)e−n2π2t

elde ederiz ve bu sonuçlarıkaŗsılaştırdı̆gımızda (7.11) ile tanımlıu(x, t)
nin verilen denklemin çözümü olduğunu görürüz.

Uyarı. Teknik olarak türev operatörü ve sonsuz toplam her zaman yu-
karıda gerçekleştirdĭgimiz üzere yer dĕgiştiremez, gerek (7.11) serisinin
düzgün yakınsaklı̆gıve gerekse toplam içerisine uygulanan türev oper-
atörü ile elde edilen serilerin düzgün yakınsaklı̆gısöz konusu yer dĕgiştirmeyi
mümkün kılan yeter şartlardır.

• limt→∞ u(x, t) = 0 sonucu cismin sıfır birim sıcaklıkta tutulan uç nokta-
larından ısıkaybedeceği düşünüldüğünde beklenen bir fiziksel sonuçtur.

• t = 0 için

u(x, 0) = x(1− x) = 4

π3

∞∑
n=1

1

n3
(1− (−1)n) sin(nπx) (7.12)

Fourier sinüs açılımını elde ederiz. f(x) = x(1 − x) fonksiyonunun
[−1, 0] aralı̆gına tek geni̧slemesi ile elde edilen geni̧sletilmi̧s ve 2 periy-
otlu fonksiyon sürekli ve parçalıdüzgündür. Dolayısıyla Gibbs olayı
beklenmemektedir. Nitekim Örnek 7.1 in aksine t = 0 anındaki çözüm
değerlerinde sıçramalar gözükmemektedir. AyrıcaWeierstrass M-testinden
(7.12) ile verilen serinin x(1−x) fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğu
kolayca görülebilir.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 11

Alı̧stırmalar 7.1. 1-4 ile verilen problemlerin çözümlerini belirleyiniz.

1.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) = 2 sin(
π

2
x) cos(

π

2
x)

probleminin çözümünü belirleyiniz.

2.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0 = u(1, t)

u(x, 0) = 1/2

probleminin çözümünü belirleyiniz.

3.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
u(0, t) = 0 = u(2, t)

u(x, 0) =

{
1 0 ≤ x < 1
2 1 ≤ x ≤ 2

probleminin çözümünü belirleyiniz.

4.

ut = 4uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
u(0, t) = 0 = u(2, t)

u(x, 0) = x(2− x)

probleminin çözümünü belirleyiniz.

5. Aşağıda verilen çözümleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eşleştiriniz.

(a)

u(x, t) =
1

π

∞∑
n=1

(1− (−1)n)
n

sin(nπx)e−n
2π2t
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12 Difüzyon Denklemi

(b)

u(x, t) = e−π
2t sin(πx)

(c)

u(x, t) =
1

π

∞∑
n=1

1

n

(
2 cos(

nπ

2
)− 4(−1)n + 2

)
e−

n2π2t
4 sin(

nπx

2
)

(d)

u(x, t) =
16

π3

∞∑
n=1

(1− (−1)n)
n3

sin(
nπx

2
)e−n

2π2t

6. Aşağıda verilen grafikleri Soru 5 ile verilen serilerle ve dolayısıyla da
Soru 1-4 ile verilen problemlerle eşleştiriniz.
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 13

7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann
Problemleri

ÖRNEK 7.3.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(1, t)

u(x, 0) = sin(πx)

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

u = X(x)T (t)

biçiminde aradı̆gımız çözüm bileşenleri

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(1) = 0

T ′ + λT = 0

sistemini sağlar.
X bileşenine ait denklem Neumann sınır şartlıSturm-Liouville problemi

olup, özdeğer ve özfonksiyonları5. Bölümde incelediğimiz üzere

λ0 = 0, λn = n2π2, n = 1, 2, · · ·
X0 = 1/2, Xn = cos(nπx), n = 1, 2, · · ·

dir. O halde
Tn(t) = e−λnt, n = 0, 1, · · ·

den

u0(x, t) = X0(x)T0(t) = 1/2,

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = cos(nπx)e
−n2π2t, n = 1, 2, · · ·

ve dolayısıyla bu çözümlerin lineer kombinasyonu olarak

u(x, t) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx)e
−n2π2t
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14 Difüzyon Denklemi

elde ederiz. Öte yandan başlangıç şartının da sağlanmasıiçin

u(x, 0) = f(x) = sin(πx) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx)

elde ederiz. O halde cn ler f(x) = sin(πx) fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gıüz-
erinde Fourier cosinüs açılımının katsayılarıdır:

cn = 2

∫ 1

0

f(x) cos(nπx)dx

= 2

∫ 1

0

sin(πx) cos(nπx)dx, n = 0, 1, · · ·

O halde

c0 = 2

∫ 1

0

sin(πx)dx = 2

(
− 1
π
cos(πx)|10

)
=
4

π
,

c1 = 2

∫ 1

0

sin(πx) cos(πx)dx =

∫ 1

0

sin(2πx)dx = − 1
2π
(cos(2πx) |10 = 0

ve ∫ 1

0

sin(πx) cos(nπx)dx = 1
(n2−1)π (1 + (−1)

n) n = 2, 3, · · ·

elde ederiz. O halde

c0 =
4

π
,

c1 = 0,

cn = − 2
π

1

(n2 − 1)(1 + (−1)
n), n = 2, 3, · · ·

elde ederiz. Elde ettiğimiz katsayılarıyerine yazarak

u(x, t) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx)e
−n2π2t (7.13)

=
2

π
− 2
π

∞∑
n=2

(
1

n2 − 1(1 + (−1)
n)

)
cos(nπx)e−n

2π2t

çözümünü elde ederiz. Elde ettiğimiz seri çözümünün ilk N = 10 teriminden
oluşan toplamın [0, 0.25] zaman dilimine ait grafĭgi Şekil 7.3 ile verilmektedir.
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Şekil 7.3: Örnek 7.3 için elde edilen çözümün ilk N = 20 teriminin toplamı.

Hatırlatma 7.1. f fonksiyonunun [a, b] aralı̆gındaki ortalama dĕgerinin

fort =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

ile verildĭgini hatırlayalım.

Şekil 7.3 ve 7.13 ile verilen analitik çözümden t→∞ için

u(x, t)→ 1

(1− 0)

∫ 1

0

sin(πx)dx = − 1
π

(
cos(πx)|10

)
=
2

π
,

olduğunu, yani homojen Neumann sınır şartlarıile u(x, t) çözümümüz u(x, 0) =
sin(πx) başlangıç fonksiyonunun aralık üzerindeki ortalama değerine yakın-
samaktadır. Bu sonuç sadece bu örnek için değil, homojen Neumann sınır
şartlıher problem için doğrudur(Alı̧stırma).

ÖRNEK 7.4.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(2, t)

u(x, 0) =

{
1 1/4 ≤ x ≤ 3/4
0 dĭger x ler
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16 Difüzyon Denklemi

başlangıç-sınır dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Örnek 7.3 den
u = X(x)T (t)

biçiminde aradı̆gımız çözüm bileşenleri

X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(2) = 0

T ′ + λT = 0

sistemini sağlar.
X bileşenine ait denklem [0, b] = [0, 2] aralı̆gıüzerinde Neumann sınır

şartlıSturm-Liouville problemi olup, özdeğer ve özfonksiyonları5. Bölümde
incelediğimiz üzere

λ0 = 0, λn = (nπ/2)
2, n = 1, 2, · · ·

X0 = 1/2, Xn = cos(nπx/2), n = 1, 2, · · ·

dir. O halde k = 1 için

Tn(t) = e−λnkt = e−(nπ/2)
2t, n = 0, 1, · · ·

den

u0(x, t) = X0(x)T0(t) = 1/2,

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = cos(nπx/2)e
−(nπ/2)2t, n = 1, 2, · · ·

ve dolayısıyla bu çözümlerin lineer kombinasyonu olarak

u(x, t) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx/2)e
−(nπ/2)2t

elde ederiz. Öte yandan başlangıç şartının da sağlanmasıiçin

u(x, 0) = f(x) =

{
1 1/4 ≤ x ≤ 3/4
0 diğer x ler

=
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx/2) (7.14)
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 17

elde ederiz. O halde cn ler [0, b] = [0, 2] aralı̆gıüzerinde f fonksiyonunun
Fourier kosinüs açılımının katsayılarıdır:

cn =
2

b

∫ b

0

f(x) cos(nπx/b)dx

=
2

2

∫ 2

0

f(x) cos(nπx/2)dx, n = 0, 1, · · ·

O halde

c0 =

∫ 2

0

f(x)dx =

∫ 3/4

1/4

dx =
1

2
,

ve

cn =

∫ 2

0

f(x) cos(nπx/2)dx

=

∫ 3/4

1/4

cos(nπx/2)dx

=
2

nπ
sin(

nπx

2
)

∣∣∣∣3/4
1/4

=
2

nπ
(sin(3nπ/8)− sin(nπ/8)), n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Elde ettiğimiz katsayılarıyerine yazarak

u(x, t) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

cn cos(nπx/2)e
−(nπ/2)2t (7.15)

=
1

4
+
2

π

∞∑
n=1

(
sin(3nπ/8)− sin(nπ/8))

n

)
cos(nπx/2)e−(nπ/2)

2t

çözümünü elde ederiz. Elde ettiğimiz seri çözümünün ilk N = 50 teriminden
oluşan toplamın [0, 0.75] zaman dilimine ait grafĭgi Şekil 7.4 ile verilmektedir.
Şekil 7.4 ve 7.15 ile verilen çözümden t→∞ için

u(x, t)→ 1

2

∫ 2

0

f(x)dx =
1

2

∫ 3/4

1/4

dx = 1/4

olduğunu gözlemliyoruz, yani homojen Neumann sınır şartlarıile u(x, t) çözümümüz
başlangıç fonksiyonunun aralık üzerindeki ortalama değerine yakınsamaktadır.x =
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18 Difüzyon Denklemi

Şekil 7.4: Örnek 7.4 için elde edilen çözümün ilk N = 50 teriminin toplamı.

1/4 ve x = 3/4 noktasıkomşuluğunda başlangıçta oluşan ve başlangıç değerinden
yukarısıçrama ve aşağıdüşüşler başlangıç fonksiyonunun Fourier açılımında
oluşan Gibbs olayıolarak değerlendirilmektedir.

Alı̧stırmalar 7.2. 1-4 ile verilen problemlerin çözümlerini belirleyiniz.

1.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(1, t)

u(x, 0) = 1

probleminin çözümünü belirleyiniz.

2.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(2, t)

u(x, 0) = cos(πx/2)

probleminin çözümünü belirleyiniz.
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 19

3.

ut = 3uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(1, t)

u(x, 0) = 1− x

probleminin çözümünü belirleyiniz.

4.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
ux(0, t) = 0 = ux(2, t)

u(x, 0) =

{
0 0 ≤ x < 1
1 1 ≤ x ≤ 2

probleminin çözümünü belirleyiniz.

5. Aşağıda verilen çözümleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eşleştiriniz.

(a)

u(x, t) =
1

2
− 2
π

∞∑
n=1

1

n
sin(

nπ

2
) cos(

nπx

2
)e−

n2π2

4
t

(b)

u(x, t) = 1

(c)

u(x, t) =
1

2
+
2

π2

∞∑
n=1

(1− (−1)n) cos(nπx)e−3π2n2t
n2

(d)

u(x, t) = e−π
2/4 cos(πx/2)

6. Aşağıda verilen grafikleri Soru 5 te tanımlanan u(x, t) fonksiyonlarıve

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



20 Difüzyon Denklemi

dolayısıyla da Soru 1-4 ile problemlerle eşleştiriniz.

7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri

Bu bölümde en genel

ut = kuxx + g(x), 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = α, u(1, t) = β, t > 0 (7.16)

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 1

problemini gözönüne alıyoruz, burada α ve β nın şimdilik sabit olduğunu
kabul ediyoruz. Problemin homojen olmaması ifadesi ile denklemin veya
sınır şartlarının homojen olmaması durumunu kastediyoruz. Problemi çö-
zümünü elde edebileceğimiz homojen Dirichlet şartlıhomojen denklemden
oluşan bir probleme indirgemek istiyoruz. Bu amaçla

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

biçiminde çözüm arayarak, v için

vt = kvxx + ks′′(x) + g(x)
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7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri 21

elde ederiz. s(x) fonksiyonunu

ks′′(x) + g(x) = 0

s(0) = α, s(1) = β

olarak belirleyebiliriz. O halde (7.16) problemimiz homojen denklem ve ho-
mojen sınır şartlarından oluşan

vt = kvxx

v(0, t) = 0 = v(1, t)

v(x, 0) = f(x)− s(x)

problemine dönüşür ve bu problemi nasıl çözebileceğimizi biliyoruz.

ÖRNEK 7.5.

ut = uxx + 1, 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

u(x, 0) = sin(πx)

problemini çözünüz.

Çözüm.

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

biçiminde çözüm arayalım.

ut = vt,

uxx + 1 = vxx + s′′(x) + 1

ile v için
vt = vxx + s′′(x) + 1

elde ederiz.
s(x) fonksiyonunu

s′′(x) + 1 = 0

s(0) = s(1) = 0
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22 Difüzyon Denklemi

şartlarınısağlayacak biçimde aradı̆gımızda,

s(x) =
1

2
x(1− x)

olarak elde ederiz. O halde v için

vt = vxx

v(0, t) = 0 = v(1, t)

v(x, 0) = f(x)− s(x) = sin(πx)− 1
2
x(1− x)

homojen problemini elde ederiz. v genel çözümünü, yukarıdaki i̧slemlere
benzer olarak

v(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−n2π2t

olarak elde ederiz.

v(x, 0) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx) = sin(πx)−
1

2
x(1− x)

başlangıç şartından

cn = 2

1∫
0

(
sin(πx)− 1

2
x(1− x)

)
sin(nπx)dx

olarak elde ederiz. Buradan kolaylıkla kontrol edilebilen integrasyon i̧slemleri
sonucunda

c1 =
π3 − 4
π3

cn =
2

n3π3
((−1)n − 1), n = 2, 3, · · ·

elde ederiz. O halde problemimizin çözümünü

u(x, t) =
1

2
x(1− x) + π3 − 4

π3
sin(πx)e−π

2t (7.17)

+
2

π3

∞∑
n=2

1

n3
((−1)n − 1) sin(nπx)e−n2π2t
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7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri 23

Şekil 7.5: Örnek 7.5 e ait çözümün N = 10 terimli kısmi toplamın grafĭgi

olarak elde ederiz. u(x, t) çözümünün ilk N = 10 teriminden oluşan kısmi
toplam grafĭgi Şekil 7.5 ile verilmektedir.
Şekilden ve (7.17) ile verilen analitik çözümden t → ∞ için u(x, t) →

1
2
x(1− x) olduğunu gözlemliyoruz.

ÖRNEK 7.6.

ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = 1, u(1, t) = −1
u(x, 0) = 0

homojen olmayan Dirichlet sınır şartlıdifüzyon probleminin çözümünü belir-
leyiniz.

Çözüm.

Yukarıda özetlenen yöntem ile

u(x, t) = v(x, t) + s(x)
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biçiminde aradı̆gımız çözüm için

s′′(x) = 0

s(0) = 1, s(1) = −1

sınır şartlarıile
s(x) = 1− 2x

elde ederiz. O halde homojen sınır şartınısağlayan problemimizi

vt = vxx,

v(0, t) = 0 = v(1, t) (7.18)

v(x, 0) = −s(x) = 2x− 1

olarak ifade edebiliriz.
v(x, t) = X(x)T (t)

biçiminde aradı̆gımız çözüm için

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(1) = 0

T ′ + λT = 0

elde ederiz. O halde

λn = n2π2, Xn(x) = sin(nπx), n = 1, 2,

ile
Tn(t) = e−λnt = e−n

2π2t

ve
vn(x, t) = sin(nπx)e

−n2π2t, n = 1, 2, · · ·

ile

v(x, t) =
∞∑
n=1

cnvn(x, t) =

∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−n2π2t

elde ederiz. Başlangıç şartıile

v(x, 0) = 2x− 1 =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)
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7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri 25

sağlanmalıdır. O halde cn ler 2x − 1 fonksiyonunun [0, 1] aralı̆gıüzerindeki
Fourier sinüs açılımının katsayılarıolmalıdır:

cn = 2

∫ 1

0

(2x− 1) sin(nπx)dx, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Fakat

∫ 1

0

(2x− 1) sin(nπx)dx = −
(
2x− 1
nπ

cos(nπx)

∣∣∣∣1
0

)
+
2

nπ

∫ 1

0

cos(nπx)dx

= −(−1)
n + 1

nπ
, n = 1, 2, · · ·

olup,

cn = −2
(−1)n + 1

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde

v(x, t) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx)e
−n2π2t

= − 2
π

∞∑
n=1

(
(−1)n + 1

n

)
sin(nπx)e−n

2π2t

ile

u(x, t) = v(x, t) + s(x) (7.19)

= − 2
π

∞∑
n=1

(
(−1)n + 1

n

)
sin(nπx)e−n

2π2t − 2x+ 1

çözümünü elde ederiz. Elde ettiğimiz u(x, t) çözümünün [0, 0.075] zaman
dilimi içerisindeki grafĭgi Şekil 7.6 ile verilmektedir.
Şekil 7.6 ve (7.19) ile verilen analitik çözümden t → ∞ için u(x, t) →

−2x+ 1 olduğu görülmektedir. Bu sonuca göre sıcaklık iletken tel içerisinde
doğrusal olarak deği̧sen ve zamandan bağımsız çözüme yakınsamaktadır.
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Şekil 7.6: Örnek 7.6 için N = 50 ile çözüme ait kısmi toplam grafĭgi

7.4 Homojen olmayan Neumann problem-
leri ve özfonksiyon açılım yöntemi

Bu bölümde

ut = kuxx + g(x), 0 < x < 1, t > 0

ux(0, t) = α, ux(1, t) = β (7.20)

u(x, 0) = f(x)

ile tanımlanan homojen olmayan sınır şartlıNeumann probleminin göz önüne
alıyoruz, burada α ve β nın şimdilik sabit olduğunu kabul ediyoruz. Öncelikle
problemi homojen sınır şartlıNeumann problemine dönüştürmek istiyoruz.
Dirichlet problemlerinde olduğu üzere

u(x, t) = v(x, t) + s(x) (7.21)

biçiminde çözüm arıyoruz. Bu çözüm formundan

ut = vt,

uxx = vxx + s′′(x),

u(x, 0) = v(x, 0) + s(x)
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elde ederiz. (7.20) problemini v cinsinden ifade edelim:

ut = kuxx + g(x) ⇒ vt = k(vxx + s′′(x)) + g(x)
ux(0, t) = α ⇒ vx(0, t) + s′(0) = α
ux(1, t) = β ⇒ vx(1, t) + s′(1) = β
u(x, 0) = f(x) ⇒ v(x, 0) + s(x) = f(x)

Homojen sınır şartlıproblemi çözebildiğimiz için

vx(0, t) = vx(1, t) = 0

kabul edelim. s(x) için ise verilen sınır şartlarınıyani

s′(0) = α, s′(1) = β

şartlarınısağlayan en düşük dereceli polinom olarak

s(x) = αx+
(β − α)
2

x2

seçelim. O halde (7.20) problemine kaŗsılık gelen homojen sınır şartlıprob-
lemimizi

vt = kvxx +G(x),

v(x, 0) = F (x) := f(x)− s(x) (7.22)

vx(0, t) = 0 = vx(1, t)

olarak ifade elde ederiz, burada G(x) = k(β − α) + g(x). Böylece (7.20)
ile verilen nonhomojen sınır şartlıhomojen Neumann problemini (7.22) ile
verilen homojen sınır şartlıprobleme dönüştürmüş olduk.(7.22) probleminin
çözümü için aşağıda incelenen özfonksiyon açılım yöntemini kullanıyoruz.

Gözlem 7.1. Yukarıda özetlenen prosedür,

α = α(t), β = β(t), g = g(x, t)

olmasıdurumu için de benzer biçimde uygulanabilir, ancak bu durumumda
sınır şartlarınısăglayan uygun s = s(x, t) seçilmelidir.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



28 Difüzyon Denklemi

7.4.1 Özfonksiyon açılım yöntemi

Özfonksiyon açılım yöntemi, homojen sınır şartlı fakat homojen olmayan
denklemden oluşan problemlerin çözümünü belirlemek amacıyla uygulan-
abilen etkin bir yöntemdir.
Örneğin (7.22) Neuman problemi için bu probleme kaŗsılık gelen

vt = kvxx

vx(0, t) = 0 = vx(1, t)

homojen Neumann probleminin özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
1

2
a0(t) +

∞∑
n=1

an(t) cos(nπx) (7.23)

biçiminde çözüm aranır.

vt =
1

2
a′0(t) +

∞∑
n=1

a′n(t) cos(nπx),

vxx = −π2
∞∑
n=1

n2an(t) cos(nπx),

ifadelerini denklemde yazarak

1

2
a′0(t) +

∞∑
n=1

(
a′n(t) + kn2π2an(t)

)
cos(nπx) = G(x)

elde ederiz. Seçilen bir n ≥ 0 için her iki yanıcos(nπx) ile çarpıp, [0, 1] aralı̆gı
üzerinde integral alarak

a′n(t) + kn2π2an(t) = Gn, n = 0, 1, · · · (7.24)

elde ederiz, burada

Gn = 2

1∫
0

G(x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, · · ·
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elde ederiz. Öte yandan

v(x, 0) =
1

2
a0(0) +

∞∑
n=1

an(0) cos(nπx) = F (x)

başlangıç şartından yine her iki yanıseçilen n ≥ 0 için cos(nπx) ile çarparak
[0, 1] aralı̆gıüzerinden integral almak suretiyle

an(0) = 2

1∫
0

F (x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, · · · (7.25)

elde ederiz.
(7.24)-(7.25) başlangıç değer problemlerini çözerek, an(t),n = 0, 1, · · ·

fonksiyonlarınıve dolayısıyla da çözümün v(x, t) bileşenini belirleriz. s(x)
bileşenini de ilave etmek suretiyle verilen problemin çözümünü belirleriz.

ÖRNEK 7.7.

ut = uxx

ux(0, t) = 1, ux(1, t) = 0

u(x, 0) = 1

homojen olmayan probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

1. Adım: Problemin homojen sınır şartlıprobleme dönüştürülmesi

u(x, t) = v(x, t) + s(x)

biçiminde çözüm arayarak,

ut = vt,

uxx = vxx + s′′(x)

ux(0, t) = vx(0, t) + s′(0),

ux(1, t) = vx(1, t) + s′(1)
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ile
s′(0) = 1, s′(1) = 0

şartlarını sağlayan en düşük dereceli s(x) polinomunu belirlediğimizi
kabul edelim. Bu durumda homojen sınır şartlıve fakat homojen ol-
mayan

vt = vxx + s′′(x)

vx(0, t) = 0, vx(1, t) = 0

v(x, 0) = u(x, 0)− s(x)

problemini elde ederiz.

2. Adım: Zaman bağımsız s(x) bileşenin belirlenmesi: s(x) için verilen
sınır şartlarınısağlayan en küçük dereceli polinomu belirlemeye çalı̧salım:

s(x) = ax2 + bx

biçiminde ikinci dereceden polinom arayalım.

s′(x) = 2ax+ b

olup,
s′(0) = 1⇒ b = 1

ve
s′(1) = 2a+ b = 2a+ 1 = 0⇒ a = −1/2

elde ederiz. O halde

s(x) = −1
2
x2 + x, s′(x) = −x+ 1, s′′(x) = −1

ile

vt = vxx − 1
vx(0, t) = 0, vx(1, t) = 0

v(x, 0) = u(x, 0)− s(x) = 1

2
x2 − x+ 1

problemini elde ederiz. Problemimiz homojen sınır şartlıancak hoomo-
jen olmayan bir problemdir. Bu durumda özfonksiyon açılım yöntemini
kullanabiliriz.
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3. Adım: Homojen sınır şartlıve homojen olmayan denklem için kaŗsılık
gelen homojen problemin özfonksiyonları cinsinden çözüm aranması:
özfonksiyon açılım yönteminin uygulanması

Kaŗsılık gelen

wt = wxx

wx(0, t) = 0, wx(1, t) = 0

homojen problemin özfonksiyonları

1/2, cos(nπx), n = 1, 2, · · ·

olup bu fonksiyonlar cinsiden

v(x, t) =
1

2
a0(t) +

∞∑
n=1

an(t) cos(nπx)

biçiminde çözüm arayalım.

vt =
1

2
a′0(t) +

∞∑
n=1

a′n(t) cos(nπx),

vxx = −π2
∞∑
n=1

n2an(t) cos(nπx),

ifadelerini denklemde yazarak

1

2
a′0(t) +

∞∑
n=1

(
a′n(t) + n2π2an(t)

)
cos(nπx) = −1

elde ederiz. Her iki yanıseçilen n ≥ 0 için cos(nπx) ile çarparak [0, 1]
aralı̆gıüzerinden integral almak suretiyle

a′n(t) + n2π2an(t) = Gn(x), n = 0, 1, · · ·
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elde ederiz, burada

Gn(x) = 2

1∫
0

G(x) cos(nπx)dx, n = 0, 1, · · ·

= −2
1∫
0

cos(nπx)dx

=

{
−2, n = 0
0 n = 1, 2, · · ·

elde ederiz.

O halde

a′0(t) = −2,
a′n(t) + n2π2an(t) = 0, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Bu denklemleri çözerek

a0(t) = −2t+ a0(0),

an(t) = an(0)e
−n2π2t, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Öte yandan (7.23) de t yerine sıfır yazarak

v(x, 0) = F (x) =
1

2
a0(0) +

∞∑
n=1

an(0) cos(nπx)

elde ederiz. Bu gösterimin ise F fonksiyonunun Fourier kosinüs açılımı
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olduğunu görüyoruz. O halde

a0(0) = 2

1∫
0

F (x)dx,

= 2

1∫
0

(
1

2
x2 − x+ 1

)
dx

= 2× 2
3
=
4

3

an(0) = 2

1∫
0

F (x) cos(nπx)dx

= 2

1∫
0

(
1

2
x2 − x+ 1

)
cos(nπx)dx

= 2× 1

n2π2

elde ederiz.

a0(t) = −2t+ a0(0)

= −2t+ 4
3
,

an(t) = an(0)e
−kn2π2t

=
2

n2π2
e−n

2π2t

katsayıfonksiyonlarınıyerine yazarak

v(x, t) =
1

2
a0(t) +

∞∑
n=1

an(t) cos(nπx)

= −t+ 2
3
+
2

π2

∞∑
n=1

1

n2
e−n

2π2t cos(nπx)

çözüm bileşenini eldee deriz.
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Şekil 7.7: Örnek 7.7 için N=10 ile elde edilen çözüm grafĭgi

4. Adım: orjinal problemin çözümünün belirlenmesi ve yorumu

u(x, t) = s(x) + v(x, t)

= x− 1
2
x2 − t+ 2

3
+
2

π2

∞∑
n=1

1

n2
e−n

2π2t cos(nπx)

Çözümdeki serinin ilk N = 10 teriminin toplamıile elde edilen yaklaşık
çözüm grafĭgi Şekil 7.7 ile verilmektedir.

ÖRNEK 7.8.

ut = uxx

u(0, t) = t, u(1, t) = 0

u(x, 0) = 1

homojen olmayan problemini homojen sınır şartlıprobleme dönüştürerek öz-
fonksiyon açılım yöntemi ile çözümünü belirleyiniz.
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Çözüm.

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

biçiminde çözüm arayalım, bu amaçla sınır şartlarınısağlamak amacıyla

s(x, t) = t(1− x)

olarak seçelim. Bu durumda

ut = vt + st,

uxx = vxx + sxx

ile
vt + st = vxx + sxx

olmak üzere

vt = vxx + x− 1
v(0, t) = 0,

v(1, t) = 0,

v(x, 0) = 1

homojen sınır şartlıfakat homojen olmayan denklemden oluşan problemi elde
ederiz. Kaŗsılık gelen homojen problemin özfonksiyonlarıcinsinden

v(x, t) =
∞∑
n=1

bn(t) sin(nπx)

biçiminde çözüm arayarak denklemde yerine yazmak suretiyle

∞∑
n=1

b′n(t) sin(nπx) = −
∞∑
n=1

bn(t)n
2π2 sin(nπx) + x− 1

veya
∞∑
n=1

(b′n(t) + n2π2bn(t)) sin(nπx) = x− 1
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elde ederiz. Her iki yanıseçilen bir n > 0 ile çarpıp, [0, 1] aralı̆gıüzerinde
ingralini alarak,

b′n(t) + n2π2bn(t) = 2

1∫
0

(x− 1) sin(nπx)dx = − 2

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. Öte yandan

v(x, 0) =
∞∑
n=1

bn(0) sin(nπx) = 1

olup, yine aynıprosedürle,

bn(0) =
2(1− (−1)n)

nπ
, n = 1, 2, · · ·

elde ederiz. O halde çözmemiz geren başlangıç değer sistemini

b′n(t) + n2π2bn(t) = − 2

nπ
, (7.26)

bn(0) =
2(1− (−1)n)

nπ
, n = 1, 2, · · ·

olarak elde ederiz.

Hatırlatma 7.2. Birinci basamaktan lineer

y′ + ay = f(t)

denkleminin genel çözümünün

y(t) = y(0)e−at +

t∫
0

e−a(t−τ)f(τ)dτ

olarak elde edilebilcĕgini hatırlayalım.

Her biri birinci basamktan lineer denklemden oluşan ve (7.26) ile verilen
başlangıç değer problemlerini çözerek,

bn(t) = 2e
−n2π2t

(
1

n3π3
+
1

nπ
− (−1)

n

nπ

)
− 2

n3π3
, n = 1, 2, · · ·
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Şekil 7.8: Örnek 7.8 için N=50 ile çözüm grafĭgi.

elde ederiz. Elde ettiğimiz bu değerleri yerine yazarak

u(x, t) = v(x, t) + s(x, t)

= t(1− x) +
∞∑
n=1

bn(t) sin(nπx)

çözümünü elde ederiz. Çözüm grafĭgi N = 50 için Şekil 7.8 ile sunulmaktadır.
Şekil 7.8 ile sol uç noktadan iletken telin sıcaklı̆gının ilerleyen zaman

değerleri için arttı̆gını, sağ uç noktada ise sıfır birim değerinde sabit tutul-
duğu görülmektedir.

Alı̧stırmalar 7.3. 1-4 ile verilen problemlerin çözümlerini belirleyiniz.

1.

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 1

u(1, t) = 0

u(x, 0) = 1− x
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2.

ut = 2uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 2

u(1, t) = 0

u(x, 0) = 2x+ 1

3.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
ux(0, t) = 0

ux(2, t) = −1
u(x, 0) = x

4.

ut = uxx, x ∈ (0, 2), t > 0
ux(0, t) = 1

ux(2, t) = −1
u(x, 0) = −x+ 1

5. Aşağıda verilen çözümleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eşleştiriniz.

(a)

u(x, t) = −t− 1
3
+ x− x2

2
+
8

π2

∞∑
n=1

1

n2
cos(

nπx

2
)e−

n2π2

4
t

(b)

u(x, t) = − t
2
+
4

3
− x2

4
+
1

π2

∞∑
n=1

(8(−1)n − 4)
n2

cos(
nπx

2
)e−

n2π2

4
t

(c)

u(x, t) = 2(1− x)− 1
π

∞∑
n=1

6(−1)n + 2
n

sin(nπx)e−2n
2π2t
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(d)
u(x, t) = 1− x

6. Aşağıda verilen grafikleri Soru 5 te verilen serilerle ve dolayısıyla da
Soru 1 de verilen problemlerle eşleştiriniz.

7. Aşağıda verilen karı̧sık sınır şartlıproblemleri çözünüz

(a)

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 1,

(b)

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 1,

8. Aşağıda verilen problemleri homojen sınır şartlı probleme dönüştür-
erek yukarıdaki örneklerde uygulandı̆gıüzere özfonksiyon açılım yön-
temi yardımıyla çözünüz.
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(a)

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = 0, u(1, t) = t, t > 0

u(x, 0) = 1,

(b)

ut = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0, u(1, t) = t, t > 0

u(x, 0) = 1,

(c)

ut = uxx + x+ t, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = e−t, u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 1,

(d)

ut = uxx + x− t, x ∈ (0, 1), t > 0
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = t/2, t > 0

u(x, 0) = 1,

9. Sınırdeğerleri sabit olan Dirichlet problemleri için Maxima ortamında
interaktif uygulama: Aşağıda verilen kodumaxima ortamında çalı̧stırarak,
sınır değerleri sabit olan Dirichlet problemlerinin çözümü için uygu-
layınız.

7.5 Maxima ile interaktif uygulamalar

Sabit sınır şartlıDirichlet problemlerini gözönüne alalım. Aşağıdaki kodu
Maxima ortamında yazarak söz konusu problemlerin analitik çözümlerini ve
grafiklerini interaktif olarak elde edebiliriz.
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%-------------------------------------------------------

kdd_dr(f):=block([x,t],declare(n,integer),

disp("Ut=kUxx,0<x<L,0<t<Tmax, U(0,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=f(x)"),
k:read("k="),
L:read("L="),
a:read("u(0,t)="),
b:read("u(L,t)="),
define(s(x),(b-a)*x/L+a),
cn:ratsimp(2/L*integrate((f(x)-s(x))*sin((n*%pi*x)/L),x,0,L)),
define(v(x,t),sum(cn*sin(n*%pi*x/L)*exp(-k*(n*%pi/L)^2*t),n,1,N)),
define(u(x,t),v(x,t)+s(x)),
M:read(" N="),
Tmax:read(" Tmax="),
UU:subst(M,N,u(x,t)),
wxplot3d(UU,[x,0,L],[t,0,Tmax],[legend,false]),
display(u(x,t)),
sonuc:ratsimp(diff(UU,t)-k*diff(UU,x,2)),
if sonuc=0 then disp("sonuc dogrudur")
else disp("sonuc yanlış gözüküyor"));
%-------------------------------------------------------

Program 7.1: Dirichlet problemi için Maxima Uygulaması

ÖRNEK 7.9.

ut = 2uxx, 0 < x < 1

u(0, t) = 0, u(1, t) = 1

u(x, 0) = 1− x

probleminin çözümünü kdd_dr kodu yardımıyla elde ediniz.

Çözüm.

• Öncelikle f fonksiyonunu tanımlamalıyız: f(x) := 1− x

• Daha sonra aşağıda girilen komut sonrasında istenilen verileri programa
tanıtmalıyız:
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• Çözüm grafĭgi ve analitik çözüm aşağıdaki gibi elde edilir. Çözümün
doğruluğu da denklemin sağlatmak suretiyle kontrol edilmektedir.

Yukarıda verilen Maxima koduna ait açıklamaları[5] kaynağından takip
edebilirsiniz.
Özetle bu bölümde

• homojen denklem ile homojen sınır şartlıDirichlet ve Neumann prob-
lemlerinin deği̧skenlerine ayırma yöntemi ile nasıl çözüldüğünü

• homojen olmayan sınır şartlıproblemlerin homojen sınır şartlıprob-
lemlere nasıl dönüştürüldüğünü

• homojen olmayan denklem ile homojen sınır şartlı problemlerin öz-
fonksiyon açılım yöntemi ile nasıl çözüldüğünü inceledik.

• Ayrıca homojen denklem ile sabit sınır şartlıDirichlet problemini in-
teraktif olarak Maxima ortamında çözen bir uygulama inceledik.

Alı̧stırmalar 7.4.

1. kdd_dr programınıkullanarak Bölüm 7.1 de sunulan alı̧stırmalarıçöz-
erek, elde edilen sonuçlarıkontrol ediniz.

2. Programının kdd_nm isimli versiyonunu geliştirierek homojen sınır şartlı
Neumann problemlerinin analitik çözümünü elde ediniz.

3. (Proje) Bölüm ilk sayfasında verilen en gelen 7.1-7.3 probleminin ana-
litik çözümünü belirleyen bir uygulama geliştiriniz.
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