Bolim

Diftizyon Denklemi

Bu béliimde esas itibariyle [a, b] aralig1 iizerinde tanimli pargali diizgiin f ve
g fonksiyonlar1 icin

U = kg, + g(z,t),k > 0,2 € (a,b),t >0 (7.1)
difiizyon problemini
u(@,0) = f(x), € [a,] (7.2)
baglangi¢ sart1 ve
CLHU(CL, t) + algux(a, t) = bl, (CLH, CL12) 7é (0, 0),t >0 (73)

a21U(b, t) -+ agguﬁ(b, t) = bg, (agl, a22) # (O, O),t >0

ayrik sinir sartlar ile gozoniine alarak inceliyoruz. Ozellikle problemin
¢Oozlimiiniin,

e daha 6nceden inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemi ile nasil elde
edilecegini ve

e fiziksel 6zelliklerini inceliyoruz. Ayrica

e Maxima ortaminda gelistiridigimiz interaktif uygulamalar ile kullanici
tarafindan tanimlanan 6zel Dirichlet ve Neumann problemlerinin ana-
litik ¢oziimiiniin grafigi ile birlikte istenilen bir zaman araliginda nasil
elde edilebilecegini inceliyoruz.
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2 Difiizyon Denklemi

Bu boliim i¢in 4. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemi,
5. Boliimde inceledigimiz Regiiler veya Periyodik Sturm-Liouville problem-
lerinin 6zfonksiyonlar1 ve 6. Boliimde inceledigimiz Fourier serileri temel
matematiksel araclarimizi olusturmaktadir. Bu boliime devam etmeden 6nce
bahsettigimiz boliimlerin tekrar gozden gecirilmesini 6nemle tavsiye ederiz.

7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet

problemleri
Oncelikle
ur = kg, k> 0(sabit),z € (0,1),t >0 (7.4)
u(0,t) = 0,u(l,t)=0 (7.5)
u(xz,0) = f(z),z €[0,1] (7.6)

Dirichlet problemini gozoniine alalim.(7.4) denklemi homojendir ¢iinkii u = 0
denklemin ¢oziimiidiir, benzer bigimde (7.5) simir gsartlari homojen ¢iinkii
u = 0 smir sartlarim saglar. Eger u = 0 fonksiyonu denklemi saglamamis
olsaydi denklemimiz homojen olmayan denklem ve yine ayni fonksiyon sinir
sartlarin1 saglamamig olsaydi sinir sartlarini homojen olmayan sinir sartlar:
olarak adlandiracaktik.

(7.4)-(7.6) problemini baglangicta f(z) ile verilen sicaklik dagilimina sahip
ince ve uzun 1s1 iletken bir teldeki sicaklik degisim modeli olarak diisiinebil-
iriz. Baglangig sicaklik dagilimi f(x) ile verilmekte olup, 1s1 aligverigi sadece
ug noktalar araciligy ile gerceklesmekte ve ug noktalarda cismin sifir birim si-
caklikta sabit tutuldugu kabul edilmektedir. Is1 iletken telin yanal yiizeyinin
181 yalitimli oldugu kabul edilmektedir.

5. Boliimde inceledigimiz degiskenlerine ayirma yontemiyle

u(z,t) = X(x)T(t)
bi¢iminde ¢6ziim arayarak, denklemde yazmak suretiyle
X(2)T'(t) = kX" (x)T(t)

elde ederiz. Her iki tarafin sifirdan farkli kabul ettigimiz kX (x)T(t) ile
bolerek,
) _ X'z

KT(t)  X(z) =
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 3

veya homojen Dirichlet sartlari ile

X"+XX = 0,X(0)=X(1)=0
T+ kT = 0

denklem sistemini elde ederiz. Kanonik Dirichlet probleminin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarini biliyoruz:

A = n?m%, X, (z) = sin(nrx),n =1,2,- -
Ayrica A\, degerlerini yerine yazarak her bir n i¢in
T, +n’*m’kT, =0,n=1,2,--
elde ederiz. Bu denklemlerin ¢oziimii ile
T.(t)=e ™™™
elde ederiz. O halde her bir n i¢in
Un(z,1) = X, (2)T,(t) = sin(nraz)e ™™ F n=1,2, ..

¢oziimlerini elde ederiz. Sinir sartlarini saglayan genel ¢oziimiimiizii, elde
ettigimiz bu coziimlerin lineer kombinasyonu yardimiyla

Z cp sin(nmz)e M (7.7)

olarak tamimliyoruz, burada c, katsayilarini simdilik bilmiyoruz, ancak bu
¢oziimiin (7.6) ile verilen baglangig sartin1 da yani,

u(z,0) Z Cp sin(nmx) (7.8)

saglamasi gerekmektedir. (7.8) ile tanimlanan serinin f fonksiyonunun [0, 1]
araligi tizerindeki Fourier siniis agilimi oldugunu goriiyoruz, fakat 6. Boliim-
den [0, b] araliginda f fonksiyonunun Fourier siniis agilimi igin,

/Ob sin®(nmz/b)dr = b/2
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4 Difiizyon Denklemi

integral sonucu ile
b
/f(a:) sin(nmrz/b)dz ,

0 = 2 T)sin(nmx T
o fObSiDQ(TLﬂ'SE/b)daﬁ a bo/f( )sin(rmz/b)d

olarak elde edildigini biliyoruz. Ozel olarak [0, 1] aralig1 tizerinde

/1 f(x)sin(nma)de

fl FRCTR—N = Q/f(x) sin(nmx)dr,n =1,2,---

0 0

Cp =

olarak elde edilmektedir. Elde edilen ¢, degerlerini (7.7) ¢oziimiimiizde
yerine yazarak (7.4)-(7.6) probleminin ¢tziimiinii elde ederiz.

u = 2Ugg,x € (0,1),>0
uw(0,t) = 0=u(l,t)
u(z,0) = 1

baslangic-sinar deger probleminin ¢oziimiind belirleyiniz.

Yukaridaki iglemlerimizden, £ = 2 igin
u(z,t) = Z ¢y sin(nmz)e 20Tt
n=1

elde ederiz. .

u(z,0) = f(z)=1= ch sin(nmx)

n=1

baslangi¢ sartindan ¢, lerin f(x) = 1 fonksiyonunun [0, 1] araligindaki Fourier
siniis agiliminin katsayilar1 olmasi gerektigini goriiyoruz. O halde
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 5

:..: i LY 1;-- Y
i ;:’:‘J"’“& "e*hﬁ*"m*-"-.-. :

Sekil 7.1: Ornek 7.1 icin elde edilen ¢oziimiin ilk N = 20 teriminin toplamu.

¢n = 2| f(x)sin(nrz)de
/01

= 2/ sin(nmrz)dx
0

= -1y

nm
elde ederiz. O halde verilen problemin ¢oziimiinii

2 - 1 ny .: —2n272t
u(e,t) == ; —(1— (=1)")sin(nm)e (7.9)
olarak elde ederiz. Elde ettigimiz seri ¢oziimiiniin ilk N = 20 teriminden
olugan kismi toplamin grafigi Sekil 7.1 ile verilmektedir.

Sekil 7.1 ile goriilecegi tizere baglangigta her noktada birim sicaklik bu-
lunan cismin ug¢ noktalari aniden sifir birimlik sicaklikta sabit tutulmaya
baglanmaktadir. [0,0.25] zaman diliminde cismin gittikge soguyarak her
yerde sifir birimlik sicaklik degerine ulagtigl goriilmektedir. Isinin termodi-
namik yasalar(II. yasa) gergevesinde sicak olan bolgeden soguk olan bolgeye

dogru ilerledigi gozlenmektedir.

Karadeniz Teknik Matematik, erchan@ktu.edu.tr



6 Difiizyon Denklemi

Sekil 7.1 ile baglangicta u(z,0) = 1 degerine esit olmasi1 gereken ¢oziim
degerinin, bu deger komsulugundaki salinimi, kismi toplami icin kullanilan
ilk 20 terimini yakinsama igin yeterli olmadigin1 gostermektedir. = = 0 ve
x = 1 noktalar1 komsulugunda wu(z,0) = 1 degerini agsan ¢oziim degerleri
ise, basglangi¢ degerin Fourier aciliminda olusan Gibbs olay1 olarak deger-
lendirilmektedir. Fourier sinis agilima tanam geregi [—1,0] arahge tizerine
tek olarak genigletilen fonksiyonun [0,1] aralige tzerindeki kisitlamasidar.
Tek geniglemede ise [—1,0] araligi {izerinde —1 degerine esit oldugu i¢in
x = 0 ve dolayisiyla periyodiklik geregi olarak © = 1 noktasinda periyo-
dik fonksiyon siirekli degildir ve bu noktalar komgulugunda sicramalar sz
konusudur.

U = Uge,x € (0,1),£>0
u(0,t) = 0=u(l,1)
u(z,0) = z(l—2)

baslangic-sinar deger probleminin ¢éziimiind belirleyiniz.

Yukarida 6zetledigimiz yontemi takip ederek, k£ = 1 igin
u(z,t) = Z ¢y sin(nrz)e Tt (7.10)
n=1

elde ederiz.

w(z,0) = f(x)=z(l—2) = Z Cp sin(nma)

baglangi¢ sartindan ¢, ’lerin f(x) = 2(1 — x) fonksiyonunun [0, 1] arahgindaki
Fourier siniis agiliminin katsayilar: olmasi gerektigini goriiyoruz. O halde

1
/ sin®(nmx)dr = 1/2
0
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 7

ve kismi integrasyonla

1
/xsin(nmv)dw = —icos(mr:v) + —/Cos(nmc)d.r
nm nm
= —T;E—W cos(nmx) + oy sin(nmr)
9 z? 2
/:c sin(nrx)dr = —— cos(nmwz) + —/xcos(mm:)
nm nm
[weostmarts = Lsintoma) - - [ sin(umo)d
zcos(nrr)der = —sin(nrx) — — [ sin(nwrz)de
nm nm
1
= %sm(mm) + —— cos(nmz)
integrallerini goz oniine alarak
1
—1)"
/ xsin(nrx)dr = _=1)
0 nm
! 1
do = )1
/0 x cos(nmz)dx n27r2(( ) )
1 :U2 1 2 1
/ sin(nrr)dr = ———cos(nmwr)| + —/ x cos(nmx)dx
0 nm o T Jo
(=n" 2
S 1)1
ot (=) =1)

elde ederiz. Dolayisiyla c¢,, katsayilarimi

fol f(x)sin(nrz)dz
J. 01 sin?(nmx)dx

= 2/0 z(1 — x) sin(nrx)dx

= 2/0 xsin(nwz)dm—Z/O 2% sin(nmz)d

= Ll
4
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8 Difiizyon Denklemi

03 r
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Sekil 7.2: Ornek 7.1 icin elde edilen c¢oziimiin ilk N = 20 teriminin toplami.

olarak elde ederiz. Elde ettigimiz katsayilari (7.10) denkleminde yazmak
suretiyle verilen problemin ¢oziimiini

(1) = % 3 %(1 — (—1)") sin(nmz)e " (7.11)

olarak elde ederiz.
Elde ettigimiz seri ¢oziimiiniin ilk N = 20 teriminden olusan kismi toplamin
grafigi Sekil 7.2 ile verilmektedir.

e Sekil 7.2 ve (7.11) ile verilen analitik ¢oztimden ¢ — oo igin u(z,t) —
0,Vz € (0,1) oldugu goriilmektedir.

e Bu sonug teorik olarak da dogrudur:
1
fal@,t) = = (1 — (~=1)") sin(nmz)e ™™ "
n
olarak tammlayalim: Her ¢t > 0 ve her z € (0,1) i¢in

1 n . —n27'r2 2
E(l — (—=1)")sin(nmx)e < 3
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 9

olup p—serisi olarak bilinen

serisi yakinsaktir.

2

N
4 1
fn(z,t) = — n§—l: (1= (=1)")sin(nmz)e™ i
olmak iizere fy ler siirekli ve

lim fy(z,t) = u(z,t)

n—oo

olup, Weierstrass M — testi geregi yakinsama diizgiindiir. Ayrica siirekli
fonksiyonlarin diizgiin yakinsadigr w(z,t) ¢oziimii de siireklidir.

O halde genelde integraller i¢in ifade edilen ancak toplamlar igin de
gecerli olan Baskin Yakinsaklik Teoremi geregi her x icin limit ve toplami
yer degistirebiliriz:

t—o0

lim u(z,t) = tILI&an(x,t) = Ztlggo folz,t) =0
n=1 n=1

e Ayrica

2

401 . 22
u = FEZ_?’(l_(_l) )sin(nmx)e ¢

n=1
4 K21 d
= = 2 E(l — (=" sin(mm:)%e_”%%
/gy | 2,2
_ - 1 o _1 n : —ncmt
=3 n( (—1)")sin(nmx)e ,
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Difiizyon Denklemi

49 K1 22
Upy = 40 Z —(1 = (=1)") sin(nmz)e ™ ™"

411 d? 2,2
= — Y —(1—(=1D)")——sin(nmx)e ™ ™"

elde ederiz ve bu sonuglan kargilagtirdigimizda (7.11) ile taniml u(z, ¢)
nin verilen denklemin ¢oziimii oldugunu goriiriiz.

Teknik olarak tiirev operatorii ve sonsuz toplam her zaman yu-
karida gergeklestirdigimiz tizere yer degigtiremez, gerek (7.11) serisinin
diizgiin yakinsakhgr ve gerekse toplam icerisine uygulanan tirev oper-
atori ile elde edilen serilerin diizgiin yakinsaklige séz konusu yer degistirmeyi
mumkiin kilan yeter sartlardur.

lim; o u(x,t) = 0 sonucu cismin sifir birim sicaklikta tutulan ug nokta-
larindan 1s1 kaybedecegi diisiiniildiigiinde beklenen bir fiziksel sonugtur.

t =0 icin
11 .
uw(z,0) =z(1 —x) ——Z— (1 —(=1)")sin(nmx) (7.12)
3 n?

Fourier siniis a¢ihmi elde ederiz. f(z) = (1 — z) fonksiyonunun
[—1,0] araligina tek geniglemesi ile elde edilen genigletilmis ve 2 periy-
otlu fonksiyon stirekli ve parcali diizgiindiir. Dolayisiyla Gibbs olay1
beklenmemektedir. Nitekim Ornek 7.1 in aksine ¢+ = 0 anindaki ¢oziim
degerlerinde sigramalar goziikmemektedir. Ayrica Weierstrass M-testinden
(7.12) ile verilen serinin x(1 — z) fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu
kolayca goriilebilir.
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7.1 Homojen denklem ile homojen Dirichlet problemleri 11

1-4 ile verilen problemlerin ¢oziimlerini belirleyiniz.

1.
U = Uge,x € (0,1),£>0
u(0,t) = 0=u(l,1)
T s
u(z,0) = 2 sm(§x) COS(§.CE)

probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

2.
U = Uge,x € (0,1),6>0
u(0,t) = 0=u(l,1)
u(z,0) = 1/2

probleminin ¢6ziimiinii belirleyiniz.

U = Uge,x € (0,2),6>0
u(0,t) = 0=u(2,1)

1 0<zr<«1
uz,0) = {2 1<z<?2

probleminin ¢6ziimiinii belirleyiniz.

u = dug,x € (0,2),t>0
uw(0,t) = 0=u(2,1)
u(z,0) = z(2—x)

probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

5. Asagida verilen ¢oziimleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eglestiriniz.

(a)

u(z,t) = % Z G Gt sin(nmz)e ™"t

n
n=1
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12 Difiizyon Denklemi

u(z,t) = e ™ tsin(mz)

(@)
u(w,t) = 29 57 L O i 178 oo

6. Asagida verilen grafikleri Soru 5 ile verilen serilerle ve dolayisiyla da
Soru 1-4 ile verilen problemlerle eslestiriniz.
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 13

7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann

Problemleri
U = Uge,x € (0,1),£>0
ug(0,t) = 0=wu,(1,t)
u(z,0) = sin(mz)

baslangic-sinar deger problemainin ¢éziimiind belirleyiniz.

u=X(x)T'(t)
bigiminde aradigimiz ¢oziim bilesenleri
X"+2X = 0,X'(0)=X'(1)=0
T +XT = 0

sistemini saglar.
X bilegenine ait denklem Neumann simir sarth Sturm-Liouville problemi
olup, 6zdeger ve 6zfonksiyonlar: 5. Boliimde inceledigimiz tizere

A = O,An:n27r2,n:1’27...
Xo = 1/2,X, =cos(nwz),n=1,2,---

dir. O halde
T,(t)=e ™' n=0,1,--

den

U0($,t> = X()(.I‘)Tg(t) = 1/27

Un(z,t) = Xo(2)T,(t) = cos(nma)e ™ ™t n=1,2,-

ve dolayisiyla bu ¢oziimlerin lineer kombinasyonu olarak

1 o0
u(z,t) = 5+ Z ¢, cos(nmz)e

n=1

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



14 Difiizyon Denklemi

elde ederiz. Ote yandan baslangic sartinin da saglanmas: icin
1 o0
u(z,0) = f(z) = sin(rx) = g0+ Z ¢, cos(nme)

n=1

elde ederiz. O halde ¢, ler f(x) = sin(nz) fonksiyonunun [0, 1] aralig: iiz-
erinde Fourier cosiniis acilhiminin katsayilaridir:

1
Cn = 2/ f(z) cos(nmz)dx
o
= 2/ sin(mzx) cos(nmx)dz,n =0,1,---
0
O halde
! 1 4
o = 2/ sin(mzx)dx = 2 (——cos(wx)\é) =
0 T T
1 1 1
aq = 2/ sin(mx) cos(mx)dx = / sin(2rz)dr = ~5- (cos(2mz) g =0
0 0

™

ve
1
/ sin(mx) cos(nmx)dr = —(nzil)ﬂ(l +(=1") n=2,3,--
0

elde ederiz. O halde

4
o = —,
™
1 = 07
2 1
L = o (14 (-1)"),n=2,3,-
G = (L (1)

elde ederiz. Elde ettigimiz katsayilari yerine yazarak

252¢

o0
co + Z ¢ cos(nmx)e” ™"

n=1

u(z,t) = (7.13)

SEECER ST

- %i; <n21_ 1+ (—1)n)) cos(nmz)e "

¢oziimiinii elde ederiz. Elde ettigimiz seri ¢oziimiiniin ilk N = 10 teriminden
olugan toplamin [0, 0.25] zaman dilimine ait grafigi Sekil 7.3 ile verilmektedir.
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Sekil 7.3: Ornek 7.3 icin elde edilen ¢oziimiin ilk N = 20 teriminin toplamu.

Hatirlatma 7.1. f fonksiyonunun [a,b] araligindaki ortalama degerinin

1 b
fort = h_ a/a f(l‘)dl‘
ile verildiging hatirlayalim.
Sekil 7.3 ve 7.13 ile verilen analitik ¢oziimden ¢ — oo igin

1 ! 1 2
u(z,t) — 1-0) /0 sin(mx)dx = - (cos(wm)hl)) =
oldugunu, yani homojen Neumann sinir sartlar ile u(z, t) ¢oztimiimiiz u(x,0) =
sin(mz) baglangig fonksiyonunun aralik iizerindeki ortalama degerine yakin-
samaktadir. Bu sonug¢ sadece bu 6rnek icin degil, homojen Neumann sinir
sarth her problem igin dogrudur(Ahgtirma).

ORNEK 7.4.

U = Ugg, v € (0,2),6>0
ur(0,8) = 0=wu.(2,1)

(1 1/4<2<3/4
u(@,0) = {O diger x ler
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16 Difiizyon Denklemi

baslangic-sinar deger probleminin ¢éziimiind belirleyiniz.

Ornek 7.3 den
u=X(x)T(t)

bi¢iminde aradigimiz ¢oziim bilegenleri

X"+AX = 0,X'(0)=X'(2) =0
T +XT = 0

sistemini saglar.

X bilesenine ait denklem [0,b] = [0,2] aralig) iizerinde Neumann sir
sarth Sturm-Liouville problemi olup, 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 5. Boliimde
inceledigimiz tizere

N = 0N\, =(nm/2*n=1,2---
Xo = 1/2,X,, =cos(nrz/2),n=1,2,---

dir. O halde k =1 igin

den

Uo(CL’,t) = Xo(l’)To(t) = 1/2,
Un(z,8) = X, (2)Tn(t) = cos(nmz/2)e "™/ n =12 ...

ve dolayisiyla bu ¢oziimlerin lineer kombinasyonu olarak
u(:U t) = lco + ic COS(’rLﬂ'aj/Q)e—(mr/z)Qt
, 2 n=1 )

elde ederiz. Ote yandan baslangic sartinin da saglanmasi icin

u(z,0) = f(z) = { (1) l/asz<3/d _ 100+chcos(nﬂx/2) (7.14)

diger z ler 2
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 17

elde ederiz. O halde ¢, ler [0,b] = [0,2] aralig: iizerinde f fonksiyonunun
Fourier kosiniis agiliminin katsayilaridir:

9 b
Cn = E/o f(z) cos(nmz/b)dx

= ;/02 f(z)cos(nmz/2)dz,n=0,1,---

2 3/4 1
00:/ f(x)dx:/ de = =,
0 1/4 2

n = /0 : () cos(nmz/2)da

O halde

ve

3/4
= / cos(nmz/2)dx
1

/4

2 . nnx 3/4
= —sin(——)

nmw 2 1/4

= %(sin(i&mr/é%) —sin(nm/8)),n =1,2,---

elde ederiz. Elde ettigimiz katsayilar1 yerine yazarak

1 o
u(z,t) = §CO+E ¢y cos(nma/2)e” (7712 (7.15)
n=1
1 2N (sin(3n7/8) — sin(nr/8)) i Jo2
= — — 9 (nm/2)%t
1 + - ngl ( - cos(nmx/2)e

¢oziimiinii elde ederiz. Elde ettigimiz seri ¢oziimiiniin ilk N = 50 teriminden
olugan toplamin [0, 0.75] zaman dilimine ait grafigi Sekil 7.4 ile verilmektedir.
Sekil 7.4 ve 7.15 ile verilen ¢oziimden t — oo igin

1 [? 1 [3/4
u(ac,t)—>—/ f(:c)dx:—/ de =1/4
2.Jo 2 )1
oldugunu gozlemliyoruz, yani homojen Neumann simir sartlari ile u(z, t) ¢dziimiimiiz

baglangic fonksiyonunun aralik iizerindeki ortalama degerine yakinsamaktadir.x =
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18 Difiizyon Denklemi

Sekil 7.4: Ornek 7.4 icin elde edilen ¢oziimiin ilk N = 50 teriminin toplami.

1/4 ve x = 3/4 noktasi komsulugunda baglangigta olugan ve baglangig degerinden
yukar1 sicrama ve agagi diisiigler baglangi¢ fonksiyonunun Fourier aciliminda
olugan Gibbs olay1 olarak degerlendirilmektedir.

Alistirmalar 7.2. 1-4 ile verilen problemlerin ¢oziimlerini belirleyiniz.

1.
U = Ugg, v € (0,1),2>0
u(0,t) = 0=wuy(1,t)
u(z,0) = 1

probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

U = Ugg,x € (0,2),>0
u(0,8) = 0=1u,(2,1)
u(z,0) = cos(mx/2)

probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.
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7.2 Homojen denklem ile homojen Neumann Problemleri 19

u = BUge,x € (0,1),6>0
ur(0,t) = 0=wu,(1,1)
w(z,0) = 1—z

probleminin ¢6ziimiinii belirleyiniz.

U = Uge, T € (0,2),£>0
ur(0,8) = 0= u(2,1t)

0 0<z<«1
u,0) = {1 1<z<?2

probleminin ¢oziimiinii belirleyiniz.

5. Asagida verilen ¢oziimleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eglestiriniz.

u(z,t) = % - % g % sm(@) cos(%)e"i’gt
(b)
u(x,t) =1
(c)

w(z,t) = e ™ cos(nz/2)

6. Asagida verilen grafikleri Soru 5 te tammmlanan u(x,t) fonksiyonlar ve
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dolayisiyla da Soru 1-4 ile problemlerle eslestiriniz.

7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri

Bu boliimde en genel

u = kug, +g9(x),0<x<1,t>0
w(0,t) = a,u(l,t)=p3,t>0 (7.16)
u(z,0) = f(z),0<z<1

problemini gozoniine aliyoruz, burada o ve [ nin gimdilik sabit oldugunu
kabul ediyoruz. Problemin homojen olmamas: ifadesi ile denklemin veya
swnar sartlarinin homojen olmamas: durumunu kastediyoruz. Problemi ¢o-
ziimiinii elde edebilecegimiz homojen Dirichlet sartli homojen denklemden
olugan bir probleme indirgemek istiyoruz. Bu amacla

u(z,t) = v(z, t) + s(z)
bigiminde ¢oziim arayarak, v i¢in

vy = kvge + ks"(z) + g(z)
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7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri 21

elde ederiz. s(x) fonksiyonunu
ks"(x) +g(x) = 0
s(0) = a,s(1)=p

olarak belirleyebiliriz. O halde (7.16) problemimiz homojen denklem ve ho-
mojen sinir sartlarindan olusan

v = kUgg
v(0,t) = 0=wv(1,1)
v(z,0) = flz)—s(z)

problemine doniigiir ve bu problemi nasil ¢ozebilecegimizi biliyoruz.

U = U +1,0<2<1,t>0
uw(0,t) = 0,u(1,t) =0,
u(z,0) = sin(mx)

problemini ¢éziiniiz.

u(z,t) =v(x,t) + s(x)

bi¢iminde ¢6ziim arayalim.

Uy = Uy,

Upe +1 = g +5"(2) +1

ile v icin
U = Vg + 8" () + 1

elde ederiz.
s(z) fonksiyonunu

s(0) = s(1)=0
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sartlarin1 saglayacak bi¢imde aradigimizda,
1
s(x) = zz(l —x)
2
olarak elde ederiz. O halde v igin
UVt = VUgy
v(0,t) = 0=wv(1,1)
1
v(z,0) = f(x)—s(z) =sin(rz) — 5:10(1 —x)

homojen problemini elde ederiz. v genel ¢6ziimiinii, yukaridaki iglemlere
benzer olarak

o0
v(x,t) = Z Cpsin(nmz)e Tt
n=1

olarak elde ederiz.

v(x,0) = Z Cp sin(nmx) = sin(mzx) — %x(l — 1)

n=1

baglangi¢ sartindan

S /1 (sin(m) - %m - m)) sin(n7z)dz

0

olarak elde ederiz. Buradan kolaylikla kontrol edilebilen integrasyon iglemleri
sonucunda

m—4
cT = 7T3
2 n
Cp = n37r3((_1) - 1),n=2,3,---

elde ederiz. O halde problemimizin ¢oziimiinii

(7.17)
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7.3 Homojen olmayan Dirichlet problemleri 23

Sekil 7.5: Ornek 7.5 e ait ¢oziimiin N = 10 terimli kismi toplamin grafigi

olarak elde ederiz. wu(x,t) ¢oziimiiniin ilk NV = 10 teriminden olugan kismi
toplam grafigi Sekil 7.5 ile verilmektedir.

Sekilden ve (7.17) ile verilen analitik ¢oziimden ¢ — oo i¢in u(z,t) —
s2(1 — z) oldugunu gozlemliyoruz.

ORNEK 7.6.

U = Ugp,0<z<1,t>0
u(0,t) = 1u(l,t)=-1
u(z,0) = 0

homojen olmayan Dirichlet sinir sarth difiizyon probleminin ¢éziimiini belir-
leyiniz.

Coziim.
Yukarida 6zetlenen yontem ile

u(z, t) = v(z,t) + s(z)
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bi¢iminde aradigimiz ¢6ziim icin
s'"(z) = 0
s(0) = 1,s(1)=—-1

sinir sartlar ile
s(x) =1—2x

elde ederiz. O halde homojen sinir gartin1 saglayan problemimizi

v(0,1) ; 0”:’ v(1,1) (7.18)
v(z,0) = —s(z)=22-1

olarak ifade edebiliriz.
v(x,t) = X(2)T(t)

bi¢iminde aradigimiz ¢oziim igin

X"4+AX = 0,X(0)=X(1)=0
T +AT = 0

elde ederiz. O halde

Ap = n?m%, X, (z) = sin(nrx),n = 1,2,

ile
Tn(t) — e—Ant — 6—n27r2t
ve
Un (7, ) = sin(nrz)e ™"t n=1,2,- -
ile

o oo
2.2
= E CnUn (1, 5 cpsin(nrz)e ™ ™

n=1 n=1

elde ederiz. Baslangic sart ile

v(x,0) =2 —1= ch sin(nmx)

n=1
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saglanmalidir. O halde ¢, ler 2z — 1 fonksiyonunun [0, 1] aralig: iizerindeki
Fourier siniis agiliminin katsayilar:1 olmalidir:

1
Cp = 2/ (2x — 1) sin(nrz)dz,n =1,2,---
0

elde ederiz. Fakat

/0 (2x — 1) sin(nrz)dr = -— (2'% -1 cos(nmx)

1 9 1
+— / cos(nmx)dx
0 nm Jo

nm
- +1
- _u’n: 1,2,
nm
olup,
" +1
Cp = —2( )"+ ,n=172,
nm
elde ederiz. O halde
vz, t) = ch sin(nra)e "
n=1

2 = (=) +1 22
= —= g (u) sin(nrz)e ™ ™
70 n
n=1
ile

u(z,t) = ov(z,t)+ s(z) (7.19)

o0

2 -1)"+1 2 2
= —— E ((L> sin(nrz)e™™ ™ — 2z + 1
n
n=1

™

¢oziimiinii elde ederiz. Elde ettigimiz u(x,t) ¢oziimiiniin [0,0.075] zaman
dilimi igerisindeki grafigi Sekil 7.6 ile verilmektedir.

Sekil 7.6 ve (7.19) ile verilen analitik ¢oziimden ¢ — oo i¢in u(x,t) —
—2z + 1 oldugu goriilmektedir. Bu sonuca gore sicaklik iletken tel igerisinde
dogrusal olarak degisen ve zamandan bagimsiz ¢oziime yakinsamaktadir.
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Sekil 7.6: Ornek 7.6 icin N = 50 ile ¢oziime ait kismi toplam grafigi

7.4 Homojen olmayan Neumann problem-
leri ve 6zfonksiyon acilim yontemi

Bu boliimde

u = kug, +g(x),0<x<1,t>0
uz(0,1) = o,u.(l,t) =0
u(z,0) = f(x)
ile tanimlanan homojen olmayan sinir sartli Neumann probleminin gbz tniine
aliyoruz, burada « ve # nin gimdilik sabit oldugunu kabul ediyoruz. Oncelikle

problemi homojen sinir gsarthh Neumann problemine doniistiirmek istiyoruz.
Dirichlet problemlerinde oldugu iizere

u(z,t) = v(z,t) + s(z) (7.21)

(7.20)

bigiminde ¢oziim ariyoruz. Bu ¢oziim formundan

Uy = 7y,
Ugey = VUgg + S”(l’),
u(z,0) = v(z,0)+ s(x)
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elde ederiz. (7.20) problemini v cinsinden ifade edelim:

U = ke +g(z) = v = k(v + 5"(2)) + g(x)
uz(0,t) = « = 1,(0,t) +5(0) =«
u(1,t) = = v,(Lt)+5(1)=p
u(z,0) = f(x) = v(x,0)+ s(z) = f(x)

Homojen simir sarthh problemi ¢ozebildigimiz igin
v2(0,t) = v, (1,¢) =0
kabul edelim. s(z) igin ise verilen simir gartlarimi yani
$'(0) = a,s'(1) =5
sartlarin saglayan en diisiik dereceli polinom olarak

(ﬂ_&)xQ
2

s(x) = ax +

secelim. O halde (7.20) problemine karsilik gelen homojen simir sarthi prob-
lemimizi

vy = kvg + G(2),
v(z,0) F(z) = f(z) — s(z) (7.22)
v:(0,t) = 0=uw,(1,1)

olarak ifade elde ederiz, burada G(z) = k(8 — a) + g(x). Boylece (7.20)
ile verilen nonhomojen simir sarthh homojen Neumann problemini (7.22) ile
verilen homojen simir sarth probleme déniigtiirmiis olduk.(7.22) probleminin
¢Oziimii i¢in agagida incelenen 6zfonksiyon agilim yontemini kullaniyoruz.

Yukarida ozetlenen prosediir,
a=a(t),8=p(t),g=g(z1t)

olmast durumu i¢in de benzer bicimde uygulanabilir, ancak bu durumumda
smr gartlarme saglayan uygun s = s(x,t) secilmelidir.
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7.4.1 Ozfonksiyon acilim yontemi

Ozfonksiyon acilim yontemi, homojen swnir sartlh fakat homojen olmayan
denklemden olusan problemlerin ¢oziimiinii belirlemek amaciyla uygulan-
abilen etkin bir yontemdir.

Ornegin (7.22) Neuman problemi igin bu probleme karsilik gelen

vy = kUg,

v:(0,t) = 0=uw,(1,1)

homojen Neumann probleminin ¢zfonksiyonlar: cinsinden

v(x,t) = %ao(t) + Z a(t) cos(nmz) (7.23)

n=1

biciminde ¢oziim aranir.

1 oo
v = 5@6(15) + nz:; a, (t) cos(nmx),

o0

= —7? Z n2a,(t) cos(nmx),

n=1

/UCITQZ

ifadelerini denklemde yazarak

L0+ 3 a6) + bnnan(0) cos(rma) = Glo)

n=1

elde ederiz. Segilen bir n > 0 i¢in her iki yam cos(nmz) ile ¢arpip, [0, 1] aralig
iizerinde integral alarak

al (t) + kn*n?a,(t) = G,,n =0,1,--- (7.24)

elde ederiz, burada

1
G, = 2/G($) cos(nmx)dr,n =0,1,---
0
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elde ederiz. Ote yandan
1 o0
v(@,0) = =ao(0) + Y _ a,(0) cos(nmz) = F(x)
2 n=1

baglangi¢ sartindan yine her iki yan segilen n > 0 igin cos(nnz) ile ¢arparak
[0, 1] aralig: iizerinden integral almak suretiyle

a,(0) = 2/F(x) cos(nmx)dx,n =0,1,--- (7.25)

0

elde ederiz.

(7.24)-(7.25) baglangig deger problemlerini ¢ozerek, a,(t),n = 0,1,---
fonksiyonlarim ve dolayisiyla da ¢oziimiin v(x,t) bilesenini belirleriz. s(x)
bilegenini de ilave etmek suretiyle verilen problemin ¢oziimiinii belirleriz.

U = Ugy
uz(0,t) = 1,u.(l,t)=0
u(z,0) = 1

homojen olmayan probleminin ¢oziimiini belirleyiniz.

1. Adim: Problemin homojen sinir sarth probleme doéniistiiriilmesi

u(z,t) =v(x,t) + s(x)
bigiminde ¢oziim arayarak,
Uy = U,
Uy = Uge+ 8" ()

uz(0,t) = v,(0,t) + s'(0),
ur(1,t) = wvy(1,¢) +s'(1)
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ile
§'(0)=1,5'(1)=0
sartlarin1 saglayan en diigiik dereceli s(x) polinomunu belirledigimizi

kabul edelim. Bu durumda homojen simir sarth ve fakat homojen ol-
mayan

U = U+ 5" (2)
vw((),t) — O,’Um(l,t) -
v(z,0) = u(x,0)— s(x)

problemini elde ederiz.

. Adim: Zaman bagimsiz s(z) bilesenin belirlenmesi: s(x) igin verilen

sinir sartlarini saglayan en kiigiik dereceli polinomu belirlemeye ¢aligalim:
s(z) = ax® + bx

bigiminde ikinci dereceden polinom arayalim.
s'(z) = 2ax +b

olup,
S0)=1=b=1

ve
s(1)=2a4+b=2a+1=0=a=-1/2

elde ederiz. O halde

1
s(z) = —§x2 +z,8(x)=—2+1,§"(z) = -1

ile

Vy = Ugp — 1

v:(0,t) = 0,v,(1,8) =0
1
v(z,0) = u(x,0)—s(z) = 5:62 —r+1
problemini elde ederiz. Problemimiz homojen smir sartli ancak hoomo-

jen olmayan bir problemdir. Bu durumda 6zfonksiyon agilim yontemini
kullanabiliriz.
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3. Adim: Homojen sinir garthi ve homojen olmayan denklem icin kargilik
gelen homojen problemin 6zfonksiyonlar: cinsinden ¢oziim aranmasi:
ozfonksiyon acilim yonteminin uygulanmasi

Kargilik gelen

Wy = Wyg

w,(0,t) = 0,w,(1,t) =0
homojen problemin 6zfonksiyonlar:
1/2,cos(nmz),n =1,2,---

olup bu fonksiyonlar cinsiden
(@,1) = Sao(®) + 3 an(t) cos(rnma)
v(z,t) = =a an(t) cos(nmx
) 92 0 pa ™

bi¢iminde ¢6ziim arayalim.

o0

vy = _% —I—Za; ) cos(nmz),
o0

Vpw = —WQZnZan(t) cos(nmz),
n=1

ifadelerini denklemde yazarak

o0

—ao )+ Z ) + n*m?a,(t)) cos(nrz) = —1

elde ederiz. Her iki yani segilen n > 0 i¢in cos(nwz) ile garparak [0, 1]
araligl tizerinden integral almak suretiyle

al,(t) + n*r?a,(t) = G,(x),n =0,1,- -
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elde ederiz, burada

1

Gn(x) = Q/G(x) cos(nmx)dr,n =0,1,- -

o

elde ederiz.

O halde

aé)(t) = —2
a,(t) +n’rla,(t) = 0O,n=1,2,--

elde ederiz. Bu denklemleri cozerek

ao(t) = —2t+ ao(0),
an(t) - an<0)6_n2ﬂ2t’ n = ]-’ 27 e

elde ederiz. Ote yandan (7.23) de t yerine sifir yazarak

o(2,0) = Flz) = %aO(O) + 3 0,(0) cos(nma)

elde ederiz. Bu gosterimin ise F' fonksiyonunun Fourier kosiniis acilim
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oldugunu goriiyoruz. O halde

CL()(O)

[\]

0

2 X

elde ederiz.

ao(t)

an(t)

F(x)dx,

) cos(nmx)dx

) / (53: o 1) cos(nmz)da

1
n2m2

katsay1 fonksiyonlarini yerine yazarak

v(x,t)

¢oziim bilegenini eldee deriz.

Za(t
500!

)+ Z a,(t) cos(nmx)

n=1

cos(nmz)
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Sekil 7.7: Ornek 7.7 icin N=10 ile elde edilen ¢oziim grafigi

4. Adim: orjinal problemin ¢oziimiiniin belirlenmesi ve yorumu

u(z,t) = s(x)+v(z,t)

1
= z— -2 —t+Z+ =) —e " cos(nmx)

(oztimdeki serinin ilk N' = 10 teriminin toplamu ile elde edilen yaklagik
¢oziim grafigi Sekil 7.7 ile verilmektedir.

ORNEK 7.8.
U = Ugy
uw(0,t) = t,u(l,t)=0
u(z,0) = 1

homojen olmayan problemini homojen swnir sartly probleme déniistiirerek oz-
fonksiyon agilim yontems ile ¢oziimiini belirleyiniz.
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u(z,t) = v(x,t) + s(z,t)
bigiminde ¢oziim arayalim, bu amagla sinir sartlarin1 saglamak amaciyla
s(z,t) =t(1 —x)
olarak secelim. Bu durumda

Uy = v+ St,
Ugy = Ugg + Suz
ile
UVt + St = Vgg + Szz

olmak {izere

Vg Ve + 2 — 1
v(0,t) = 0,
v(l,t) = 0,
v(z,0) = 1

homojen sinir sarth fakat homojen olmayan denklemden olugan problemi elde
ederiz. Kargilik gelen homojen problemin 6zfonksiyonlar: cinsinden

Z b, (t) sin(nmz)

biciminde ¢6ziim arayarak denklemde yerine yazmak suretiyle

Z b (t)sin(nmx) = — Z b (t)n*n? sin(nrx) + — 1
n=1
veya
D (U,(t) + nP7b,(t)) sin(nrx) =z — 1
n=1
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elde ederiz. Her iki yan segilen bir n > 0 ile carpip, [0, 1] aralig1 iizerinde
ingralini alarak,

1

2
V() +n’mb,(t) = 2/(33 — 1) sin(nrx)de = ——n= 1,2,
7r
0

elde ederiz. Ote yandan
v(x,0) = Z b, (0) sin(nmx) =1
n=1

olup, yine aym prosediirle,

bn(O):w,n:LQ,...

elde ederiz. O halde ¢ozmemiz geren baglangic deger sistemini
V,(t) + n*n?b,(t) = ——, (7.26)
bTL<O) - —’n:1’2,...

olarak elde ederiz.

Birinci basamaktan lineer

Y +ay = f(t)

denkleminin genel ¢6zimiiniin

olarak elde edilebilcegini hatirlayalim.

Her biri birinci basamktan lineer denklemden olusan ve (7.26) ile verilen
baglangic deger problemlerini ¢ozerek,

bn(t):2e”2“2t< ! —l—i—(_l)) 2 n=12---

n3wd  nrw nm n3m3’
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Sekil 7.8: Ornek 7.8 icin N=50 ile ¢oziim grafigi.

elde ederiz. Elde ettigimiz bu degerleri yerine yazarak

u(z,t) = wv(z,t)+ s(z,t)

[e.o]

= t(l—xz)+ Z by, (t) sin(nmx)

n=1

¢oziimiinii elde ederiz. Coziim grafigi N = 50 icin Sekil 7.8 ile sunulmaktadir.

Sekil 7.8 ile sol u¢ noktadan iletken telin sicakliginin ilerleyen zaman
degerleri icin arttigini, sag ug noktada ise sifir birim degerinde sabit tutul-
dugu goriilmektedir.

Alistirmalar 7.3. 1-4 ile verilen problemlerin ¢oziimlerini belirleyiniz.

1.
U = Ugg,x € (0,1),2>0
u(0,t) = 1
u(l,t) = 0
u(z,0) = 1—ux
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2.
U = 2z, r € (0,1),£>0
u(0,t) = 2
u(l,t) = 0
u(z,0) = 2x+1
3.
Uy = Ugg, v € (0,2),t>0
u(0,t) = 0
u(2,t) = —1
u(z,0) = =z
4.
Uy = Ugg, v € (0,2),6>0
u(0,8) = 1
ug(2,t) = —1
u(z,0) = —xz+1

5. Asagida verilen ¢oziimleri Soru 1-4 ile verilen problemlerle eglestiriniz.

(a)

n=1
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(d)

u(z,t)=1—=x

6. Asagida verilen grafikleri Soru 5 te verilen serilerle ve dolayisiyla da
Soru 1 de verilen problemlerle eglestiriniz.

7. Asagida verilen karigik simir sarthi problemleri ¢oziiniiz

(a)

U = Ugg, v € (0,1),£>0
ug(0,t) = 0,u(l,t)=0,t>0
u(z,0) = 1,
(b)
U = Ugg,x € (0,1),£>0
w(0,t) = 0,u,(1,t)=0,£>0
u(z,0) = 1,

8. Asagida verilen problemleri homojen sinir garth probleme doniistiir-
erek yukaridaki orneklerde uygulandigi iizere 6zfonksiyon agilim yon-
temi yardimiyla ¢oziiniiz.
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U = Ugg, v € (0,1),6>0
u(0,t) = 0,u(l,t)=tt>0
u(z,0) = 1,
(b)
U = Ugg, v € (0,1),6>0
u(0,t) = 0,u(l,t)=tt>0
u(z,0) = 1,

U = U +x+t,xe(0,1),t>0
u(0,t) = e " u(l,t)=0,t>0
u(z,0) = 1

?

U = U +x—t,xe€(0,1),t>0
uz(0,t) = 0,u.(l,t) =¢/2,t >0
u(z,0) = 1,

9. Smirdegerleri sabit olan Dirichlet problemleri igin Maxima ortaminda
interaktif uygulama: Agagida verilen kodu maxima ortaminda ¢ahstirarak,
sinir degerleri sabit olan Dirichlet problemlerinin ¢oziimii i¢in uygu-
layimiz.

7.5 Maxima ile interaktif uygulamalar
Sabit simir gsarth Dirichlet problemlerini gozoniine alahm. Asagidaki kodu

Maxima ortaminda yazarak stz konusu problemlerin analitik ¢oziimlerini ve
grafiklerini interaktif olarak elde edebiliriz.
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kdd_dr(f) :=block([x,t] ,declare(n,integer),

disp("Ut=kUxx,0<x<L,0<t<Tmax, U(0,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=f(x)"),
k:read("k="),
L:read("L="),
a:read("u(0,t)="),
b:read("u(L,t)="),
define(s(x), (b-a)*x/L+a),
cn:ratsimp(2/Lxintegrate ((f (x)-s(x))*sin((n*)pi*x)/L),x,0,L)),
define(v(x,t) ,sum(cn*sin(n*%pi*x/L)*exp (~k* (n*xYpi/L) "2*t) ,n,1,N)),
define(u(x,t),vix,t)+s(x)),
M:read(" N="),
Tmax:read(" Tmax="),
UU:subst (M,N,u(x,t)),
wxplot3d(UU, [x,0,L], [t,0,Tmax], [1legend,false]),
display(u(x,t)),
sonuc:ratsimp(diff (UU,t)-kxdiff (UU,x,2)),
if sonuc=0 then disp("sonuc dogrudur")
else disp("sonuc yanlig gozikiiyor")) ;

Program 7.1: Dirichlet problemi i¢in Maxima Uygulamasi

Up = 2,0 <z <1
u(0,t) = 0,u(l,t) =1

u(z,0) = 1l—z

probleminin ¢ézimiinig kdd_ dr kodu yardimiyla elde ediniz.

e Oncelikle f fonksiyonunu tammlamaliyiz: f(z) :=1—x

e Daha sonra agagida girilen komut sonrasinda istenilen verileri programa
tanitmaliyiz:
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kdd dr (f);
Ut=kUxx,0<x<L,0<t<Tmax, U(0,t)=a , U(L,t)=b, U(x,0)=1(x)
k= 2;

= 1;
u(o,t)= 0;
uf(L,t)= 1;
N= 50;

Tmax= 0.05;

e Coziim grafigi ve analitik ¢oziim agagidaki gibi elde edilir. Coziimiin
dogrulugu da denklemin saglatmak suretiyle kontrol edilmektedir.

Yukarida verilen Maxima koduna ait agiklamalar1 [5] kaynagindan takip
edebilirsiniz.
Ozetle bu boliimde

e homojen denklem ile homojen sinir sarth Dirichlet ve Neumann prob-
lemlerinin degigkenlerine ayirma yontemi ile nasil ¢oziildiigiini

e homojen olmayan siir gsartli problemlerin homojen simir sartli prob-
lemlere nasil doniistiiriildiigiinii

e homojen olmayan denklem ile homojen sinir sarthh problemlerin 6z-
fonksiyon acilim yontemi ile nasil ¢oziildiigiinii inceledik.

e Ayrica homojen denklem ile sabit sinir sartli Dirichlet problemini in-
teraktif olarak Maxima ortaminda ¢ozen bir uygulama inceledik.

1. kdd_dr programains kullanarak Bélim 7.1 de sunulan alistirmalary ¢oz-
erek, elde edilen sonuclart kontrol ediniz.

2. Programunin kdd_nm isimli versiyonunu gelistirierek homojen sinar sartl
Neumann problemlerinin analitik ¢oziimiini elde ediniz.

3. (Proje) Boliim ilk sayfasinda verilen en gelen 7.1-7.3 probleminin ana-
litik ¢oziimiint belirleyen bir uygulama gelistiriniz.
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Z (2 (—1)”+2) 5627 0% tgin(n nx)

u(x, t): +x

sonuc dogrudur
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