Bolum 1

Temel Kavramlar(Bayag: ve Kismi
Diferensiyel Denklemler)

Bu boliimde

e kismi diferensiyel denklemler icin temel kavramlari, bayag: diferensiyel
denklemler teorisi ile iligkili olarak tanitiyor,

e bayag diferensiyel denklemlerle modellenen tipik olaylar1 dikkate alarak,
yerel degisimlerin dikkate alindig1 daha kapsamli analizin kismi dife-
rensiyel denklem modelleri ile gerceklestirilebilecegine dikkat cekiyor
ve bu suretle kismi diferensiyel denklem caligmalarini motive ediyoruz.
Ayrica

e bayag: diferensiyel denklem ¢oziim yontemleri yardimiyla ¢oziilebilen
kismi diferensiyel denklemleri gézoniine aliyor ve genel ¢oziimlerini elde
ederek, bayag1 diferensiyel ve kismi diferensiyel denklem genel ¢oziim-
leri arasindaki iligkilere dikkat cekiyoruz.

1.1 On bilgi(Bayag1 Diferensiyel Denklemler
igin hatirlatma)

Tek bir bagimsiz degiskene sahip bir bagiml degiskenin, s6z konusu bagimsiz
degiskene gore tiirevini iceren denkleme Bayagi(veya Adi) Diferensiyel
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2 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

Denklem(BDD) adi verildigini hatirlayalim. En genel halde birinci basa-
maktan bir bayagi diferensiyel denklem

F(t,y,y) =0 (1.1)

bigimde bir f bagintisi yardimiyla ifade edilebilir, burada ¢ bagimsiz degisken
ve y = y(t) ise bagimli degiskendir. Elemanter uygulamalarda ( 1.1) denklemi
y! ne gore acikca ifade edilebilir, yani

y = f(t,y) (1.2)

seklinde ifade edilebilir. f nin 6zel durumlarn i¢in (1.2) denklemine &zel
isimler verildigini hatirlayalim:

[t y) = =P(t)y + Q)
yani,
y' =—P(t)y + Q1)
veya daha yaygin ifadesiyle
y' + Pty = Qt)

ise (1.2) denklemi birinci basamaktan lineer denklem,

fty) = h(t)g(y)
ise (1.2) denklemi degigkenlerine ayrilabilen denklem olarak adlandiril-
maktadir.

e Siirekli bir f(¢,y) fonksiyonu i¢in (1.2) denkleminin genel ¢oziimii, tiirevi
mevcut ve siirekli olup, ¢ parametresinin her bir degeri i¢in denklemi
ozdes olarak saglayan y = p(t, ¢) egri ailesidir.

e Ornegin
y=t-y

denkleminin genel ¢oziimii, integral parametresi yardimiyla
y=ce'+t—1,ceER

olarak elde edilebilen egri ailesidir.
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1.1 On bilgi(Bayag Diferensiyel Denklemler icin hatirlatma) 3

y=t+y
denkleminin genel ¢oziimii de yine integral parametresi yardimiyla
y=ce —t—1,ceR
egri ailesidir.

e Degiskenlerine ayrilabilen
/

y =ty
denkleminin genel ¢oziimii
y = cet2/2,c eER
egri ailesidir.
e Ote yandan ikinci basamaktan olan
y/l _ y — O
denkleminin genel ¢oziimii
y=ce' +det c,d€R

ile ifade edilebilen iki parametresli bir egri ailesidir. Ayni egri ailesi ¢
ve d cinsinden elde edilebilen uygun A ve B sabitleri igin

y = Asinh(t) + B cosh(t)
bigiminde de ifade edilebilir.
e Yine ikinci basamaktan olan
Y +y=0
denkleminin genel ¢oziimii,
y = csin(t) + dcos(t),c,d € R
bi¢giminde ifade edilebilen iki parametreli bir egri ailesidir.

e Ayrica
y// + y = t2
denkleminin genel ¢oziimiiniin parametre degisimi veya belirsiz kat-
sayilar yontemi ile

y = csin(t) +dcos(t) +t* —2,¢c,d € R

olarak elde edilebilecegini hatirlayalim.
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4 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

1.2 Kismi Diferensiyel denklemler: Temel Kavram-
lar

Birden fazla bagimsiz degiskene sahip bir bagimly degiskenin,
bagimsiz degisken veya degiskenlerine gore kismi tirevlerini iceren denkleme
Kismi Diferensiyel Denklem(KDD) ady verilmektedir. Kisaca Kismi Di-
ferensiyel Denklem, bagimly degiskenin kismi tirev veya tirevlerini iceren
denklemdir ve baz kaynaklarda Kismi Tilrevli Denklem olarak ta adlandiril-
maktadar.

e Kismi Diferensiyel Denklem ornekleri:

e u = u(t,x) olmak iizere

w = 0, (1.3)
U = 1, (1.4)
U +uy, = u, (1.5)
U = Ky, (1.6)
Uy = Clgy (1.7)
U+ WUy = Uy (1.8)
e u = u(z,y) olmak iizere

Uy +u, = 1 (1.9)
Uy +uy, = cu (1.10)
Uy + Uy = T—Y (1.12)

e u = u(t,x,y,z) olmak iizere
Up = Ugy + Uyy + Uss (1.13)

Bayagu diferensiyel denklemlerde oldugu gibi Kismi Diferen-
siyel Denklemlerde de denklemin basamagr en yiiksek basamaktan tiirevin
basamagina egittir.
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1.2 Kismi Diferensiyel denklemler:Temel Kavramlar 5

(1.8)-(1.5),(1.9),(1.10) denklemleri birinci basamaktan, (1.6),(1.7),
(1.11)-(1.18) denklemleri ikinci basamaktan, (1.8) denklemsi ise ti¢tinci basamak-
tandur.

Kismi diferensiyel denklemlerde t zaman degiskeni, x,y, z ise
konum degiskeni olarak adlandirilir.

Birinci basamaktan v bagimh degiskenli, ¢ ve x bagimsiz degiskenli en
genel bir Kismi Diferensiyel Denklem uygun bir f bagintisi ile

flt,u,ug,uy) =0 (1.14)
biciminde ifade edilebilir.

Bir Kismi Diferensiyel Denklemdeki konum degiskeninin sayisina
denklemin boyutu ad: verilir.

( 1.3)-(1.8) denklemleri bir boyutlu, (1.9)-(1.12) denklemleri
iki boyutlu, (1.13) ise ii¢ boyutludur.

( 1.8) denklemi konum degiskenine gére tiirev icermemesine ragmen,
u = u(t,x) olarak tanvmlandig i¢in denklem bir boyutludur.

L , bayaqn veya kismi tirev operatori, f bagimsiz degisken

veya degiskenlerin bir fonksiyonu, u ise operatorin tanim kiimesinde tanimla
bir fonksiyon olmak tizere operator notasyonuyla ifade edilen

Lu=f (1.15)

denklemini gozoniine alalim. L operatoriiniin tamwm kiimesindeki herhangi
keyfi iki u,v fonksiyonlar:, ve o sabiti i¢in

o L(aU) = aL(u)
o L(u+v)=L(u)+ L(v)

kriterleri saglanmyorsa, L ye lineer operatér ve (1.15) denklemine de
lineer diferensiyel denklem adi verilir. Eger L lineer degilse, L ye non-
lineer operator ve ilgili diferensiyel denkleme de nonlineer diferensiyel
denklem adv verilir.
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6 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

L lineer operator olmak tzere (1.15) denkleminde f = 0 ise
veya diger deyimle u = 0 denklemin ¢ézimii ise denkleme homojen denk-
lem adi verilir, diger durumda denklem nonhomojen olarak siniflandirilor.

Lineer ve nonlineer denklem ornekleri:
o u=u(z), Lu = u/, olmak iizere
L(au) = (qu)! = aul = aL(u),
Lu+v) = (u+v) =u + v/ = Lu+ Lv.
O halde Lu = w/ = f denklemi lineer bir denklemdir.
e u=u(x), Lu = au/ + bu?, olmak iizere herhangi « skaleri igin
L(au) = alau) + b(au)? = aqul + ba*u® # aL(u) = a(aul + bu?),

o halde
aul +bu® = f

nonlineer bir denklemdir.
o u = u(z),Lu = u + p(x)u — q(x)u™,n # 1 olmak iizere herhangi «

skaleri i¢in
L(au) # aL(u)

dir. O halde 6zel olarak
w +p(x)u—q(x)u” =0
veya Bernoulli denklemi olarak bilinen
w + p(r)u = g(z)u”
denklemi nonlineerdir.

e q,b sabitleri,u = u(z,y), f = f(x,y) fonksiyonlar i¢in au, + bu, = f
denkleminin lineerdir: u = u(z,y),a,b sabitleri i¢in Lu = au, + bu,
olarak tanimlansin. Herhangi a@ € R skaleri icin

L(au) = alau), + blau), = a(au, + bu,) = aLu
Liu+v) = a(u+v), +blu+v), = au, + bu, + av, + bv, = Lu+ Lo
O halde
aug + buy, = f
denklemi lineer bir KDD dir.
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1.2 Kismi Diferensiyel denklemler:Temel Kavramlar 7

e u, + uu, = f denklemi nonlineerdir:

u = u(z,y) icin Lu = u, + uu, olarak tammlansin. Herhangi o € R
skaleri igin

L(au) = (au), + (au)(au), = au, + o*uu, # a(u, + uu,) = aL(u).
olup, L operatorii nonlineer ve dolayisiyla da

Lu=u, +uu, = f
denklemi nonlineer bir denklemdir.

e u; — kuy, = 0 denkleminin lineer ve homojendir:

u = u(x,t), k sabiti i¢in Lu = u; — ku,, olarak tanimlansin.Herhangi
a € R skaleri igin

Liau) = alau); — k(ou), = alauy — kug,) = aLu
Lu+v) = (u+v);—k(u+0)ee =t — ktige + vy — kvyy = Lu+ Lo

O halde denklemi lineer bir kismi diferensiyel denklemdir. Ayricau =0
denklemin ¢oziimii oldugu i¢in denklem homojendir.

e Poisson denklemi olarak bilinen
Upy + Uyy = f
denklemi lineer bir denklemdir, ciinkii
Llu] =ty + uy,

operatorii lineer bir operatordiir(Aligtirma), ancak homojen degildir.
f =0 igin elde edilen

denklemi Laplace denklemi olarak adlandirilir ve homojendir.
e ¢ bir skaler olmak {izere Dalga denklemi olarak bilinen
Ui = gy + f

denklemi lineer bir denklemdir, giinkii L[u] = wuy — c*u,, operatorii
lineer bir operatordiir.

Karadeniz Teknik Matematik, erhan@ktu.edu.tr



8 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

denklemi nonlineerdir:

Ciinkii N = N(z,t), LN = N, — N, — N(1— N/M) olmak
iizere keyfi @ sabiti igin

L(aN) = (aN);— (aN)g — (aN)(1 —aN/M)

Denklemi nonlineer yapan terim bilinmeyenin carpim halinde bulun-
dugu
E(N)N =(1—- N/M)N

ifadesindeki N2/M terimidir.

(x,y) bagrmsiz degisken ve u = u(x,y) bagiml degisken olmak
tizere, birinci basamaktan en genel bir lineer Kismi Diferensiyel Denklem

a(z, y)us + bz, y)uy + c(z, y)u = f(z,y) (1.16)
biciminde ifade edilebilir.

Kaismi tiirev i¢in alt indis veya tirev gosterimleri gibi farkl
gosterimler mevcuttur, 6rnegin

ou 0*u ou 3u

Uy = %7”1:2 = @7”152 E?uxxm = @

dir. Kisma tirevin vurgulanmast gerektigi durumlarda tirev gésterimini, diger
durumlarda ise alt indis notasyonunu kullanacagiz.

1.3 Matematiksel model olarak Bayagi ve Kismi

Diferensiyel denklemler
Hangi olaylar bir bayagi diferensiyel denklem ve hangileri kismi diferensiyel

denklem ile modellenebilmektedir?
Bu soruyu kisaca asagidaki gibi cevaplayabiliriz:
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1.3 Matematiksel model olarak Bayagi ve Kismi Diferensiyel denklemler 9

Fiziksel boyut icerisindekt yerel degigimlerinin dikkate alinmadigr durum-
lar bir bayag diferensiyel denklem ile modellenebilirken, fiziksel boyut i¢erisin-
deki yerel degisimlerin dikkate alindige durumlar kisme diferensiyel denklem
ile modellenebilmektedir.

Bayag1 ve kismi diferensiyel denklem ile modellenebilen olaylar1 somut
ornekler iizerinde inceleyelim:

1. Kiitle korunumu: Su dolu bir kab igerisine bir damla miirekkep
damlatalim, ¢ = ¢(t), kab igerisinde ¢ anindaki toplam miirekkep mik-
tar1 olsun. Miirekkep miktar1 zamanla degismeyecek, yani kiitle ko-
runacaktir. Bu durumda kiitle korunumunun matematiksel ifadesi ola-
rak

de
7
diferensiyel denklemini elde ederiz. Bu denklem birinci basamaktan bir
bayag: diferensiyel denklemdir. Eger ¢ = 0 anindaki miktar ¢ ise bu

0

taktirde
de
- = 1.1
o 0 (1.17)
c(0) = ¢

baslangi¢ deger problemi olarak adlandirilan (1.17) probleminin ¢oziimii
olarak c(t) = co, t > 0 elde ederiz.

Sekil 1.1: Su dolu kabda miirekkep yayilim sematigi

O halde kab igerisine baglangicta damlatilan miirekkep miktar: zamanla
degismemektedir.
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Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

2. Korunan kiitle difiizyonu: Fick yasasi olarak bilinen yasa geregi yu-

karida goz oniine alinan kab icerisindeki miirekkep, yiiksek yogunluklu
bolgelerden diisiik yogunluklu bolgelere dogru molekiiler etkilesimler
sonucu yayilacaktir. Molekiiler etkilesimler sonucu olugan bu yayilma
islemine difiizyon adi verilmektedir. Kabimizin Sekil 1.1 de goriidiigii
tizere iistii acik ve su dolu oldugunu diigiinelim. Uzun ekseni = ekseni
olarak diigiinelim, x noktasi ve t anindaki miirekkep konsantrasyonunu
c(z,t) ile gosterelim. Bu durumda bardak igerisindeki miirekkep kon-
santrasyonu, ilerleyen derslerimizde acikc¢a nasil elde edildigini inceleye-
cegimiz

Oc 9%c
c(z,0) = ¢

ile verilen difiizyon kuralina gére yayilir. Ornegimizde ¢ degeri konum(z)
ve zamana(t) bagh olarak degismektedir, yani ¢ = ¢(z,t) dir.

(1.18) modeli,

e herhangi bir xy noktasindaki degerin komsu noktalara gore kiiciik
olmasi, 6rnegin zy noktasinda yerel minimuma sahip olmasi duru-
munda ¢,,(z9) > 0 olacagindan stz konusu nokta komsulugunda
noktada ¢; > 0 olacagini, dolayisiyla ¢ nin artacagin ifade eder.
Ote yandan

e herhangi bir xy noktasindaki degerin komsu noktalara gore biiyiik
olmasi, drnegin zy noktasinda yerel maximuma sahip olmasi duru-
munda ¢,,(z9) < 0 olacagindan stz konusu nokta komgulugunda
¢; < 0 olacagimi, dolayi siyla ¢ nin azalacagini ifade eder.

. Korunan kiitle adveksiyonu(taginimi): Ote yandan z = x(t), tek

yonde(drnegin saga dogru) dz/dt = v > 0 hiziyla hareket eden akigkan
icerisinde yayilmayan(difiize olmayan) kimyasalin konumunu gostersin.
c(x,t), r noktas: ve ¢t aninda birim hacimdeki kimyasal miktari, yani
kimyasal konsantrasyonu olmak {izere, v hiziyla hareket eden ortamda
toplam konsantrasyonun zamanla degigmedigini kabul edelim. Bu du-
rumda zincir kural yardimiyla modelimiz

de(t, x(t)) dc  Odcdx

dt ot ozt
= ¢ +ve, =0 (1.19)
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1.3 Matematiksel model olarak Bayagi ve Kismi Diferensiyel denklemler 11

olarak ifade edilir. Bu denklem adveksiyon(tasinim) denklemi olarak
bilinen denklem tiirtine aittir ve denklem birinci basamaktandir.

4. Emerji korunumu: Newton soguma yasasi, bir cismin yiizey sicak-
liginin zamana gore degisiminin, yiizey sicakligi ve dig ortam sicaklig:
arasindaki fark ile orantili oldugunu ifade eder. Cismin ¢ anindaki yiizey
sicakligi T'(t) olmak iizere, bu yasa

T = —a(T — A)

olarak ifade edilebilir, burada A sabit veya zamanla degisebilen dig or-
tam sicakhigl, o > 0 ise 151 transfer katsayisidir. Ornegin baslangicta 75
derecedeki bir fincan kahveyi 25 derecede oda sicakligina getirdigimizi
diistinelim. Ilerleyen zamanlarda kahve iist yiizeyinin sicakligi,

dT
— = —o(T -25) (1.20)

T0) = 75
baglangi¢ deger problemi ¢oziilerek elde edilebilir. Denklemi ¢ozerek
T(t) =25+ 50e”

elde ederiz. t— > oo i¢in 1" degerleri azalarak 25 degerine yaklagtigina
dikkat edelim

e Ancak kahve iist yiizeyinin sicakligi, fincan igerisindeki sicak-
liktan genelde farklidir. z—yoniinii kupa uzun ekseni oldugunu,
sadece bu ekse boyunca 1s1 degisiminin oldugunu ve fincanin 1s1
yalitimli oldugunu, ayrica bir birim yiiksekliginde oldugunu kabul

edelim, Sekil 1.2.
1
a

Sekil 1.2: Fincan sematigi

]
I

5]
I

Sicaklik degisim modeli olarak diigey eksen ve zamana bagli olarak
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Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

T, = kT.. (1.21)
T.|.=0 = 0
Ty = —afT —25)
T(z,0) = 75

e Burada 7, terimi Termodinamik yasalar cercevesinde 1sinin si-
cak bolgeden soguk bolgeye dogru hareket edecegini ifade eder.
Herhangi bir zy noktasinda 7, > 0 ise, komsu noktalardaki 1sinin
daha yiiksek oldugu ve dolayisiyla difiizyon katsayisi £ > 0 oldugu
icin 7; > 0 olacagindan 7' nin zy noktasinda artmasi gerektigi,
yani komsu sicak bolgelerden z, noktasina dogru molekiiler etk-
ilesimler sonucu 1s1 difiizyonunun gerceklesmesi gerektigi goriiliir.
Fakat eger zy noktasinda 7., < 0 ise komsu noktalardaki 1sinin
daha diisiik oldugu ve dolayisiyla 7; < 0 olacagindan 7' nin zj
noktasinda azalmasi gerektigi, yani 1sinin komsu bolgelere dogru
yayllmasi gerektigi anlagilmaktadir. 7, nin herhangi bir nok-
tadaki isareti 1s1 akim yoniinii belirler. Soguma problemi igin
soguma siiresince T, > 0 dir.

e Simdi (1.20) ve (1.21) arasindaki iligkileri inceleyelim:(1.20) prob-
leminde T' = T'(t) olup, denklem bir bayag diferensiyel denklemdir
ve basamag bire esittir, ¢iinkii en yiiksek basamaktan tiirevin
basamag: bire egittir.(1.21) probleminde T' = T(z,t) olup, denk-
lem ikinci basamaktan bir kismi diferensiyel denklemdir.

e Bu modelde fincan sicakliginin sadece zaman ve fincan uzun ekseni
yani z ekseni boyunca degistigini kabul ettik, ancak fincan igerisin-
deki her (z,y, z) noktasindaki sicakligi belirlemek isteyseydik, bu
taktirde modelimizin

Ty = k(T + Ty +T.) (1.22)

olarak revize ederek, diger eksenler yoniindeki 1s1 akimlarim da
dikkate almamiz gerekirdi. Bu durumda denklemimiz tek bir
T bagimlh degiskeni ile (z,y,z) konum degigskenleri ve t zaman
degiskeni olmak iizere dort adet bagimsiz degisken igerir. (1.20)
de tek bir konum degiskeni mevcut oldugu i¢in problem tek boyutlu,
(1.22) de ise (z,y,2) ile gosterdigimiz ii¢ adet konum degigkeni
mevcut oldugu i¢in problem {ii¢ boyutludur.
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1.4 ikinci basamaktan lineer kismi diferensiyel denklemlerin siniflandirimasi 13

5. Niifus korunumu: Oteyandan besinci 6rnek olarak lojistik model ola-
rak bilinen niifus modelini gozoniine alalim.

Z—jtv — k(N)N,k(N) =1— N/M

Birinci basamaktan degiskenlerine ayrilabilir bir bayag: diferensiyel denk-
lem olarak bu denklemi ¢ozerek ¢ anindaki ilgili canli niifusunu, yani
N(t) degerini belirleyebiliriz. Ancak bu bilgi bize soz konusu bilgenin
her bir alt bolgesindeki niifus degeri hakkinda bilgi vermez.

Bu taktirde modelimizi gelistirmemiz gerekmektedir: Bir sahil seridi
boyunca z = A ve x = B noktalar1 arasinda yerlesim alanlarina sahip
sehir diisiinelim. Bu sehrin A < x < B noktasindaki niifusu, lojistik
modele gore

N, = Ny +k(N)N,E(N)=1— N/M (1.23)
N(z,0) = Ny, ilk niifus degeri
N(A,t) = Na, N(B,t)= Ng.

olarak verilir. Burada N,, terimi difiizyon terimi olarak adlandirilik,
N, < 0 oldugu yerlerde dN/dt nin azalmasi ve N, > 0 oldugu yerde
ise dN/dt nin artmasim gerektirir. Diger deyimle insanlarmn niifusun
¢ok yogun oldugu bolgelerden daha az yogun oldugu bolgelere goc etme
eyilimini ifade eder. Burada Ns ve Np degerleri sirasiyla A ve B
noktalarinda birim uzunluklu bolgelerdeki niifus degerlerini temsil eder.
Alternatif olarak A ve B noktalarindan birim zamanda sehire giren net
niifus degerlerinin veya sinirdaki niifus degeri veya birim zamandaki
niifus hareketliliginin bilinmesi de gehirdeki niifusun belirlenmesi ic¢in
yeterli olur.

1.4 Ikinci basamaktan lineer kismi diferensi-
yel denklemlerin siniflandirilmasi

Ikinci basamaktan = ve y bagimsiz degisken ve u = u(z,y) bagimh degigkenli
en genel lineer sistem, u,, = u,, kabulii ile

AUy + DUgy + Cliyy + du, + euy + fu =g (1.24)
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14 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

bi¢ciminde ifade edilebilir. Burada katsayilar bagimsiz degiskenlerin her ik-
isinin veya sadece birisinin fonksiyonu olabilecegi gibi sabit te olabilir. g = 0
olmasi durumunda denklem homojen olur.

Bu denklemin siniflandirma iglemine 1g1k tutmasi agisindan 6ncelikle ikinci
basamaktan sabit katsayili

ay’ +by +cy=f (1.25)

denklemini g6z oniine alalim. Homojen kismin genel ¢oziimii icin y = e
bicimde ¢oziim ararken, r lerin

ar* +br+c=0

denklemini sagladigini biliyoruz. Denklemin koklerinin reel ve birbirinden
farkli, reel ve gakigik veya karmasgik olmasi durumuna goére ¢oziimiin artan
zaman degerleri i¢in farkli davranmig sergiledigini hatirlayalim. Daha agik
olarak denklem kokleri i¢in tanimh

A =b* — dac
diskriminant1 6nemli rol oynar:

e A > ( ise kokler reel,
e A =0 ise kokler cakigik,

e A < 0 ise kokler karmagiktur.

Tipki 1.25 denklemindeki simflandirma gibi, (1.24) denklemin ¢oziimleri
de diskriminant adi verilen ve herhangi bir (x,y) noktasinda

A(xuy) = b2<l’,y) - 4a(x,y)c(x,y)

ifadesinin isaretine bagh olarak farkli ézellikler gosterir. A(x,y) nin igarete
gore de denklem farkli simflara ayrilir. Herhangi bir (z,y) noktasinda

o A(z,y) > 0ise (1.24) denklemi (z,y) noktasinda hiperbolik,
o A(x,y) =0 ise (1.24) denklemi (x,y) noktasinda parabolik ve

o A(z,y) <0ise (1.24) denklemi (z,y) noktasinda eliptiktir denir.
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Ugc farkll smifa ait coziimlerin ozellikleri kendi smifi icerinde benzerlik
gosterdigi icin bu simflandirma faydalidir.

e Laplace denklemi olarak bilinen u,, + u,, = 0 denkleminde a = 1,b =
0,c = lolup, A = —3 < 0 dir. O halde Laplace denklemi olarak bilinen
bu denklem eliptik tiirden bir denklemdir ve eliptik denklemlerin en
basit bi¢imi(kanonik formu) olarak bilinir.

e Difiizyon denklemi veya daha ¢ok 1s1 denklemi olarak bilinen u; — k., =
0 denkleminde a = —k,b = ¢ = 0 olup, A = 0 dir. O halde difiizyon
denklemi parabolik bir denklemdir ve parabolik denklemlerin en basit
bi¢imi olarak bilinir.

e Dalga denklemi olarak bilinen dalga yer degistirmesini belirleyen uy —
Uy, = 0 denkleminde A = 4¢? > 0 olup, dalga denklemi hiperbolik
denklemdir ve hiperbolik denklemlerin basit bigimlerinden birisi olarak
bilinir.

® U, + xuy, = 0 denkleminde @ = 1,0 = 0,¢ = x olup, A = —4x
dir. O halde x > 0 yar1 diizleminde denklem eliptik, x = 0 dogrusu
iizerinde u,, = 0 denklemine doniisiir ki bu denklem parabolik, z < 0
yar1 diizleminde ise denklem hiperboliktir. O halde degisken katsayil
denklemler, farkl bolgelerde farkli denklem tiirlerine ait olabilmektedir.

e u, + (1 —2*)uy,, = 0 denkleminde ¢ = 1,b = 0,¢ = 1 — z* olup,

A = 4(2? — 1) dir. O halde

— diizlemde z = £1 dogrusu iizerinde denklem parabolik(P),

— D ={(z,y) € R*| — 1 < z < 1} bolgesi iizerinde denklem eliptik(F)
ve

— D = {(z,y) € R?|x < —1 veya = > 1} bolgesi iizerinde denklem
hiperboliktir(H).

— Soldan saga dogru siralamak gerekirse, denklem diizlemde HP,— EP,_1H
veya kisaca H PEPH tiirtindedir.
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16 Temel Kavramlar(Bayagi ve Kismi Diferensiyel Denklemler)

1.5 Baz kismi diferensiyel denklemlerin bayag:
diferensiyel denklem ¢oziim yontemi yar-
dimiyla ¢6ziimii

Agagidaki tabloyu inceleyerek, bazi lineer bayag: diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerini hatirlayalim.

Bayag Dif. Denklem | Genel ¢oziim

y=1y(t),y =0 y=c,cE€R

yr =1 y=t+cceR

yl =y y=ce',ceER

Y +3y=0 y=ce 3 ccR

y" =0 y=c+dt,c,d € R

y'+y=0 y = csin(t) + dcos(t),c,d € R
y'—y=0 y = csinh(t) + dcosh(t),c,d € R

Simdi ise tipki bayag diferensiyel denklemlerde oldugu iizere integral yar-
dimiyla veya bayag1 diferensiyel denklem coziimlerine benzeterek, bazi kismi
diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini belirleyebiliriz.

u = u(z,t) olmak tzere
U + 3u = t,

denkleminin bayaq diferensiyel denklem ¢ozimi yardimayla belirleyiniz.

y = y(t) olmak iizere
y+3y=t
denkleminini nasil ¢6zdiigiimiizii haturlayalim:\ = €3 integral carpamni ile her
iki yani carparak
ey + 3yed = te
veya

d
a(€3ty) — t€3t
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elde ederiz. Her iki yanin ¢ ye gore integralini alarak
3t 3t 1 _ Lo
ety = [ te dt:§e (3t—1)+c

veya,
1
y=73 (3t —1) + ce™™

elde ederiz.
Benzer bicimde verilen kismi diferensiyel denklemin her iki yanim \ = €3
ile carparak
e3tuy + 3ued = te

veya

2(e:‘,’tu) = te*

ot

elde ederiz. Her iki yanin ¢ ye gore integralini alarak

1
ey = §e3t (3t — 1) + c(x)

veya

1
u=g (3t — 1) + c(x)e ™™

genel ¢oziimiinii elde ederiz.

u = u(x,t) olmak tizere
Uy + 2u =1,

denkleminin bayagr diferensiyel denklem ¢éziimii yardimayla belirleyiniz.

Ly =t,dv = e3dt ile

/udv:uv—/vdu

kismi integrasyon kuralini uygulayiniz.
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Verilen kismi diferensiyel denklemin her iki yanim \ = e*? ile carparak
2w, + 2ue*® = te**

veya

2z 2z
=1
- —(e*"u) = te

elde ederiz. Her iki yanin ¢ ye gore integralini alarak

1
e*u = 562‘7% + c(t)

veya

genel ¢oziimiinii elde ederiz
Asagidaki tabloyu inceleyiniz.

Kismi Diferensiyel Denklem | Genel ¢oziim

u=u(z,y)u, =0= u = ¢(y),herhangi ¢(y) fonksiyonu
u=u(z,y),u, =1= u=z+c(y),

u=u(z,y), uy =1= u =y + ¢(x), herhangi ¢(z) fonksiyonu
u=u(z,t),u =u= u = c(z)e,

u=u(z,t),u +3u=0= u=c(x)e 3,

u=mu(z,t),u +3u=1= u=z+eg(x

u=u(z,y), Uy, =0= uy = c(z) = u = c(x)y + d(z),
u=u(T,y), Uz = 0= uy = c(y) = u=c(y)r +d(y),
u=u(z,y),uy =0= uy = c(z) = u=C(z)+d(y),
u=u(z,y), Uy +u=0= u = c(y) sin(zx) + d(y) cos(x)
u=u(z,y), Uy +u=0= u = c(z)sin(y) + d(x) cos(y)
u=u(z,y), Uz —u=0= | u=c(y)sinh(x) + d(y) cosh(x)
u=u(z,y), uy, + 16u = 0= | u=c(x)sin(4y) + d(z) cos(4y)
u=u(z,y), Uzzr +4u=0= | u=c(y)sin(2z) + d(y) cos(2x)

Ozetle bu boliimde

e kismi diferensiyel denklemler icin temel kavramlari, bayag: diferensiyel
denklemler teorisi ile iligkili olarak inceledik,
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e bayag diferensiyel denklemlerle modellenen tipik olaylari dikkate alarak,
daha kapsamli analizin kismi diferensiyel denklem modelleri ile gercek-
lestirilebilecegine dikkat cekerek ve bu suretle kismi diferensiyel denk-
lem caligsmalarini motive etmeye calistik. Ayrica

e kismi diferensiyel denklemler icin basamak, boyut, lineerlik, homojenlik
kavramlarini incelidik. Son olarak

e bayag: diferensiyel denklem ¢6ziim yontemleri yardimiyla coziilebilen
kismi diferensiyel denklemlerin genel c¢oziimlerini elde ederek, bayagi

diferensiyel ve kismi diferensiyel denklem genel ¢oziimleri arasindaki
iligkilere dikkat gektik.

1. y =y(t) olmak tizere asagidaki tabloyu doldurunuz.

BDD Genel ¢6ziim
yI//:O

y/l_4y:0

y//+4y:0

y+2y=1

y+y=t y=cet+t—1
yllzeft

y'+y' +y=0

2. u=u(z,t) olmak tzere asagidaki tabloyu doldurunuz.

KDD Genel ¢oziim
Ugge = 0

Uge — 4u =0
Ugr +3u =10
U, +2u =1
Uy +u =1 u=t+e "g(t)
Uy = ¢

Ugr + Uy +u =0
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3. uw=u(x,t) olmak tizere
Uge — Uy + 2u =0
denkleminin genel ¢ozimi asagqidakilerden hangisidir?

(a) u=ce' +de*,c,de R
(b) u=c(y)e” +d(y)e*,
(c) u=ce®+de* c,d € R
(d) u=c(t)e” +d(t)e*

4. Deneme yamilma yontemiyle asagidaki tabloda bos birakilan yerleri doldu-
TUnuz.

Coziim,u = u(x,t) Kismi Diferensiyel Denklem
u= f(x) u =0

u=flz—1)

u=f(z+1)

u= f(2x + 3t) uy —2u; =0
u=xf(t)+g(x)

u =zt + f(t)

u=e 'sin(z)

u = e'sin(x)
u=f(r—1t)+glx+1)
u = sin(z) cos(t)

u = sinh(x) cosh(t)

u +uu, =1
denklemi i¢in dogru secenegi belirleyiniz.
(a) birinci basamaktandur, lineerdir
(b) birinci basamaktandir, nonlineerdir.

(c) ikinci basamaktandur, nonlineerdir.

(d) dogru cevap yukarida verilmemigtir.
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6. Asagqda verilen denklemlerin lineer olup olmadiklarini arastiriniz, basamak
ve boyutlarina belirtiniz.

(@) Ugz + Uyy =0
(b) Uy + 2%y, =0
(¢) up +3u; —u=0
(d) up + xuy = Uy
(e) u; + uPu, =0
(f) Ut + QU = QUggay
(g) Uy = k(uw:p + uyy)
7. Asagidaki denklemlerin tirini belirleyiniz, homojen olup olmadiklarin:
belirleyiniz.
(@) Uyy — 4y, =0
(0) Uy + AUy + Uy —uy =
(¢) Ugy + BUyy + Yty + uy =0
(d) gy + 1y +u, =0
8. u = f(t)cos(2x)+g(t)sin(2x) fonksiyon ailesini ¢ozim kabul eden denk-
lem asagidakilerden hangisidir?
(a) up+2u=0
(b) gy +2u=0
(c) Uy +4u=0
(d) Ut + 4u =0
9. Asagida verilen degisken katsayile denklemlerin diizlemin hangi alt bél-

gelerinde hangi tiirden olduklarina belirleyiniz. Ilgili bélgelerin diizlemde
tarayarak belirtiniz.

(a) Ugy + (1 - x)uyy =0
(0) Ugy + (1 + )y, =0
(¢) Ugy + (1 + 2)tgy + 1y, =0
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(d) (1 —2)ugy + uy =0

10. Uyy+(1—2x)ugy +uy, = 0 denkleminin dizlemde Hiperbolik(H), Parabo-
lik(P) ve Eliptik(E) oldugu bolgelerin soldan saga dogru siralanisi hangi-

sidir?

(a) HPEPH
(b) PHEPH
(c) PEHEPH
(d) EPHPE
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