
Bölüm 1
Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi
Diferensiyel Denklemler)

Bu bölümde

• kısmi diferensiyel denklemler için temel kavramları, bayağıdiferensiyel
denklemler teorisi ile ili̧skili olarak tanıtıyor,

• bayağıdiferensiyel denklemlerle modellenen tipik olaylarıdikkate alarak,
yerel deği̧simlerin dikkate alındı̆gıdaha kapsamlıanalizin kısmi dife-
rensiyel denklem modelleri ile gerçekleştirilebileceğine dikkat çekiyor
ve bu suretle kısmi diferensiyel denklem çalı̧smalarınımotive ediyoruz.
Ayrıca

• bayağıdiferensiyel denklem çözüm yöntemleri yardımıyla çözülebilen
kısmi diferensiyel denklemleri gözönüne alıyor ve genel çözümlerini elde
ederek, bayağıdiferensiyel ve kısmi diferensiyel denklem genel çözüm-
leri arasındaki ili̧skilere dikkat çekiyoruz.

1.1 Ön bilgi(BayağıDiferensiyel Denklemler
için hatırlatma)

Tek bir bağımsız deği̧skene sahip bir bağımlıdeği̧skenin, söz konusu bağımsız
deği̧skene göre türevini içeren denkleme Bayağı(veya Adi) Diferensiyel
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2 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

Denklem(BDD) adıverildiğini hatırlayalım. En genel halde birinci basa-
maktan bir bayağıdiferensiyel denklem

F (t, y, y′) = 0 (1.1)

biçimde bir f bağıntısıyardımıyla ifade edilebilir, burada t bağımsız deği̧sken
ve y = y(t) ise bağımlıdeği̧skendir. Elemanter uygulamalarda ( 1.1) denklemi
y′ ne göre açıkça ifade edilebilir, yani

y′ = f(t, y) (1.2)

şeklinde ifade edilebilir. f nin özel durumları için (1.2) denklemine özel
isimler verildiğini hatırlayalım:

•
f(t, y) = −P (t)y +Q(t)

yani,
y′ = −P (t)y +Q(t)

veya daha yaygın ifadesiyle

y′ + P (t)y = Q(t)

ise (1.2) denklemi birinci basamaktan lineer denklem,

•
f(t, y) = h(t)g(y)

ise (1.2) denklemi deği̧skenlerine ayrılabilen denklem olarak adlandırıl-
maktadır.

• Sürekli bir f(t, y) fonksiyonu için (1.2) denkleminin genel çözümü, türevi
mevcut ve sürekli olup, c parametresinin her bir değeri için denklemi
özdeş olarak sağlayan y = ϕ(t, c) eğri ailesidir.

• Örneğin
y′ = t− y

denkleminin genel çözümü, integral parametresi yardımıyla

y = ce−t + t− 1, c ∈ R

olarak elde edilebilen eğri ailesidir.
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1.1 Ön bilgi(BayağıDiferensiyel Denklemler için hatırlatma) 3

•
y′ = t+ y

denkleminin genel çözümü de yine integral parametresi yardımıyla

y = cet − t− 1, c ∈ R
eğri ailesidir.

• Deği̧skenlerine ayrılabilen
y′ = ty

denkleminin genel çözümü

y = cet
2/2, c ∈ R

eğri ailesidir.

• Öte yandan ikinci basamaktan olan
y′′ − y = 0

denkleminin genel çözümü

y = cet + de−t, c, d ∈ R
ile ifade edilebilen iki parametresli bir eğri ailesidir. Aynıeğri ailesi c
ve d cinsinden elde edilebilen uygun A ve B sabitleri için

y = A sinh(t) +B cosh(t)

biçiminde de ifade edilebilir.

• Yine ikinci basamaktan olan
y′′ + y = 0

denkleminin genel çözümü,

y = c sin(t) + d cos(t), c, d ∈ R
biçiminde ifade edilebilen iki parametreli bir eğri ailesidir.

• Ayrıca
y′′ + y = t2

denkleminin genel çözümünün parametre deği̧simi veya belirsiz kat-
sayılar yöntemi ile

y = c sin(t) + d cos(t) + t2 − 2, c, d ∈ R
olarak elde edilebileceğini hatırlayalım.
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4 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

1.2 Kısmi Diferensiyel denklemler:Temel Kavram-
lar

TANIM 1.1. Birden fazla băgımsız dĕgişkene sahip bir băgımlıdĕgişkenin,
băgımsız dĕgişken veya dĕgişkenlerine göre kısmi türevlerini içeren denkleme
Kısmi Diferensiyel Denklem(KDD) adıverilmektedir. Kısaca Kısmi Di-
ferensiyel Denklem, băgımlı dĕgişkenin kısmi türev veya türevlerini içeren
denklemdir ve bazıkaynaklarda Kısmi Türevli Denklem olarak ta adlandırıl-
maktadır.

• Kısmi Diferensiyel Denklem örnekleri:

• u = u(t, x) olmak üzere

ut = 0, (1.3)

ux = 1, (1.4)

ut + ux = u, (1.5)

ut = kuxx, (1.6)

utt = c2uxx (1.7)

ut + uux = uxxx (1.8)

• u = u(x, y) olmak üzere

ux + uy = 1 (1.9)

ux + uy = cu (1.10)

uxx + uyy = 0 (1.11)

uxx + uyy = x− y (1.12)

• u = u(t, x, y, z) olmak üzere

ut = uxx + uyy + uzz (1.13)

TANIM 1.2. Bayăgıdiferensiyel denklemlerde oldŭgu gibi Kısmi Diferen-
siyel Denklemlerde de denklemin basamăgıen yüksek basamaktan türevin
basamăgına eşittir.
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1.2 Kısmi Diferensiyel denklemler:Temel Kavramlar 5

ÖRNEK 1.1. ( 1.3)-(1.5),(1.9),(1.10) denklemleri birinci basamaktan, (1.6),(1.7),
(1.11)-(1.13) denklemleri ikinci basamaktan, (1.8) denklemi ise üçüncü basamak-
tandır.

TANIM 1.3. Kısmi diferensiyel denklemlerde t zaman dĕgişkeni, x, y, z ise
konum dĕgişkeni olarak adlandırılır.

Birinci basamaktan u bağımlıdeği̧skenli, t ve x bağımsız deği̧skenli en
genel bir Kısmi Diferensiyel Denklem uygun bir f bağıntısıile

f(t, u, ut, ux) = 0 (1.14)

biçiminde ifade edilebilir.

TANIM 1.4. Bir Kısmi Diferensiyel Denklemdeki konum dĕgişkeninin sayısına
denklemin boyutu adıverilir.

ÖRNEK 1.2. ( 1.3)-(1.8) denklemleri bir boyutlu, (1.9)-(1.12) denklemleri
iki boyutlu, (1.13) ise üç boyutludur.

Uyarı. ( 1.3) denklemi konum dĕgişkenine göre türev içermemesine răgmen,
u = u(t, x) olarak tanımlandı̆gıiçin denklem bir boyutludur.

TANIM 1.5. L , bayăgı veya kısmi türev operatörü, f băgımsız dĕgişken

veya dĕgişkenlerin bir fonksiyonu, u ise operatörün tanım kümesinde tanımlı
bir fonksiyon olmak üzere operatör notasyonuyla ifade edilen

Lu = f (1.15)

denklemini gözönüne alalım. L operatörünün tanım kümesindeki herhangi
keyfi iki u, v fonksiyonlarıve α sabiti için

• L(αU) = αL(u)

• L(u+ v) = L(u) + L(v)

kriterleri săglanıyorsa, L ye lineer operatör ve (1.15) denklemine de
lineer diferensiyel denklem adıverilir. Ĕger L lineer dĕgilse, L ye non-
lineer operatör ve ilgili diferensiyel denkleme de nonlineer diferensiyel
denklem adıverilir.
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6 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

TANIM 1.6. L lineer operatör olmak üzere (1.15) denkleminde f ≡ 0 ise
veya dĭger deyimle u ≡ 0 denklemin çözümü ise denkleme homojen denk-
lem adıverilir, dĭger durumda denklem nonhomojen olarak sınıflandırılır.

ÖRNEK 1.3. Lineer ve nonlineer denklem örnekleri:

• u = u(x), Lu = u′, olmak üzere

L(αu) = (αu)′ = αu′ = αL(u),

L(u+ v) = (u+ v)′ = u′+ v′ = Lu+ Lv.

O halde Lu = u′ = f denklemi lineer bir denklemdir.

• u = u(x), Lu = au′+ bu2, olmak üzere herhangi α skaleri için

L(αu) = a(αu)′+ b(αu)2 = aαu′+ bα2u2 6= αL(u) = α(au′+ bu2),

o halde
au′+ bu2 = f

nonlineer bir denklemdir.

• u = u(x), Lu = u′ + p(x)u − q(x)un,n 6= 1 olmak üzere herhangi α
skaleri için

L(αu) 6= αL(u)

dir. O halde özel olarak

u′+ p(x) u− q(x)un = 0

veya Bernoulli denklemi olarak bilinen

u′+ p(x) u = q(x)un

denklemi nonlineerdir.

• a, b sabitleri,u = u(x, y), f = f(x, y) fonksiyonlarıiçin aux + buy = f
denkleminin lineerdir: u = u(x, y), a, b sabitleri için Lu = aux + buy
olarak tanımlansın. Herhangi α ∈ R skaleri için

L(αu) = a(αu)x + b(αu)y = α(aux + buy) = αLu

L(u+ v) = a(u+ v)x + b(u+ v)y = aux + buy + avx + bvy = Lu+ Lv

O halde
aux + buy = f

denklemi lineer bir KDD dir.
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1.2 Kısmi Diferensiyel denklemler:Temel Kavramlar 7

• ux + uuy = f denklemi nonlineerdir:

u = u(x, y) için Lu = ux + u uy olarak tanımlansın. Herhangi α ∈ R
skaleri için

L(αu) = (αu)x + (αu)(αu)y = αux + α2u uy 6= α(ux + uuy) = αL(u).

olup, L operatörü nonlineer ve dolayısıyla da

Lu = ux + u uy = f

denklemi nonlineer bir denklemdir.

• ut − kuxx = 0 denkleminin lineer ve homojendir:

u = u(x, t), k sabiti için Lu = ut − kuxx olarak tanımlansın.Herhangi
α ∈ R skaleri için

L(αu) = a(αu)t − k(αu)xx = α(aut − kuxx) = αLu

L(u+ v) = (u+ v)t − k(u+ v)xx = ut − kuxx + vt − kvxx = Lu+ Lv

O halde denklemi lineer bir kısmi diferensiyel denklemdir. Ayrıca u ≡ 0
denklemin çözümü olduğu için denklem homojendir.

• Poisson denklemi olarak bilinen

uxx + uyy = f

denklemi lineer bir denklemdir, çünkü

L[u] = uxx + uyy

operatörü lineer bir operatördür(Alı̧stırma), ancak homojen değildir.
f = 0 için elde edilen

uxx + uyy = 0

denklemi Laplace denklemi olarak adlandırılır ve homojendir.

• c bir skaler olmak üzere Dalga denklemi olarak bilinen

utt = c2uxx + f

denklemi lineer bir denklemdir, çünkü L[u] = utt − c2uxx operatörü
lineer bir operatördür.
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8 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

•
Nt = Nxx + k(N)N, k(N) = 1−N/M

denklemi nonlineerdir:

Çünkü N = N(x, t), LN = Nt−Nxx−N(1−N/M) olmak
üzere keyfi α sabiti için

L(αN) = (αN)t − (αN)xx − (αN)(1− αN/M)

6= α(Nt −Nxx −N(1−N/M))

Denklemi nonlineer yapan terim bilinmeyenin çarpım halinde bulun-
duğu

k(N)N = (1−N/M)N

ifadesindeki N2/M terimidir.

Gözlem 1.1. (x, y) băgımsız dĕgişken ve u = u(x, y) băgımlıdĕgişken olmak
üzere, birinci basamaktan en genel bir lineer Kısmi Diferensiyel Denklem

a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y) (1.16)

biçiminde ifade edilebilir.

Hatırlatma 1.1. Kısmi türev için alt indis veya türev gösterimleri gibi farklı
gösterimler mevcuttur, örnĕgin

ux =
∂u

∂x
, uxx =

∂2u

∂x2
, ut =

∂u

∂t
, uxxx =

∂3u

∂x3

dir. Kısmi türevin vurgulanmasıgerektĭgi durumlarda türev gösterimini, dĭger
durumlarda ise alt indis notasyonunu kullanacăgız.

1.3 Matematiksel model olarak Bayağıve Kısmi
Diferensiyel denklemler

Hangi olaylar bir bayağıdiferensiyel denklem ve hangileri kısmi diferensiyel
denklem ile modellenebilmektedir?
Bu soruyu kısaca aşağıdaki gibi cevaplayabiliriz:
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1.3 Matematiksel model olarak Bayağıve Kısmi Diferensiyel denklemler 9

Fiziksel boyut içerisindeki yerel dĕgişimlerinin dikkate alınmadı̆gıdurum-
lar bir bayăgıdiferensiyel denklem ile modellenebilirken, fiziksel boyut içerisin-
deki yerel dĕgişimlerin dikkate alındı̆gıdurumlar kısmi diferensiyel denklem
ile modellenebilmektedir.
Bayağı ve kısmi diferensiyel denklem ile modellenebilen olayları somut

örnekler üzerinde inceleyelim:

1. Kütle korunumu: Su dolu bir kab içerisine bir damla mürekkep
damlatalım, c = c(t), kab içerisinde t anındaki toplam mürekkep mik-
tarı olsun. Mürekkep miktarı zamanla deği̧smeyecek, yani kütle ko-
runacaktır. Bu durumda kütle korunumunun matematiksel ifadesi ola-
rak

dc

dt
= 0

diferensiyel denklemini elde ederiz. Bu denklem birinci basamaktan bir
bayağıdiferensiyel denklemdir. Eğer t = 0 anındaki miktar c0 ise bu
taktirde

dc

dt
= 0 (1.17)

c(0) = c0

başlangıç değer problemi olarak adlandırılan (1.17) probleminin çözümü
olarak c(t) = c0, t > 0 elde ederiz.

Şekil 1.1: Su dolu kabda mürekkep yayılım şematiği

O halde kab içerisine başlangıçta damlatılan mürekkep miktarızamanla
deği̧smemektedir.
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10 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

2. Korunan kütle difüzyonu: Fick yasasıolarak bilinen yasa gereği yu-
karıda göz önüne alınan kab içerisindeki mürekkep, yüksek yoğunluklu
bölgelerden düşük yoğunluklu bölgelere doğru moleküler etkileşimler
sonucu yayılacaktır. Moleküler etkileşimler sonucu oluşan bu yayılma
i̧slemine difüzyon adıverilmektedir. Kabımızın Şekil 1.1 de görüdüğü
üzere üstü açık ve su dolu olduğunu düşünelim. Uzun ekseni x ekseni
olarak düşünelim, x noktasıve t anındaki mürekkep konsantrasyonunu
c(x, t) ile gösterelim. Bu durumda bardak içerisindeki mürekkep kon-
santrasyonu, ilerleyen derslerimizde açıkça nasıl elde edildiğini inceleye-
ceğimiz

∂c

∂t
= k

∂2c

∂x2
, (1.18)

c(x, 0) = c0

ile verilen difüzyon kuralına göre yayılır. Örneğimizde c değeri konum(x)
ve zamana(t) bağlıolarak deği̧smektedir, yani c = c(x, t) dir.

(1.18) modeli,

• herhangi bir x0 noktasındaki değerin komşu noktalara göre küçük
olması, örneğin x0 noktasında yerel minimuma sahip olmasıduru-
munda cxx(x0) > 0 olacağından söz konusu nokta komşuluğunda
noktada ct > 0 olacağını, dolayısıyla c nin artacağınıifade eder.
Öte yandan

• herhangi bir x0 noktasındaki değerin komşu noktalara göre büyük
olması, örneğin x0 noktasında yerel maximuma sahip olmasıduru-
munda cxx(x0) < 0 olacağından söz konusu nokta komşuluğunda
ct < 0 olacağını, dolayısıyla c nin azalacağını ifade eder.

3. Korunan kütle adveksiyonu(taşınımı): Öte yandan x = x(t), tek
yönde(örneğin sağa doğru) dx/dt = v > 0 hızıyla hareket eden akı̧skan
içerisinde yayılmayan(difüze olmayan) kimyasalın konumunu göstersin.
c(x, t), x noktasıve t anında birim hacimdeki kimyasal miktarı, yani
kimyasal konsantrasyonu olmak üzere, v hızıyla hareket eden ortamda
toplam konsantrasyonun zamanla deği̧smediğini kabul edelim. Bu du-
rumda zincir kuralıyardımıyla modelimiz

dc(t, x(t))

dt
=

∂c

∂t
+
∂c

∂x

dx

dt
= ct + vcx = 0 (1.19)
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1.3 Matematiksel model olarak Bayağıve Kısmi Diferensiyel denklemler 11

olarak ifade edilir. Bu denklem adveksiyon(taşınım) denklemi olarak
bilinen denklem türüne aittir ve denklem birinci basamaktandır.

4. Enerji korunumu: Newton soğuma yasası, bir cismin yüzey sıcak-
lı̆gının zamana göre deği̧siminin, yüzey sıcaklı̆gıve dı̧s ortam sıcaklı̆gı
arasındaki fark ile orantılıolduğunu ifade eder. Cismin t anındaki yüzey
sıcaklı̆gıT (t) olmak üzere, bu yasa

T ′ = −α(T − A)

olarak ifade edilebilir, burada A sabit veya zamanla deği̧sebilen dı̧s or-
tam sıcaklı̆gı, α > 0 ise ısıtransfer katsayısıdır. Örneğin başlangıçta 75
derecedeki bir fincan kahveyi 25 derecede oda sıcaklı̆gına getirdiğimizi
düşünelim. İlerleyen zamanlarda kahve üst yüzeyinin sıcaklı̆gı,

dT

dt
= −α(T − 25) (1.20)

T (0) = 75

başlangıç değer problemi çözülerek elde edilebilir. Denklemi çözerek

T (t) = 25 + 50e−αt

elde ederiz. t− >∞ için T değerleri azalarak 25 değerine yaklaştı̆gına
dikkat edelim

• Ancak kahve üst yüzeyinin sıcaklı̆gı, fincan içerisindeki sıcak-
lıktan genelde farklıdır. z−yönünü kupa uzun ekseni olduğunu,
sadece bu ekse boyunca ısıdeği̧siminin olduğunu ve fincanın ısı
yalıtımlıolduğunu, ayrıca bir birim yüksekliğinde olduğunu kabul
edelim, Şekil 1.2.

Şekil 1.2: Fincan şematiği

Sıcaklık deği̧sim modeli olarak düşey eksen ve zamana bağlıolarak
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12 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

Tt = kTzz (1.21)

Tz|z=0 = 0

Tz|z=1 = −α(T − 25)

T (z, 0) = 75

• Burada Tzz terimi Termodinamik yasalar çerçevesinde ısının sı-
cak bölgeden soğuk bölgeye doğru hareket edeceğini ifade eder.
Herhangi bir z0 noktasında Tzz > 0 ise, komşu noktalardaki ısının
daha yüksek olduğu ve dolayısıyla difüzyon katsayısık > 0 olduğu
için Tt > 0 olacağından T nin z0 noktasında artması gerektiği,
yani komşu sıcak bölgelerden z0 noktasına doğru moleküler etk-
ileşimler sonucu ısıdifüzyonunun gerçekleşmesi gerektiği görülür.
Fakat eğer z0 noktasında Tzz < 0 ise komşu noktalardaki ısının
daha düşük olduğu ve dolayısıyla Tt < 0 olacağından T nin z0
noktasında azalmasıgerektiği, yani ısının komşu bölgelere doğru
yayılması gerektiği anlaşılmaktadır. Tz nin herhangi bir nok-
tadaki i̧sareti ısı akım yönünü belirler. Soğuma problemi için
soğuma süresince Tz > 0 dır.

• Şimdi (1.20) ve (1.21) arasındaki ili̧skileri inceleyelim:(1.20) prob-
leminde T = T (t) olup, denklem bir bayağıdiferensiyel denklemdir
ve basamağı bire eşittir, çünkü en yüksek basamaktan türevin
basamağıbire eşittir.(1.21) probleminde T = T (z, t) olup, denk-
lem ikinci basamaktan bir kısmi diferensiyel denklemdir.

• Bu modelde fincan sıcaklı̆gının sadece zaman ve fincan uzun ekseni
yani z ekseni boyunca deği̧stiğini kabul ettik, ancak fincan içerisin-
deki her (x, y, z) noktasındaki sıcaklı̆gıbelirlemek isteyseydik, bu
taktirde modelimizin

Tt = k(Txx + Tyy + Tzz) (1.22)

olarak revize ederek, diğer eksenler yönündeki ısı akımlarınıda
dikkate almamız gerekirdi. Bu durumda denklemimiz tek bir
T bağımlı deği̧skeni ile (x, y, z) konum deği̧skenleri ve t zaman
deği̧skeni olmak üzere dört adet bağımsız deği̧sken içerir. (1.20)
de tek bir konum deği̧skeni mevcut olduğu için problem tek boyutlu,
(1.22) de ise (x, y, z) ile gösterdiğimiz üç adet konum deği̧skeni
mevcut olduğu için problem üç boyutludur.
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5. Nüfus korunumu: Öteyandan beşinci örnek olarak lojistik model ola-
rak bilinen nüfus modelini gözönüne alalım.

dN

dt
= k(N)N, k(N) = 1−N/M

Birinci basamaktan deği̧skenlerine ayrılabilir bir bayağıdiferensiyel denk-
lem olarak bu denklemi çözerek t anındaki ilgili canlınüfusunu, yani
N(t) değerini belirleyebiliriz. Ancak bu bilgi bize söz konusu bölgenin
her bir alt bölgesindeki nüfus dĕgeri hakkında bilgi vermez.

Bu taktirde modelimizi geli̧stirmemiz gerekmektedir: Bir sahil şeridi
boyunca x = A ve x = B noktalarıarasında yerleşim alanlarına sahip
şehir düşünelim. Bu şehrin A < x < B noktasındaki nüfusu, lojistik
modele göre

Nt = Nxx + k(N)N, k(N) = 1−N/M (1.23)

N(x, 0) = N0, ilk nüfus değeri

N(A, t) = NA, N(B, t) = NB.

olarak verilir. Burada Nxx terimi difüzyon terimi olarak adlandırılık,
Nxx < 0 olduğu yerlerde dN/dt nin azalmasıve Nxx > 0 olduğu yerde
ise dN/dt nin artmasınıgerektirir. Diğer deyimle insanların nüfusun
çok yoğun olduğu bölgelerden daha az yoğun olduğu bölgelere göç etme
eyilimini ifade eder. Burada NA ve NB değerleri sırasıyla A ve B
noktalarında birim uzunluklu bölgelerdeki nüfus değerlerini temsil eder.
Alternatif olarak A ve B noktalarından birim zamanda şehire giren net
nüfus değerlerinin veya sınırdaki nüfus değeri veya birim zamandaki
nüfus hareketliliğinin bilinmesi de şehirdeki nüfusun belirlenmesi için
yeterli olur.

1.4 İkinci basamaktan lineer kısmi diferensi-
yel denklemlerin sınıflandırılması

İkinci basamaktan x ve y bağımsız deği̧sken ve u = u(x, y) bağımlıdeği̧skenli
en genel lineer sistem, uxy = uyx kabulü ile

auxx + buxy + cuyy + dux + euy + fu = g (1.24)
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14 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

biçiminde ifade edilebilir. Burada katsayılar bağımsız deği̧skenlerin her ik-
isinin veya sadece birisinin fonksiyonu olabileceği gibi sabit te olabilir. g ≡ 0
olmasıdurumunda denklem homojen olur.
Bu denklemin sınıflandırma i̧slemine ı̧sık tutmasıaçısından öncelikle ikinci

basamaktan sabit katsayılı

ay′′ + by′ + cy = f (1.25)

denklemini göz önüne alalım. Homojen kısmın genel çözümü için y = ert

biçimde çözüm ararken, r lerin

ar2 + br + c = 0

denklemini sağladı̆gınıbiliyoruz. Denklemin köklerinin reel ve birbirinden
farklı, reel ve çakı̧sık veya karmaşık olmasıdurumuna göre çözümün artan
zaman değerleri için farklı davranı̧s sergilediğini hatırlayalım. Daha açık
olarak denklem kökleri için tanımlı

∆ = b2 − 4ac

diskriminantıönemli rol oynar:

• ∆ > 0 ise kökler reel,

• ∆ = 0 ise kökler çakı̧sık,

• ∆ < 0 ise kökler karmaşıktır.

Tıpkı1.25 denklemindeki sınıflandırma gibi, (1.24) denklemin çözümleri
de diskriminant adıverilen ve herhangi bir (x, y) noktasında

∆(x, y) = b2(x, y)− 4a(x, y)c(x, y)

ifadesinin i̧saretine bağlıolarak farklıözellikler gösterir. ∆(x, y) nin i̧sarete
göre de denklem farklısınıflara ayrılır. Herhangi bir (x, y) noktasında

• ∆(x, y) > 0 ise (1.24) denklemi (x, y) noktasında hiperbolik,

• ∆(x, y) = 0 ise (1.24) denklemi (x, y) noktasında parabolik ve

• ∆(x, y) < 0 ise (1.24) denklemi (x, y) noktasında eliptiktir denir.
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Üç farklı sınıfa ait çözümlerin özellikleri kendi sınıfı içerinde benzerlik
gösterdiği için bu sınıflandırma faydalıdır.

• Laplace denklemi olarak bilinen uxx + uyy = 0 denkleminde a = 1, b =
0, c = 1olup, ∆ = −3 < 0 dır. O halde Laplace denklemi olarak bilinen
bu denklem eliptik türden bir denklemdir ve eliptik denklemlerin en
basit biçimi(kanonik formu) olarak bilinir.

• Difüzyon denklemi veya daha çok ısıdenklemi olarak bilinen ut−kuxx =
0 denkleminde a = −k, b = c = 0 olup, ∆ = 0 dır. O halde difüzyon
denklemi parabolik bir denklemdir ve parabolik denklemlerin en basit
biçimi olarak bilinir.

• Dalga denklemi olarak bilinen dalga yer deği̧stirmesini belirleyen utt −
c2uxx = 0 denkleminde ∆ = 4c2 > 0 olup, dalga denklemi hiperbolik
denklemdir ve hiperbolik denklemlerin basit biçimlerinden birisi olarak
bilinir.

• uxx + xuyy = 0 denkleminde a = 1, b = 0, c = x olup, ∆ = −4x
dır. O halde x > 0 yarıdüzleminde denklem eliptik, x = 0 doğrusu
üzerinde uxx = 0 denklemine dönüşür ki bu denklem parabolik, x < 0
yarıdüzleminde ise denklem hiperboliktir. O halde deği̧sken katsayılı
denklemler, farklıbölgelerde farklıdenklem türlerine ait olabilmektedir.

• uxx + (1 − x2)uyy = 0 denkleminde a = 1, b = 0, c = 1 − x2 olup,
∆ = 4(x2 − 1) dır. O halde

— düzlemde x = ±1 doğrusu üzerinde denklem parabolik(P ),

—D = {(x, y) ∈ R2| − 1 < x < 1} bölgesi üzerinde denklem eliptik(E)
ve

—D = {(x, y) ∈ R2|x < −1 veya x > 1} bölgesi üzerinde denklem
hiperboliktir(H).

— Soldan sağa doğru sıralamak gerekirse, denklem düzlemdeHPx=−1EPx=1H
veya kısaca HPEPH türündedir.
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16 Temel Kavramlar(Bayağıve Kısmi Diferensiyel Denklemler)

1.5 Bazıkısmi diferensiyel denklemlerin bayağı
diferensiyel denklem çözüm yöntemi yar-
dımıyla çözümü

Aşağıdaki tabloyu inceleyerek, bazı lineer bayağı diferensiyel denklemlerin
çözümlerini hatırlayalım.

BayağıDif. Denklem Genel çözüm
y = y(t), y′ = 0 y = c, c ∈ R
y′ = 1 y = t+ c, c ∈ R
y′ = y y = cet, c ∈ R
y′ + 3y = 0 y = ce−3t, c ∈ R
y′′ = 0 y = c+ dt, c, d ∈ R
y′′ + y = 0 y = c sin(t) + d cos(t), c, d ∈ R
y′′ − y = 0 y = c sinh(t) + d cosh(t), c, d ∈ R

Şimdi ise tıpkıbayağıdiferensiyel denklemlerde olduğu üzere integral yar-
dımıyla veya bayağıdiferensiyel denklem çözümlerine benzeterek, bazıkısmi
diferensiyel denklemlerin genel çözümlerini belirleyebiliriz.

ÖRNEK 1.4. u = u(x, t) olmak üzere

ut + 3u = t,

denkleminin bayăgıdiferensiyel denklem çözümü yardımıyla belirleyiniz.

Çözüm.

y = y(t) olmak üzere
y′ + 3y = t

denkleminini nasıl çözdüğümüzü haturlayalım:λ = e3t integral çarpanıile her
iki yanıçarparak

e3ty′ + 3ye3t = te3t

veya
d

dt
(e3ty) = te3t
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elde ederiz. Her iki yanın t ye göre integralini alarak

e3ty =

∫
te3tdt1 =

1

9
e3t (3t− 1) + c

veya

y =
1

9
(3t− 1) + ce−3t

elde ederiz.
Benzer biçimde verilen kısmi diferensiyel denklemin her iki yanınıλ = e3t

ile çarparak
e3tut + 3ue3t = te3t

veya
∂

∂t
(e3tu) = te3t

elde ederiz. Her iki yanın t ye göre integralini alarak

e3tu =
1

9
e3t (3t− 1) + c(x)

veya

u =
1

9
(3t− 1) + c(x)e−3t

genel çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 1.5. u = u(x, t) olmak üzere

ux + 2u = t,

denkleminin bayăgıdiferensiyel denklem çözümü yardımıyla belirleyiniz.

Çözüm.

1u = t, dv = e3tdt ile ∫
udv = uv −

∫
vdu

kısmi integrasyon kuralınıuygulayınız.
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Verilen kısmi diferensiyel denklemin her iki yanınıλ = e2x ile çarparak

e2xux + 2ue2x = te2x

veya
∂

∂x
(e2xu) = te2x

elde ederiz. Her iki yanın t ye göre integralini alarak

e2xu =
1

2
e2xt+ c(t)

veya

u =
1

2
t+ c(t)e−2t

genel çözümünü elde ederiz
Aşağıdaki tabloyu inceleyiniz.

Kısmi Diferensiyel Denklem Genel çözüm
u = u(x, y),ux = 0⇒ u = c(y),herhangi c(y) fonksiyonu
u = u(x, y), ux = 1⇒ u = x+ c(y),
u = u(x, y), uy = 1⇒ u = y + c(x), herhangi c(x) fonksiyonu
u = u(x, t), ut = u⇒ u = c(x)et,
u = u(x, t), ut + 3u = 0⇒ u = c(x)e−3t,
u = u(x, t), ut + 3u = 1⇒ u = 1

3
+ e−3tg(x)

u = u(x, y), uyy = 0⇒ uy = c(x)⇒ u = c(x)y + d(x),
u = u(x, y), uxx = 0⇒ ux = c(y)⇒ u = c(y)x+ d(y),
u = u(x, y), uxy = 0⇒ ux = c(x)⇒ u = C(x) + d(y),
u = u(x, y), uxx + u = 0⇒ u = c(y) sin(x) + d(y) cos(x)
u = u(x, y), uyy + u = 0⇒ u = c(x) sin(y) + d(x) cos(y)
u = u(x, y), uxx − u = 0⇒ u = c(y) sinh(x) + d(y) cosh(x)
u = u(x, y), uyy + 16u = 0⇒ u = c(x) sin(4y) + d(x) cos(4y)
u = u(x, y), uxx + 4u = 0⇒ u = c(y) sin(2x) + d(y) cos(2x)

– – – – – – – – – – – —
Özetle bu bölümde

• kısmi diferensiyel denklemler için temel kavramları, bayağıdiferensiyel
denklemler teorisi ile ili̧skili olarak inceledik,
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yöntemi yardımıyla çözümü 19

• bayağıdiferensiyel denklemlerle modellenen tipik olaylarıdikkate alarak,
daha kapsamlıanalizin kısmi diferensiyel denklem modelleri ile gerçek-
leştirilebileceğine dikkat çekerek ve bu suretle kısmi diferensiyel denk-
lem çalı̧smalarınımotive etmeye çalı̧stık. Ayrıca

• kısmi diferensiyel denklemler için basamak, boyut, lineerlik, homojenlik
kavramlarınıincelidik. Son olarak

• bayağıdiferensiyel denklem çözüm yöntemleri yardımıyla çözülebilen
kısmi diferensiyel denklemlerin genel çözümlerini elde ederek, bayağı
diferensiyel ve kısmi diferensiyel denklem genel çözümleri arasındaki
ili̧skilere dikkat çektik.

– – – – – – – – – – – —

Alı̧stırmalar 1.1.

1. y = y(t) olmak üzere aşăgıdaki tabloyu doldurunuz.

BDD Genel çözüm
y′′′ = 0
y′′ − 4y = 0
y′′ + 4y = 0
y′ + 2y = 1
y′ + y = t y = ce−t + t− 1
y′′ = e−t

y′′ + y′ + y = 0

2. u = u(x, t) olmak üzere aşăgıdaki tabloyu doldurunuz.

KDD Genel çözüm
uxxx = 0
uxx − 4u = 0
uxx + 3u = 0
ux + 2u = 1
ux + u = t u = t+ e−xg(t)
uxt = e−t

uxx + ux + u = 0
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3. u = u(x, t) olmak üzere

uxx − 3ux + 2u = 0

denkleminin genel çözümü aşăgıdakilerden hangisidir?

(a) u = cet + de2t, c, d ∈ R
(b) u = c(y)ex + d(y)e2x,

(c) u = cex + de2x, c, d ∈ R
(d) u = c(t)ex + d(t)e2x

4. Deneme yanılma yöntemiyle aşăgıdaki tabloda boş bırakılan yerleri doldu-
runuz.

Çözüm,u = u(x, t) Kısmi Diferensiyel Denklem
u = f(x) ut = 0
u = f(x− t)
u = f(x+ t)
u = f(2x+ 3t) 3ux − 2ut = 0
u = xf(t) + g(x)
u = xt+ f(t)
u = e−t sin(x)
u = et sin(x)
u = f(x− t) + g(x+ t)
u = sin(x) cos(t)
u = sinh(x) cosh(t)

5.
ut + u ux = 1

denklemi için dŏgru seçenĕgi belirleyiniz.

(a) birinci basamaktandır, lineerdir

(b) birinci basamaktandır, nonlineerdir.

(c) ikinci basamaktandır, nonlineerdir.

(d) dŏgru cevap yukarıda verilmemiştir.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



1.5 Bazıkısmi diferensiyel denklemlerin bayağıdiferensiyel denklem çözüm
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6. Aşăgıda verilen denklemlerin lineer olup olmadıklarınıaraştırınız, basamak
ve boyutlarınıbelirtiniz.

(a) uxx + uyy = 0

(b) uxx + x2uyy = 0

(c) ut + 3ux − u = 0

(d) ut + xux = uxx

(e) ut + u2ux = 0

(f) utt + αut = αuxxxx

(g) ut = k(uxx + uyy)

7. Aşăgıdaki denklemlerin türünü belirleyiniz, homojen olup olmadıklarını
belirleyiniz.

(a) uxx − 4uyy = 0

(b) uxx + 4uyy + ux − uy = x

(c) uxx + 3uxy + yuyy + ux = 0

(d) uxx + ux + uy = 0

8. u = f(t) cos(2x)+g(t) sin(2x) fonksiyon ailesini çözüm kabul eden denk-
lem aşăgıdakilerden hangisidir?

(a) utt + 2u = 0

(b) uxx + 2u = 0

(c) uxx + 4u = 0

(d) utt + 4u = 0

9. Aşăgıda verilen dĕgişken katsayılıdenklemlerin düzlemin hangi alt böl-
gelerinde hangi türden olduklarınıbelirleyiniz. İlgili bölgelerin düzlemde
tarayarak belirtiniz.

(a) uxx + (1− x)uyy = 0

(b) uxx + (1 + x)uyy = 0

(c) uxx + (1 + x)uxy + uyy = 0

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr
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(d) (1− x)uxx + utt = 0

10. uxx+(1−x)uxy+uyy = 0 denkleminin düzlemde Hiperbolik(H), Parabo-
lik(P) ve Eliptik(E) oldŭgu bölgelerin soldan săga dŏgru sıralanı̧sıhangi-
sidir?

(a) HPEPH

(b) PHEPH

(c) PEHEPH

(d) EPHPE
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