
Bölüm 2
Birinci basamaktan denklemler ve
karakteristikler yöntemi

Bu bölümde birinci basamaktan

• sabit ve deği̧sken katsayılı lineer denklemlerin özel bazı doğru veya
eğriler üzerinde bayağıdiferensiyel denkleme nasıl dönüştüğünü,

• sözkonusu bayağıdiferensiyel denklemin çözümü yardımıyla genel çözümün
nasıl elde edileceğini ve

• bu tür denklemlerle oluşturulan Başlangıç Değer Problemlerin çözüm-
lerinin varlı̆gıve tekliği problemlerini inceleyeceğiz. Ayrıca

• parçalıfonksiyonlar yardımıyla tanımlanan Başlangıç Değer Problem-
lerinin "genelleştirilmi̧s" çözümlerini incelleyerek

• yarı-sonsuz bölge üzerinde uygun başlangıç değer problemlerinin çözü-
münü örneklerle inceliyoruz.

2.1 Sabit katsayılıproblemlerin karakteristik-
ler yöntemi ile çözümü

Karakteristikler yöntemini mümkün olabilecek basit örnekler üzerinde in-
celemeye başlayacağız. Ancak öncelikle aşağıda verilen zincir kuralıile türev
özelliğini hatırlayalım.

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



2 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

Hatırlatma 2.1. x = x(t), y = y(t) olmak üzere Γ = {(x(t), y(t))|tεR} ĕgrisi
üzerinde u = u(x, y) fonksiyonunun türevi, zincir kuralıyardımıyla

du(x(t), y(t))

dt
= ux

dx

dt
+ uy

dy

dt
(2.1)

olarak hesaplanır. Γ ĕgrisi kartezyen formda y = y(x) băgıntısıile verilmişse,
bu durumda x dĕgişkenini parametre olarak düşünerek, y = y(x) ĕgrisi üz-
erinde u = u(x, y(x)) fonksiyonunun türevi

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
(2.2)

olarak ifade edilir.

ÖRNEK 2.1. x, y băgımsız dĕgişkenler ve u băgımlıdĕgişken olmak üzere

ux = 0,−∞ < x, y <∞ (2.3)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

• y = y(x) boyunca u bağımlıdeği̧skeninin türevini

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
= 0 (2.4)

olarak elde ederiz.

•
dy

dx
= y′(x) = 0

seçimi ile verilen (2.3) denklemini elde ederiz. Bu denklemin çözümü
olarak x’ten bağımsız olan

y = c (2.5)

yatay doğrularınıelde ederiz.

• O halde (2.3) kısmi diferensiyel denklemi (2.5) doğrularıüzerinde (2.4)
ile verilen

du(x, c)

dx
= 0 (2.6)
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2.1 Sabit katsayılıproblemlerin karakteristikler yöntemi ile çözümü 3

bayağı diferensiyel denklemine dönüşür. Ancak (2.6) denklemi ise u
nun söz konusu doğrular üzerinde x deği̧skeninden bağımsız olduğunu
ifade etmektedir. O halde (2.6) denkleminin y = c doğrusu üzerinden
integralini alarak

u(x, c) = sabit (2.7)

elde ederiz. Şimdi (2.7) deki sabit değerini yorumlayalım: Söz konusu
sabit, y = c doğrusu üzerinde u nun herhangi bir noktada, örneğin
(x, c) = (0, c) noktasında, aldı̆gıdeğere eşit olmalıdır, çünkü bu doğru
üzerinde u fonksiyonu x ten bağımsızdır. u nun (0, c) deki değerinin
bir f fonksiyonu için

u(0, c) = f(c)

olduğunu kabul edelim.

• O halde
sabit = f(c)

olmalı, yani
u(x, c) = f(c)

elde ederiz.

• y = c dŏgrusu üzerinde gerçekleştirdĭgimiz bu işlemi herhangi bir
dŏgru üzerinde de gerçekleştirebilecĕgimiz için , veya kısmi diferensiyel
denklemler kitaplarındaki ifadesiyle c sabitini yok ederek,

u(x, y) = f(y) (2.8)

genel çözümünü elde ederiz .

TANIM 2.1. Bir kısmi diferensiyel denklemin daha basit kısmi diferensiyel
denkleme veya bayăgı diferensiyel denkleme dönüştü̆gü dŏgru veya ĕgrilere
denklemin karakteristikleri adıverilmektedir.

O halde Örnek 2.1 de (2.5) doğruları (2.3) denkleminin karakteristik-
leridir, çünkü bu doğrular üzerinde

ux = 0

Kısmi Diferensiyel Denklemi(KDD)

du(x, y(x))

dx
= 0
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4 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

Bayağı Diferensiyel Denklemine(BDD) dönüşmüştür. Yukarıdaki örnekte
karakteristikler yönteminin bir uygulamasını gerçekleştirmi̧s olduk. Yön-
temin adımlarınıaşağıda özetliyoruz.
Karakteristikler yöntemi aşağıdaki adımlardan oluşmaktadır:

1. Verilen kısmi diferensiyel denklemin daha basit kısmi diferensiyel denk-
lem veya bayağıdiferensiyel denkleme dönüştüğü ve karakteristikler adı
verilen eğri(sabit katsayılıdenklemler için doğru) ailesine ait diferensi-
yel denklem(ler) yardımıyla karakteristikler elde edilir.

2. Karaktersitikler üzerinde söz konusu denklem çözülür. Bu çözümde
keyfisabit olarak Örnek 2.1 de olduğu üzere karakteristikler ailesindeki
sabitin keyfi fonksiyonu alınır.

3. Elde edilen çözümde keyfi sabit(ler) mümkünse yok edilerek, karak-
teristikler üzerinde elde edilen çözüm genelleştirilir, diğer bir deyimle
genel çözüm problemin bağımsız deği̧skenleri cinsinden ifade edilir.

4. Eğer denklemle birlikte yan şart verilmi̧sse, genel çözümde ilgili yan
şartları sağlayan fonksiyonlar belirlenerek istenilen özel çözüm elde
edilir.

ÖRNEK 2.2. a, b sıfırdan farklısabitleri için

aux + buy = 0,−∞ < x, y <∞ (2.9)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Denklemin her iki yanınıa 6= 0 ile bölerek,

ux +
b

a
uy = 0 (2.10)

elde ederiz. Öte yandan
dy

dx
=
b

a
(2.11)

eğimli doğrusu üzerinde (2.2) zincir kuralı(2.10) ve (2.11) ile

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
= 0 (2.12)
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2.1 Sabit katsayılıproblemlerin karakteristikler yöntemi ile çözümü 5

elde ederiz. Öte yandan (2.11) karakteristik denklemini x e göre çözerek

dx =
a

b
dy

veya
x− a

b
y = x0 (2.13)

karakteristik doğru denklemini elde ederiz. Burada x0, karakteristik doğru-
nun x eksenini kesim noktasıdır.Bu doğru üzerindeki her yerde (2.12) gereğince,
u fonksiyonu x0 noktasındaki değerine eşit olmalıdır, eğer bu değer f(x0) ise
o halde

u(x, y(x)) = f(x0) (2.14)

çözümünü elde ederiz. Bu karakteristik için yapılan i̧slemi genelleştirerek,
veya diğer deyimle x0 sabitini yok ederek keyfi f fonksiyonu için

u(x, y) = f(x− a

b
y)

genel çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.3. a, b, c sıfırdan farklısabitleri için

aux + buy = c,−∞ < x, y <∞ (2.15)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemin her iki yanınıa ile bölerek,

ux +
b

a
uy =

c

a
(2.16)

elde ederiz.
dy

dx
=
b

a
(2.17)

eğimli x− a
b
y = x0 karakteristiği üzerinde u(x, y(x)) fonksiyonunun türevini

aldıktan sonra, (2.16) ve (2.17) bağıntısınıkullanarak,

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
=
c

a

Karaden iz Teknik Matematik , erhan@ktu .edu .tr



6 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

elde ederiz. Bu bayağıdiferensiyel denklemin x − a/by = x0 karakteristiği
üzerindeki integrali ile

u(x, y(x)) =
c

a
x+ f(x0)

çözümünü elde ederiz. x0 sabit değerini yok ederek,

u(x, y) =
c

a
x+ f(x− a

b
y)

genel çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.4.

2ux + 5uy = 1,−∞ < x <∞, y > 0

u(x, 0) = ex

Başlangıç Dĕger Probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

ux +
5

2
uy =

1

2

den
dy

dx
=

5

2

denklemini sağlayan x− 2
5
y = x0 karakteristiği üzerinde

du(x, y(x))

dx
= ux +

5

2
uy =

1

2

denklemini karakteristik doğru üzerinde integre ederek

u(x, y(x)) =
1

2
x+ f(x0)

eld ederiz. Aynıi̧slemi herhangi bir karakteristik üzerinde de tekrarlayabile-
ceğimiz için x0 değerini yok ederek

u(x, y) =
1

2
x+ f(x− 2

5
y)
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2.1 Sabit katsayılıproblemlerin karakteristikler yöntemi ile çözümü 7

elde ederiz. Ayrıca verilen başlangıç şartınıkullanarak,

u(x, 0) =
1

2
x+ f(x)

= ex

=⇒ f(x) = ex − 1

2
x

elde ederiz. O halde yan şartısağlayan çözümünü

u(x, y) =
1

2
x+ ex−

2
5
y − 1

2
(x− 2

5
y)

=
1

5
y + ex−

2
5
y

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 2.5. a, b, c sıfırdan farklısabitleri için

aux + buy = cu,−∞ < x, y <∞ (2.18)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemin her iki yanınıa ile bölerek,

ux +
b

a
uy =

c

a
u (2.19)

elde ederiz.
dy

dx
=
b

a

eğimli x− a
b
y = x0 karakteristiği üzerinde u(x, y(x)) fonksiyonunun türevini

alıp, (2.19) denklemini kullanarak,

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
=
c

a
u

elde ederiz. Bu denklemin belirtilen karakteristik doğru üzerinde integralini
alarak keyfi f fonksiyonu için

u(x, y(x)) = e
c
a
xf(x0)
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8 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

elde ederiz. Aynıi̧slemi herhangi bir karakteristik üzerinde de tekrarlayabile-
ceğimiz için x0 değerini yok ederek

u(x, y) = e
c
a
xf(x− a

b
y)

çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.6. a, b, c sıfırdan farklısabitleri için

aux + buy = cu+ d,−∞ < x, y <∞ (2.20)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemin her iki yanınıa ile bölerek,

ux +
b

a
uy =

c

a
u+

d

a
(2.21)

elde ederiz.
dy

dx
=
b

a
(2.22)

eğimli x− a
b
y = x0 karakteristiği üzerinde u(x, y(x)) fonksiyonunun türevini

aldıktan sonra , (2.21) ve (2.22) yi kullanarak,

du(x, y(x))

dx
= ux + uy

dy

dx
=
c

a
u+

d

a

elde ederiz. Birinci basamaktan sabit katsayılıbir lineer denklem olarak

du

dx
− c

a
u =

d

a

denklemi için λ = e−(c/a)x integral çarpanıile

u(x, y(x)) = e(
c
a
)x

[∫
d

a
e−(

c
a
)xdx+ f(x0)

]
= −d

c
+ e(

c
a
)xf(x0)

veya x0 sabitini yok ederek,

u(x, y) = e
c
a
xf(x− a

b
y)− d

c
genel çözümünü elde ederiz.
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2.2 Cauchy Problemi için varlık-teklik teoremi ve uygulamaları 9

2.2 Cauchy Problemi için varlık-teklik teo-
remi ve uygulamaları

Bayağıdiferensiyel denklemlerde başlangıç değer problemi, ilgili diferensiyel
denklem ve başlangıç noktasıadıverilen bir noktadaki fonksiyon ve gerekirse
türev değerini içermektedir. Kısmi diferensiyel denklemlerde başlangıç değer
problemleri Cauchy problemleri olarak adlandırılır ve çözümün varlık ve
tekliği için karakteristik adıverilen doğru veya eğrilerle tek ve yanlız bir tek
noktada kesişen ve başlangıç ĕgrisi adıverilen ĕgri üzerindeki dĕgerin (veya
yüksek basamaktan problemler için türev dĕgeri veya dĕgerlerinin ) verilmesi
yeterlidir, ancak gerekli dĕgildir!

TEOREM 2.1. [2]a, b, c sabitler ve f = f(x, y) olmak üzere fx, fy, kısmi
türevleri sürekli fonksiyonlar ve g′,h′ fonksiyonlarıda sürekli olmak üzere

aux + buy + cu = f,−∞ < x, y <∞ (2.23)

u(x, g(x)) = h(x)

başlangıç dĕger problemi verilmiş olsun. Ĕger y = g(x) ĕgrisi (2.23) problem-
inin her bir karateristĭgi ile tek bir noktada kesişiyorsa, (2.23) problemi tek
bir çözüme sahiptir.

Teorem 2.1 in hipotezlerinin sağlanmamasıdurumunda teorem şüphesiz
uygulanamaz, bu durumda çözümün varlı̆gı veya tekliği hakkında bu teo-
rem yardımıyla herhangi bir bilgi elde edemeyiz. Ancak çözümün mevcut
olmamasıveya birden fazla olmamasıdurumunda ise Teorem 2.1 in hipotez-
lerinden en az birisi sağlanmamı̧s olduğu sonucuna varabiliriz.

ÖRNEK 2.7.

ux = 0, (2.24)

u(0, y) = sin(y)

Başlangıç Dĕger Probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Öncelikle denklemin genel çözümünü Örnek 2.1 e benzer olarak

u(x, y) = f(y)
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10 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

olarak elde edilir. Genel çözümden, x = 0 için

u(0, y) = f(y) = sin(y)

elde ederiz. O halde problemin tek çözümünü

u(x, y) = sin(y)

olarak elde ederiz. Bu durumda

Γ = {(0, y)|, yεR} (2.25)

başlangıç doğrusu, her bir y = y0 karakteristik doğru ile tek bir noktada, yani
(0,y0) noktasında kesi̧sir. Dolayısıyla başlangıç doğrusu üzerinde tanımlanan
fonksiyon değeri ile birlikte problem tek bir çözüme sahiptir.

ÖRNEK 2.8.

ux = 0, (2.26)

u(x, 0) = sin(x)

Başlangıç Dĕger Probleminin(BDP) çözümünün mevcut olmadı̆gını gös-
teriniz.

Çözüm.

Bu örnekte Γ eğrisi
Γ = {(x, 0)|, xεR}

olarak verilmi̧stir. Bu durumda Γ eğrisi(yani y = 0 doğrusu), y = y0 = 0
karakteristik doğrusu ile sonsuz sayıda noktada kesi̧sir. Γ eğrisi üzerinde
verilen sin(x) başlangıç değeri ile

ux = 0,−∞ < x <∞, y > 0

u(x, 0) = sin(x)

problemi çözüme sahip değildir. Çünkü u(x, y) = f(y) genel çözümünden

u(x, 0) = f(0) 6= sin(x), xεR

elde ederiz. Bu durum bir çeli̧skidir, çünkü tek deği̧skenli bir fonksiyonunun
tek bir noktadaki değeri, sabit olmayan bir fonksiyona eşit olamaz. O halde
verilen başlangıç değerini sağlayan f fonksiyonu belirlenemez, yani verilen
BDP çözüme sahip değildir.
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2.2 Cauchy Problemi için varlık-teklik teoremi ve uygulamaları 11

ÖRNEK 2.9.

ux = 0, (2.27)

u(x, 0) = 1

Başlangıç Dĕger Probleminin birden fazla çözüme sahip oldŭgunu gösteriniz.

Çözüm.

Problemin genel çözümü

u(x, y) = f(y)

olup,
u(x, 0) = f(0) = 1

elde ederiz. Bu durumda bir çeli̧ski söz konusu değildir, ancak f(0) = 1
özelliğini sağlayan her f için bir çözüm elde edilir. Örneğin

u(x, y) = cos(y), cosh(y), y + 1, (y + 1)2, ...

fonksiyonlarıverilen BDP nin çözümleridirler. O halde verilen BDP sonsuz
sayıda çözüme sahiptir. Bu örnekte başlangıç doğru olarak verilen y = 0
doğrusunun y0 6= 0 için hiç bir y = y0 karakteristiği ile kesi̧smediğine ve
y0 = 0 için ise sonsuz sayıda noktada kesi̧stiğine dikkat edelim.

ÖRNEK 2.10.

uy = 0,−∞ < x <∞, y > 1

u(x, 1) = cos(x)

başlangıç dĕger probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Bu örnekte Γ eğrisi
Γ = {(x, 1)|, xεR}

eğrisi veya kartezyen koordinat ifadesi ile y = 1 doğrusu olarak verilmi̧stir.
Bu doğru her bir x0εR için x = x0 karakteristik doğrusu ile tek bir noktada
kesi̧smektedir. O halde çözüm mevcut ve tektir.

u(x, y) = f(x)
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12 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

genel çözümünden
u(x, 1) = f(x) = cos(x)

veya u(x, y) = cos(x) çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.11. 2.2 x, y băgımsız dĕgişkenler ve u băgımlı dĕgişken olmak
üzere

uy = 0,−∞ < x, y <∞, (2.28)

u(0, y) = 2y + 1 (2.29)

denkleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Örnek 2.1 e benzer olarak keyfi f fonksiyonu için

u(x, y) = f(x)

genel çözümünü elde ederiz.
Bu örnekte x = 0 başlangıç doğrusunun, x0 6= 0 olan hiç bir x = x0 karak-

teristiği ile kesi̧smediğine, x0 = 0 için ise sonsuz sayıda noktada kesi̧stiğine
dikkat edelim. O halde verilen Cauchy Problemi için VTT uygulanamaz.
Genel çözümden

u(0, y) = f(0) = 2y + 1

çeli̧skili durumunu elde ederiz, dolaysıyla verilen başlangıç şartınısağlayan f
fonksiyonunu belirleyemeyiz. O halde verilen BDP çözüme sahip değildir.

ÖRNEK 2.12. Yukarıda Örnek 2.2 ile verilen problemin aşăgıda verilen
başlangıç dĕgerleri ile çözümlerini araştırınız.

Çözüm.

• u(x, 0) = x2

• u(x, b
a
x+ c) = x2, c ∈ R.
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2.2 Cauchy Problemi için varlık-teklik teoremi ve uygulamaları 13

• Birinci problemde Γ = {(x, 0)|xεR} başlangıç eğrisi (2.11) ile verilen
ve b/a eğimili (2.13) karakteristik doğrularınıher bir x0 için tek bir
noktada kesmektedir. Bu durumda tek bir çözüm belirleyebilmeliyiz.
Gerçekten de (2.14) yardımıyla

u(x, 0) = f(x) = x2

elde ederiz. Belirlediğimiz f fonksiyonunu (2.14) da yerine yazarak

u(x, y) = (x− a

b
y)2

elde ederiz.

• İkinci problemde Γ =
{

(x, b
a
x+ c)|xεR

}
başlangıç eğrisi (2.13) karak-

teristik doğrularına paraleldir. O halde verilen BDP Teorem 2.1 in
hipotezlerini sağlamamaktadır. Dolayısıyla teorem uygulanamaz. Öte
yandan (2.14) yardımıyla

u(x,
b

a
x+ c) = f(x− a

b
(
b

a
x+ c)) = f(−ac

b
) = x2

bağıntısıile çeli̧skili bir durum oluşmaktadır ve f fonksiyonu belirlen-
ememektedir. O halde verilen BDP çözüme sahip değildir.

ÖRNEK 2.13.

2ux + 3uy = −4u,−∞ < x <∞ (2.30)

u(x, 0) = x2 (2.31)

denkleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemin her iki yanını2 ile bölerek,

ux +
3

2
uy = −2u (2.32)

elde ederiz.
dy

dx
=

3

2
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14 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

eğimli x− 2
3
y = x0 karakteristiği üzerinde u(x, y(x)) fonksiyonunun türevini

alıp, (2.32) denklemini kullanarak,

du

dx
= ux +

3

2
uy = −2u

u(0) = f(x0)

elde ederiz. Bu denklemi çözerek

u = e−2xf(x0)

ve sabit değerini yok ederek

u = e−2xf(x− 2

3
y)

çözümünü elde ederiz.

Verilen başlangıç şartınıkullanarak

u(x, 0) = e−2xf(x) = x2 ⇒ f(x) = x2e2x

elde ederiz. O halde başlangıç değerini sağlayan çözümü

u(x, y) = e−2x(x− 2

3
y)2e2(x−

2
3
y)

= (x− 2

3
y)2e−

4
3
y

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 2.14.

ux + uy = 0

u(x, x+ 1) = sin(x)

BDP’nin çözümünün varlık ve teklĭgini araştırınız.

Çözüm.
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Verilen denklemin karakteristikleri

dy

dx
= 1

denkleminin çözümü olarak

y = x+ sabit

doğrularıdır. Öte yandan başlangıç doğrusu

y = x+ 1

olarak verilmektedir. sabit 6= 1 değeri için hiç bir karakteristiğin başlangıç
doğrusunu kesmediği ve sabit = 1 için ise sonsuz sayıda noktada kestiği görül-
mektedir. O halde verilen BDP Teorem 2.1 in hipotezlerini sağlamamaktadır.
Dolayısıyla teorem uygulanamaz.
Öte yandan

u(x, y) = f(y − x)

genel çözümünden
u(x, x+ 1) = f(1) = sin(x)

gibi çeli̧skili bir durum elde ederiz. Dolayısıyla verilen BDP çözüme sahip
değildir.

ÖRNEK 2.15.

ux + uy = 0

u(x, 2x+ 1) = sin(x)

BDP nin çözümünün varlık ve teklĭgini araştırınız.

Çözüm.

Verilen denklemin karakteristikleri

y = x+ sabit

doğrularıdır. Öte yandan başlangıç doğrusu

y = 2x+ 1
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16 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

olarak verilmektedir. başlangıç doğrusu her bir karakteristiği tek bir noktada
keser. O halde Teorem 2.1 gereğince verilen BDP tek bir çözüme sahiptir.
Gerçekten de

u = f(y − x)

genel çözümünden

u(x, 2x+ 1) = f(x+ 1) = sin(x)⇒ f(x) = sin(x− 1)

ve dolayısıyla
u(x, y) = sin(y − x− 1)

çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.16. (Taşınım(Adveksiyon) modeli)

ut + cux = 0

u(x, 0) = f(x)

BDP Teorem 2.1 nin hipotezlerini săglar.Gerçekten de denklemin

x− ct = x0

ile verilen karakteristikleri y = 0 başlangıç dŏgrusunu tek bir noktada keser.
O halde

u(x, t) = f(x− ct)
verilen problemin tek çözümüdür.

ÖRNEK 2.17. (Taşınım-reaksiyon modeli)

ut + cux = −αu
u(x, 0) = f(x)

BDP Teorem 2.1 nin hipotezlerini săglar. Gerçekten de denklemin

x− ct = x0

ile verilen karakteristikleri y = 0 başlangıç dŏgrusunu tek bir noktada keser.
O halde

u(x, t) = e−αtf(x− ct)
verilen problemin tek çözümüdür.
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2.3 Deği̧sken katsayılıproblemlerin karakter-
istikler yöntemi ile çözümü

Yukarıda sabit katsayılıproblemlere uyguladı̆gımız karakteristikler yöntem-
ini deği̧sken katsayılı problemlere de uygulayabiliriz. Ancak bu durumda
karakteristiklerin sabit katsayılı problemler için elde ettiğmiz doğrular ye-
rine, genelde eğri aileleri olduğuna dikkat edelim:

ÖRNEK 2.18. Aşăgıda verilen

ut + xux = 0,

u(x, 0) = f(x)

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

dx

dt
= x

denklemini sağlayan

dx

x
= dt

⇒ ln |x| = t+ c1

⇒ |x| = x0e
t, x0 = ec1 > 0

⇒ x = x0e
t, x0 ∈ R

karakteristik eğrileri boyunca

du(t, x(t))

dt
= ut + ux

dx

dt
= 0

olup, u karakteristik eğriler boyunca deği̧smemektedir, o halde

u(x, t) = u(x0, 0) = f(x0) = f(xe−t)

elde ederiz.
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18 Birinci basamaktan denklemler ve karakteristikler yöntemi

ÖRNEK 2.19.
ut + (xu)x = 0

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemi açıkça

ut + u+ xux = 0

veya
ut + xux = −u

olarak ifade edebiliriz. Buradan

dx

dt
= x

karakteristikler denklemini çözerek

dx

x
= dt⇒ ln(|x|) = t+ c⇒ x = x0e

t, x0 ∈ R (2.33)

elde ederiz.
Karaktersitikleri üzerinde

d

dt
u(t, x(t)) = ut + ux

dx

dt
= −u

elde ederiz.Bu denklemin karaktersitik eğri üzerinden intgralini alarak

du

u
= −dt⇒ ln(|u|) = −t+ F (x0)

elde ederiz.

Uyarı. Karakteristikler üzerinden integral alırken, integral sabitini karak-
terisitik ĕgri aile parametresinin keyfi fonksiyonu olarak aldı̆gımıza dikkat
edelim.
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Yukarıdaki integral sonucunu düzenleyerek, yani her iki tarafıüstel fonk-
siyon üzerine yükselterek,

eln(|u|) = |u| = e−t+F (x0)

veya düzenleyerek, keyfi f fonksiyonu için

u = e−tf(x0)

elde ederiz.
x0 parametresini (2.33) ile verilen karakteristikler ailesinde elde edip,

yukarıda yerine yazarak
u = e−tf(xe−t)

genel çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.20.
ut + (x2u)x = 0

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Verilen denklemi açıkça

ut + 2xu+ x2ux = 0

veya
ut + x2ux = −2xu

olarak ifade edebiliriz. Buradan

dx

dt
= x2

karakteristikler denklemini çözerek

dx

x2
= dt⇒ −1

x
= t+ c⇒ −2x =

2

t+ c
, c ∈ R

elde ederiz.
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Karaktersitikleri üzerinde

d

dt
u(t, x(t)) = ut + ux

dx

dt
= ut + x2ux = −2xu

elde ederiz. Bu denklemden karakteristikler üzerinde

du

u
= −2xdt

elde ederiz. Ancak bu denklemi bu şekliyle çözemeyiz. Karakteristikler üz-
erinde −2x için t cinsinden elde edilen değeri yerine yazarak

du

u
=

2

t+ c
dt

veya integral almak suretiyle, integral sabitini karakteristikler ailesinin c
parametresinin keyfiF fonksiyonu alarak,

ln(|u|) = 2 ln(t+ c) + F (c)

veya düzenleyerek
u = (t+ c)2f(c)

elde ederiz. c parametresini yok etmek suretiyle

u =
1

x2
f(t+

1

x
)

genel çözümünü elde ederiz.

ÖRNEK 2.21.
ut + tux = 0

denkleminin genel çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

dx

dt
= t
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karakteristikler denklemini çözerek

x− t2

2
= x0, x0 ∈ R

elde ederiz.
Bu karaktersitikleri üzerinde

d

dt
u(t, x(t)) = ut + ux

dx

dt
= ut + tux = 0

elde ederiz.Bu denklemden karakteristikler üzerinde

u = f(x0)

elde ederiz. x0 parametresini yok ederek

u = f(x− t2

2
)

genel çözümünü elde ederiz.

2.4 Parçalıbaşlangıç değerli Cauchy problem-
leri

Bu bölümde başlangıç değerleri parçalıfonksiyon olarak verilen Cauchy prob-
lemlerinin, her noktada sürekli olmayabilen ve zayıf çözüm olarak adlandırılan
çözümlerinin nasıl elde edildiğini inceleyeceğiz.

ÖRNEK 2.22.

ut + ux = 0

u(x, 0) =

{
1, |x| ≤ 1
0, dĭger x ler

probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.
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Şekil 2.1: Farklıt değerleri için çözüm.

Öncelikle problemin genel çözümünü

u(x, t) = f(x− t)

olarak elde ederiz. O halde

u(x, 0) = f(x) =

{
1, |x| ≤ 1
0, diğer x ler

ve dolayısıyla

u(x, t) = f(x− t) =

{
1, |x− t| ≤ 1
0, diğer x ler

elde ederiz. Şekil 2.1 de t = 0, 1 ve 2 değerleri için elde edilen çözümler
grafiksel olarak sunulmaktadır.
Denklemin sağ yöne doğru bir birim hızla taşınım(kimyasal yoğunluğu

vb) gerçekleştirdiğine dikkat edelim.
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2.5 Yarı-sonsuz bölge üzerinde Cauchy prob-
lemi

Önceki bölümde sonsuz bölge (-∞ < x < ∞, t > 0) üzerinde tanımlıad-
veksiyon veya adveksiyon-reaksiyon denklmlerinin çözümlerini inceledik. Bu
bölümde ise yarı-sonsuz bölge olarak adlandıracağımız (0 < x < ∞, t >
0) bölgesi üzerinde söz konusu denklemlerin çözümlerini, fiziksel uygula-
malarıyla birlikte inceleyeceğiz.
Öncelikle yarısonsuz bölge üzerinde tanımlanan problemlerde başlangıç

değerin (x, 0), x ≥ 0 ve ve (0, t), t > 0 ile verilen doğrular üzerinde verilmesi
gerektiğine dikkat çekmek istiyoruz.

ÖRNEK 2.23.

ut +
1

2
ux = 0, 0 < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x) = x, x ≥ 0

u(0, t) = g(t) = sin(t), t > 0

probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

dx

dt
=

1

2

denklemini sağlayan
x− t/2 = x0 > 0

karakteristikleri üzerinde

u(x, t) = f(x0) = f(x− t/2), x− t/2 ≥ 0

çözümünü elde ederiz. Dolayısıyla verilen başlangıç şartıyardımıyla

u(x, 0) = f(x) = x

olup,
u(x, t) = x− t/2, x ≥ t/2 > 0

çözümünü elde ederiz.
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Şekil 2.2: x ve t eksenini kesen karakteristikler.

Şekil 2.2 de x0 > 0 , x0 = 0 ve x0 < 0 için x − t/2 = x0 karakteristik-
leri görülmektedir. x0 < 0 için belirtilen karakteristik doğrular, başlangıç
doğrusu olarak tanımlanan (0,∞) doğrusunu kesmemektedir. Bu durumda
x < t/2 özelliğini sağlayan herhangi (x, t) noktasıiçin u(x, t) çözümü belir-
lenememektedir. Ancak x − t/2 = x0, x0 < 0 karakteristiklerinin başlangıç
doğrusu olan x = 0 doğrusunun da sisteme dahil edilmesi durumunda her
(x, t) noktasıiçin çözümü belirleyebiliriz. Buarada dikkat edilmesi gereken
iki nokta söz konusudur:x− t düzlemindeki herhangi bir (x, t) noktasıiçin ya
x ≥ t/2 veya x < t/2 dir.

• x ≥ t/2 olmasıdurumunda (x, t) noktasının üzerinde olduğu x− t/2 =
x0 karakteristiği x eksenini x0 > 0 noktasında kesmektedir. Bu du-
rumda u(x, t) = f(x0) = f(x− t/2) elde ederiz.

• x < t/2 olmasıdurumunda (x, t) noktasının üzerinde olduğu x− t/2 =
x0 karakteristiği, x = 0 doğrusunu (0, t−x/2) noktasında kesmektedir.
Gerçektende karaktersitiğin x = 0 doğrusunu kesim noktası(0, t0) ise
karakteristik denkleminden

−t0/2 = x0 =⇒ t0 = −2x0 = −2(x− t/2) = t− 2x
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elde ederiz. Bu durumda

u(x, t) = u(0, t0) = u(0, t− 2x) = g(t− 2x)

elde ederiz. O halde problemin çözümünü

u(x, t) =

{
f(x− t/2) x ≥ t/2
g(t− 2x) x < t/2

=

{
x− t/2 x ≥ t/2
g(t− 2x) x < t/2

olarak elde ederiz.

ÖRNEK 2.24.

ut + 2ux = 0, 0 < x <∞, t > 0

u(x, 0) = e−x, x ≥ 0

u(0, t) = cos(t), t > 0

probleminin çözümünü belirleyiniz.

Çözüm.

Yukarıdaki örnekteki yöntemimizi takip ederek

u(x, t) =

{
e−(x−2t) x ≥ 2t

cos(t− x/2) x < 2t

elde ederiz.
Genelleştirecek olursak,

ut + cux = 0, 0 < x <∞, t > 0

u(x, 0) = f(x), x ≥ 0

u(0, t) = g(t), t > 0

probleminin çözümünü

u(x, t) =

{
f(x− ct) x ≥ ct
g(t− x/c) x < ct

olarak elde ederiz.
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– – – – – – – – – – –
Özetle bu bölümde

• kısmi diferensiyel denklemlere ili̧skin basamak, boyut, lineerlik, homo-
jenlik gibi denklem tanımlayıcıkavramları,

• bayağıdiferensiyel denklemlerden kısmi diferensiyel denklemlere geçi̧si
zorunlu kılan modelleme problemlerini,

• bayağıdiferensiyel denklem çözüm yöntemi yardımıyla bazıkısmi dife-
rensiyel denklemlerin nasıl çözüldüğünü,

• sabit ve deği̧sken katsayılıbirinci basamaktan lineer denklemlerin karak-
teristikler yöntemiyle nasıl çözüldüğünü,

• birinci basamaktan denklemler için Cauchy problemine ait çözümün
varlık ve tekliğini uygulamalarla birlikte inceledik. Ayrıca

• yarı-sonsuz bölge üzerinde tanımlanan Cauchy problemlerin çözümü-
lerinin nasıl elde edildiğini inceledik.

– – – – – – – – – – – -

Alı̧stırmalar 2.1.

1. Aşăgıda verilen sabit katsayılı denklemlerin genel çözümlerini belir-
leyiniz ve karakteristikler ailesinin grafĭgini çiziniz

(a) ut + 2ux = 0

(b) ut + 2ux = x

(c) ut + 2ux = x+ t

(d) ut + 2ux = sin(x)

(e) ut + 2ux = −u+ t

(f) ut + 2ux = −u+ e−(x−2t)

(g) ut + 1
x
ux = 0

2. Aşăgıda verilen dĕgişken katsayılıdenklemlerin genel çözümlerini belir-
leyiniz ve karakteristikler ailesinin grafĭgini çiziniz
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(a) ut + 1
x
ux = 0

(b) ut + (xu)x = u

(c) ut + t ux = −u+ 1

(d) ut + xt ux = −u+ t

(e) ut + t ux = −2u+ 3x

3. Soru 1(a) da verilen denklemin aşăgıda verilen her bir yan şart ile tek
bir çözümünün mevcut olup olmadı̆gınıaraştırınız. Mevcutsa çözümü
belirleyiniz. Çözümün mevcut olmadı̆gı veya birden fazla oldŭgu du-
rumlarıinceleyiniz.

(a) u(x, 0) = e−|x|

(b) u(x, 2x) = 1

(c) u(x, 2x) = x

4. Soru 2(a) de verilen denklemin aşăgıda verilen her bir yan şart ile tek
bir çözümünün mevcut olup olmadı̆gınıaraştırınız. Mevcutsa çözümü
belirleyiniz. Çözümün mevcut olmadı̆gı veya birden fazla oldŭgu du-
rumlarıinceleyiniz.

(a) u(x, 0) = x2

(b) u(x, x2/2) = 1

(c) u(x, x2/2) = x

5. Parçalıfonksiyonlarla verilen aşăgıdaki başlangıç-dĕger problemlerinin
türevlerde sonlu sayıda noktada süreksizlĭge izin veren genelleştirilmiş
çözümlerini belirleyiniz ve t = 0, 1, 2 dĕgerleri için grafiklerini aynı
eksende çizdiriniz.

(a)

ut + ux = −u, u(x, 0) =

{
1 −1 ≤ x ≤ 1
0 dĭger x dĕgerleri

(b)

ut + 2ux = 0, u(x, 0) =

{
1− x2 −1 ≤ x ≤ 1

0 dĭger x dĕgerleri
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(c)

ut + tux = 0, u(x, 0) =

{
1− |x| −1 ≤ x ≤ 1

0 dĭger x dĕgerleri

(d)

ut + 2ux = −u, u(x, 0) =

{
cos(x) −π/2 ≤ x ≤ π/2

0 dĭger x dĕgerleri

(e)

ut + xux = −u, u(x, 0) =

{
1 −1 ≤ x ≤ 1
0 dĭger x dĕgerleri

6. Trafik yŏgunluk modeli olarak bilinen[1]

ut + uux = 0

quazi-lineer denkleminin genel çözümünü belirleyerek, aşăgıda verilen
başlangıç dĕgerlerini săglayan çözümlerini araştırınız

(a) u(x, 0) = x

(b) u(x, 0) =

{
0, x < 0
1, x ≥ 0

(c) u(x, 0) =


1, x < 0

1− x, 0 ≤ x ≤ 1
0, x > 1

(d) (c) de hangi t anına kadar çözüm için tek dĕgerli bir fonksiyon
elde edebilirsiniz?

7. Yarı-sonsuz bölgede tanımlanan aşăgıdaki başlangıç-sınır dĕger prob-
lemlerinin çözümlerini belirleyiniz.

(a) ut + 2ux = 0, 0 < x <∞,

u(x, 0) = x, x ≥ 0, u(0, t) = sin(t), t > 0

(b) ut + tux = 0, 0 < x <∞,

u(x, 0) = x2, x ≥ 0, u(0, t) = t, t > 0
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(c) ut + xux = 0, 0 < x <∞,

u(x, 0) = 1, x ≥ 0, u(0, t) = cos(t), t > 0

(d) ut + 2ux = −u, 0 < x <∞,

u(x, 0) = x+ 1, x ≥ 0, u(0, t) = 1 + sin(t), t > 0

8. Aşăgıda verilen ifadelerden dŏgru olanınıbelirleyiniz.

(a) ux + 2uy = 0 denklemi y − x = sabit karakteristikleri üzerinde
du
dx

= 0 denklemine dönüşür ve integral ile u = f(y − x) genel
çözümünü elde ederiz.

(b) ux + 2uy = 0 denklemi 2y − x = sabit karakteristikleri üzerinde
du
dx

= 0 denklemine dönüşür ve integral ile u = f(y − 2x) genel
çözümünü elde ederiz.

(c) ux + 2uy = 0 denklemi y − 2x = sabit karakteristikleri üzerinde
du
dy

= 0 denklemine dönüşür ve integral ile u = f(y − 2x) genel
çözümünü elde ederiz.

(d) ux + 2uy = 0 denklemi y − 2x = sabit karakteristikleri üzerinde
du
dx

= 0 denklemine dönüşür ve integral ile u = f(y − 2x) genel
çözümünü elde ederiz.

9. Aşăgıda verilen ifadeleri inceleyelim:

I- ux = 0, u(0, y) = y başlangıç dĕger problemi tek bir çözüme sahiptir.

II- ux = 0, u(x, 0) = 1 başlangıç dĕger problemi tek bir çözüme sahiptir.

III- ux = 0, u(x, 0) = x başlangıç dĕger problemi tek bir çözüme sahip-
tir.

IV- ux = 0, u(x, 0) = 2 başlangıç dĕger problemini sonsuz sayıda çözüme
sahiptir ve bir çözümü u(x, y) = y + 2 dir. Buna göre aşăgıda verilen
seçeneklerden dŏgru olanınıbelirleyiniz.

(a) I yanlı̧s; II,III,IV dŏgrudur.

(b) I,IV yanlı̧s; II,III dŏgrudur.

(c) I,IV dŏgru; II,III yanlı̧stır.
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(d) hepsi yanlı̧stır.

10.
ut + 2xux = −u

denklemi ile ilişkili olarak aşăgıdakilerin hangisi yanlı̧stır?

(a) denklemin karakteristikler ailesi

xe−2t = c

ĕgri aileleridir.

(b) Karakteristikler üzerinde verilen kısmi diferensiyel denklem

du

dt
= 2u

bayăgıdiferensiyel denklemine dönüşür.(dŏgru)

(c) Keyfi f için
u = e−tf(xe−2t)

verilen problemin genel çözümüdür.

(d) u(x, 0) = sin(x) başlangıç dĕgerini săglayan çözüm

u = e−t sin(xe−2t)

olarak elde edilir.

11. ut + 3ux = 2 denkleminin karakteristikler ailesi (x, t) düzleminde

(a) 3 ĕgimli dŏgrulardır

(b) 1
3
ĕgimli dŏgrulardır

(c) x = 3 dŏgrularıdır

(d) y = 3 dŏgrularıdır

12. ut + 3ux = 0 denkleminin

u(x, 0) =

{
1− x, −1 < x < 1

0, dĭger x ler

başlangıç şartını săglayan çözümü için aşăgıda verilen seçeneklerden
dŏgru olanınıbelirleyiniz.
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(a) u(1, 1) = 0, u(1, 1
2
) = 3

2

(b) u(1, 1) = 0, u(1, 1
2
) = 1

2

(c) u(1, 1) = 1
2
, u(1, 1

2
) = 1

2

(d) u(1, 1) = 1, u(1, 1
2
) = 3

2
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